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A DQiOLVH� GRV� FRPSRQHQWHV� SULQFLSDLV - $&3 ou 3&$ (do inglês 3ULQFLSDO�
&RPSRQHQW�$QDO\VLV) é um método que tem por finalidade básica, a análise dos dados 

usados visando sua redução, eliminação de sobreposições e a HVFROKD�GDV�IRUPDV�PDLV�
UHSUHVHQWDWLYDV�GH�GDGRV�D�SDUWLU�GH�FRPELQDo}HV�OLQHDUHV�GDV�YDULiYHLV�RULJLQDLV. 

É também chamado de 7UDQVIRUPDGD�'LVFUHWD�GH�.DUKXQHQ�/RqYH�(KLT) ou 

ainda 7UDQVIRUPDGD� +RWHOOLQJ, em homenagem� a Kari Karhunen, Michel Loève 

[1907-1979] e Harold Hotelling��Ela WUDQVIRUPD�YDULiYHLV�GLVFUHWDV�HP�FRHILFLHQWHV�
GHVFRUUHODFLRQDGRV. Foi derivada por +RWHOOLQJ�e por ele denominada como 0pWRGR�
GRV�&RPSRQHQWHV�3ULQFLSDLV� 

Análise de Componentes Principais (PCA) é um dos métodos estatísticos de 

múltiplas variáveis mais simples. A PCA é considerada a WUDQVIRUPDomR�OLQHDU�yWLPD, 

dentre as transformadas de imagens, sendo muito utilizada pela comunidade de 

reconhecimento de padrões. 

�

���&RPSRQHQWHV�SULQFLSDLV��3&¶V��

A análise de componentes principais (PCA) é uma maneira de identificar a 

UHODomR�HQWUH�FDUDFWHUtVWLFDV�H[WUDtGDV�GH�GDGRV. É bastante útil quando os vetores de 

características têm muitas dimensões, quando uma representação gráfica não é possível, 

mas também pode ser útil em dimensões menores, como mostra a Figura 1.  

A FRPSRQHQWH�SULQFLSDO é o arranjo que melhor representa a distribuição dos 

dados (linha vermelha na Figura 1) e a FRPSRQHQWH� VHFXQGiULD é perpendicular a 

componente principal (linha azul na Figura 1). 
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Figura 1 - Linha vermelha mostra a distribuição principal dos dados e a linha azul 

mostra a componente secundária. 

 

Os SDVVRV para calcular as componentes principais são: 

� REWHU os dados ou as 0 amostras de vetores de dimensão Q; 

� calcular a PpGLD ou o YHWRU�PpGLR destes dados; 

� VXEWUDLU�D�PpGLD de todos os itens de dados; 

� calcular a PDWUL]�GH�FRYDULkQFLD usando todas as subtrações. Ela é o resultado 

da média do produto de cada subtração por ela mesma e terá dimensão Q�x�Q; 

� calcular os DXWR�YDORUHV e DXWR�YHWRUHV da matriz de covariância. 

� arranjar os a PDWUL]�GD�7UDQVIRUPDGD�GH�+RWHOOLQJ (cujas linhas são formadas 

a partir dos autovetores da matriz de covariância arranjados de modo que a 

primeira linha, o elemento (0,0), seja o auto vetor correspondente ao maior 

autovalor, e assim sucessivamente até que a última linha corresponda ao menor 

autovalor.  

 

O DXWR� YHWRU com o maior DXWRYDORU associado, corresponde à componente 

principal do conjunto de dados usado. Isso significa que essa é o relacionamento mais 

significativo entre as dimensões dos dados. A Figura 1 ilustra esse ponto. 
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As componentes principais podem então ser usadas conforme a maneira 

desejada. Seja apenas para visualização, para aquisição de imagens de objetos 2D de 

acordo com o melhor posicionamento da câmera ou reconhecimento das principais 

características de medidas a serem usadas.  

 

�����0DWUL]�GH�FRYDULkQFLD�
Em estatística, existem várias análises que podem ser feitas sobre um conjunto 

de dados, como a PpGLD aritmética, o GHVYLR�SDGUmR e a YDULkQFLD. Os dois últimos 

medem o quanto os dados estão afastados em relação a média (a variância é igual ao 

quadrado do desvio padrão). 

Todas essas medidas, porém, consideram separadamente cada tipo de dados. Por 

sua vez, a FRYDULkQFLD sempre é medida entre duas dimensões (calcular a covariância 

entre uma dimensão e ela mesma resulta na variância). A fórmula da covariância para 

dados de dimensão 2 (; e <) é: 

 

Na fórmula acima, ; e < são listas de dados, onde ; é a primeira e < é a segunda 

dimensão. Os elementos com uma barra sobre eles, ; e  < , são as médias das listas. ; �
 e 

< �  são cada um dos elementos das listas nas duas direções ; e < , na i-ésima posição. A 

variável Q representa o número de itens de dados obtidos. Quando os dados representam 

uma amostra (que inicia no índice 0), usa-se Qí� no denominador e no somatório. 

Quando os dados representam o conjunto total da “população”, usa-se simplesmente Q 

no denominador. 

Se os dados tiverem mais de duas dimensões, é necessário ter a covariância entre 

cada par de dimensões. A partir dessa idéia, surge a matriz de covariância. Se forem 

usadas três dimensões ([��\ e ]), a matriz de covariância terá este formato: 
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A diagonal principal da matriz contém as variâncias e as demais posições a 

correlação entre as direções. Essa matriz é simétrica e real, de modo que é sempre 

possível encontrar um conjunto de autovetores ortonormais (Anton e Rorres,2004).  

Para 0 amostras de vetores em um conjunto qualquer, o YHWRU�PpGLR pode ser 

calculado de: 

∑
=

=
�

�
�� [0P

1

1
 

Assim supondo que se tenha 4 amostras de um conjunto de vetores de 

características 3D, que correspondem a 3 características de texturas medidas de 4 

imagens: probabilidade máxima, uniformidade,e momento de diferença de ordem 3. 

Suponha também que estes valores para cada uma dos 4 imagens seja: 
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O vetor médio destas medidas será: 
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Para calcular a PDWUL]�GH�FRYDULkQFLD subtrai-se cada [ �  de P� . E usando todas 

as subtrações calcula-se o produto de cada subtração por ela mesma. A PDWUL]� GH�
FRYDULkQFLD é o resultado da média desta soma.  

Para os dados acima se tem:  
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O produto de cada um destes vetores por ele mesmo resultará cada um em uma 

matriz 3x3, dada por ([ � ±�P� ) ([ � ±�P� )
	
. No exemplo em questão teremos as seguintes 

matrizes respectivamente:  
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De modo que a PDWUL]�GH�FRYDULkQFLD�destes valores será:�
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Neste exemplo todos os elementos da diagonal principal são iguais, o que indica 

que os 3 elementos do vetor de característica usado têm mesma variância. Todos os 3 

elementos são correlacionados. Os elementos 1 e 3 do vetor de característica usado têm 

correlação positiva, enquanto que os elementos 2 e 3 são negativamente 

correlacionados. 

Este exemplo numérico da obtenção da matriz de covariância a partir do 

conhecimento de 4 medidas das coordenadas 3D de um objeto é apresentado em 

Gonzalez e Wood (2000) na (seção 3.6).  
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O exemplo de cálculo acima pode ser facilmente estendido para o cálculo da 

matriz de covariância em 3D com qualquer número de medidas. Também é facilmente 

estendido para casos de vetores com mais de 3 dimensões. Se estes tiverem 4 dimensões 

a matriz será 4x4, se tiverem 5 dimensões a matriz será 5x5, e tiverem Q dimensões a 

matriz será Q x�Q . 

A matriz de covariância para 0 amostras de vetores em um conjunto qualquer, 

com YHWRU�PpGLR P� pode ser calculado de: 

�
��

�
�

�

�
�� PP[[0& −= ∑

=1

1
 

A matriz da covariância é UHDO�H�VLPpWULFD��Sendo sempre possível encontrar um 

conjunto de Q autovalores e correspondentemente autovetores ortonormais (Anton e 

Rorres , 2004).  

 

�����$XWRHVSDoRV���DXWRYHWRUHV�H�DXWRYDORUHV�
Diz-se que um vetor Y é um DXWRYHWRU de uma matriz quadrada 0 se 0� Y 

(multiplicação da matriz 0 pelo vetor Y) resulta num múltiplo de Y, ou seja, em O�Y�( ou 

na multiplicação de um escalar pelo vetor). Nesse caso, O é o chamado DXWRYDORU de 0 

associado ao DXWRYHWRU Y. 
Quando se fala em DXWRYHWRUHV, subentende-se “autovetores de comprimento 1”, 

(não nulos) já que a propriedade desejada é apenas a direção do vetor.  

Uma propriedade dos autovetores é que eles são perpendiculares (ortogonais) 

entre si. Essa propriedade é importante porque torna possível expressar os dados em 

termos dos autovetores, em vez de em termos dos eixos [, \ e ].  
Para matrizes de dimensões 2 × 2 ou também 3 × 3, os autovalores podem ser 

calculados usando a HTXDomR�FDUDFWHUtVWLFD de 0: 
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Onde ,�é a matriz identidade, 0 a matriz dada e os escalares não nulos, O��que a 

solucionam serão os DXWRYDORUHV��Por exemplo, no caso de uma matriz 0 2 × 2: 

 

 

Resulta numa equação de 2º grau, cujas raízes podem ser calculadas e 

substituídas no sistema abaixo para encontrar os DXWRYHWRUHV correspondentes a cada 

DXWRYDORU: 

 

 

No caso de dimensões maiores, ou para algoritmos genéricos para qualquer 

número de dimensões, o usual é aplicar um algoritmo numérico iterativo. O último 

passo é ordenar os autovetores de acordo com os autovalores de maior valor 

(principais).  

Equivalentemente, os DXWRYHWRUHV associados aos DXWRYDORUHV serão os vetores 

não-nulos no espaço solução de (O�,���0��Y� ����Este espaço é chamado de DXWR�HVSDoR 

de�0�associado a O���As bases para cada um destes�DXWRYHWRUHV�são chamadas de�EDVHV�
GH�DXWR�HVSDoR�� 

Como exemplo ilustrativo considere que antes da captura definitiva da imagem 

de um objetos tenha-se pré-capturado ��� FRQMXQWRV� GH� FRRUGHQDGDV� [�\�] aleatórias 

deste objeto por VRQDU. Estas coordenadas foram usadas em uma análise prévia para 

posicionamento para a captura definitiva das suas coordenadas. Se a matriz de 

covariância obtida a partir desta análise previa é: 

301
121
200 −

== �&0  
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Qual seria seus auto-espaços associados e suas auto-bases?  

A HTXDomR�FDUDFWHUtVWLFD de 0 é : 

O
� �����O� ����O����� ���

Ou na IRUPD�IDWRUDGD:  

�O�������O����� � � ���
De modo que seus autovalores são O� ��e�O ���E, portanto temos���DXWRHVSDoRV�GH�0���
Por definição vetor Y é um DXWRYHWRU da matriz quadrada 0�se e somente se�Y é solução 

não trivial de : 

(O�,���0��Y� ���
Assim neste exemplo teremos que achar as soluções de: 
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uma EDVH�GR�DXWR�HVSDoR associado a O �� 
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Dois resultados importantes da ÈOJHEUD� /LQHDU� VmR� (Anton e Rorres,2004, p. 

246): 

6H uma matriz Q�[�Q tem Q autovalores linearmente independentes HQWmR ela é 

GLDJRQDOL]iYHO. Se uma matriz é GLDJRQDOL]iYHO então ela tem Q autovalores 

linearmente independentes que serão os VHXV�HOHPHQWRV�GD�GLDJRQDO�SULQFLSDO. 

Os procedimentos para diagonalizar uma matriz�M correspondem a seguir os 

passos abaixo: 

1- Encontrar seus autovetores linearmente independente:�Y � ��Y � ������Y � ��
2-�Formar uma Matriz�3�com estes vetores como colunas. 

3- O produto 3 � � � 0� 3  será uma matriz diagonal, com elementos iguais aos 

autovalores na diagonal principal. 

Vamos usar estes passos para diagonalizar a 
301
121
200 −

== �&0 , da qual já 

calculamos os 3 autovetores : 
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 ���Como os 3 são�OLQHUPHQWH�LQGHSHQGHQWHV��isto é não múltiplos ou resultado da soma 

de uns dos outros, o passo 1, já esta feito. 

A matriz do passo 2 é: 

[ ]
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−−
== YYY3  que pode ser usada para diagonalizar M. 

Confira fazendo as contas: 
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No processo de diagonalização não existe uma ordem preferencial para as 

colunas de O, se a ordem dos autovalores fosse outro o resultado seria outro mas ainda 

diagonalizando a matriz. Mas o mesmo não acontece para a 7UDQVIRUPDGD� GH�
+RWHOOLQJ��ela tem que sempre ser feita em ordem decrescente de autovalores. 

 

����±�7UDQVIRUPDGD�GH�+RWHOOLQJ��
Como a matiz da covariância é UHDO�H�VLPpWULFD, é sempre possível encontrar um 

conjunto de Q auto vetores ortonormais (Anton e Rorres , 2004). Considere que estes Q 

autovetores sejam arranjados de modo decrescentes de acordo com os valores dos Q 

auto valores. Isto é vamos chamar de H �  o auto vetor correspondente ao maior autovalor, 

chamaremos de  O � ��e que vamos chamar de H�  o auto vetor correspondente ao segundo 

maior autovalor, O� ;e assim sucessivamente de modo que vamos chamar de H � � �  o auto 

vetor correspondente ao menor autovalor, que chamaremos de  O� � �  . 

Considere uma matriz, $, cujas colunas sejam os autovetores de &�  ordenados 

como falado no parágrafo anterior. E considere uma transformação definida por esta 

matriz como  

\� �$��[���P� �� � � � ����
Ela vai mapear os valores [, em valores \, cuja média será zero, isto é�P�  ��, e cuja�
PDWUL[�GH�FRYDULkQFLD�dos�\ pode ser obtida de�$�e�&� �por:�

&� � �$�&� �$  
 

Esta matrix�&� �é diagonal e tem elementos ao longo da diagonal principal que 

são os autovalores de�&� . Assim &�  será:
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Como os elementos fora da diagonal principal de &�  são zeros, os elementos dos 

vetores \ são descorrelacionados. Como os elementos da diagonal de uma matriz 

diagonal são seus autovalores, segue que &�  e &�  possuem RV�PHVPRV�DXWRYDORUHV� H�
DXWRYHWRUHV (Anton e Rorres,2004). 

A transformação representada pela equação (1) 

\� �$��[���P� �� � � � ����
é chamada de�7UDQVIRUPDGD�GH�+RWHOOLQJ���

A única diferença entre esta com a matriz�$�e a�3��da seção anterior, que diagonaliza a 

matriz &� , é a ordenação dos autovetores e autovalores, que estão presentes na�
7UDQVIRUPDGD�GH�+RWHOOLQJ��

Assim no exemplo numérico dos�SRQWRV�GR�VRQDU�que estamos considerando, o efeito 

do uso da equação (1) ou da 7UDQVIRUPDGD�GH�+RWHOOLQJ�é o estabelecimneto de um�
QRYR�VLVWHPD�GH�FRRUGHQDGDV�cuja�RULJHP�será o�FHQWUyLGH�GR�conjunto de pontos��R�
YHWRU� GH� PpGLD�� e cujos� HL[RV� estarão na direção dos� DXWRYHWRUHV� GH� &� �� Esta 

LQWHUSUHWDomR� JHRPpWULFD� mostra claramente que o HIHLWR� GD� 7UDQVIRUPDGD� GH�
+RWHOOLQJ�é a obtenção de um�DOLQKDPHQWR�GRV�DXWRYHWRUHV�por�URWDomR�GR�VLVWHPD�GH�
HL[RV. Este alinhamento é o�PHFDQLVPR�que� GHVFRUUHODFLRQD� RV� GDGRV. Além disso, 

cada autovalor indica a YDULkQFLD�do componente \ # ao longo do autovetor Y #  . 

A idéia de alinhar objetos desempenha um papel muito importante na Análise de 

Imagens, no Reconhecimento de Padrões e objetos e na Visão de Máquina. Depois que 

os objetos são extraídos, ou segmentados das imagens extrai-se características para seu 

reconhecimento, a maioria deles muito sensível ao ângulo que a direção entre os eixos 

da câmera e os eixos do objeto fazem. A utilização da direção adequada evita muitos 

erros posteriores.  

 

���$QiOLVH�GH�&RPSRQHQWHV�3ULQFLSDLV��3&$��

A PCA consiste em promover uma transformação linear nos dados de modo que 

os dados resultantes desta transformação tenham suas componentes mais relevantes nas 
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primeiras dimensões, em eixos denominados principais. As figuras abaixo ilustram um 

conjunto bidimensional e o mesmo conjunto após a aplicação da PCA. 

 

Figura 2 - Conjunto de dados 

 

Figura 3 - Conjunto de dados após a PCA. 

 

A matriz de transformação utilizada para o cálculo da PCA consiste em uma 

matriz cujas colunas são os autovetores da matriz de covariância estimada dos dados. 

A matriz de transformação utilizada para o cálculo da PCA consiste em uma 

matriz cujas linhas são os autovetores da matriz de covariância estimada dos dados. A 

matriz de covariância ∑�� p� XPD� PDWUL]� VLPpWULFD� H� GHILQLGD� SRVLWLYD�� TXH� SRVVXL�
informação sobre as variâncias em todos os eixos onde os dados estão distribuídos. Esta 

pode ser estimada como: 
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onde 1�é o número de amostras de dados [L��H� �é a média do conjunto.  

Os autovetores desta matriz de fato formam uma nova base que segue a variação 

dos dados. A PCA, portanto consiste em uma mudança de base. A PCA e a 

decomposição por autovalor de uma matriz são basicamente a mesma coisa, apenas 

vêem o problema de modos diferentes. 

A aplicação da PCA a uma imagem colorida pode ser realizada com três passos 

básicos: Primeiro gera-VH�D�PDWUL]� �D�SDUWLU�GD�RSHUDção descrita abaixo:  

∑ = cov ( [R G B] ) 

 

2� �� REWLGR� QD� HTXDção acima é uma matriz 3x3, que representa a matriz de 

covariância {cov} da imagem colorida, e servirá para o cálculo da matriz que levará a 

imagem do RGB para um novo espaço, gerado pela PCA. Com a matriz de covariância 

�� SRGH-se, então, calcular seus autovalores e autovetores, como representado na 

equação:     >7��DXW@� �HLJ�� � 

 

Obtém-se dessa operação as matrizes T e aut. T é a matriz, na qual suas linhas 

são os autovetores da matriz de covariância e aut é a matriz diagonal, na qual os valores 

presentes em sua diagonal são os autovalores de �� (� HLJ� representa a operação de 

obtenção dos autovalores e autovetores da matrL]� � 

A equação abaixo mostra a geração do novo espaço chamado de [P1, P2, P3]. 
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�����3&$�HP�5HFRQKHFLPHQWR�GH�3DGU}HV�

Segundo a técnica de PCA, imagens podem ser tratadas como padrões em um 

espaço linear para efetuar reconhecimento estatístico. Sendo K�o número de linhas de 

uma imagem e Z�o número de colunas, pode-se dizer que uma imagem é um padrão de 

K�x Z�características ou um vetor no espaço (KxZ) dimensional, o qual é chamado de 

“espaço de imagens", representado por ,. 

Assim, dada uma imagem representada como uma matriz K� x Z, pode-se 

construir sua representação como um vetor através de uma leitura coluna a coluna da 

imagem, colocando o valor de cada pixel da imagem em um vetor coluna [. 

Em reconhecimento de padrões, é sempre desejável dispor de uma representação 

compacta e de um bom poder de discriminação de classes de padrões. Para isso, é 

importante que não haja redundância entre as diferentes características dos padrões, ou 

seja, que não haja covariância entre os vetores da base do espaço de características. 

Para verificar se há covariância entre as características (ou variáveis), utiliza-se a 

matriz de covariância. Um espaço vetorial com a propriedade de não haver covariância 

entre os vetores da base do espaço, possui uma base cuja matriz de covariância de seus 

vetores é diagonal. 

Para diagonalizar a matriz de covariância, deve-se efetuar uma mudança de base. 

Assim, as variáveis dos padrões representados em termos dessa nova base do espaço de 

características não possuem correlação entre si, seja +�essa nova matriz. É importante 

lembrar que no caso de PCA, os autovalores da matriz de covariância são iguais à 

variância das características transformadas. Assim, se um autovetor possui autovalor 

grande, significa que esse fica em uma direção em que há uma grande variância dos 

padrões. A importância disso está no fato de que, em geral, é mais fácil distinguir 

padrões usando uma base em que seus vetores apontam para a direção da maior 

variância dos dados, além de não serem correlacionados entre si. 

Logo, se a matriz +� for construída de forma que sejam escolhidos somente os 

autovetores contendo os maiores autovalores, a variância total dos padrões de entrada 

não sofre grandes alterações. 
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Outra aplicação importante se relaciona a reconstrução de�[, dado�\�SRU�  

�\� �$��[���P$ ��� � � ����

Como as linhas de�$�são vetores ortonormais  pois�$ % & � �$ '
qualquer vetor�[�SRGH�ser 

recuperado a partir de seu correspondente�\�pela relação�   

[� �$ ' \���P$

Se nem todos os autovetores de�&$ �forem usados mas apenas os�N�maiores, formando�
uma matrix�$ ( �, tem-se uma matriz de transformação de ordem�N�x�Q�, e a reconstrução 

não será exata mas uma aproximação.  

�

�����6FRUHV�H�/RDGLQJV�

A análise de componentes principais (PCA) é um método de análise 

multivariada utilizado para projetar dados n-dimensionais em um espaço de baixa 

dimensão, normalmente duas ou três. Isso é feito através do cálculo de componentes 

principais obtidas fazendo-se combinações lineares das variáveis originais.  

Em uma análise de componentes principais, o agrupamento das amostras define 

a estrutura dos dados através de gráficos de VFRUHV� e ORDGLQJV�� cujos eixos são 

componentes principais (PCs) nos quais os dados são projetados. Os VFRUHV�fornecem a 

composição das PCs em relação às amostras, enquanto os ORDGLQJV� fornecem essa 

mesma composição em relação às variáveis. Como as PCs são ortogonais, é possível 

examinar as relações entre amostras e variáveis através dos gráficos dos VFRUHV�e dos 

ORDGLQJV. O estudo conjunto de VFRUHV�e ORDGLQJV�ainda permite estimar a influência de 

cada variável em cada amostra. 

  Os VFRUHV (th) e ORDGLQJV�(ph) podem ser calculados par a par por um processo 

iterativo, como na equação abaixo.  

X = t1 p'1 + t2 p'2 + .....+ th p'h 
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Figura 4 - Representação da matriz de dados X decomposta em produto de matrizes de 

posto igual a um 

 

A figura abaixo fornece a interpretação geométrica dos valores ORDGLQJ�e VFRUH�
para a observação “1”, num gráfico a duas dimensões com duas variáveis x1 e x2. A 

direção de maior variabilidade das amostras é indicada pela reta que representa um 

componente principal. Os VFRUHV� são as projeções das amostras na direção dos 

componenets principais e os ORDGLQJV�são os ângulos entre cada componente principal e 

cada variável. 

 

Figura 5- Interpretação geométrica dos valores ORDGLQJ�e VFRUH 

 

���&RQVLGHUDo}HV�)LQDLV�
Análise dos Componentes Principais (PCA) é um método estatístico linear que 

encontra os autovalores e autovetores da matriz de covariância dos dados e, com esse 
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resultado, pode-se realizar a redução dimensional dos dados e analisar os padrões 

principais de variabilidade presentes. 

PCA é um método exploratório porque auxilia na elaboração de hipóteses gerais 

a partir dos dados coletados, contrastando com estudos direcionados nos quais hipóteses 

prévias são testadas. É também é capaz de separar a informação importante da 

redundante e aleatória. 

A PCA também é muito utilizada em algoritmos de compressão de imagens. A 

característica básica da PCA é a redução do espaço necessário para a representação da 

imagem, já que a PCA promove uma compactação da energia. 

Com o emprego da PCA a visualização de diversas variáveis em um 

determinado conjunto de dados torna-se mais produtiva, rápida, objetiva e eficiente. 
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