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Resumo: Este mini curso apresenta diversas
técnicas de melhorias, segmentacdo e identificacéo
de imagens de uso na engenharia e ciéncias. Os
t6picos abordados podem ser agrupados em:

- Técnicas tradicionais baseadas no histograma para
segmentacdo da imagem.

- Técnicas de filtragem baseadas na Transformada de
Fourier.

- Técnicas de identificacdo de formas genéricas
baseadas na Transformada de Hough.

Nao se tem a menor pretensdo de esgotar assuntos
t8o vastos, mas apenas apresentar, ao interessado, 0s
pontos fundamentais de cada técnica.

Palavras-chave: processamento de imagens,
histograma, transformadas, filtragem.

I ntroducéao

Sistemas baseados em imagens sdo importantes
para uma série de aplicagcdes do dia a dia. Embora
haja no mercado diversos produtos que oferecem
sistemas genéricos, a complexidade de muitas
aplicacbes da area precisa de abordagens mais
especificas. Nas proximas secdes, apresentamos
técnicas que embora ndo sgam  encontradas
facilmente nos sistemas comerciais fazem muita
diferenca em uma grande gama de aplicacbes de
imagens digitais.

O texto deste mini curso é dividido em 3 partes.
Na primeira destas, fala-se no uso do histograma para
melhoria e segmentagdo de imagens. A parte 2
considera a teoria da Transformada de Fourier e a
filtragem por convolucdo. Sua utilizagdo na melhoria
e processamento de imagens é abordada. A
metodologia relacionada a transformada de Hough é
descrita na Ultima parte.

Este texto foi plangjado para ser de leitura fécil,
possibilitando que o interessado aprenda sozinho
(mesmo sem qualquer conhecimento anterior da area)
0s aspectos basicos e possa evoluir por si préprio,
posteriormente, nos assuntos que lhe forem de maior
interesse.

- http://www.ic.uff.br/~aconci/Al.html

Parte1:

M odificagbes baseadas no histograma

Um fator de grande gjuda no processamento e
andlise de imagens é o seu histograma. Ele mostra a
estatistica de ocorréncia de cada nivel de tonalidade
da imagem, isto €, indica quantos pixels existem na
imagem conforme o tom.

Veja por exemplo a imagem "Degradé€' na
figura abaixo:

Figural: Imagem "Degradé

A imagem "Degradé' tem 100 x 100 pixels, e
0 mesmo tom em cada linha. Os tons variam de linha
para linha a incrementos de 2 tons, ou sgja, uma certa
linha tem 0 mesmo tom da anterior mais 2.

Se vocé olhasse o "bitmap" da imagem
"Degradé" veria a seguinte distribuicdo tonal (obs.:
bitmap ou Mapa de Bits da imagem é 0 mapeamento
gue define a intensidade ponto a ponto de uma
imagem. N&o confunda com o tipo de arquivo de
mesmo nome que tem aterminagdo BMP) :
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Para calcular o histograma dessa imagem vocé
poderia fazer a seguinte andlise: ela tem 100 colunas,
logo terd 100 pixels de cada tom. Como a imagem
tem 100 linhas, na linha O teve tom 0, nalinha 1 teve
tom 2, nalinha 2 teve tom 4 e na linha 3 teve tom 6.
Obviamente, na linha 4, terd tom 8, e assim
sucessivamente de modo que a linha 99 terd o tom
2x99=198.



Logo o histograma do "bitmap" da imagem
"Degradé" ira do tom 0 ao tom 198, com 100 pixels
em cada tom. De modo que terd 100 pixels para cada
tom, do tom 0 ao 198 e 0 pixel nos demais tons. Esse
histograma tem uma envoltéria com a aparéncia de
um degrau em linha reta, como mostrado na figura
abaixo.
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Figura 2: Histograma daimagem "Degradé"

Repare que, sob o ponto de vista da andlise
desse histograma, essa imagem ndo apresenta um bom
contraste, a imagem ndo usa toda a sua possibilidade
de contraste ja que ndo h& qualquer pixel com tons
acimade 198: 200....a 255.

Ela poderia ser melhorada usando funcdes
lineares ou ndo lineares (como o méodo de
equalizacéo [6]) paraaumentar o contraste.

O uso de fungdes lineares é bem mais simples,
bastando encontrar a funcdo adequada para aumentar
sua amplitude (range) de 198 para 255. Ta fungo
poderia ser obtida por "regrade 3":

tom_novo = tom_atual x 255/198
tom_novo = tom_atual x 1.287878787879
Usando a expressdo anterior, nos valores tonais
da imagem, ela ficara com um novo "bitmap", que
agora, salvo alguns erros de arredondamentos, ira até
255;
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Serd que houve alguma perda de dados neste
processo? Como os tons na forma final devem ser
inteiros, a multiplicagdo pela constante real acima
nem sempre resultard N0 mesmo incremento no nivel
do tom. Esse incremento era constante e igua a 2 na
imagem original. A imagem processada, devido aos
arredondamentos, poderd ter incrementos ndo
constantes. 1sso ndo € perceptivel por olhos humanos,
mas, em um processo de deteccdo de incrementos em
visdo de méguina, poderia ser notado. Assim, essa
constancia dos incrementos tonais € a Unica "perda”
NO Processo.

Técnica de stretching

A técnica de usar fungbes lineares para
aumentar o contraste € denominada de stretching do
histograma e pode ser generalizada através de uma

formula que pode ser facilmente memorizada, como
exemplificado a seguir.

Nas figuras abaixo sd0 mostrados vérios
histogramas que descrevem imagens com
caracteristicas diferentes no que se refere ao
contraste.
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Figura 3: Caracterizando o contraste pelo
histograma

Sob ponto de vista da andlise do histograma,
como jadeve ter ficado claro pela segdo anterior, uma
imagem que apresenta um bom contraste € aguela que
exibe um histograma onde as colunas mostram-se



distribuidas de forma a terem valores dentro de toda a
escala de niveis de cinza. Dessa forma, podemos dizer
em relacdo aos histogramas nas figuras A, B, C e
D que:

(1) O histograma em A apresenta concentracdo
de pixels no final da escaa ou sga, ha di a
representacdo de umaimagem muito clara;

(2) Em B ha umaimagem escura, que apresenta
alta concentracdo de pixels no inicio da faixa de
cinzas,

(3) Em C tem-se uma imagem com pixels
concentrados em tons intermediarios e baixo
contraste;

(4) O histograma em D é o que mostra melhor
contraste, nele aparece uma distribuicdo de tons de
formamais balanceada.

O histograma, assim, permite que vocé
identifique como vai parecer uma figura na tela sem
gue ela sgja vista. O que é muito Util para técnicas
autométicas de andlise e visdo de maquina.

Como devem aparecer as figuras na tela em
cada caso? Na imagem A, a figura que aparecerd na
tela terd caracteristicas predominantemente claras ou
"muito brancas'. Ja nafigura que aparecera em B sera
uma imagem com caracteristicas de tons mais pretos,
imagens escuras. Em C, a imagem aparecera toda
muito cinza, com baixa variac8o nailuminacdo. Na D,
a imagem aparecerd na tela com melhor nitidez. As
figuras 4 a 7,que seguem, mostram essas imagens.

Figura4 : Imagem referente ao histograma 3A

Para melhorar aimagem A. dever-se-ia fazer o
tom mas escuro ser zero, mas 0 mais claro
permanecer ainda em 255. Se essa imagem tivesse
tom minimo, Tmin , o idea é que esse tom passasse a
ser 0, a0 mesmo tempo em que o intervalo total que
ela cobria, que antes era (255- Tmin) agora seria de
255. Isso éfeito pela equagdo :

thovo = 255 (t - Tmin) / (255- Tmin)
onde t representaria 0 tom de cinza de cada pixel
inicia et o 0 tom depois da multiplicagdo.

A imagem B para ser melhor deveria estar com
0 tom maximo, Tmax, em 255; como €ela inicia em
zero, basta ampliar seu intervalo de Tmax, para 255.
De maneira semelhante ao que fizemos na imagem A,
isso pode ser feito pela equagdo :
thovo = 255 t / Tmax
ondet et o representariam o tom de cinza de cada
pixel anterior e posterior ao processo.

Figura5: Imagem referente ao histograma 3B

Figura6: Imagem referente ao histograma 3C

Vamos chamar o0 menor tom de cinza da
imagem C de Tmin e 0 maior de Tmax. Para ela ser
melhorada, Tmin deveria estar em zero e o tom



maximo, Tmax, em 255. Isto &, ao invés de apenas ser
representada no pequeno intervalo (Tmax-Tmin),
deveria cobrir todo o intervalo 255. Isso € feito pela
equacao :

thovo = 255 (t - Tmin) / (Tmax- Tmin)
onde t representaria o tom de cinza inicial de cada
pixel et oo 0tom final.

Repare que essa Ultima expressdo inclui os
casos especificos dos histogramas anteriores e pode
ser usado como uma férmula geral paraatécnica .

As imagens depois de processadas por essas
expressdes terdo um histograma como o da figura 3D,
e ficar muito mais nitidas (figura 7).

Figura7: Imagem referente ao histograma 3D

Aqui foi discutida apenas uma técnica de
melhoria de imagens usando operacfes ponto a ponto
e 0 histograma da imagem. Esta € uma técnica linear.
Existem diversas outras. Um grupo de técnicas ndo
lineares usa um histograma de referéncia ou desegjado
para aproximar 0 histograma da imagem tratada no
processo de sua melhoria. Dois tipos de histogramas
desgjados sdo principamente usados: constantes e
gaussianos (figura 8).
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Figura 8 : Aspecto de uma curva gaussiana.

O histograma gaussiano (em homenagem a
curva estudada por Karl Friedrich Gauss, matemético
e astrénomo alemdo, que viveu de 1777 a 1855) ou
uma aproximagdo desse, como geralmente € mais
usado, produz imagens mais suaves j4 que se

aproxima mais de uma distribuicdo normal, que seria
a distribuicdo de um Unico objeto em cena bem
iluminado. Quando um histograma constante é usado
para aproximar o histograma da imagem a ser tratada
a técnica é denominada de Equalizag&o [6].

Segmentacédo de objetos por tom

A conversdo de uma imagem com niveis de
Cinza para uma imagem com representacdo binéria
(dois tons) é geramente feita a partir do histograma.
Essa conversdo, chamada binarizagdo, é importante
para uma série de objetivos, tais como:

- identificagcdo e segmentacéo de objetos naimagem ;

- naandlise das formas que compdem aimagem ;

- naarmazenagem mais eficiente; ou

- na apresentacdo em dispositivos com somente um
bit de resolucdo de intensidade.

A binarizagdo ou limiarizag8o (thresholding)
para preto-e-branco é o método mais simples de
segmentacdo de imagens. Consiste em transformar
uma imagem, originamente em muitos tons de cinza
(ou em tons de diversas cores, no caso de imagens
coloridas), em outra composta por apenas pixels
pretos e brancos.

A decis@o da nova cor que tera o pixel da
imagem é feita de acordo com a escolha do ponto de
corte T (limiar ou threshold). Qualquer pixel com
intensidade menor ou igual ao ponto de corte passa a
ser branco (ou preto). Se o pixel tem intensidade
maior que o ponto de corte, passa ater a cor preta (ou
branca, de acordo com o que foi convencionado).

Como uma imagem digital pode ser descrita
como uma fungdo f (x,y) = t, a resposta de uma
binarizacdo é
I Rysef (X, y)ET

TRty O

a(xy)

onde R; e R, s80 os valores estipulados para os dois
niveis de cinza daimagem binaria.
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Figura9: Histogramabimodal e valor de
limiarizacéo, T.

O diagrama da figura que segue representa a
transformacdo das intensidades da imagem para
apenas dois niveis distintos, no caso usamos 0 e 255



(preto e branco) ou através da aplicagcdo da funcéo
s=T(r).

s = T{rn |

255 Tt o
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Figura10: Func&o de binarizaco

O histograma da imagem, ap0s sua binarizagao,
tera apenas dois tons com nimero de pixels diferentes
de zero.

Alguns autores se referem ao método de
binarizagdo como um método para separar 0s objetos
do fundo (background) da imagem. Por exemplo, na
figura 9, qualquer valor de T na regido sem pixels
entre as duas modas do histograma separa a imagem
em fundo e objeto. Em estatistica, denomina-se moda
a0 valor que expressa a concentracdo de uma variavel:
no caso, o tom de cinza mais freqiente em um
histograma, isto € 0 que tem mais pixels. Um
histograma € bimoda quando apresenta duas modas
ou dois picos de concentragdo nitidos.

E fundamental, no uso deste método para
segmentacdo, a escolha do ponto de corte T. A
ferramenta auxiliar usual nesta escolha é o histograma
daimagem (gré&fico onde se obtém o ndmero de pixels
da imagem associado a cada nivel de cinza, como
discutido na se¢cdo: "Modificagbes baseadas no
histograma no inicio deste texto).

A observacdo do histograma permite a
localizag@o do melhor valor de T para aimagem. Esta
localizagdo, no caso de segmentacdo entre fundo e
objeto, é facil se ndo houver tons de cinza em comum
e existir uma regido no histograma de nitida separacéo
entre ambos. A localizag8o, ndo havendo tal regido,
do melhor valor de T para aimagem € ainda possivel
e tdo mais facil quanto menos tons em comum tiverem
ambos e quanto mais profundo e bem definido for, no
histograma, o vale entre as modas.

O processo para determinacdo do ponto de
limiarizacdo (threshold) de um histograma pode ser
interativo (escolhido pela interagdo com o usudrio)
ou heuristico (baseado em hip6teses sobre a melhor
forma de separacdo entre os objetos).

A primeira forma sempre produz melhores
resultados. Ao us&la, devemos, por exemplo,
examinar a curva do histograma a procura de um
minimo significativo. Em muitos sistemas de andlise
de imagens, um preview de como serd a binarizacdo
quando o usu&io escolhe determinado nivel do

histograma se encontra disponivel, o que facilita a
escolha do melhor tom possivel.

Limiarizagéo sem uso do histograma

Como aternativa podemos definir o limiar
(threshold) sem observar o histograma usando a
seguinte estratégia.

a) Assume-se que os pixels dos quatro cantos
da imagem pertencem ao fundo. Assim, a partir do
valor do tom de cinza destes é definida uma média
inicial para a intensidade do fundo. Para intensidade
do objeto é assumido que todos os pixels centrais
pertencem ao objeto. Considerando os pixels centrais
da imagem, faz-se uma média inicia, que sera
considerada a intensidade do objeto.

b) A partir destes valores iniciais dos tons de
fundo e objeto, entramos em um processo de
limiarizag8o iterativa, que consiste em modificar o
ponto de limiarizacdo T sucessivamente até existir
uma diferenca suficientemente peguena entre o novo
valor do limiar, T™**, e o valor anterior, T'.

_T = (mlfundo +m Iobjeto)/2 (2)
onde: Mundo © M ghjero SA0 @ Médias para aintensidade
do fundo e intensidade do objeto calculados como
descritos em (@) iniciamente.

Apés cada iteracdo sdo agregados mais pixels
vizinhos aos iniciais para o calculo da média. Ao se
aplicar o tom de cinza T como limiar é importante
algum processo de decisdo sobre haver ou ndo uma
boa separacdo entre os objetos (os melhores
resultados neste sentido sdo também com a
participacdo do usuério).

A base heuristica deste processo se concentra
na hipétese de que o objeto se encontra centrado na
cena em andlise. Esta técnica falhard sempre que isso
ndo ocorrer, como é o caso das imagens das figuras 1
e 7 anteriores e da imagem "Detalhes' que segue. No
caso da imagem "Lua" das péginas seguintes (figura
14), essa técnica produz resultados bem razoéveis.

Possibilidadesde erros

E 6bvio que o uso de segmentagio por
limiarizago (threshold) pode produzir erros de
classificagio. A extensdo desse erro depende de
guantos tons em comum os objetos tém. No
histograma da imagem, como pode ser visto nafigura
11, isso corresponde a ndo existéncia de tons sem
pixels entre as modas do objeto e fundo.

O histograma de um objeto sobre um fundo é
aproximadamente a soma de dois histogramas. o
histograma do fundo e o histograma do objeto
individuailmente. Se eles exibem intensidades de
pixels em comum individuamente, essas serdo
somadas no histograma da imagem. Estes tons em
comum serdo impossiveis de serem separados pela
limiarizac8o. Seja |4 qual for o valor escolhido para
identificar o que € objeto e o que é fundo, sempre



haverq algum pixel do lado “errado” do vaor de
limiarizag8o (threshold) escolhido. De modo que a
selecdo de um simples valor para limiar pode ser
sempre inadequado, independente de qual método seja
escol hido.
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Figura1l: Histograma de uma cena como resultado
da soma dos elementos presentes na cena

Diversas técnicas unem a observacdo do
histograma com a regionalizacdo ou identificacdo da
area em andlise na imagem para facilitar essa
definigdo.

Quando a imagem tem dois (ou mais) objetos
com cinzas bem diferentes sobre um fundo
(background) e este € de cor bastante diferente dos
objetos, podem ser usadas técnicas de binarizacéo
multinivel  (multilevel thresholding). Quando a
imagem ndo tem objetos e fundo em tons
caracteristicos é mais dificil estabelecer os pontos de
corte que isolam as regibes de interesse, a
segmentacdo dos objetos, baseados apenas no
histograma, é bem mais dificil ou até mesmo
impossivel.

A figura 12 mostra um eshbogo de como seria a
aparéncia de um histograma tri-modal. S&o indicados
aproximadamente que valores teriam as modas: neste
histograma. As modas seriam os valores na horizontal
correspondentes aos picos verticais, ou sga, 0s 3
valores indicados no gréfico pelas 3 setas horizontais.
Sera que neste histograma seria possivel uma boa
limiarizacdo entre os objetos presentes na imagem?

w\/l\,

—_
>

Figura 12: Um histogramatri-modal.

Como entre as normas deste histograma ha
regides com quase nenhum pixel € possivel uma boa

separacdo entre os 3 objetos, ou sgja, uma boa
limiarizac&o.

Estratégia de particdo para histogramas
complexos

Uma extensdo 6bvia e simples para melhorar e
mesmo possibilitar a limiarizagdo € assumir que
podemos usar ainda uma aproximagdo de histogramas
separavels se a imagem for dividia em regides, cada
uma representada pelo seu préprio histograma e ponto
de limiarizacao.

Essa técnica é chamada de particdo
(windowing) e consiste em aplicar qualquer forma de
limiarizag8o j& conhecida ou implementada apenas
em uma parte da imagem por vez. Para cada parte
tem-se, entdo, um limiar (ou threshold) diferente a ser
aplicado a sub-regifes da imagem, tomando
diferentes valores de regi&o em regi&o.

Assumindo que temos em cada parte o fundo e
um objeto da cena, nos dividimos a imagem em
regifes cada vez menores aprocura de um histograma
bimodal em cada regido. Precisamos identificar,
também, regiGes que ndo exibem duas modas e
assumirmos que estas sdo de todo objeto ou de todo
fundo. Estas regifes ndo devem ser mais divididas.

A figura 13 mostra um exemplo de imagem
que, se tratada regionalmente, podera ser separével
muito mais adequadamente.

Figura 13: Imagem "Deta hes":
exemplificando a separabilidade por regites

Outra caracteristica importante € o0
conhecimento do possivel tamanho do objeto de
maneira a ndo “forcar” mais subdivisbes, onde a
segmentacdo ndo deve existir, baseada em variacOes e
tamanho de janelas insignificantes (0 que s aumenta
0 tempo e custo de processamento).

Nesta técnica, a forma de particdo da imagem
pode ir de uma simples divisdo da imagem em
determinado nimero de partes iguais até técnicas de



subdivisdo inteligentes e/ou baseadas em particdes
fractais.

M étodo Chow e Kaneko

Uma variagéo da técnica da se¢@o anterior é o
método proposto por Chow e Kaneko em 1972, que
consiste em dividir a imagem em blocos de 64x64
pixels sem sobreposicdo e testar a bimodularidade do
histograma, tentando associar um par de curvas
Gaussianas (com médias m em edesvio padrées s; e
S,) ao histograma em cada regido [5]

Se a regido ndo for bimodal, assume-se ser
pertencente totalmente ao objeto ou ao fundo, sendo
fixado um threshold para a regi&o idéntico ao de uma
regido vizinha, bimodal. A estratégia fina envolve
agrupar regides com mesmo threshold.

Estratégia de subtracdo para problemas

deiluminagdo n&o constantes

Se o fundo e o objeto forem iluminados de
maneira ndo uniforme, de modo que o tom de ambos
durante a captura da imagem varie com a posi¢éo, a
técnica de threshold particionada anterior pode
gjudar, mas ndo daria o0 resultado desgado, poais,
nunca haveria tons constantes em cada particao.

Pode-se tentar resolver este problema de
variagBes na imagem pela captura e andlise apenas da
imagem do fundo sob mesma iluminagdo. Depois da
obtencdo da mesma imagem sem os objetos pode-se
usar uma aproximagdo melhorada daimagem original.
Esta aproximagdo melhorada € obtida pela subtracéo
desta da imagem original e seu uso posterior no
processo de segmentacao.

A figura 14 apresenta a imagem "Lua' que é
tipicamente um caso onde o processo de limiarizagdo
global ndo fornece bons resultados mas onde o objeto
€ separavel do fundo depois de um processo de
subtrair, da original, umaimagem apenas com o fundo
sob mesmo tipo de iluminagdo (isto € sem o objeto).

Ao aplicar esta técnica encontramos algumas
dificuldades pela diminuicdo do contraste nas regides
de borda. Muitas vezes, para resolver este problema
empregamos métodos de ampliacdo do contraste pelo
uso do histograma (como os discutidos no inicio desta
secd0), apOs a subtracdo e antes dos céculos
relacionados ao método de limiarizag8o a ser usado .

Thresholding Automatico

Existem vérias maneiras de se escolher
automaticamente o limiar para binarizag8o ao invés de
sugerir que o usuario definaesse limiar.

Existem métodos automaticos para a escolha e
gjuste do ponto de corte [21,23] que usam O
histograma da imagem ou a imagem propriamente dita
como referéncia. Métodos que  comparam
conhecimentos prévios sobre parametros da imagem e
obtém vérios pontos de corte também sdo conhecidos

[30,34]. Aqui, veremos apenas algumas dessas
maneiras, selecionadas por serem as mais
freqlientemente  encontradas na literatura ou
oferecerem os melhores resultados.

Figura 14: Imagem "Lua": um exemplo de iluminac&o
ndo uniforme

M étodo de Bernsens

Esse método usa para valor de limiarizagéo de
um pixel a média entre 0 menor tom de cinza e o
maior em uma vizinhanga quadrada deste pixel desde
gue este valor sgja maior que um valor de contraste
preestabel ecido [39,34].

Se 0 maior tom e 0 menor tom da vizinhanca
forem muito préximos, isto € menor que o vaor de
contraste preestabelecido, € suposto que toda a
vizinhanga pertence a uma classe Unica: objeto ou
imagem de fundo.

E preciso uma andlise prévia do tipo de
imagem a ser tratada para que estes parémetros
(tamanho da vizinhanca e menor contraste) sejam
adequadamente definidos.

M étodo de Otsu

Este método baseiase em uma andlise
discriminante e na otimizagdo do tom escolhido para
limiar [28].

A operacdo de limiariazac8o pode ser vista
como a reparticdo dos pixels da imagem em duas
classes Cy, e C; (que seréo, por exemplo, o objeto e 0
fundo) em um nivel de cinza t. Assim a classe C,,
sera composta por niveis de cinzade O atét, ou sgja:

Co={012,.1}

A classe C; sera composta pelos niveis de cinzat+1,
t+2 ... aél-1, onde “l” é o nivel de cinza daimagem:

Ci = {t+1,t+2, ...1-1}



Supondo-se que | = 256, tem-se:

Ci={t+1,t+2, ... 254,255}

Se a imagem for multimodal, os pixels da
imagem sdo divididos em classes Cy, Cy, ... C . 1,
onde n é o nimero de modas da imagem e identifica
se 0s tons dos pixel's nessas classes, por exemplo

Co={0,1,2,3,4,...,1),
ng{tl+1, tl+2,...,t2}, ceny
Cn- l:{tn—la tn-l+ 11 tn—l+ 21"'1 M_l)a

onde M é o nimero de diferentes intensidades na
escala de cinza daimagem (geralmente 256).

Por simplificagdo, inicialmente podemos
admitir um histograma bimodal, onde teremos apenas
um valor de threshold e, portanto, apenas duas
classes: Cy, C, Para melhor entendimento do método
utiliza-se os seguintes simbolos :

T=Todaaimagem (classe Cy €C;)

W = Vaores dentro (within) de determinada classe
(Co, ou Cl)

B= Vaoresentre (between) classes

Lembrando que a variancia, denotada por s?, é
definida como:

s%=5(x-m’p(x) )

onde mé amédia e p(x) é a fungdo densidade de
probabilidade da variavel x, um limiar 6timo é obtido
minimizando uma das funcfes abaixo (os resultados
s80 equivalentes),

BZ h _ BZ T _ S T2

|_ 1 1 -
Sw2

S,z S 12 '
onde: s? = Variancia Total , sy? = Variancia dentro
da classe (internas das classes) e sg” = Variancia entre
classes). Nestas h € a mais simples de ser minimizada

e o threshold 6timo pode ser obtido através de:
t* =minh (t1G),

sendo G ={ conjunto dos tons de cinza, "gray levels'}.

A funco densidade de probabilidade da
variavel x , p(x) , pode ser obtida pensando em cada
coluna do histograma como uma probabilidade.

Fazendo-se n, = h(i), onde h(i) € a freqiiéncia
do tom de cinza i, obtida do histograma, podemos ter
0 numero total de pixels fazendo um somatério em
todos ostonsi ,de 0 até 255, N=S n;, ou sgja N = total
de pixels daimagem.

Se esta soma parar em um determinado tom, t,
(teremos o0 nimero total de pixels da imagem até um
nivel de cinzat, dividido pelo nimero total de pixels)
e afragdo p;= (& my/ N corresponde a probabilidade
de ocorréncia na imagem de tons menores ou iguais
aotomt.

A fracdo p, = (n;/ N) representa o percentual de
cada tom de cinza no total da imagem, onde p; é a

probabilidade de ocorrer aintensidade de i, ou sgja, 0
nimero de pixels daguele tom presente na imagem
dividido pelo nimero total de pixelsN .

Abrangéncias do M étodo Otsu

A segmentagcdo de objetos em uma imagem,
usando a determinagdo dos valores de threshold
adequados ndo deve ser redtringida pelas
possibilidades do método. Ha métodos que sb sdo
adequados na definicdo de um limiar. Outros se
baseiam em informagdes espaciais ou estatisticas, que
requerem histogramas constituidos apenas de
distribuicbes  Gaussianas. As  propriedades
importantes, que caracterizam o método de Otsu, sdo
ele ndo fazer qualquer hipGtese sob a forma da
distribuicdo e poder ser usado para qualquer nimero
de limiares (e portanto objetos).

Uma boa técnica de thresholding deve ser
capaz de segmentar em uma imagem os diferentes
objetos presentes. Diversos métodos sdo extensdes do
método de Otsu e permitem segmentar recursivamente
a imagem. Nas imagens digitais, a uniformidade dos
objetos tem papel importante na sua separabilidade do
fundo. O método de Otsu para o thresholding de
imagens é eficiente em fungdo da medida de
uniformidade das duas classes presentes.

Automatizacao baseada na moda do

histograma e critérios discriminantes

Essa automatizagdo € baseada na
decomposicdo modal utilizando o conceito de
otimizagdo. Dessa forma, a decomposicdo modal
separa 0 histograma de acordo com os tons que
representam os seus picos (ou modas), de forma a
podermos achar entre os picos relevantes o melhor
ponto de threshol ding.

Para que possamos trabalhar matematicamente
com esses valores, é necess&rio que modelemos
fungdes mateméticas capazes de representar com
fidelidade a forma do histograma que representa as
intensidade de cinza e suas frequéncias. 1sso pode ser
feito através da parametrizagdo do histograma por um
modelo auto-regressivo, por exemplo, utilizando-se a
transformacdo inversa discreta de Fourier do
histograma.

A transformacdo inversa de Fourier do
histograma pode ser aproximada, utilizando-se a série
de Taylor, que fornece um valor aproximado para
W= ¢ (#/M) possibilitando que encontremos os
valores W ¥ P, variando-se o valor k de 0 a 255
(representando os 256 tons de cinza) para cada valor
de M (entre 0 e 255)..

Um par complexo representa um sendide da
moda (um pico do histograma), sendo que os vaores
mais significativos estdo sempre no inicio da série,
tornando-se répida a associacdo e a identificacdo das
modas rel evantes.



Essa modelagem matemética consegue dar
bons resultados, fornecendo funcBes gque expressam
corretamente os contornos do histograma em relacéo a
Seus picos; porém, ndo ha um casamento entre a curva
e 0 histograma real nos vales, o que de certa forma
acaba por dificultar esse processo de thresholding.

Com interferéncia humana, torna-se mais fécil
resolver o problema de quantas modas ou picos
significativos de fato ha no histograma; no entanto, a
intencdo desse método € inferir automaticamente o
nimero de picos relevantes e definir os limiares
correspondentes.

Outras metodologias

Outros métodos de localizagcdo dos pontos de
thresholding utilizam medidas desse espalhamento de
intensidades da escda de cinzas da imagem
(variancia), medindo a maior variancia de dados em
relacdo a um pico relevante e a seu vizinho adjacente,
encontrando entre essas duas medidas o fundo do
vale, ponto onde deve ser feito o thresholding. Todos
0s dados necessérios ao thresholding automético séo
calculados a partir dai.

Por exemplo, se for desgado separar uma
imagem em duas classes, define-se duas variaveis:

Wp= S (p;) naclasse Cop, ou sgja, variando-se i
delatet; e

W, = S (p) naclasse C;, ou sgja, variando-se i
t+1 até M-1.

Fazendo my= S (ip;), com i variando de 1 a t,
teremos a média, ou valor esperado para a classe Cq.
Fazendo m = S (ip;), com i variando de t+1 a M-1,
teremos amédia, ou valor esperado paraaclasse C;.

O vaor esperado (E(X)) para toda a série sera
EXPresso por:
m= S(ip;),comi variandode 1 aM.

A variéncia entre classes, sera expressa por:

s%= Wo(mp-my)” + Wy(m-my)?

A fracdo p, = (n;/ N) representa o percentual de
cada tom de cinza no total da imagem, onde p; é a
probabilidade de ocorrer aintensidade de i, ou sgja, o
nimero de pixels daquele tom presente na imagem
dividido pelo nimero total de pixels. N € o nimero
total de pixels considerando todos os niveis de cinza.

Uma extensdo é fazer uma estimativa de duas
distribuicbes de probabilidade, uma do objeto, H, ,
umado fundo, H; . O limiar é escolhido de forma que
asomaH = H; + H, sejaméxima.

Uma maneira de estimar essas fungdes, que foi
proposta por Pun é definir essas fungdes como as
entropias do objeto (H,) e do fundo da imagem (H;).
Na proposta de Pun elas sdo definidas em funcdo de
um nivel de cinzat como:

Hp@)=-> pihnp
il

-l
H‘; (&= _Zp;' In P

fmt+1
Kapur estendeu a proposta de Pun, fazendo
com que as entropias fossem definidas como:

Ho@y == Zim(Ey

=0 ‘F; P;
n=1
By By
Hg)=- —In(——)
,-.rzﬂl—P, 1-7

5= ZP;‘
)

Os picos do histograma sdo chamados de
modas do histograma (histogram modes), sendo cada
pico relevante e suas redondezas chamado de
agrupamento ou cluster (histogram cluster). O
agrupamento ou cluster fornece informagoes
importantes sobre aimagem.

A amplitude de um pico pode ser modelada de
forma empirica, sendo uma boa medida ser
considerada entre 10% e 20% .

Para valores inferiores ao limite de 10%,
teriamos limiares em excesso, isto &, muitas classes
diferentes, possivelmente encontrando falsos vales no
histograma, enquanto que para valores superiores ao
limite estabelecido poderiamos estar desprezando
vales existentes e agrupando dados pouco
homogéneos, dado que 20% de poder de contribuicéo
€ um valor significativo.

Para procedermos nesta técnica, um caminho é
achar o centro do pico, isto €, seu valor mais alto, que
indica de fato a moda, sendo este o valor para o qual
devem convergir os outros valores desse agrupamento
(cluster) daimagem apés o thresholding.

A variancia indica o espalhamento dos dados
em torno da média, ou valor esperado; em outras
palavras, mede a dispersdo de determinados dados em
relacdo a um ponto. Para o caso de imagens, uma
pequena variancia indica uma maior homogeneidade
de intensidades (em uma escala de cinza), enquanto
gue uma grande varidncia (histograma bastante
espalhado) indica vérias intensidades diferentes, ou
sgja, menos tons homogéneo, em torno de uma
intensidade mais freqliente (isto é a intensidade
média).

Considerando uma imagem bimodal, o
thresholding automético seriafeito entre dois picos ou
modas, no fundo do vae entre esses picos
(normalmente uma imagem é multimodal, possui
ruidos, vales ma definidos e quase planos,
dificultando o trabalho)

Para podermos encontrar o0 ponto de
thresholding, inicialmente devemos definir o
agrupamento ideal (histogram cluster), que €
representado através de um conjunto de niveis de
cinza,

Gg = {h,... "}



Os valores limites h," e h;™ sdo encontrados,
tomando-se uma distancia correspondente a metade da
largura do pico relevante a partir de seu centro. O que
agiliza computacionalmente esse método, pois o
dominio det estd compreendido entre h," e h,", isto
é, entre o valor mais alto do conjunto GSLz{hlL -
h," }, que representa um dos histogram clusters (com
niveis baixos de intensidade na escala de cinza —
préximo ao branco) e o valor mais baixo do conjunto
Geo={h," ,...h," }, que representa o outro histogram
cluster (com niveis altos de intensidade na escala de
cinza— proximo ao preto).

Para obtermos o thresholding t', achamos t que
satisfaca a condicdo de s% (t)=méaxima s (1),
calculando-se o valor de s%; (t) paraospontost 1 Gs
tal que Gs ={h,",..., h," }.

Essa Ultima colocacdo, em relagdo a restricdo
do conjunto utilizado estar entre as duas bordas dos
picos para se encontrar o ponto de thresholding pode
ser entendido como o diferencia deste método, que o
torna vidvel computacionamente para multiplos
threshol dings.

O exemplo anterior para um histograma
bimodal, com apenas um thresholding pode ser
estendido para multiplos thresholdings; no entanto os
valores a serem variados serdo tantos quantos forem
0s numeros de thresholdings necessério, ty, t,,... t, que
variardo entre os limites definidos por S, S ..., Sy
= {h,..., hni'}, para as n+1 classes ou regides
consideradas homogéneas da imagem.

Esse método se mostra eficaz em muitos casos.
A fidelidade e confiabilidade do modelo esta
relacionada com alargura dos vales do histograma.

Dessa forma, para 0 caso em questdo,
comparando esse método com o de Otsu, observa-se
gue pode haver falha em encontrar os histogram
clusters. Também, o método de Otsu torna-se menos
confiavel a medida que aumenta 0 nimero de modas
significativas. Neste método, a segmentagdo mostra-se
eficiente na definicio dos agrupamentos do
histograma (histogram clusters) e também na
obtenc&o dos limiares entre os grupos (thresholdings),
conforme constatou-se em implementagbes e
exempl os testados.

Parte 2:

Transformada de Fourier

A representacdo das fungdes por séries de
Fourier (desenvolvidas por Jean Baptiste Joseph
Fourier, matematico e fisico francés, que viveu de
1768 a 1830), através da expansdo em senos e
cossenos sd0 importantes para a solugdo andlitica e
numeérica de equactes diferencial, bem como, para a
andlise e tratamento de sinais.

Nas filtragens usadas em processamento de
imagens a transformada de Fourier é uma ferramenta
fundamental. Aqui veremos aguns conceitos
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importantes para o entendimento da transformada de
Fourier. Comecaremos pela transformada de uma
fung&o continua de uma ou duas dimensdes, passando
por Transformada Discreta de Fourier, até chegar em
Transformada Répida de Fourier .

Dada uma fungdo f(x) continua e definida em
todo o0 espaco dos reais, sua transformada de Fourier,
A{f (x)} = F(u) é definida como:

A f(X)}=F(u) = C‘i f(x) exp[- ] 2p u x] dx
ondej= O-1 ouj’= -1. (3)

Dada uma fungdo F(u) continua e definida em
todo o espaco dos complexos, sua transformada
inversa de Fourier, AY{ F(u) } = f(x), é definida pela
expressao:

A HFu}=f(x) = (\_)¥¥ F(u) exp[j 2p u x] du
como anteriormentej = O-1 ouj?*= -1. (4)

A transformada de Fourier, A{f ()} muda o
espaco de dominio dos parémetros dos nimeros reais
para os complexos (dex1 A passa-separaul C).

Os nimeros complexos sdo nimeros com uma
parte real e outra imaginaria, naforma: z=a+ b,
onde a e b s nuimeros reais. Como 0s reais, 0s
ndmeros complexos podem ser somados, subtraidos,
multiplicados e divididos, resultando dessas
operacOes outro nimero complexo. Essas operacles
podem ser representadas pelas expressoes.

(@+bi)+(c+d)=(a+d)+(b+d)i
(@+hbi)- (c+di)=(a- c)+(b- d)i
(@+hi)(c+di)=(ac- bd)+(ad +bc)i

ac+hd +aebc- ad o

?+d? &2+d’g
Podemos representar 0s nUmeros complexos
graficamente pelo Diagrama de Argand-Gauss, que
mostra o Plano Complexo, figura 15. Essa também é
chamada forma cartesiana dos complexos com a parte
real a (no eixo horizontal) e imaginaria b (no eixo
vertical ou imaginario).

A
€ixo imaginario

Z=atbj

» el
a

Figura 15: Plano Complexo



A forma polar de um ndmero complexo é
descrita pelo seu médulo ou amplitude e seu angulo
de fase, sendo:

r =a’ +b? ® moédulo do nimero ou amplitude
q= arctggd—)9® angulo de fase
eag

a=r cosq
b=rsenq

Lembrando das relagdes trigonomeétricas:
cosla +b)=cosa cosb - sena senb
sen(a +b)=sena cosb +cosa senb

a multiplicacdo na forma polar pode ser representada
como:

rl(cos% +j Sen%)- r2(005q2 +j SenQ2)
= rlrz(cos(ql +Q2))- (j Sen(% +Q2))

A diviso naforma polar fica:

r,(cosq, + jseng,) _
r,(cosq, + j seng,)

:—1(005(% - 0z)+ jsen(a; - a2))
2
O ndmero complexo conjugado do complexo

a+bj é definido como o nimero a- bj .

A imaginario

Figura 16: Um nimero complexo naforma polar
(amplituder e angulo)

O Teorema de Moivre € um resultado
importante para as operacbes de radiciacio e
potenciacdo de complexos, ele diz que se p=1/n é redl
en éum inteiro positivo, entdo:

1
[r(cosq + j senq)] "=

q + 2kp )

n g
onde na expressdo acima k é um inteiro qualquer.
Observe que, por esta expressdo, a n-ésima raiz de um
nimero complexo pode ser obtida fazendo-se k=0, 1,
2,....n-1.

1
r“é%osq+2kp +jsen
e n
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Pelas | dentidades de Euler temos ainda:
eld =cosq + j senq

e 19 =cosg - jsenq

ou
sen = ela _ .e i
2i
cost = eld 4o id
2
e
e =-1

onde e representa a funcdo exponencial, exp[ ] , ou
sgja, poténcias usando como base 0 nimero e. Esse
nimero é a base dos logaritmos naturais ou
Neperianos. Os logaritmos comuns tem base 10, mas
nos Neperianos abase é:

e=limypy &+ 9= 271828.....
e ng

A forma polar dos nimeros complexos, usando
as expressOes anteriores pode ser escrita mais
simplificadamente da forma:

r(cosq + jsenq) = re

Essa Ultima forma facilita a representagdo das
operacbes de multiplicagdo, divisdo, potenciacdo e
radiciagdo entre os nimeros complexos, que podem
ser representadas, como:

rel®  reld2 = r,ellra)

pois  xP.x%=xP*
jo )
e~ _ N gife-a)
jq2
rzelq ry

p
: X .
pois —=xP4
Xq

(rejq )p —rPeima

pois (xp 1 = xpa
1 11 jla+2kp)
(rejq F — [rej(q+2kp)]ﬁ =rhg n
1
pois (W)z xn

A transformada de Fourier transforma a
imagem para o dominio da frequéncia. Os valores
dentro da fungdo exponencial, exp[ . ], considerando
as |dentidades de Euler, podem ser escritos como
SEN0S € COSSenos:

explj 2p ux] =e! "X = cos( 2p u x)+sen(2p ux)
expl- j 2p ux] =€ 1" =cos( 2p u x)- sen(2p u x)

A exponencial acima, usada na transformada
de Fourier, combina senos e cossenos de [2p u X] em



uma sO expressdo. Como estas fungbes, senos e
cossenos sdo, na realidade ondas e nos fendmenos
ondulatérios a freqiiéncia € a quantidade de ondas que
passa em uma regido em um determinado tempo (cada
onda senoidal e cossenoidal se repete a cada 360° ou
2p). O que acaba caracterizando a frequiéncia destas
ondas s80 os valores que estdo sendo multiplicados a
2p, OU Sga O U OU O X nas expressdes da
Transformada de Fourier.

Chamarse par de Fourier o conjunto definido
pelas equactes (3) e (4): (f(x) , F(u)). A utilidade da
transformada de Fourier consiste em possibilitar que
se analise uma fungdo no dominio do espago através
da sua forma no dominio da freqiéncia A
transformada inversa funciona levando uma funcgéo do
dominio da freqiiéncia, novamente para o do espago.
Ao ir de uma representacdo para a outra nada da
informacdo é modificada. A fungéo pode ser analisada

entdo pelaforma que for mais adequada.

Para exemplificar como se encontra esse par
suponha que se tenha a fungdo degrau mostrada na
figura que segue, ou sgja, suponha f(x) dada por: f(x) =
A (umaconstantereal), parax < X

X

X
Figura 17: Fun¢o degrau usada para exemplificar o
calculo datransformada de Fourier

Usando a equagdo (3) temos:
A[A=F(u) = c‘i Aexp[- j 2p ux] dx
AUA = (el 2 X i

AR =" expl-j2pux X

j2pu

AA =2 [expl- | 2p u X]- exp[0]]
j2pu

AA = j'szuexp[- iZpux]-1

Lembrando que a funcdo exponencial tem
periodicidade 2p:

expj[2kp +q ]= expjlq]
eque: da’=aP"%oud P=4a=1. Lembrando ainda

que & & = a 2P podemos escrever a expressdo acima
de forma mais facilmente interpretavel:
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; A ) )
AR =———[e P lelPit 1]
i12pu
- A L ipuXpa-jpuX  .jpuX
j2pu
_ - A -jpuX ;
—me sen(p u x)(-2j)
:p—Aue'jp”Xsen(p u X)

neste desenvolvimento foi usado também que:

eng =l el
2j

Assim o par de Fourier dafungéo constante
A& (A, A{A}), com A{A} definida pela expressio
anterior. 1sso nos permite dizer que a mesma funcéo
tem dois modos de representagdo, um no dominio do
espaco: X X f(X), e o outro no dominio da
frequéncia: ux F(u).

No dominio da freqiiéncia a fungéo é em gera
complexa, tem uma parte Real e outra Imaginaria, isto
€, passa a ser descrita como um ndmero complexo.
Ou sgja, um ndmero que tem duas partes. uma real e
outra imagin&ria (multiplicada por j). Como o
mostrado na figura 15. Chamamos a parte real de R(u)
e aimaginaria (multiplicada por j), de I(u).

Como ja mencionado, amplitude de um niimero
complexo é 0 seu médulo, o r no grafico da figura 16
anterior. O angulo de fase é o angulo que o ponto, no
plano complexo ( x, y ), faz com a horizontal, ou eixo
real, o q no gréfico da figura 16. No caso da
Transformada de Fourier essa amplitude e esse
angulo de fase sdo dados por:

|F(u) |=y/R?(u) +1%(u)

_]_él (U) u
g(u) =tan""a——
ER(U) §
Estas expressdes sdo Uteis no caso de se
calcular a transforma de Fourier de uma funcdo de
umavariavel como nas expressdes acima.

Espectro de amplitude ou espectro de
Fourier de uma funcéo € o gréfico de sua amplitude
versus cada frequiéncia. Ou seja, a descricdo de qual é
a amplitude |F(u)| para cada freqliéncia u. Assm o
Espectro de amplitude ou espectro de Fourier da
funcdo degrau, do exemplo anterior acima, € obtida
da expressao:



|F(u) |=|p—A:J||sen(p uXx) [lexp[- jp u X]|

cujo gréafico € mostrado na figura 18. Repare que € na
origem dos eixos de fregliéncia onde a maior
intensidade das informagdes se concentra (isso €
geralmente o que ocorre em qualquer fun¢do quando
transformada, sendo importante principalmente em
imagens).

0]

u

-3IX -2/X -UX UxX 2IX 3IX

Figura 18: Espectro de Fourier dafuncéo Degrau

Transformadas Bidimensionais

Quando passase para funcBes de duas
variaveis aintegral simples, que define a transformada
de Fourier, torna-se dupla:

ALT(x y)} =F(u,v)

=0, 0, f(xy) expl- | 2 (ux+ )] dxely

©)
0 mesmo ocorrendo com a expressdo da transformada
inversa:

AHF(uW} = f(xy)=
= (‘i (‘i F(u,v) exp[j 2p (ux+ vy)] dudv
(6)

e também para as funcdes que definem a amplitude e
0 angulo defase:

IF (V) = RE(U,v) +12(u,v)
-1€l(u,v)a

q(u,v) =tan
ER(U,V) {

Espectro de amplitude ou espectro de
Fourier de uma fungéo de duas variaveis, € o gréfico
de |F(u,v)| para cada par de frequiéncia (u, v), isto €, 0
gréfico de sua amplitude versus as duas variaves.
Neste Ultimo caso, o grafico deve ser representado em
3D ou em 2D com tons de cinza.

Como exemplo em 2D, vamos considerar uma
extensdo do exemplo anterior. A fun¢do mostrada na
figura 19, é a funcdo degrau em duas diregoes, isto &,
afuncdo : f(x,y)=A parax<Xey<Y.
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Figura 19: Funcdo degrau 2D usada para
exemplificar o calculo datransformada de Fourier

Usando as expressdes da transformada de
Fourier 2D teremos:

@

) = || e pespl - + ) ey

X Y
=A L exp[—j2mux| dx I \ exp| ~j2mvy] dy

sl
=j2muj | 2wy ],

w A -fraX _ I =fimY _
T —{mu & | -jmy e 1
B sin(muX) e"'“"} lsin(wvl’) k]
3 AXY[ (muX) (mvY)

O Espectro de Fourier da fungdo Degrau 2D é
obtido de forma semelhante ao do caso 1D anterior e
pode ser visto nafigura 20 naforma 3D, onde |F(u,v)|
€ mostrado como terceiro e xo:

Fig, v

Figura 20: Espectro de Fourier da funcdo Degrau
2D, naformatridimensional

Outra forma muito usual, principalmente em
imagens, de mostrar o gréfico do espectro de Fourier
de fungdes 2D , é utilizando ao invés do terceiro eixo,
tons de cinza para mostrar  |F(u,v)|. Esta forma é
mostrada nafigura 21.



Figura 21: Espectro de Fourier da fun¢do Degrau 2D,
na forma de tons de cinza para o valor | F(u,v)].

No exemplo anterior o espectro tem vaores
gue vao de mais a menos infinito em todas as
diregbes. Mas ha muitos casos onde os valores
significativos apenas ocorrem entre um conjunto de
freqUiéncias minima e maxima (Umin , Umax) € (Vmin
Vimax), OU (Unin,Vimin) € (Umax,Vmax)- ESta diferenca entre
0s valores méximos e minimos é que se chama
largura de banda: |Uma - Umin | OU  [Vimax - Umex| OU
|Vmin>< - Unin | ou ainda |Vmax -Vmin |

No exemplo acima, o espectro teve uma banda
infinita em todas as diregdes, mas longe da origem
(0,0)aintensidade de |[F(x , y)| decaiu rapidamente.
Este resultado (como no caso 1D) é bastante tipico, de
modo que € na origem dos eixos de freguéncia onde
geramente a maor pate das informacbes se
concentra, principal mente em imagens.

Assim, se a Figura 19 anterior representasse o
tom de uma imagem formada por todos os pixels de
uma Unica cor, por exemplo 255, seu espectro de
Fourier seria a forma mostrada. Como a intensidade
de |F(x,y)| decai exponenciamente, seria visto apenas
um ponto na origem. Por essa raz8o, muitas vezes na
representacdo em 2D em tons de cinza transforma-se
o vaor da intensidade por aguma funcéo
amplificadora, de modo a haver diferenca entre
imagens.

Transformada de Funcdes Discretas
Se funcBes discretas, ou sgja, definidas apenas
a intervalos constantes de Dx, da variavel forem
usadas. f(x) = f(n) = f( X, +n D x) como mostrado no
esquema que segue:
f(N-1
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Teremos uma seqiiéncia ou uma tabela de valores
onde a funcéo é definida: f (0), f (1), f (2),...f (N-1),
de modo que poderemos usar SO estes vaores
conhecidos no célculo da Transformada de Fourier e
passaremos ater um par discreto de Fourier dado por:

187 2p j(un/N
F@:ﬁafwepwn>
n=0

parau=0,1,2,..N-1e @)

N-1
f(n)=g Fue® )
u=0

para n= 0,1,2,...N-1. (8

Os incrementos ou intervalos em u e x se
relacionam por:

NDx=1/Du

A expresséo (7) descreve a Transformada de
Fourier de um func&o discreta e a expresséo (8) sua
inversa. As expressoes (7) e (8) definem o par da
Transformada Discreta de Fourier (DFT) em uma
dimens3o.

Para se avaliar quantas amostras o dominio de
frequiéncia u terd em relacédo ao dominio espacial x na
forma discreta n, andisase a seguéncia F(0),
{Complexo {F(u)}, u = 1, .., N/=2-1},
{Complexo{F(u)}, u = N/2+1, ..,N-1}, F(N/2) que
define completamente a DFT da sequéncia real f(x).
naformadiscreta, isto &, f(n).

A seqiiéncia acima mostra que, na forma
unidimensional o espectro de Fourier necessita de N
posi¢bes para armazenamento, mesmo tamanho da
seguéncia original. Os coeficientes a, + ib,, onde 0 £
u £ N-1 sfo os contetidos da DFT e u é a unidade de
freqiéncia, ou seja, faz parte das fregléncias dos
senos e cossenos de -2p j ux/N daDFT

Um aspecto importante € que diferentemente
do caso continuo, no caso discreto a transformada de
Fourier de umafuncéo sempre existe.

Novamente, para ficar claro, vejamos um
exemplo concreto. Imagine que se queira cacular a
transformada de Fourier da funcéo discreta mostrada
no esquema que segue, que é definida aintervalos de
1/4=0,25:

LYY

A\ 4

05 10



Figura 22: Exemplo de uma funcéo discreta

Reorganizando a ordem da seqiiéncia, podemos
dizer que a f(x) = f(n) é definida nos 4 pontos: 0,1,2 e
3, onde tem os vaores f(0)=2, f(1)=3, f(2)=4, e
f(3)=4 (figura 22).

De modo que, usando as expressdes da
transformada discreta 1D teremos:

18 0
F(0) :Za f(n)e
n=0

:%(f(0)+ f)+1(2+f(3)

:%(2+3+4+4):3,25
de maneira semel hante:
18 2 j(n/4)
FO=-Q f(ne
4=
n=0
1 . . 1 .
=—(2-3j-4+4))==(-2+
4( j )] 4( )
18 oin
F(2==g f(neP’
4=
n=0
— 1 0e0 430 1P i 1 4e1? +4ei®) =L
-Z(Ze +3e P j+4e’" +4e )_Z(-l)

e

F@=-3@+))

Para 0 caso de duas varidveis discretas pode-se
ampliar o conceito da DFT unidimensional [3]. Seu e
v sd0 as vaiaveis de fregiéncia, na forma
bidimensional teremos, para o par de Fourier :

M-1N-1

o O .
F(uv)=—— f (n,m)e" 2P J(un/M+vm/N)
S vy &_1 6_1 (n,m)
n=0 m=0
C)
sendou=0,1,2,..M-1ev=0,1,2,..N-1, e
M-1N-1
f(n,m):i é é F(n,m)ezP j(un/M+vm/N)
n=0m=0
(10)

onde m = 0,1,2,..M-1 e n = 0,1,2,...N-1. A relacéo
entre os incrementos das amostras é

NDx=1/Dv MDy= 1/Du
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No caso de fungdes com mesmo nimero de
amostras nas duas direcdes. M=N e 1/N aparece em
f(n,meF(u,v):

N-1N-1

Fuv)=— & § f(nme @ itnamin
n=0m=0 (12)
150 |
f(n,m) - = a a F(U,V)GZD j(un+vm)/N
N Zovoo (12)

Paraimagens digitais, a f(x,y) € descrita apenas
nos valores inteiros n,m que correspondem aos pixels
da imagem: f(n,m), assim para o cdculo da
Transformada de Fourier de Imagens, F(u,v), usa-se
sempre a forma digital a DFT definida pela equagdo
(9 ou (11). O primeiro indice do dominio de
freqliéncia € 0 e N*M é o numero de pixels da
imagem.

Espectro de amplitude ou espectro de
Fourier de uma funcéo de duas varidveis discretas é
o grafico de |F(u,v)| versus as duas variaveis. Como
[F(uv)| é periédica, ndo ha necessidade de se
encontrar mais freguéncias, além da primeira. Mesmo
porque, por exemplo, em uma imagem de baixa
resolucdo, como 128x128 pixels, tanto a imagem
original quanto o espectro de Fourier terdo 2"2" = 2
pontos (2'=128) para serem usados. Isto &, a funcéo
original é decomposta em 2'* elementos, que sd0 o
somatdrio de 2** senos e 2'* cosenos.

Na transformada inversa de imagens digitais
s80 usado as mesmas 2 funcBes avaliadas nos
mesmos pontos. Esta quantidade de fungdes é mais do
gue suficiente para se obter com exatiddo os valores
da func@o originad. As posicdes do dominio de
frequéncia estdo relacionadas & posicbes (n,m) do
dominio espacial.

Na definicdo do espectro de uma imagem,
geramente para melhor visualizar devido ao grande
range, € muito usada a formalogaritmica

log (1+ | F(u, V) |).

A figura 23 a seguir mostra uma imagem e seu
espectro de Fourier em duas formas.

Transformada Répida de Fourier (FFT)

Para aproximar uma funcdo através das
amostras, e aproximar a integra de Fourier pela
transformada discreta de Fourier, necessitamos
aplicar uma matriz cuja ordem é o nimero n de
amostras. Como multiplicar uma matriz nxn por um
vetor de ordem n emprega n? operacdes de aritmética,
o problema aumenta com o aumento no nimero de
pontos da amostra. Porém, se as amostras sd0
uniformemente espacadas, entdo a matriz de Fourier
pode ser fatorada em um produto de poucas matrizes
esparsas, e os fatores resultantes podem ser aplicados
a um vetor com um total de n log n operacBes



aritméticas, diminuindo bem a complexidade da
operacdo. Esta é idéia fundamental da transformada
rapidade Fourier (FFT - Fast Fourier Transform) .

Antes de aprofundar neste sentido precisamos
destacar algumas propriedades da Transformada de
Fourier. Na tabela 1, observamos a simetria e a
correspondéncia entre os dominios do espaco e da
freqiéncia e algumas propriedades para o par
transformado de Fourier em umavaridvel (1D) . Nesta
tabela F, e F, se referem as Transformadas de Fourier
das funcdes f; e f,., respectivamente. Os simbolos: a,
a, e a, representam constantes reais arbitrarias.

Figura 23: Imagem "Mosieu Fourier”, seu espectro de
Fourier e seu espectro naformalog (1+ | F(u, v) | ).
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A linearidade indica que a transformada de
Fourier da funcdo oriunda da soma de duas funcdes
tem sua transformada igual a soma das transformadas
dessas fungdes. Além disso, a multiplicagdo de uma
funcdo por uma constante, faz sua transformada ser
multiplicada pela mesma constante.:

A{ay i () + a; F(x)} = ay Fy (U) + @ Fo(U)

Como o pardmetro multiplicativo pode ser
qualquer inclusive menor que 1 ou negativo, tem-se
como decorrénciaque :

A{f (%)} = F(-u)

A mudanca de escala ou propriedade de
escalonamento (terceiralinha databela 1) relacionaa
multiplicacdo do pardmetro a no dominio do espaco
pela divissto do mesmo pardmetro no dominio da
frequéncia. Esta propriedade mostra que a expansao
no dominio do espaco € equivalente a compressao no
dominio dafreguéncia e vice-versa

A{f (ax)} = |a F (u/a)

A mudanca de origem (0,0) no dominio do
espaco ou freqliéncia é tratada nas linhas da tabela
gue consideram o deslocamento no espaco e ha
freqUéncia. Considerar a imagem da transformada de
Fourier inicialmente posicionada na origem
transladada para (N/2, N/2) auxilia muitas vezes sua
percepcao.

Girar umaimagem de um determinado angulo,
faz com que sua transformada sga também
rotacionada deste angulo, isso pode ser melhor
entendido pela figura 24.

Tabela 1l : Propriedades da Transformada de Fourier

Operagéo f(x) F(u)
Linearida a, f,(x)+a, f,(x) a,F,(u)+a,F,(u)

de
Escalona f (ax) 1 @
mento |al ga o

Fu)er "o

Desloca
mento no
€spaco
Desloca
mento no
frequéncia
Convolu-
¢do no
Cespaglo fix)f

onvolu- X)f5(x 1

e W L)
frequéncia

Flu- up)

Fy(u)F, (u)

1 (x)* ,(x)




Outro resultado importante pela sua aplicacdo
em diversos filtros (como o de Gabor, por exemplo)
em imagens é que a Transformada de Fourier de uma
funcdo Gaussiana é também uma funcdo Gaussiana,
mai s precisamente:

A(exp[-t42]) = 2p) P exp[-u¥2]

Assim, exceto pelo fator multiplicativo 2p a
transformada de Fourier da funcéo exp [-t¥2 ] é ela
mesma.

Na Tabela 1 ndo se encontra a propriedade de
simetria e separabilidade.

A propriedade de simetria diz que:

A{F (¥} = 2p f(-u)

A separabilidade s6 ocorre em transformadas
de Fourier de mais de uma variavel. Essa propriedade
permite fazer a integragdo das variaveis de forma
independente em uma e depois em outra diregéo.
Sendo um dos pontos que fundamentam a FFT.

Para exemplificar, vamos considerar uma
funcdo discreta em 2D, que poderia ser vista como
uma imagem minima, descrita pel os val ores abaixo:

f(nm) = { f(0,0)=0, f(0,1)=0, f(0,2)=0, f(0,3)=0,
f(1,00=2, f(1,1)=3, f(1,2)=4, f(1,3)=4,
f(2,0=0, f(2,1)=0, f(2,2)=0, f(2,3)=0}

Considerando a separabilidade na funcéo f(n,m)
dada, podemos considerar que temos 3 funcdes
discretasem n:

f1(n) = { f1(0)=0, f1(1)=0, f1(2)=0, f1(3)=0}
f2(n) = { 20)=2, 12(1)=3, f2(2)=4, f2(3)=4}
f3(n) = { f3(0)=0, 3(1)=0, f3(2)=0, f3(3)=0}

e4 fungdes discretasem m:

fa(m) = { f4(0)=0, f4(1)=2, f4(2)=0}
f5(m) = { f5(0)=0, f5(1)=3, f5(2)=0,}
f6(m) = { f6(0)=0, f6(1)=4, f6(2)=0,}
f7(m) = { f7(0)=0, f7(1)=4, f7(2)=0}

Neste caso de duas variaveis discretas teremos:
u=012..M-1,v=012..N-1, m=012..M-1e
n = 0,12..N-1. Fica mais fécil cacular estas
transfor madas separ adamente e depois combiné-las
por multiplicagdo. Cada uma delas sendo dada pela

equaggo (7).
176t -
Fuy=—g f(nye N
N n=0

Para f1,f2 ef3, N=4 e n no somatério variade
0a3. Parafl ef3f(n) = 0 paratodo n, de modo que
F1=F3=0 paratodo u
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Para f2 temos:

18 0
F(0) :Za f(n)e
n=0

:%(f(0)+ f@)+f(2)+ (@)

:%(2+3+4+4):3,25

3
F) =%é f (n)e 22 1(n/4)
n=0

1 . 1 .
=2(2-3j-4+4j)==(-2+
4( ] 1) 4( i)

3
F(2)=%é f(n)ePin
n=0

=l 436 P jrael® +aei®)=1( 1
4 4
F@=-2(2+])
4

Para f4, f5, f6 e f7 , N=3 e n no somatério
variade0a?2.

Como fk(0) efk(2) = 0 paratodas ( k=4,5,6,7),
sb precisamos calcular a parte exponencia para n=1
paratodas as f4,f5, f6 e f7. Essa seré&

F(u) = V3 f(1) exp[ -j2p /3]

Para f4 teremos:
F4(u) = 2/3 exp[ -j2p u/3]

de modo que:
F4(0)=2/3

F4(1) = 2/3 exp[ -j2p /3]
(como 2p /3 = 120 graus , usando a identidade de
Euler:)
F4(1) = 2/3 exp[ -j2p /3]=
2/3(cos[2p /3] -jsen[2p/3]) =
2/3(cos[120° -j sen[120)=
2/3(-1/2-j G8/2)= -2(1+C8j)/6)=
F4(1) = - (1+C8j)/3

F4(2) = 2/3 exp[ -j4p/3]
(4p /13 = 240 graus, assim pelaidentidade de Euler:)
F4(2) = 2/3(cos[4p /3] -jsen[4p/3]) =
2/3( cos[240°] - j sen [240 °])=
2/3(-12-j-GBl2)= - (1-G8j)/3

Para f5 teremos:
F5(u) = 3/3 exp[ -j2p u/3]
de modo que:
F5(0)=1



F5(1) = 3/3 exp[ -j2p /3]
(2p /3= 120 graus, assim pelaidentidade de Euler:
F5(1) = exp[ -j2p/3]=
(cos[2p/3]-jsen[2p/3]) =
(cos[120°] -j sen[120))=
(-12-jBI2)= - (1+C8j)I2

F5(2) = 3/3 exp[ -j4p/3]
(4p /3 = 240 graus, assim pelaidentidade de Euler:
F5(2) = (cos[4p /3] -jsen[4p/3]) =
(cos[240° -j sen[240°)=
(-12-j-GB/2)= - (1-G8j)/2

Para f6 teremos:
F6(u) = 4/3 exp[ -j2p u/3]
de modo que:
F6(0)= 4/3

F6(1) = 4/3 exp[ -j2p /3]
(2p /3= 120 graus, assim pelaidentidade de Euler:
F6(1) = 4/3 exp[ -j2p/3]=
4/3(cos[2p /3] -jsen[2p/3]) =
4/3 (cos[120° -j sen[120)=
4/3 (-12-j GBI2)= - 2(1+CBj)/3

F6(2) = 4/3 exp[ -j4p/3]
(4p /13 = 240 graus, assim pela identidade de Euler:
F6(2) = 4/3(cos[4p /3] -jsen[4p/3]) =
4/3 (cos[240° -j sen[240°))=
43 (-12-j-CB/2)=
- (1-Cgj)/6

Para f7 teremos:
F7(u) = 4/3 exp[ -j2p u/3]

e valores idénticos ao de F6(u)

A transformada de Fourier desta mini imagem
sera definida por esses 12 vaores resultantes da
multiplicacdo dos resultados das linhas e colunas e
F(u,v) fica

F(u,v) = {F(0,0)=0,

F(0,1)=0,

F(0,2)=0,

F(0,3)=0,
F(1,0)=(13/4)(-(1+C8j)/3),
F(LD)=[(-2+))/4][-(1+C8})/2],
F(1,2)=[-1/4][- 2(1+C8j)/3],
F(1,3)= [-(2+))/4][ - 2(1+C8j)/3],
F(2,0)=0,

F(2,1)=0,

F(2,2)=0,

F(2,3)=0}

A parte Real de F(u,v) da imagem sdo os
valores que ndo estéo sendo multiplicados por j. A
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parte Imaginéria de F(u,v) sd0 os valores que estao
sendo multiplicados por j. As partes reais e
imagindrias dos primeiros quatro valores e dos
Ultimos quatro é nula. Para os valores da segunda
linha ambas, parte real e imaginaria, existem, sendo
que para
F(1,0)=(13/4)(- (1+C8j)/3),
aparte real & (-13/12) e a parte imaginaria -1308/12.
Para:
F(LD)=[(-2+))/4][-(1+ C8})/2] =

-(-2+j) (1+C8j)/8=

(-U8) [(-2+])+(-2C8j-0B)]
(lembre-se que j*j= -1), temos que a parte real de
F(1,1) é(2+(8)/8 e aparteimaginaria (2C8-1)/8.

Finalmente para:

F(1,2)=[-1/4]{- 2(1+C8))/3],
aparterea & (1/6) e aparte imaginaria C8/6.

O espectro de Fourier serd obtido achando-se
0 médulo de cada um dos valores F(u,v) acima. Isto €,
elevando a parte real ao quadrado, somando com a
parte imaginaria elevada ao quadrado de cada (u,v) e
depois extraindo araiz quadrada deste nimero.

Os incrementos em u e v se relacionam com os
incrementosemnempor: NDn=1/Dv, MDm =
1/D u. Se no dominio espacial os incrementos em n e
m forem de 0,25= 1/4, em u serdo 4/M e em v serdo
4/N. No caso em andiseM=4eN=3, entdo: Du=1
eDv= 4/3.

Considerando este exemplo, um algoritmo que
calculasse o espectro da transformada de Fourier de
uma imagem poderia ser proposto como:

- Decomponha aimagem por linhas com N valores :
- Decomponha a imagem por colunas com M
valores:
- Defina os valores u de cada linha e para cada
linha calcule
18t -2p j(un/N)
Fu=—a f(ne
N ~
n=0
- Armazene estes valores.
- Defina os valores v de cada coluna e para
cadal colunacalcule:
1 N‘I"_l -2p j(vn/m)
Fivy)=—a f(ne
M
n=0
- Armazene estes valores.
- Multiplique os vaores correspondentes e
obtenha F

Este algoritmo ndo é nada otimizado. E
muito pode ser feito para melhorar sua performance.
Por exemplo, a estratégia conhecida como Método de
Decomposicdo Linha Coluna, consiste em varrer a
matriz de pixels sucessivamente em linhas e colunas
[17] extraindo dela em cada etapa um vetor 1D para o



qual é calculado a Transformada Rapida de Fourier
para 1D (TRF-1D). Portanto, o nucleo do célculo da
transformada para uso em imagens (2D) é o célculo da
TRF-1D. Reduzir a complexidade computaciona do
célculo da Transformada Discreta de Fourier para 1D
acaba por reduzir o calculo das Transformadas de
Fourier em 2D.

M étodo de Decomposicéo Linha Coluna

A complexidade computacional envolvida no
célculo da Transformada Discreta de Fourier € do tipo
O(n?), pois podemos considerar que para cada um dos
N valores de u sdo realizadas N multiplicagdes de f(x)
pela exponencia e (N-1) adicbes dos resultados
multiplicados. Os termos internos da exponencial sdo
calculados apenas uma vez, e podem ser armazenados
apo6s o primeiro célculo para uso posterior, por isto,
ndo sdo computados no céculo da complexidade
computacional. O objetivo da Transformada Répida
de Fourier € reduzir o esforco computaciona para
O(Nlog;N).

Um método que auxilia o entendimento dos
passos que levam a Transformada Répida de Fourier
para 2D € o Método de Decomposi¢éo Linha-Coluna.
Para entender suas bases suponha que queremos achar
a transformada de Fourier de f(ny,ny), funcdo que
representa uma matriz de pixels de uma imagem.
Primeiramente é feita a varredura por linha da matriz
para obter a transformada intermedidria f(ki,n,), a
seguir "varremos' a matriz intermediéria por colunas
para produzir a TRF-2D fina F(ky,ky). Cada
varredura de linha (ou de coluna) da matriz original
(ou intermediaria) implica extrair uma linha (coluna)
para calcular a respectiva TRF-1D analisada na secéo
anterior deste texto. A demonstracdo deste algoritmo e
a respectiva andlise de complexidade podem ser
encontradas em [17].

M étodo da Duplicacédo Sucessiva

O Método da Duplicagédo Sucessiva, representa
uma das possibilidades adicionais de reduzir o esfor¢o
computacional para o cdculo da Transformada
Discreta de Fourier para uma dimenséo (1D).
Chamando N = 2M, com M representando a metade
dos elementos do qual se quer achar a transformada
1D, aequacdo (7) pode ser escrita como.

N
<

-1

F(U) :i é f(n)e- 2pj(un/2M)

2M 7
n=0

eyl : U

éé f(n)e' 2p j(un/2M) a

_ 1 e G

oM € a1 u

é 2 -2p j(un/2m) U

é+ a f(@2n+)e 0

e n=0 u

*onde o primeiro termo entre colchetes se refere aos
termos pares da transformada, enquanto o Ultimo

19

termo se refere aos termos impares da transformada.
A exigéncia deste método € que N seja uma poténcia
de 2 (N=2"). E claro que n = (log N)/2, g, se
chamamos m o nimero de multiplicacbes e a o
ndmero de adicles:

m(n) = 2m(n-1) + 2n-1

a(n) = 2a(n-1) + 2n-1
Estes resultados nos permitem definir o nimero de
operacbes de modo recursivo, € mostra que a
complexidade computacional deste méodo €
O(n log, n), portanto, menor que a complexidade da
Transforma Discreta de Fourier [36].

Convolucéo e Transformada de Fourier
As lUltimas propriedades da Tabela 1, se
referem as relagdes entre Convolugdo e
Transformada de Fourier. Convolucdo entre duas
funcdes f(x) e g(x) é a operagdo entre elas definida
como:
¥

f)* g = Of M g(t- x)dx
-¥

Essa operacéo pode ser descrita no dominio do
espaco ou da frequiéncia. Isto &, existe uma definicdo
idéntica se for usado F(u) e G(u).

Um caso importante, especialmente em
imagens € o das funcdes f(x) e g(x) ndo existirem para
valores positivos, isto & f(x)=0 e g(x)=0 se x<0, neste
caso a integral tera limites de 0 e t e ndo mais de
menos a mais infinito:

t
f(¥)* 9(¥) = O)f (1) g(t - x)dx
0
(13)

A convolugdo é distributiva em relagdo a soma
de duas funclBes, comutativa e associativa A
convolugdo de uma fungdo qualquer com a fungéo
impulso unitario resulta na propria fungéo.

O teorema da Convolugdo diz que a
Transformada de Fourier da convolucdo de duas
fungdes no espacgo é igual a multiplicagdo de suas
transformadas na fregiiéncia:

A(h()*1(9) = A(h(x)) A(f(x))= H(u) F(u)

O teorema da Convolugdo afirma também que
a Transformada de Fourier Inversa da convolucéo de
duas funcdes na freqiiéncia € igual a multiplicacdo de
suas transformadas inversas no espago:

A™(H(u) *F(W) ) = 2p h(x) f(x)

Ou, em outras palavras, a transformada de
Fourier da multiplicagdo de duas funcdes é a
multiplicac8o de suas transformadas:

A(h(x) f(x)) = 1/2p H(u)* F(u)

A transformada de Fourier facilita a
convolugdo de fungdes, transformando a integracéo



acima em um dominio, em multiplicagdo no outro
dominio. No caso de fungdes de duas variaveis, como
em imagens, temos:

gxy)=h(xy)*f(xy) O Guv)= H(uv)F(uy)

ou
G(uv)= H(uy) *Fuv)0 gxy)=h(xy)f(xy)

Figura 24: Imagem "Reténgulo" origina (acima),
rotacionada de 45 graus (abaixo), e seus respectivos
espectros de Fourier.

Uma caracteristica muito (til é que a maior
parte do espectro de Fourier, |F(u,v)|, de imagens se
concentra nas componentes de baixa frequéncia. A
figura 25 mostra a energia ou |F(uv)|’>, de uma
imagem tipicaa. Nesta imagem, sdo fasamente
adicionados raios de 8, 18, 43, 78 e 152 pixels que
contém 90 % , 93% , 95% , 99% e 995 % da
poténcia daimagem, respectivamente.

Figura 25: No espectro de Fourier de uma
imagem tipica com falsos circulos a 90 % , 93%,
95% , 99% e 99,5 % de sua poténcia.
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Por definicdo, uma funcdo impulso & "uma
funcdo que tem um determinado valor em apenas um
ponto": h(x) = a se x=xy e h(x) = 0 para os outros
valores de x. A funcdo impulso unité&rio é muitas
vezes identificada pela letra grega d(X) e € aquela que
tem valor 1 em apenas um ponto A figura que segue
mostra a fun¢do impulso na origem.

A A

Th(x)= d(x) Ad()) 1

>
» »

i X u
Figura 26: Funcdo Impulso unitério e sua
Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier da Funcgéo
Impulso unitario € afungéo constante unitaria, F(u)=1
sobre todo dominio da freqiéncia. Por sua vez a
Transformada de Fourier da Fungéo constante f(x)=A,
sobre todo dominio do espaco x é a fungéo Impulso
A(A)= 2p A d(u). Esses pares transformados ilustram
a afirmacdo de que um ponto no dominio da
freqUiéncia contém informacdo sobre toda a imagem.
O vdor de um ponto na freqiiéncia indica uma
distribuicdo com certa freqiiéncia naimagem espacial.
Assim, se na imagem houver um certo ruido ou
textura constante, isso ir4d se refletir como um
componente de ata fregiéncia na transformada de
Fourier destaimagem.

Convolucgdo em I magens

A figura 27 mostra uma imagem degradada
por um ruido comum em transmissdes pela adicdo de
uma freqiiéncia esplria ao sina. O Espectro de
Fourier desta imagem, mostrado na figura 28,
apresenta intensidades atas de freqiéncia bem
definidas fora da regi&o central (normalmente a maior
parte da energia da imagem est& concentrada proximo
a origem). Retirar essas freqiéncias na imagem
origina com ruidos equivale a eliminar impulsos, ho
dominio da freqiiéncia, na sua formatransformada e a
torna-la, no dominio do espaco, naforma mostrada na
figura 29, isto é sem os ruidos em formato de listas a
45° vistos nafigura original.

Figura 27: Imagem com ruido



Figura 28 :Espectro de Fourier daimagem dafigura
anterior

Muitas vezes € muito complexo descobrir os
vaores de frequéncia a serem eliminados. Como
exemplo tem-se a imagem da figura 30 que se
apresenta degrada por uma combinagéo de ruidos que
formam um textura adicional, padrbes ou moiré. Seu
espectro de Fourier, figura 31, indica a existéncia de
diversas intensidades fora do centro onde seria
concentrada a informacdo fundamental da imagem.
Considerando no espectro apenas as freqiiéncias de
ata intensidade que tém raio maior que 1. Ao passar
para o dominio do espago tem-se como resultado uma
imagem gue é apenas de uma textura resultante destas
freqUéncias como mostrado na figura 32. Ao fazer
uma filtragem da imagem original usando um filtro
rejeita banda de freqiiéncias maiores ou iguais que as
correspondentes a0 menor destes raios, tem-se a
imagem mostrada na figura 33. Essa imagem, embora
ainda com diversas carateristicas a serem tratadas, se
encontralivre do ruido que causava a textura de fundo
daimagem original.

Os processos exemplificados consistiram entdo
de transformar uma imagem para o dominio de
Fourier, verificar seu espectro e us&-lo para descobrir
frequiéncias correspondentes a ruidos que se desejasse
eliminar. A imagem é processada neste dominio
eliminando determinadas frequiéncias que
correspondem a esses ruidos. Depois retorna-se a
imagem processada para 0 dominio espacial onde ela
€ entendida pelo nossos olhos.

Filtros Passa e Rgeita Banda

O processo discutido anteriormente pode ser
generdlizado pelos filtros que consideram a
eliminagdo de faixas de frequéncia. Denomina-se
filtro rejeita banda ao que ndo deixar passar sinais
gue forem de determinado intervalo de freqiéncia, ou
sgja transformara para zero os valores que estiverem
dentro de um limite definido. Denomina-se filtro
passa banda ao que sO deixar passar sinais que forem
de determinado intervalo de frequéncias, ou sea,
transformard para zero os valores que estiverem fora
deste limite.
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Figura 29: Imagem depois de retiradas as
fregliéncias segundarias.

Deconvolugdo é um processo que € usado para
restaurar imagens. Consiste na divisdo, no dominio de
Fourier, ou na Multiplicagio pela inversa. E também
chamada de filtragem inversa.

Se uma imagem | (x,y) for degradada por um
sinal ou por umafuncdo h (x,y), ficando g (x,y):

g (xy) = I (xy)* h(xy)
No dominio de Fourier essa convolugdo ficara
G(u,v) = F (u,v) H(u,v),

se H(u,v), for a transformada de h (x,y). A filtragem
inversa ser& F (uv) = F (uv) H(uVv)/H(uyv) =
G(u,v) / H(u,v). Filtros de Wiener sdo formas de
obter a restauracdo de imagens usando melhorias
desta técnica

De maneira semelhante, podem ser projetados
filtros no dominio da freqiéncia, que depois sdo
transformados para poderem ser aplicados no dominio
do espaco. A arte da operacdo de filtragem consiste
entdo em definir adequadamente a fungdo usada na
filtragem em frequéncia: H(u,v).

Osfiltros passa alta e passa baixa frequéncias
ideais s80 definido por:

_ 0 SED(’H.,’U)EDG
H{“*”)‘{ 1 se D(u,v) > Dy

|1 se D(u,v) < Dy
H{u,v}_{o se D(u,v) > Dy

onde Do é um valor especifico ndo negativo e D(u,v)
€ a distancia do ponto (u,v) a origem do plano de
freqliéncia, isto &
D= (W +¥)"
O filtro rejeita banda suprime todas as

frequiéncia em uma vizinhanga de raio D, em torno de
um ponto (U, Vo):



0 == D(u,v)=D,
H(u, v) =
D(u, v) = D,

l e

onde

D(u. v) = [(u — w) + (v = v)]".

Figura 30: Imagem original degradada

Figura 31: Espectro de Fourier da
imagem dafigura 30

Devido a simetria da transformada de Fourier
se ndo for em torno da origem deve ser feita em pares
simétricos, para manter o sentido:
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0 s Dyu,v) <D, ou
H(u, v) =

l para outros valores

D:(H. I"] < Du

Estes filtros tem uma variagdo abrupta nas
frequéncias eliminadas. Muitas vezes podem ser
adequados cortes mais suaves. Isso é feito pelos
Filtros de Butterworth, que sdo definidos pela
seguintes equaces:

H(uv) = 1/ (1+ (D/Dy)*")
H(uv) = 1/ (1 + (D/D)™)

Filtragem por convolugdo no espago da
imagem

Como visto na se¢do anterior a convolugdo na
forma digital bidimensional inteira € muito utilizada
em processamento de imagens. Dada uma imagem
f(m,n), a operacdo de um filtro gera uma novaimagem
g(m,n), determinada por

+¥

+¥
gmn = § & h(m,n)f(m- m,n-n,)

=¥ my=-¥

onde (m,n) sdo usados ao invés de (x,y) nas funcdes
para lembrar que estdo na forma digital [24]. A
variagdo de n; e m; geramente é ndo infinita e restrita
a poucos vaores, cuja faixa de restricdo €
denominada méscara. Na prética, 0 conceito de
filtragem por convolucéo é aplicado no dominio de
freqiéncia, usando-se as propriedades da
Transformada de Fourier, mencionadas
anteriormente.

A operacdo de aplicar uma mascara pixel a
pixel sobre uma imagem e cacular a quantidade
predefinida em cada pixel, € o fundamento da
convolugdo. Formalmente, a convolugdo discreta
unitaria de duas fungdes f(n,m) e h(n,m) de tamanho
MxN é denotado por f(n,m) * h(n,m) e definida como:

1 618t
f(n,m)*h(n,m)z—Na a f',m)h(n- n',m- ni)
n'=0mM=0
O sina negativo significa que a fungdo é espelhada
sobre a origem. Isto é inerente na definicdo da
convolugdo. A eguacdo acima € a implementacdo de
(1) uma reflexo vertical de uma funcdo sobre a
origem; (2) deslocar aquela fungdo com respeito a
outra pelo incremento dos valores de (n,m); e (3)
calcular a soma dos produtos sobre todos os valores
de m e n, para cada deslocamento. Os deslocamentos
(n,m) sdo incrementos inteiros que param quando as
fungbes ndo mais se sobrepdem [17].



Supondo que F(u,v) e H(u,v) denotem as
transformadas de Fourier de f(xy) e h(xy),
respectivamente, o teorema da convolugdo diz que
f(x,y) * h(xy) e F(uVv)H(u,v) constituem um par de
transformadas de Fourier. Isto é formalmente escrito
como: A

f(xy)*h(x,y) U F(u,v)H(u,v)

Se a imagem ja estiver descrita no dominio de
freqiéncia, a multiplicacdo da equivaléncia acima
permite que a convolugdo seja realizada mais
rapidamente, pois a integral no dominio do espago

Figura 32: Textura devido aos pontos
forado centro

mais demorada. Deve-se notar, que a multiplicagdo no
dominio das freqéncias néo € realizado segundo o
conceito de multiplicacdo de matrizes. Esta
multiplicac8o é redlizada elemento a elemento, tal
como um peso aplicado aos valores daimagem. [24].

[

Figura 33: Imagem da figura 29 depois de
processada
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Combinando Filtros no espago daimagem

De uma forma geral, o processo de filtragem,
tanto linear quanto n&o linear, tem um papel
importante na area de processamento de imagens,
inclusive no pré-processamento. A filtragem permite
Ssuavizar a imagem ou aumentar 0 seu contraste.
Contornos podem ser detectados por filtragem linear
usando a distribuicdo espacial dos niveis de cinza da
imagem.

A filtragem linear mais usada € a convolucdo
da imagem digital com um kernel ou “mascara’
(mask). O processo de convolucdo calcula um novo
valor de intensidade para cada pixel da imagem,
tendo como base os tons de cinza dos pixels da
vizinhanga. Assim, cada pixel contribui, com uma
porcentagem do seu valor, para o calculo do nivel de
cinza do novo pixel. Um esquema representativo
deste processo pode ser visto nafigura 34.

Imagem Original NxM Imagem Final NxM

f(x.y) pixels que contribuem a(xy)
para o novo pixel

X

Ao A1 A2
A3 A4 A5
A6 A7 A8

Filtro h(x,y)

Se h(x,y) for definida pelo Filtro de Sobel horizontal
0s Ap....Ag serdo definidos como: -1 -2 -1

000

121

Figura 34: Esquemado Processo de Convolucéo
Filtragem Espacial Usando um Kernel 3x3

O processo comumente empregado em
processamento de imagens para deteccdo de contorno
€ 0 uso de filtragem por convolugdo com um filtro
passa alta. Para esta tarefa, diversos filtros, deste tipo
(Sobel, Roberts e Laplacianos de vérias dimensdes
m x n), se encontram disponiveis na literatura. Como
exemplo, segue a méscara do Laplaciano do filtro
Gaussiano (Laplacian of Gaussian - LoG ) em 5x5:

0O 0 -1 0O
0 -1 -2 -10
-1 -2 -16 -2 -1
0 -1 -2 -10
0O 0 -1 0 O

Usando a representacdo de umaimagem digital
como uma funcdo f(x,y), podemos descrever a
convolugdo (usando a notacdo da figura 34) dessa
imagem por uma mascara h(i,j) pela expressdo que
segue:



o O . . -
axy)=aa f(x-iy- j)Nd,j)
i,jTh (14)
onde 0s par@metros x e y representam um passeio por
todosos pixelsdaimagem: 0£x-i<N e O£ y-j<
M. O resultado € uma novaimagem: g(x,y).

A expressio 14 descreve as operagOes
necess&rias para a obtencdo do novo valor do pixel
(xy), ndo a filtragem inteira. Os somatérios dos
indices i e j se reaizam ao longo dos elementos da
méscara, nesta expressdo suposta quadrada (sendo
esseo significadode"ik T h").

Os vaores dos dementos h(i,j), sdo
fundamentais na determinacdo do que ocorrera na
imagem. A imagem dependendo destes valores podera
ter maior ou menor contraste, ter seus ruidos
amplificados ou suavizados, formas bésicas (pontos,
linhas e contornos) que poderdo ser detectadas ou
diluidos.

Para o célculo de cada pixel da imagem find,
g(x,y), (na equacdo 14) soma-se o vaor na imagem
original, f(x,y), com os valores vizinhos multiplicados
pelo peso definido no kernel da convolugdo h(x.y).
Para kernels 3x3 a convolugéo definida na equagéo 14
sereduz a

g% y)=A f(x-Ly-1+
Af(xy-D+Af(x+Ly-D+
Agf(x-Ly)+A f(xy)+
Af(x+Ly)+ A f(x-Ly+D+
Af(xy+D+ A f(x+Ly+])

Por exemplo, o filtro Laplaciano do
Gaussiano (ja comentado), é (til no realce de bordas.
E um filtro obtido pela combinagdo de dois filtros
lineares. Esse filtro calcula a derivada segunda da
imagem depois dela ser processada pelo filtro de
Gaussiano em uma sO operagdo, fazendo a derivada
segunda da mascara Gaussiana a ser usada, e
aplicando essa mascara ja derivada na imagem.
Dependendo da forma como esta combinacdo é feita
diversos filtros deste tipo podem ser gerados.

Geramente nos filtros Laplaciano do
Gaussiano, a soma dos pesos da méscara € igua a
zero, e a mascara sempre tera um ato valor central,
cercado de valores negativos nas diregdes N-S e E-W
do centro da méscara Como esses filtros ndo tém
direcdo preferencial, eles ndo consideram a direcéo
das bordas detectadas, sendo mais adequado quando
as bordas néo sfo direcionais.

Vejamos como este processo de combinagdo
pode ser obtido. O filtro Gaussiano em 2D € uma
aproximagdo digital da figura 8. O filtro Gaussiano
pode ser usado como um filtro de suavizagdo ou
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passa-baixa (ou "Low Pass'), ele usa a funcdo
Gaussiana para obter valores de uma mascara a ser
definida.

O filtro de Gaussiano em 1-D tem diversas
formas dependendo de quantos elemtos ter4d a
mascara, ou seja de como € aproximada a forma
continua da curva gaussiana ao se fazer a converséo
para 0 mundo digital. Isto € se a mascara final
aproximaré a fungdo com apenas 3 pixels ou 30 temos
diversos resultados. A forma digital sempre sera uma
aproximagdo da equacdo da curvade né)rmaJ :

e
= 252
G(x) T

onde s é o0 desvio padrdo considerado, na
representacdo da expressdo da normal considerada.
Assume-se que a distribuicdo é centrada em x=0, de
modo que a méscara sera simétrica e o ponto central
da méscara tera valor maximo. Como a imagem é
armazenada como uma colecdo bidimensional de
pixels discretos, para obter-se uma mascara de filtros
para imagens, deve-se usar a expressdo do Gaussiano
para duas varidveis, ou da superficie gaussiana
mostrada nafigura 35.

0.2
0.15 o
= SR
= 0.1 e
5 ,=..ef#.~:0:6\m‘s;.
AR
0 T, g%"'.*‘“““ T

Figura 35: Representacdo da superficie gaussiana.

A distribuicdo Gaussiana perfeita iria requerer
um nlcleo de elementos muito grande para uma
convolucdo perfeita, mas, na prética ela pode ser
aproximada por mascaras em diferentes resolucoes
desde 3x3 pixels.

Uma forma adequada de projetar um filtro de
suavizagdo Gausssiano € avaliar o desvio padréo da
imagem de entrada, ou de uma regido desta, e usar
este valor como o parémetro da largura da Gaussiana
bidimensional. Dependendo da forma que se quer
suavizar, este pardmetro pode ser obtido e relacionada
com a forma avo, por exemplo, se linhas de
determinado ndmero de pixels precisarem ser
suavizadas, pode-se usar 0 nimero médio de pixels
das linhas das imagens como parametro.

O Laplaciano é o equivalente em 2D da
segunda derivada parcial de uma funcdo qualquer.
Esse filtro pode ser usado como um filtro passa-alta



("High Pass"), ele usa as formas digitais das derivadas
parciais de uma funcdo para obter valores de uma
mascara a ser definida, que se torna equivalente a
derivar essaimagem.

O Filtro Laplaciano de Gaussiano é obtido
entdo considerando uma aproximagdo da derivada
parcial de uma aproximacdo digital da superficie
gaussiana (figura 35).

A férmula da funcdo do Laplaciano (em
homenagem a Pierre Simon, Marqués de Laplace,
matemético e astrénomo francés, que viveu de 1749 a
1827), de uma funcdo de duas variaveis, f(x,y) &

N°f = q2f 121

2 + 2
X y

As derivadas de f(x,y) sdo aproximadas usando

equacgdes de diferenca:

1%f= Gy
Mx? Tx
= Qi j+11-1[i,jD
9 x
=Q(fl,j+1] - T(f[i.jD
x 1x

=(F0,+2] =f0,j+1]) - ([i,j + 2 =F[1,]])

=fli,j+2]=2f[0,j+1] +f[i,j]

Essa aproximacdo é feita sobre o pixel [i, j +1].
Ent&o, substituindo j por j — 1 obtém-se:

12F = f[i,j+0 -2fF[i,j]+f[i,j—1],
Mx?

que é a aproximagdo desgjada da segunda derivada
parcial centrada em [i ,j]. Similarmente temos para a
direcéoy:

It =fli+Lj]-2f[i,j]+f[i-1,]],

Ty?

Fazendo a combinagcdo das duas diregdes,
temos as duas equacBes em um Unico filtro, a méscara

por aproximacdo do Laplaciano de uma imagem ou
funcdo pode ser dada por:

0 (1 0
1 |4 1
0 |1 0

As vezes é importante fornecer mais peso para
os pixels doCemtso, no desenvolvimento anterior das

derivadas, , Uma outra aproximacdo muito usada
para o Laplaciano pode ser:

0 4 0

4 -20 |4

0 4
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Ao ser usada essa mascara diretamente na
imagem, tem-se a segunda derivada da imagem ou
Laplaciano. Neste exemplo, o Laplaciano foi
aproximado por uma mascara de 3x3, mas pode ser
usado critério semelhante para obtencdo de mascaras
2x2 , 5x5, etc.

Uma forma de derivada primeira em linha isso
€ como 1x2 seria 1 -1
Em umamatrix quadrada 2x2 seria:

1 -1
1 -1

em 3x3 poderia-se ter:

1 0 -1
1 0 -1
1 0 -1

e assim por diante.

Para a derivada segunda seria mais inteligente
aplicar a segunda diferenca no filtro do que usé&lo
duas vezes na imagem, o que resulta nos filtros
Laplacianos j& discutidos. Outras maéscaras de
derivadas segundas sdo as abaixo.

-1 -1 -1 -1 -2 -1
-1 8 -1 -2 12 -2
-1 -1 -1 -1 -2 -1

Se, a0 invés de ser aplicado na imagem, a
derivada parcial for feita na aproximagdo digital da
curva normal ou gaussiana, chegase & diversas
formas do filtro Laplaciano de Gaussiano. O Filtro
Laplaciano do Gaussiano se usado com um conjunto
de desvios padrBes para deteccdo de contorno €
também conhecido como Método de Marr-Hildreth.
Esse filtro também ser obtido direto do célculo
analitica do Lablaciano da fungdo Gaussiana 2D, isto
€, pode ser obtido da discretizagdo da fungao:

2 2 22
Tty e_T:&E
20?

1
LoG(z,y) = g [1 -

O filtro de Gabor é outro filtro resultante da
combinacdo de processos (desenvolvido em 1946 por
Dennis Gabor, fisico Britanico inventor da holografia,
nascido na Hungria em 1900 e falecido em 1979).
Esse filtro € muito aplicado na melhoria e deteccdo de
texturas, devido & suas caracteristicas, especiamente
as relacionadas as representacfes de freqiiéncia e
orientacdo, que sdo similares ao do sistema visual
humano [9,11,23]. Este filtro no dominio espacia é
largamente utilizado na literatura [25], sendo sua
formageral :

2 2
2t xq—[gXCLz+%‘7

G(x,y, f,0,s,,8 y):e X v
onde:



X; = Xcosq, +Yysenq,, Y, =- Xsenq, +ycosq, e
X,y as coordenadas retangulares no dominio espacial.

O filtro de Gabor tem como parémetro a
freqiéncia, f, e o desvio padréo nas direcbes
horizontal e vertical sy es,, [11].

Essa f é tem as seguintes peculiaridades: se f é
muito grande, ruidos sdo criados na imagem filtrada;
se f € muito pequena, linhas parecerdo entrelagadas.
Este pardmetro pode ser obtido de f=1/k=0,5, onde k
€ a média da largura das linhas ou outro elemento
constante (em pixels) que se quiser processar.

O parémetro g refere-se a orientagdo do filtro.
s é o desvio padrdo da distribuicdo normal (ou
Gaussiana) bidimensional [9], sendo relacionado a
largura significativa da Gaussiana que modula o filtro
de Gabor.

O filtro de Gabor é projetado no dominio
espacial da imagem, modulado por uma Gaussiana
bidimensional, e no dominio de freqléncias tem o
mesmo formato que no dominio espacial (ja que a
transformada da Gaussiana € também uma funcdo
Gaussiana). A largura da Gaussiana bidimensional é
determinada pelo desvio padréo. Se s é muito grande,
o filtro é mais robusto a ruidos, mas ndo conseguira
capturar os detalhes das linhas. Se's € muito pegueno,
o filtro ndo consegue remover ruidos, mas consegue
capturar os detalhes das linhas [18].

Este é um filtro passa-banda, a freqiéncia f
estabelecida no dominio espacial daimagem é o pico
da Gaussiana bidimensional no dominio da
frequéncias. Isto faz com que o filtro atenue ou rejeite
as freqiéncias com distdncia maior que o desvio
padrédo no dominio das fregiiéncias, com centro na
frequénciaf. Logo, encontrar valores ideais para estes
parémetros para cada imagem € muito importante.

Utilizar a origem no centro do filtro, faz com
gue o processo de filtragem seja independente do
dominio a ser usado. Por exemplo, usar os dominios
de -15 a 15 e -7 a 7 para ambas as direcles
horizontais e verticais. Isto devido & simetria no
processo de convolucéo.

Testes mostram grande relacdo do angulo utilizado
como pardmetro no filtro de Gabor com linhas
presentes na imagem. Dependendo do angulo xs na
primeira parte da expressdo é possivel e retirar
inconsisténcias horizontais em imagens, como lacunas
ou falhas. Utilizar o filtro de Gabor com o vaor
adequado de y, permite retirar inconsisténcias com
diregBes verticais das imagens.

O filtro Sobel é usado para rea¢ar bordas nas
direcBes horizontais ou verticais. O tamanho da
méscara € sempre (3 x 3). Considerando uma
vizinhanga do pixel (i, j) mostrado na figura 36. O
operador Sobel é dado pela combinagdo dos

gradientesemx ey:
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onde:
S=(a+cag+tay)—(ap+cay+ a),
S=(apt+tca+a)—(a+cas+ay),

com a constante ¢ = 2. As duas mascaras. S e §
detectam as derivadas horizontais e verticais
respectivamente. S, € obtida da rotagéo de 90 graus de
S que é apresentada na figura 34.

= =l &
a |[ij] ag
ds |as u

Figura 36: Variavels usadas no operador Sobel

O filtro de Prewitt usa as equactes do filtro
de Sobel, a Unica diferenca é que ele usa para a
constante ¢ o vaor 1. Asim duas mascaras
apresentadas abaixo detectam as derivadas
horizontais e verticais respectivamente pelo filtro de
Prewitt.

1 1 1 10 -1
=0 0 O S=10 -1
-1 -1 -1 10 -1

O método de Roberts é outra filtragem nao-
linear parecida com a de Sobel e representa uma
aproximacdo da funcdo de Roberts. O tamanho da
maéscara (2 x 2) ndo pode ser mudado. Esse filtro tem
a caracteristica de realcar bordas direcionalmente,
mas pode produzir muitas vezes bordas artificiais, que
podem confundir o usuério.

O operador Roberts provem de uma
aproximacéo do gradiente por:

G[f[i,j]] = YRxYe+ YRyYs
onde Rx e Ry so calculados usando as seguintes
méscaras.

0 -1 10

Rx = =

1 0 Ry 0 -1

O resultado final das filtragens usando as méscaras de
Sobel, Robert e Prewit consiste em gerar uma hova
imagem, onde cada ponto corresponde a uma soma
dos produtos termo a termo das matrizes, resultado da
passagem dos filtros que correspondem as derivadas
nas direcbes x e y elevadas ao quadrado. Assim
calcula-se A+ 9% Depois, pode-se fazer a extragio
da raiz quadrada em cada ponto. Mas, geralmente,
nesta etapa € feita uma aproximacdo, onde esta
operagdo € substituida pela soma dos valores
absolutos de cada mascara ||Sx|| + || Syl



Parte 3:

A transformada de Hough

As transformadas s80 maneiras aternativas de
mostrar a mesma informagéo, elas buscam usar as
caracteristicas que a imagem deixara mais evidente
em determinado dominio e, assm, facilitar a andise
daimagem.

A transformada de Fourier (ou de senos e
C0senos) passa a mostrar a imagem decomposta em
suas componentes de freqliéncia, 0 que permite
identificar os aspectos mais freqlientes e comuns da
imagem (por exemplo suas texturas). Ela representa,
em cada ponto, a informacdo daquela freqléncia da
imagem inteira. Isso permite filtrar, eliminar ou
ampliar mais facilmente uma faixa especifica de
freqliéncia (como discutido na se¢do "Convolugdo em
Imagens”).

A transformada de Cosenos decompbem a
imagem em séries de cosenos, sendo muito usada para
compressdo de dados.

As transformadas de Wavelets passam a
representar a imagem como coeficientes que serdo
multiplicados por diversas fungbes de base (Haar,
Daubechies, etc). Sdo usadas para filtragem e
compressdo de dados.

A transformada de Distancia, substitui uma
regido por sua distdncia a um ponto. Serve como
passo intermediario em diversas outras técnicas.

A transformada de Hough leva a imagem para
0 dominio dos pardmetros que descreveriam as figuras
gue vocé gostaria de achar nas imagens. Ela foi
desenvolvida por Paul Hough em 1962 e patenteada
pela IBM. Originamente, foi elaborada para detectar
caracteristicas andliticas representaveis em imagens
binarias, assim como linhas, circulos e elipses. Na
Ultima década, tornou-se uma ferramenta de uso
comum na Vvisdo computacional para 0
reconhecimento destas caracteristicas.

Forma geral

A transformada de Hough é aplicavel quando
se possui informacBes precisas das formas presentes
na imagem. A transformada de Hough (HT) é um
método padrdo para deteccdo de formas
parametrizadas em imagens computacionais. Em
geral, atransformada é aplicada apds a imagem sofrer
0 pré-processamento de deteccdo de bordas e da
limiarizac&o (discutida na Parte 1 deste texto).

A idéia é aplicar naimagem uma transformacéo
tal que todos os pontos pertencentes a uma mesma
curva ou reta sejam transformados num Unico ponto
de um espaco dos par@metros da curva ou reta
procurada. O conceito principal da HT esta em definir
um mapeamento entre 0 espaco de imagem e 0 espaco
dos par@metros relevantes. Cada borda de uma
imagem € transformada pelo mapeamento para
determinar células no espago de parémetros, indicadas
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pelas primitivas definidas através do ponto analisado.
Essas céulas sdo incrementadas, e indicardo no final
do processo, através dos méximos do acumulador,
quais o0s parémetros correspondentes a forma
especificada.

Hough € um método de acumulagdo de
requisitos muito geral. Permite detectar qualquer
curva ou reta, mesmo pouco visivel ou fortemente
ruidosa. Como a imagem computacional (digital) é
formada por um conjunto de pontos, os pixels, que
possuem determinadas caracteristicas pode-se dizer
gue atransformada de Hough consiste em mapear um
pixel da imagem em uma curva no espaco de
parémetros, organizado em forma de um acumulador
n dimensional, onde n corresponde a0 nimero de
parémetros.

Deteccdo de Retas

No caso de uso desta transformada para
detectar linhas retas nas imagens, ha vérias
parametrizacbes possivels para 0 espago de
parémetros. Por exemplo, a equagdo das retas na
forma declive/intersecdo, definida por y = ax + b,
onde a representa a tangente da reta e b seu ponto de
intersecdo com o eixo vertical como mostrado na
figura 37. O uso desta forma de parametrizacdo
conduz no entanto a dificuldade prética de um espaco
de parémetro, devido ao fato do parémetro a ter valor
ilimitado para linhas que sdo paralelas ao eixo y, ou
sgja, essas linhas terdo tangentes infinitas.

Y

y=ax+h

X
Figura 37: Representacdo da equacdo da reta naforma
cartesiana de explicita

O agoritmo de Hough requer um acumulador
de dimensdo igual ao nimero de pardmetros que irdo
descrever a equacdo da familia de curvas que sdo
buscadas. Por exemplo, achar segmentos de linhas
usando a equacdo y = ax + b, equivale a achar dois
parémetros para cada segmento dereta: aeb. Assim,
as duas dimensBes da matriz acumuladora para esta
familia correspondem aos valores ‘ quantizados' para
a e b. Se o objetivo fosse encontrar os parametros de
uma parébola do segundo grau, esse acumulador teria
mais um elemento, de modo que sua dimensdo
passariaaser 3.

Usando uma matriz acumuladora A, o
procedimento de Hough examina cada pixel e calcula
0s parémetros da curva (equacdo) especificada que
passa pelo pixel. Caso uma imagem que ndo foi pré-



processada com algoritmo de deteccdo de bordas,
esteja sendo analisada,fato incomum na transformada
de Hough, serd examinado o pixel e suavizinhanca na
imagem, para determinar se ha evidéncia de
extremidade naguele pixel. Somente se houver,
realizar-se-4 o calculo dos parémetros.

Apbés caculados o0s pardmetros de um
determinado pixel, eles sdo ‘quantizados para um
valor correspondente de a e b, e o acumulador na
célula correspondente A(a , b) € incrementado. Cada
par (X, y) no espaco da imagem dara origem a uma
reta no espaco dos pardmetros. O conjunto dos pixels
sobre a mesma reta no espago (X, y) dara origem aum
conjunto de retas que se interceptam em um ponto do
espaco dos pardmetros.

Quando todos pixels tiverem sido processados,
sdo procurados no acumulador A os maiores valores
(picos). Eles indicam os parémetros de provaveis
linhas na imagem. A seguir € monstrado um pegqueno
exemplo utilizando essa técnica, cujo cédculo é
realizado apenas para dois pixels pertencentes a uma
linha (reta) de uma imagem, apresentada na figura 38,
(plano x-y ou espaco real). Na figura 39 (plano a-b ou
espaco de Hough), pode-se verificar as linhas geradas
pelos par@metros calculados, onde a linha verde
refere-se ao ponto (1,1) e a azul ao ponto (2,2) do
plano x-y.

Figura 38: Plano x-y (imagem)

-2 -1 0 1 2 3

a
Figura 39: Plano a-b ( par@metros)
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Para este exemplo (figura 38) foi estipulado o
intervalo [-2, 3] para a, e empregados os valores de x
ey do pixel que esta sendo examinado na equagéo
b = -ax +y, possibilitando o célculo do valor de b. Os
valores sdo utilizados para incrementar o referido
elemento do acumulador A(a , b) e tragcar uma reta no
plano a-b . A Tabela 2 mostra os valores utilizados e
0s parémetros obtidos.

Tabela 2: Céalculo do pardmetro b em fungdo de
cada a e indicac&o do elemento incrementado no
acumulador A.

Acumulador A(a, b)

X y a b=-ax+y incrementado
1 1 2 3 A (-2, 3)
11 -1 2 A (-1, 2)
1 1 0 1 A(0,1)
11 1 0 A (1,0)*
11 2 -1 A (2, -1)
1 1 3 -2 A (3,-2)
2 2 26 A (-2, 6)
2 2 -1 4 A (-1, 4)
2 2 0 2 A(0,2)
2 2 1 0 A (L 0)*
2 2 2 2 A (2 -2)
2 2 3 -4 A (3, -4)

* Unico elemento do acumulador que é
incrementado 2 vezes, indicando colinearidade
entre esses pontos.

Ao procurar 0 maximo no acumulador A(a, b),
verifica-se que este indicard o elemento referenciado
por a=1eb = 0. Isto significa que a equagéo
y = 1x + 0, ou simplesmente y = X, é a equacdo que
melhor define uma reta que passa sobre os pontos
(1,2) e (2,2) daimagem. Tendo esta informacéo faz-
se um poés-processamento para determinar onde
comega e termina a reta encontrada, caso haja
interesse. 1sso sera muito importante para definir as
retas de nossos moldes.

Um limiar pode ser utilizado quando procura-
se 0(s) maximo(s) no acumulador, afim de determinar
um vaor minimo de pontos colineares. Se o valor do
acumulador ndo for superior ao do limiar entéo sera
considerado um ruido [18]. As deteccBes de outras
formas utilizando a transformada de Hough usam o
mesmo principio, havendo alteracdo no nimero de
parametros da equacdo que sera empregada, € em
conseguiéncia na dimensdo do acumulador.

Retas na forma polar

Duda e Hart [10] utilizaram coordenadas
polares para representacdo de uma linha, nesta forma,
as linhas podem ser completamente parametrizadas



usando a distancia r , e a orientagdo q, do vetor
norma da linha na imagem origina (figura 40).
Usando esta parametrizag8o, todo o ponto (x,y) na
linha satisfara a equagéo:
r=x.cos(q)+y.sin(q).

L

I L.
([ K

Figura 40: Representacdo da equacéo daretaem
coordenadas polares

Calcula-se a transformada de Hough dos pixels da
imagem, registrando os resultados em um acumulador
(matriz) bidimensional. Cada pixel (x,y) do espaco
real produz uma linha senoidal no espaco de Hough
em coordenadas polares como descrito anteriormente.
Todas as retas possiveis passando por um pixel (X, y)
seréo mapeados numa sendide de modo que, para a
representacdo de Duda-Hart, a linha no espaco de
Hough parecera como mostrado na figura 41. E claro
gue existe uma infinidade de retas passando
possivelmente por esse ponto, assim pode-se, por
exemplo, considera-lo um incremento de 10 em 10
graus ou 0,05p. A reta comum a 3 pixels serd dada
pela intersecdo das 3 sendides que passam por esses
pixels (figura 41). A intersecdo das 3 sendides
representa 0s parémetros da reta que passa pelos 3
pontos na forma cartesiana.

O acumulador torna-se complicado quando a
imagem contiver muitas linhas, porque muitas
sendides podem ndo correspondem a linhas, mas a
ruidos. Assim deve-se interativamente descobrir a
maior linha da imagem, remover sua contribui¢do do
acumulador, e entdo repetir o processo para achar
sucessivamente a maior das linhas restantes. A cada
repeticdo acha-se o méximo globa e obtém-se a
equacdo da linha correspondente. Um  pos
processamento pode ser usado para achar os pontos de
comeco e fim de cadalinha.

Deteccédo de Circulos

Para circulos a implementacdo sugerida por
Davies [18] é uma das mais interessantes. Circulos
s80 parametrizados por 3 pardmetros :X, Y, e r, onde
(%, y) referem-se a posicdo de centro e r ao raio,
conforme figura 42. Neste caso, 0 espaco dos
parémetros é 3D.

Para evitar muito custo computacional nesta
transformada de Hough 3-D, o problema é organizado
em duas fases:

1. achar o centro de todos circul os;
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2. achar o raio de cadacirculo.

Figura41:Acimaimagem original com 3 pontos (1,1),
(2,2) e(3,3) no plano x,y . Abaixo cada um destes
pontos descritos na forma como uma sendide.

» 4 ——

(0.0) x

Figura 42: Representacdo geométrica de um circulo.

Observe que dado qualquer pixel em uma



circunferéncia, o centro do circulo localiza-se sobre a
normal da tangente ao circulo naquele pixel. Assim,
dado vérios pixels do mesmo circulo, as normais deles
de cruzardo no centro do circulo. Ou sgja, definindo-
se um acumulador dos valores de (X,y), no espaco de
parémetros, deve-se primeiro achar o centro que
correspondente a imagem. Para cada pixel pode-se
calcular a tangente como a linha que se gjusta melhor
a todos pixels de uma vizinhanca pequena (usando o
método dos minimos-quadrados). Isto  permite
cacular a normal e registrala no histograma. Os
maximos do acumulador indicam os locais de centros
dos possiveis circulos. O préximo passo é achar o raio
correspondente ao centro (ou raios para os circulos
multiplos, centrados no mesmo local). Faz-se isso
através de um histograma para cada centro. Ou seja,
para todo pixel na imagem é calculado sua distancia
até o centro de determinado circulo. Esta distancia €
registrada em um histograma unidimensional (vetor).
O méximo dos histogramas correspondem aos raios
dos circulos. Finalmente deve-se aplicar um passo de
pOs-processamento para decidir se 0s parametros
encontrados correspondem a um circulo naimagem.

Deteccdo de Elipses

Uma €lipse € definida por cinco parametros,
porém cinco parametros na Transformada de Hough é
invidvel computacionalmente. Entdo sera mostrado
abaixo a aproximag&o de Y uen que separa a tarefa em
duas passagens [35]:
1. identificagdo do centro da elipse, isto requer dois
parémetros da Transformada de Hough.
2. avaliagdo dos outros trés pardmetros (referentes aos
eixos) usando uma implementacdo focada da
Transformada de Hough .

(3. ¥) o {xl,b ETI;
}

X

Figura43: Parémetros da elipse paralela aos
eixosxey.

¥

Em coordenadas retangulares os pontos sobre a
elipse devem satisfazer a equacao:

(y— )/o)2 = 1
a b

onde sup8em-se que o centro da elipse sgja o ponto de
coordenadas (Xo, Yq), O €ix0o maior sgja paraelo ao

(X —X0)? +
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eixo horizontal, sendo a e b os raios maiores e
menores respectivamente. Assim, para a definicdo de
uma elipse precisa-se conhecer (Xo, Yo), aeb. Sea
elipse fizer um &ngulo com o eixo horizontal, tem-se
este angulo como um pardmetro adicional. O centro
da elipse pode ser definido como segue. Considere
dois pontos P e Q (veja figura 44) em uma elipse e
calcule as tangentes destes pontos. Onde r é o ponto
onde estas tangentes cruzam-se e M 0 ponto central
do segmento PQ. Para uma elipse, o centro ficara
sobre a linha que se origina em r e passa por M.
Linhas formadas por pares diferentes de pontos da
elipse cruzar-se-8 no centro da mesma. Esses
parémetros da transformada de Hough sdo usados
para acumular estas linhas, sendo que o maximo do
acumulador correspondera a intersegdo das mesmas.
Como este algoritmo registra uma entrada para cada
par de pixel na imagem, ele é computacionalmente
muito custoso.

Figura 44: Representacdo geomeétrica de uma elipse
ndo paralela aos eixos horizontal e vertical

Outraformas de Transformada de Hough

A transformada randdbmica de Hough
apresentada em 1989 por Lei Xu, Erkki Oja e Pekka
Kultanen, considera que na deteccdo de uma forma,
um par de pixel é randomicamente escolhido, e os
parametros da forma que passam através desses pixels
sdo0 computados. Esta forma é registrada como uma
entrada no acumulador. Este procedimento é repetido
um ndmero predeterminado de vezes, onde 0 niimero
de vezes é bem menor que a quantidade de pares de
pixels daimagem. Este algoritmo é repetido para cada
segmento de linha a ser detectado. Assim 0 maximo
do acumulador € achado, e a equacdo da forma é
computada. Entdo, os pixels da imagem sob essa
forma sdo removidos, sobrando uma imagem mais
simples para ser analisada. O processo € repetido para
encontrar a préxima forma; e somente para quando
nenhuma forma for detectada em um determinado
numero de iteragdes.



A transformada Hierdrquica de Hough é
baseada em uma estrutura de pirémide, onde cada
camada divide aimagem em sub-imagens. A pirdmide
convenciona é confeccionada com P+1 niveis. Em
cadanivel |, aimagem é dividida em 27-1 x 2P-1 sub-
imagens, onde P é o nivel superior da piramide,
representando a imagem completa. No nivel inferior
da pirdmide, peguenos segmentos de linhas so
detectados através da transformada de Hough em uma
pequena sub-imagem, facilitando a diferenciacéo entre
linhas ‘reais e pontos casuamente alinhados. O
método é também relativamente eficiente, ja que
somente um pequeno vetor acumulador € necessario
para representar todas possiveis linhas que passam
através da sub-imagem. Tipicamente, cada sub-
imagem contém duas linhas. Esses resultados sdo
propagados através da pirdmide, para obter-se a
representacdo global dos segmentos de linha,
formados a partir do agrupamento de linhas existentes
nas sub-imagens [23].

A Transformada Combinatorial de Hough foi
apresentada por D. Ben Tzvi e M. B. Sandler em
1989, como a forma mais eficiente de calcular-se a
Transformada de Hough. Cada 2 pontos na imagem
indicam uma possivel colinearidade. Se (ro , g0), sdo
0s parémetros que descrevem a linha que une os dois
pontos, entdo os par@metros do segmento de linha
podem ser derivados da equacdo paramétrica:

r=x.cos(q)+y.sin(q),

dados os pontos (X, Y1) € (X2, Y2).
1) ro=X¢. c0S (o) + Y. SN (Qo)
2) 1o = Xz . COS(Co) + Y2.Sin(do)

subtraindo as duas equagdes acima temos:
g=arctan(Dx/Dy)

Para determinar se qualquer parte de um
conjunto m de pontos é colinear, todas as possiveis
combinactes de segmentos de linha entre dois pontos
precisam ser calculadas.

Cn2=m/(2(m2))

Cada um destes célculos, cada par de ponto, contribui
para o incremento do acumulador na posi¢ao (ry ,do)-

Introduzida em 1990 por N. Kiryati, Y. Eldar e
A. M. Bruckshtein., a transformada probabilistica
de Hough mostra que para descobrir objetos é
suficiente computar a transformada de Hough s6 de
uma por¢do de pixels na imagem. Estes pixels sdo
aleatoriamente escolhidos de acordo com uma fungéo
de densidade de probabilidade uniforme, definida de
acordo com aimagem. Isto é equivalente a computar a
transformada padr&o de uma amostra da imagem.

Um método unificado para detectar por
Hough qualquer curva genérica de segundo grau
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foi desenvolvido por M. M. G. Macedo em 2005 [18].
Esse método permite identificar qualquer uma das
cinco formas conicas possiveis (retas, arcos de
circulos, circulos, elipses, parabolas ou hipérboles)
que possam estar presentes na imagem. Permite
também definir os parédmetros destas curvas mesmo
gue qualquer nimero delas estgja presente, em
qualquer ordem, com qualquer combinacdo e ainda
mesmo que com ruidos, falhas ou usando s6 desenhos
de forma aproximada.

Finalmente a transformada Generalizada de
Hough trata de um Unica maneira qualquer padrdo
(definido por um conjunto de pontos) presente na
imagem, através da busca das possiveis
transformagdes afins que identifiquem a forma que se
procura. Sendo mais uma forma de reconhecimento
de padrdes flexiveis do que de busca de equacfes nas
imagens [31].
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