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ALGORITMOS RANDOMICOSEM GRAFOSE OTIMIZACAO

|. Introducéo

Embora se conheca aplicagdes envolvendo agoritmos randdémicos desde épocas primitivas
(Shallit[1992]) os primeiros artigos sobre este assunto datam do fina da década de 70 com os
trabalhos de Rabin[1976] e Solavay e Strassen[1977] para o0 problema do reconhecimento de
numeros primos (Primality Test). As décadas de 1980 e 1990 testemunharam, a partir de entdo, um
enorme crescimento da &rea de agoritmos randdémicos. Eles emergiram de aplicacfes voltadas
unicamente a teoria dos nimeros e geometria computacional para problemas nas mais diversas
areas de interesse. Uma gama enorme de pesquisadores tem utilizado, cada vez mais, técnicas e
ferramentas oriundas de modelos probabilisticos, sgam eles seqlienciais ou paraddos. Como
exemplo, pode-se citar aplicagbes em agoritmos on-line, otimizacdo combinatéria, criptografia,
geometria computacional, teoria dos numeros, estrutura de dados, processamento pardelo e
distribuido entre outras (Motwani& Raghavan [1995], Karp[1991], Gupta et a.[1994]). Este projeto
trata essencialmente, da utilizag&o de algoritmos randémicos aplicados a problemas em grafos e
otimizacéo (NP-dificeis ou n&o).

Problemas pertencentes a Classe P podem ser tratados convenientemente por meétodos
probabilisticos. Técnicas como a Selecdo Randdémica (Random Selection) ou Amostra Randémica
(Random Sampling), foram utilizadas com sucesso para problemas classicos de otimizagdo. O
objetivo neste caso, € usufluir da maior flexibilidade existente nos modelos probabilisticos
reduzindo ainda mais a complexidade tedrica obtida pelos melhores algoritmos deterministicos.
Como exemplo, pode-se citar 0 problema da Arvore Geradora Minima, Corte-Minimo em Grafos,
Fluxo Méximo Karger& Stein[1993], Karger[1995], Karger et. a.[1995] e King et. al.[1993]),
Geracao de Orientagdes Aciclicas em Grafos (Arantes, Franca e Martinhon[2003]) entre outras.

Problemas combinatérios NP-dificeis, podem também ser resolvidos eficientemente através de
técnicas probabilisticas. Analogamente aos algoritmos aproximativos puramente deterministicos,
nos algoritmos randémicos aproximativos, buscamos uma solugdo cuja distdncia ao vaor da
solugdo Gtima do problema original possa ser definida a priori. Neste caso, espera-se obter um
algoritmo randdmico cujo tempo esperado segja polinomia e cujo valor esperado da solucéo
heuristica sga suficientemente "préximo" do vaor 6timo. Nos agoritmos randémicos
aproximativos, normamente, as probabilidades sdo definidas a partir de relaxaces do problema
combinatério considerado (Programac&o Linear ou Semidefinida). Utiliza-se entdo o méodo de
Monte Carlo para minimizacéo da probabilidade de falha ou constréi-se uma solugdo deterministica
através de técnicas de "derandomizagdo” (Derandomization Techniques).

Os modelos probabilisticos (Maguina RAM probabilistica ou Méquina de Turing probabilistica)
representam uma extensdo natural dos modelos puramente deterministicos. Sua utilizagdo e
aplicacdo na resolucdo de problemas algoritmicos congtitui um tema fascinante de pesquisa e que
vem despertando, cada vez mais, o interesse da comunidade cientifica.



|l — Algoritmos Randomicos

Pode-se dizer que um algoritmo deterministico se caracteriza, essenciamente, por uma sequéncia
finita de “passos elementares’ voltados para a resolucdo de um determinado problema
Tipicamente, 0 tempo de execucdo de um algoritmo deterministico € sempre fixo, ou sga,
sucessivas repeticdes do algoritmo aplicadas a uma mesma entrada resultam sempre em uma mesma
saida com tempo de processamento sempre idéntico. O mesmo ndo ocorre, por exemplo, com os
algoritmos randémicos ou probabilisticos onde cada execucdo podera produzir uma saida diferente
baseada em eventos aeatorios (tempo esperado de processamento). Nesta situacdo, uma fonte de
bits randémicos € utilizada com o propdsito de realizar escolhas aeatoriamente. Em um algoritmo
randdmico, o tempo de processamento e/ou os resultados obtidos sdo "funcdo randdmica’ da
entrada. Surpreendentemente, para uma grande quantidade de problemas, a utilizaggo de algoritmos
randdémicos se congtitui na forma mais simples e/ou mais rapida de implementacdo! Nestes casos,
sua utilizagdo implica em uma melhora de desempenho e eficiéncia quando comparada aos
algoritmos puramente deterministicos!

Essenciamente, dois tipos principais de algoritmos randémicos sdo referenciados na literatura: o
Método de Monte Carlo e 0 Méodo de Las Vegas. No méodo de Monte Carlo, pode-se gerar
solugdes com probabilidade de falha arbitrariamente pequena, ao contrario do Método de Las Vegas
onde uma resposta correta deverda ser sempre obtida com tempo esperado de processamento
idealmente polinomial.

Vale destacar que o comportamento de um agoritmo randémico podera variar, mesmo quando
aplicado repetidas vezes para uma mesma entrada do problemal Desta forma, o tempo de
processamento se torna uma varidvel deatéria e a andlise de tempo de processamento exige que se
tenha uma maior compreensdo da sua distribuicdo de probabilidade associada. Finalmente, pode-se
dizer que, em um algoritmo randdémico, o valor esperado ira depender de escolhas aleatérias feitas
no algoritmo e ndo de distribuicbes impostas sobre a entrada de dados. Este comportamento
diferencia 0 tempo esperado de processamento, presente nos agoritmos randomicos, da
complexidade de caso médio, normamente utilizada na andlise de algoritmos deterministicos.

1.1 -Métodosde MonteCarlo eLas Vegas

Além dos comandos e estruturas usuais de repeticéo, decisdo e atribuicdo presente nos algoritmos
deterministicos, os agoritmos randémicos ou probabilisticos se caracterizam, fundamentalmente,
pela geracdo de nimeros “aleatdrios’ ou mais precisamente, pela geragdo de nimeros pseudo-
aeatorios. Como discutido anteriormente, este conceito de algoritmo vai contra aquele de algoritmo
puramente deterministico ou de fungéo, onde a cada elemento do dominio (input) corresponde um
unico elemento daimagem (output). Nos algoritmos deterministicos, a solugdo obtida e o tempo de
processamento nunca se ateram a cada nova repeticdo do agoritmo. Ao contrério, nos agoritmos
randémicos, a qualidade da solucdo, o tempo de processamento, ou ambos, definem varidves
aleatdrias obedecendo algum tipo de distribuicdo estatistica.

O método de Las Vegas sempre produz uma solugdo correta com erro zero. O método de Monte
Carlo, por outro lado, retorna uma resposta correta com probabilidade de fracasso arbitrariamente
pequena. Desta forma, ao permitir uma probabilidade de erro ndo nula, estaremos gozando de uma
maior flexibilidade no célculo da expressdo de complexidade.

O método de Las Vegas sempre assegura uma solugdo correta para o problema considerado.
Entretanto, ela nem sempre é obtida dentro de um tempo de execucdo suportavel. Essa abordagem é



interessante para aqueles problemas cujo tempo esperado de processamento sgja suficientemente
pequeno (ou polinomial) para a aplicacdo em questdo. No método de Las Vegas, executamos
sucessivas repeticdes do mesmo agoritmo até que uma solucdo correta sgja encontrada. Desta
forma, seu tempo de processamento pode ser definido convenientemente por uma variavel aeatéria
com distribui¢do geométrica. Assim, cada nova repeticdo do algoritmo devera conter uma etapa de
exibicdo aeatéria da solucdo e uma etapa de reconhecimento desta solucdo. Desta forma, se a
probalidade de sucesso é igud a p, seu tempo esperado de processamento sera igua a 1/p (vaor
esperado da distribui¢do geométrica). Um agoritmo de Las Vegas sera considerado eficiente se seu
tempo esperado (complexidade esperada) for polinomia no tamanho do problema.

No caso de problemas de decisdo, essencialmente, existemn dois tipos de algoritmo de Monte Carlo:
algoritmos com erro unilateral (one-sided error) e algoritmos com erro bilateral (two-sided error).
Um agoritmo de Monte Carlo tem erro unilateral, se a probabilidade de fracasso é zero, para peo
menos uma das saidas S mou N&o. Se a probabilidade de falha € ndo-nula para as saidas Sme Nao,
o agoritmo possui erro bilateral. Podemos dizer que o método de Las Vegas aplicado a problemas
de decisdo, possui erro zero para Sime N&o respectivamente @ero-sided error). Problemas de
deciséo resolvidos por agoritmos polinomiais com erro unilateral para as respostas Sme N&o,
pertencem as classes RP e co-RP respectivamente (Randomized Polinomial Classes), ja os
problemas resolvidos por algoritmos com erro bilatera pertencem a Classe BPP dos problemas de
decisio (Bounded Probabilistic Polinomial time). Problemas resolvidos polinomialmente por
algoritmos de Las Vegas (erro zero) pertencem a Classe ZPP (Zero-error Probabilistic Polinomial
time)

Outra caracterigtica interessante a ser destacada, € que 0 método de Las Vegas pode ser visto como
um caso particular do método de Monte Carlo. Isto ocorre sempre que a probabilidade de fracasso
for igual a zero. Quando a probabilidade de falha no método de Monte Carlo for estritamente
positiva, pode-se transformar Monte Carlo em Las Vegas adicionando-se um procedimento
(idealmente polinomial) de checagem da solugdo. Sempre que a solucdo estiver incorreta, o
processo sera repetido até que uma solucéo exata seja encontrada.

Para exemplificar a situagdo descrita acima, considere um problema p com uma instancia | de
tamanho n. Além disso, considere um agoritmo de Monte Carlo A com tempo esperado de
processamento Ti(n) e probabilidade de acerto igua a p(n). Suponha que, gerada uma solugdo para
p, a corretude ou ndo desta solucdo possa ser congtatada em tempo Tz(n). O agoritmo de Las
Vegas, neste caso, consiste na simples repeticdo de A até que uma resposta correta sgja obtida. Em
outras palavras, uma solucdo correta (sucesso) é gerada satisfazendo uma distribuicdo geométrica
com vaor esperado 1/p(n). Como o tempo de processamento associado a cada repeticdo é
T1(n)+T2(n) tem-se que (Tx(n)+Tz(n))/p(n) ira representar o0 tempo esperado de processamento no
método de Las Vegas. Apesar de interessante, esse tipo de abordagem nem sempre pode ser
aplicado na construcdo do método de Las Vegas (a partir do método de Monte Carlo). Na verdade,
ndo existe um procedimento padréo que se aplique a todos os casos. Ja a transformacdo de Las
Vegas em Monte Carlo é mais smples e pode ser redizada, interrompendo-se 0 método de Las
Vegas em uma dada iteracéo do procedimento.

[l —Algoritmos Aproximativos em Otimizacdo Combinatéria
Em funcdo da elevada complexidade computacional necessaria na solucéo de uma grande classe de

problemas combinatérios, denominados problemas NP-&duos ou NP-dificeils, muitos dos
algoritmos propostos para sua solucdo podem ou ndo buscar diretamente um 6timo global (solucéo



Otima exata). Nestes casos, deve-se adotar uma estratégia que vise equilibrar, essencialmente, a
gualidade da solucdo obtida com o tempo total de processamento.

A utilizagdo de métodos exatos, por exemplo, se justifica apenas em circunstancias especiais, onde
as instancias consideradas para um determinado problema sdo suficientemente pequenas ou o tempo
de processamento que se tem disponivel é adequado o bastante para a aplicacdo considerada. Além
disso, em muitos problemas préticos, os dados de entrada sdo conhecidos apenas parcialmente. 1sto
significa que uma solucdo 6tima dispendiosa em termos de tempo néo se justifica em relacdo as
solucbes suficientemente “proximas’ da 6tima e obtidas a um baixo custo computacional. Ja nas
heuristicas ou metaheurigticas, uma solucéo viavel obtida em tempo polinomial e ideamente
“proxima’ da solugdo 6tima € procurada. Embora possuam uma abordagem bastante interessante, e
sgjam utilizadas eficientemente em uma grande quantidade de problemas préticos, elas carecem
ainda de formalismo matemético. Os trabahos de Del’Amico, Maffioli e Martello[1997] e
Aarts& Lenstra[1997] representam uma 6tima compilagdo de bibliografias destas técnicas aplicadas
a problemas de Otimizagdo Combinatoria.

Para uma grande quantidade de problemas NP-dificeis, sera possivel constatar a quaidade da
solucéo apresentada utilizando-se técnicas apropriadas como os algoritmos deterministicos ou
randémicos. Neste caso, 0 que se pretende € definir uma “distncia’ do valor 6timo mesmo sem
conhecé-lo explicitamente (razéo de aproximacdo). Nos algoritmos aproximativos, estaremos
interessados na determinacéo de solugdes heuristicas polinomiais cuja a razéo de aproximacao sgja
amenor possivel, independentemente das instancias consideradas.

Os agoritmos aproximativos (especialmente os deterministicos aproximativos), foram introduzidos
por Johnson[1974], e sdo algoritmos polinomiais que buscam sacrificar 0 minimo possivel da
qualidade, obtida nos méodos exatos, ganhando, smultaneamente, 0 mé&ximo possivel em
eficiéncia (tempo polinomial). Como discutido em Hochbaum[1997], a busca do equilibrio entre
estas situagdes conflitantes é o grande paradigma dos a goritmos aproximativos.

Antes do surgimento dos agoritmos aproximativos a andise de desempenho dos métodos
heuristicos se baseava, smplesmente, em sua execucdo para um conjunto de finito de insténcias
(benchmark). A performance da heuristica era entéo comparada com a de outras heuristicas para o
mesmo conjunto de insténcias considerado. Este tipo de comparagéo, ainda hoje bastante utilizado,
retorna apenas uma medida parcia de desempenho ja que o conjunto de insténcias é normamente
pegueno, além de ndo representar, satisfatoriamente, o conjunto de todas as instancias associadas a0
problema. Em outras palavras, uma heuristica com um bom desempenho para um dado conjunto de
instancias nd mantém, necessariamente, a mesma performance quando aplicada a outro conjunto
de insténcias com caracteristicas distintas.

Os dgoritmos aproximativos podem ser subdivididos, basicamente, em deterministicos ou
randdmicos. A diferenca central nestes dois tipos de abordagem reside no fato de que, no caso
deterministico, execugdes adicionais do procedimento aplicadas a uma mesma instancia produzem
sempre uma mesma saida com tempo de processamento sempre idéntico. Por outro lado, no caso
probabilistico, solucdo gerada e tempo de processamento se modificam a cada nova repeticdo do
procedimento, sendo, por isso, melhor representadas por varidveis aleatorias discretas.

[11.1— Algoritmos AproximativosDeter ministicos

Sga P um problema de otimizacdo combinatéria, e |, uma insténcia qualquer de P. Se A é um
algoritmo aproximativo (deterministico ou randémico) para P, representaremos por xa(1) o vaor da



funcéo objetivo gerado por A, " 11 P. O valor da solugio Gtima associado seré representado por
x*(I).

Garey, Graham e Ullman [1972] e posteriormente Johnson [1974] formalizaram o conceito de
algoritmos aproximativos. Como discutido anteriormente, um algoritmo aproximativo devera,
necessariamente, ser polinomia no tamanho de qualquer instdncia para o problema. Mais
formamente, um algoritmo deterministico A com solugdo xa(l) € d-aproximado para um problema
de minimizacdo (de maximizacdo) P se, e somente se, qualquer que sga a ingténcia | do problema
P, a solugdo obtida € no méximo (no minimo) d vezes o valor da solugdo Gtima x*(l).
Norma mente, em problemas de maximizagdo assume-se que x* (1)>0.

Alguns autores ressaltam que esta medida (convenciona) de aproximacdo pode ndo ser muito
precisa. Suponha, por exemplo, que a razéo entre a pior solugdo e a melhor solucéo associada a uma
dada insténcia | sgja no maximo uma constante d. Neste caso um algoritmo d-aproximado para o
problema pode significar na verdade a pior solucdo (Hassin e Khuller[2001])! Para contornar esse
problema existente na definicdo de medida convencionad de aproximagdo, alguns autores
propuseram independentemente outras medidas de performance, como a aproximaco diferencia ou
z-gproximagao (vide, Demange e Paschog1996], Demange et. a.[1998], Hassin e Khuller [2001]).

Maiores detalhes sobre a utilizacdo de algoritmos aproximativos deterministicos na solugéo de
problemas combinatérios podem ser encontrados em Hochbaum[1997]. O trabalho de Auséelo
et.al.[1995] é uma Gtima referéncia sobre classes de complexidade em agoritmaos aproximativos.

[11.2 - Algoritmos Randémicos Aproximativos:

Nos agoritmos randémicos aproximeativos, solucdo esperada e tempo esperado de processamento
(representados por variaveis aeatdrias discretas) sdo parametros observados conjuntamente. Neste
caso, um agoritmo randémico A de complexidade polinomia € d-aproximado para um problema de
minimizagdo P se, e somente se, E(xa(l)) £ d.x*(1), onde d 2 1. Se P € um problema de
maximizacao entdo A é€d-aproximado se e somente se E(xa(1)) 3 d.x* (1), onde d£1.

Na determinagdo de uma solugdo randdmica xa(lI), pode-se, simplesmente, atribuir valores
aleatOriamente as variavels associadas a0 problema original satisfazendo, obviamente, alguma
distribuicdo estatistica. Outra possibilidade bastante utilizada é a modelagem via Programacéo
Linear ou Programacdo Semidefinida para a determinacdo de bons limitantes para o problema
(inferiores ou superiores conforme o caso). Estes dois modelos, podem ser resolvidos por métodos
de pontos interiores de complexidade polinomia (vide Karmarkar[1984], Wright[1997]) e as
solucdes relaxadas em ambos os casos, definirdo probabilidades a serem utilizadas na etapa
randomica.

Na etapa randdmica sdo geradas solugdes inteiras que poderdo ser vidveis ou ndo. Neste caso,
precisaremos garantir apenas gque a probabilidade de obtencéo de uma solucéo viavel (probabilidade
de sucesso) sgja estritamente maior que zero. Sucessivas repeticdes da etapa randémica (utilizando-
se as mesmas probabilidades definidas na relaxacdo) reduzem arbitrariamente a probabilidade de
falha (méodo de Monte Carlo).

Esta técnica que é conhecida na literatura como Arredondamento Randdmico (Randomized
Rounding) e foi introduzida inicialmente por Raghavan& Thompson[1987]. Outra possibilidade
(discutida mais adiante), é a construcdo de solugbes deterministicas através do método



probabilistico introduzido por Erdos& Spencer[1974] (Derandomization Techniques). Neste caso, as
probabilidades obtidas na relaxacdo sdo utilizadas diretamente na determinacdo de uma solucéo
viavel e com probabilidade de erro igud a zero. Os trabalhos de Srinavasan[1995], [2001] e
Bertismas& Voha[1998], Motwani et.al.[1995] sdo Otimas referéncias sobre Arredondamento
Randémico e Relaxagdo Linear na solucdo de problemas combinatérios. Maiores detalhes sobre a
utilizagdo de programacdo semidefinida e agoritmos randdmicos aplicada a problemas de
otimizacdo combinatéria podem ser obtidos em Goemans& Willianson[1994], [1995],
Anderson[2000].

[11.3 — Técnicas de Derandomizacao

Em algumas situagtes, sera possivel construir algoritmos deterministicos, com o auxilio de técnicas
probabilisticas. Em outras palavras, desga-se construir um agoritmo deterministico sem que se
sacrifique muito da qualidade da solugéo e/ou o tempo de processamento obtidos no procedimento
randémico. Apesar de ndo existir um termo apropriado em portugués para esta técnica, talvez o
mais conveniente sga chamala smplesmente de derandomizacdo (do termo inglés
derandomization).

De maneira geral, se um agoritmo randdémico A possui um espaco de probabilidade (W,P)
associado (onde W representa o espago amostral e P é aguma medida de probabilidade), cada ponto
em W ira corresponder a uma seqiiéncia de bits executada pelo agoritmo. Sgja A(l,w), a execucéo
de A para uma instncia | onde A sdeciona aleatériamente wi W. Uma seqiiéncia Wi W sera
considerada boa para uma dada insténcia |, se A(l,w) calcula uma solucdo correta para o problema
considerado. Assume-se geramente que, se w € escolhida aeatériamente satisfazendo uma
distribuicdo uniforme, entdo a probabilidade de w ser boa para | é suficientemente dta. Nos
métodos de derandomizacdo, essenciadmente, desgla-se determinar uma estratégia de busca em W
de uma boa sequiéncia w com respeito a ingténcia |. O problema, gerdmente, € que 0 espaco de
busca é exponencialmente grande tornando a busca exaustivainviavel.

Entre as técnicas de derandomizacdo mais conhecidas podemos citar o método das probabilidades
condicionais. Quando as probabilidades condicionais condicionais ndo puderem ser determinadas
diretamente, pode-se utilizar entdo o méodo dos estimadores pessmistas introduzido por
Raghavan[1988]. Esta técnica podera ser bastante interessante principa mente quando combinada as
desiguadades de Chernoff e Hoffding (M otwani& Raghavan[1995]).

Outras técnicas importantes de derandomizacdo poderdo ser utilizadas, como o método das
expectancias condicionais, k-wise independence entre outros. Para maiores detahes vide
Raghavan[1988], Erdds& Spencer[1974], Alon& Spencer[1992].

IV — Objetivos

Neste projeto, daremos uma atencdo especial a utilizacdo de agoritimos randémicos em grafos e
otimizacdo combinatdria. Nos dedicaremos essencidmente ao estudo de técnicas e métodos
probabilisticos aplicados a problemas de biologia computaciona, Escalonamento de Tarefas, Redes
Sociais, Network Design, entre outros.

Uma grande quantidade de aplicagbes importantes em Otimizagdo Combinatéria podem ser
modeladas com o auxilio de grafos sanduiche. Dados dois grafos G,=(V,E;) e G,=(V,E,) td que E;



I E,, dizemos que G=(V,E) (onde E; i Ei E,)é grafo sanduiche para alguma propriedade p se
G=(V,E) satisfaz p. Uma grande quantidade de propriedades distintas, envolvendo problemas de
decisdo e otimizagdo, podem ser consideradas dentro deste contexto (Golumbic et.al.[1995]). Como
exemplo podemos citar o trabalho de Kaplan& Shamir[1996] para determinacdo do mapeamento
fisico de DNA (via grafos de intervalo sanduiche), o trabalho de Martinhon &Protti[2004] para
determinagdo do Maior Conjunto Controlado-PMCC (Max-Controlled Set Problem), entre outros.
Dando continuidade ao PMCC, pretendemos trabalhar aindano desenvolvimento de um Esquema
de Aproximacdo Polinomiad para o problema. Neste caso, esperase que uma solucéo
arbitrariamente préxima do valor 6timo segja obtida em tempo polinomia no tamanho do problema.

Outro tema bastante interessante a ser explorado é o estudo de agoritmos randdmicos
aproximativos dentro do contexto de novas medidas de aproximagao, como descritas em Demangee
Paschog[1996], Demange et. a.[1998], Hassin e Khuller[2001]. Dentro desta linha, j& tendo obtido
alguns resultados preliminares, daremos continuidade ao Fixed Linear Crossing Number Problem,
introduzido por em Masuda et. a. [1990] com varias aplicacbes no layout de circuitos. Podemos
destacar ainda o estudo do teorema PCP — Probabilistic Checkble Proofs (Arora e Safrg[1992]) e
suas consequéncias na area de a goritmos aproximativos.

Esperamos finalmente, com este projeto, que novos resultados continuem sendo obtidos e que ee
possa contribuir para que novos alunos e pesquisadores se dediquem ao estudo e desenvolvimento
de técnicas e métodos probabilisticos em Ciéncia da Computagao.
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