Capitulo1V

Algoritmos Aproximativos. Deter ministicos e Randémicos

“Embora isso possa parecer um paradoxo,
toda a ciéncia é dominada pela idéa de aproximacao”
Bertrand Russel

IV.1- INTRODUCAO:

O crescente avanco dos algoritmos aproximativos pode ser atribuido, basicamente, a
dificuldade de resolucdo de uma grande variedade de importantes problemas combinatérios. Na
verdade, pode-se afirmar que grande parte dos problemas combinatorios de interesse prético séo NP-
Arduos! Isto significa que a possibilidade de resolvé-los em tempo polinomia ndo esta totalmente
descartada, mas é pouco provavel que se consiga faze-lo. Esta situacdo pode ser bem sintetizada nas
palavras de Garey e Johnson[1979 - pag3]: “I can't find an efficient algorithm, but neither can all
these famous people”.

A constatacdo que um determinado problema sgja NP-arduo (ou NP-completo) nos coloca
imediatamente diante de outra questdo: qual a melhor estratégia de resolucdo a ser adotada? Embora
garantam solugdo Gtima, métodos exatos como a programagdo dindmica, backtracking, branch and
bound entre outros, demandam, geramente, um elevado tempo de processamento (Nemhauser
&Wolsey[1988], Wolsey[1998], Cook et. al.[1998]). Esta dificuldade se agrava drasticamente a
medida que grandes insténcias sdo consideradas. A utilizacdo de métodos exatos se justifica,
especia mente, sob determinadas circunstancias, onde as instancias consideradas sdo suficientemente
peguenas ou o0 tempo de processamento que se tem disponivel é adequado o suficiente para a
aplicacdo considerada. Além disso, em muitos problemas préticos, os dados de entrada sdo
conhecidos apenas parcialmente. Isto significa que uma solugdo 6tima dispendiosa em termos de
tempo ndo se justifica em relacéo as solugdes suficientemente “ préximas’ desta solugdo obtidas a um
baixo custo computacional.

Os agoritmos aproximativos (especidmente os deterministicos aproximativos), foram
introduzidos por Johnson[1974], e sdo algoritmos polinomiais que buscam sacrificar 0 minimo
possivel da qualidade, obtida nos métodos exatos, ganhando, simultaneamente, 0 maximo possivel
em eficiéncia (tempo polinomial). Como discutido em Hochbaum[1997], a busca do equilibrio entre
estas situages conflitantes é o grande paradigma dos al goritmos aproximativos.

Antes do advento dos algoritmos aproximativos a andliise de desempenho dos métodos
heuristicos se baseava, simplesmente, em sua execugcdo para um conjunto de finito de instancias
(benchmark). A performance da heuristica era entdo comparada com a de outras heuristicas para o
mesmo conjunto de instancias considerado. Este tipo de comparagéo, ainda hoje bastante utilizado,
retorna apenas uma medida parcial de desempenho ja que o conjunto de insténcias € normamente
pequeno, além de ndo representar, satisfatoriamente, o conjunto de todas as insténcias associadas ao
problema. Em outras paavras, uma heuristica com bom desempenho para este conjunto finito ndo
mantém, necessariamente, a mesma performance quando aplicada a outro conjunto de instancias com
caracteristicas diferenciadas.
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Neste capitulo serdo discutidas algumas aplicagdes bem como aspectos tedricos associados
aos agoritmos aproximativos. As seces 1V.2 e IV.3 tratam dos algoritmos aproximativos
deterministicos e randdémicos respectivamente. A diferenca central nestes dois tipos de abordagem
reside no fato de que, no caso deterministico, execugdes adicionais do procedimento aplicadas a uma
mesma instancia produzem sempre uma mesma saida com tempo de processamento sempre idéntico.
Por outro lado, no caso probabilistico, soluco gerada e tempo de processamento se modificam a
cada nova repeticdo do procedimento, sendo, por isso, representadas convenientemente por variavels
aeatdrias.

Muitos dos conceitos e definicdes apresentados na abordagem deterministica (Secéo 1V.2.1),
sd0 extensiveis a0 caso probabilistico. No caso, deterministico, estuda-se os agoritmos de
aproximacdo relativa aplicados ao problema da Programacgéo de Tarefas Independentes e Caixeiro
Vigante (Segdes 1V.2.2 e IV.2.3). Para uma grande quantidade de problemas, algoritmos de
aproximacao relativa (ou absoluta) sd serdo possiveis se P = NP. Esta situacdo € exemplificada com
a apresentacdo de resultados negativos para o Caixeiro Vigjante (secdo 1V.2.4).

A secdo V.3, trata dos agoritmos randdémicos aproximativos. As Segdes IV.3.1, IV.3.2 e
IV.3.3 tratam, respectivamente, do problema do Corte-Maximo em Grafos (MAX-CUT), MAX-SAT e
o Praoblema Geral de Recobrimento (General Covering Problem). Uma atencdo especial é dada ao
problema de Recobrimento de Conjuntos (Set Covering Problem). Discute-se a técnica de
Arredondamento Randdémico (Randomized Rounding). Nela, formula-se inicialmente uma relaxagdo
linear do problema. A solucdo relaxada define probabilidades para um procedimento randémico
utilizado logo a seguir. ApGs esta etapa, uma versdo deterministica (Derandomization) pode ser
obtida utilizando-se, por exemplo, o método das expectancias condicionais (Se¢des IV.3.4 e IV.3.5
respectivamente).

V.2 — ALGORITMOS DETERMI NI STICOS APROXIMATIVOS

IV.2.1 - Conceitos Basicos e Definicoes:

Em um problema de otimizagdo combinatoria desga-se minimizar (ou maximizar) uma
funcéo objetivo f(.) sujeita a um conjunto discreto X de solugdes viaveis. Sgga IT um problema de
otimizag&o combinatdria, e |, uma instancia qualquer de IT. Se A é um algoritmo aproximativo
(deterministico ou randémico) para I1, entdo Xa(l) € o valor da funcdo objetivo gerado por A, V' le
I1. O vaor dasolucdo 6tima associado sera representado por x* (1).

Idealmente, nos algoritmos aproximativos, deseja-se obter uma solucgéo que difira da solucéo
6tima apenas por uma peguena constante. Medidas desse tipo seréo denominadas medidas de
aproximacdo absoluta. Algoritmos aproximativos que se encaixam nesse conceito para algum k
positivo serdo chamados algoritmos de aproximacdo absoluta. Mais formalmente, tem-se a seguinte
definicéo:

Definicdo I'V.1: (Algoritmos de aproximagao absol uta)
Um algoritmo aproximativo A serd de aproximacdo absoluta para um problema IT se, e
somente se, para qualquer inteiro positivo k: |x, (1) —x* (1) < k,VI e I1. .

Note que a definicdo acima se aplica indistintamente para problemas de minimizacdo e
maximizacdo. Eliminando-se o médulo da desigualdade, conclui-se diretamente que: Xa(l) < x*(1)+k
para problemas de minimizacéo, e xa(l) > x*(1)-k para problemas de maximizacdo (veja Figura
IV.1(a)).

Claramente, conseguir um algoritmo de aproximagao absoluta € o melhor que se espera obter
para problemas NP-Arduos. Infelizmente, para uma grande quantidade de problemas, algoritmos de
aproximacdo absoluta sO exigtirdo se P=NP! Em outras palavras, encontrar um algoritmo de

! parafacilitar a notagéo adotaremos um abuso de linguagem dizendo simplesmente que | I1.
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aproximagdo absoluta para um problema otimizaggo IT (NP-Arduo) podera ser tdo dificil quanto
encontrar um algoritmo de complexidade polinomia para o problema de decisdo associado! Em
funcdo disso, criou-se uma outra medida de desempenho denominada medida de performance
relativa.

Garey, Graham e Ullman [1972] e posteriormente Johnson [1974] formalizaram o conceito
de algoritmos aproximativos. Como discutido anteriormente, um algoritmo aproximativo devera
necessariamente ser polinomial no tamanho de qualquer instancia para o problema.

Considere agora a seguinte definicao:

Definicdo 1 V.2: (Algoritmo f(n)-aproximado)

Um algoritmo A com solucdo xa(1) é f(n)-aproximado para um problema de minimizacdo (de
maximizagao) IT se, e somente se, qualquer que sgjaainstancial de tamanho n, a solugdo obtida € no
méximo (no minimo) f(n) vezes o valor da solucdo Gtimax*(1). o

Observe através da definicdo acima que, se A é f(n)-aproximado, entdo xa(l) < f(n).x* (1) para
problemas de minimizagéo, e xa(l) = f(n).x*(I) para problemas de maximizacgdo. Normalmente, em
problemas de maximizagao assume-se que x* (1) > 0.

Definicao I'V.3: (Algoritmo 3-aproximado)
Um algoritmo A f(n)-aproximado € &-aproximado para um problema de minimizacdo (de
maximizacdo) I1 se, e somente se, f(n) <o (f(n) > 6) paraagum 6 >0. o

Naturamente, deve-seter ¢ > 1 em problemas de minimizacdo, e 0< 6 <1 (ou 1/6>1) em
problemas de maximizacdo. Observe ainda que, quanto mais & se aproxima de 1, melhor a qualidade
da solugdo obtida pela heuristica. A FiguralV.1.(b) ilustra bem estas duas situagdes. O parémetro 6 é
também conhecido como razdo de performance absoluta ou fator de aproximacéo do algoritmo A.
Em problemas de maximizacao é também comum representar o fator de aproximacao por 1/6.

min — x*(I)+k min + o.x*(l)
+ %xa(D) + x4 (1)
= x() -3
1 | 1 |
. %(1) . %, (1)

+— x*(1)-k —6.x*(1)

(a) Aproximacéo absoluta (b) Algoritmos § -aproximados

FiguralV.1: Funcéo objetivo p/ prob. de minimizacdo e maximizaca

De maneira geral, se um algoritmo aproximativo A é (1+¢)-aproximado, pode-se afirmar
equivalentemente que:

wss, Viell ee>0.
x*(1)

Neste caso, bastafazer 6= 1 - € em problemas de maximizagdo, e 6 = €+ 1 em problemas
de minimizag&o (verifique!).
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Definicdo |V.4: (Esguema de aproximagdo polinomial)

Uma familia® de agoritmos aproximativos para um problema IT, {AJ., é chamada um
esguema de aproximacao polinomial se, e somente se, 0 agoritmo A, for (1+¢)-aproximado e seu
tempo de processamento for polinomial no tamanho da entrada para ¢ fixo. .

Em outras palavras, o agoritmo polinomial A (1+ &)-aproximado pode ser visto como uma
familiade agoritmos{ A.|e > 0}. Vaeressaltar ainda que, se A. é agoritmo (1+¢)-aproximado para
um problema de maximizacdo entdo 1/6 = € + 1 é fator de aproximacdo. Desta forma, o fator de
aproximacdo de problemas de maximizagdo e minimizacdo sdo sempre maiores que 1, e a definicéo
IV .4 se aplica perfeitamente a anbos 0s casos.

Para exemplificar esta definicdo, suponha que um algoritmo A, para um problema IT
qual quer tenha complexidade igual an®¢, onde £ >0 e n é o tamanho do problema. Note que, embora
n“¢ represente uma funcdo polinomial em n, o tempo de processamento cresce bastante quando
e—0. Idealmente, desgase que o tempo de processamento cresgca mais lentamente quando €
decresce. Esta situac@o pode ser mais bem formalizada através da definicdo de esquemas de
aproximagao totalmente polinomiais:

Definicdo I V.5: (Esguema de aproximacao total mente polinomial)

Uma familia de agoritmos aproximativos para um problema I1, {A}.,, € chamada um
esquema de aproximacdo totalmente polinomial se, e somente se, o algoritmo A, for (1+é¢)-
aproximado e seu tempo de processamento for polinomial no tamanho daentradae 1/¢. o

Note agora que, se A, tem complexidade igual a (1/€)°n* para um problema IT qualquer, ent&o
A, define um esquema de aproximacao totalmente polinomial para I1.

O exemplo seguinte, apresentado em Hochbaum[1997] ilustra alguns dos conceitos e
defini¢des apresentados acima:

Exemplo1V.1: (O Problema da Programacao de Tarefas Independentes)

O problema da Programacéo de Tarefas Independentes também conhecido na literatura como
Scheduling Independent Tasks foi o primeiro problema resolvido por agoritmos aproximativos.
Nele, um conjunto de n tarefas devem ser atribuidas a um conjunto de m maquinas idénticas, sendo
gue, cada tarefa, consome um tempo pré-determinado de processamento. O objetivo sera atribuir o
conjunto de tarefas a0 conjunto de maguinas minimizando o tempo total de utilizacdo das m
méquinas. Neste caso, como ndo se exige nenhuma relagcdo de precedéncia entre as tarefas elas sdo
chamadas de independentes. Como discutido em Garey e Johnson[1979)], este problema € NP-Arduo
mesmo param > 2 e define umainstancia particular do Minimum Makespan Problem.

Para exemplificar este problema, considere 0 seguinte exemplo apresentado em Hochbaum
[1997]. Suponha que sgfam 9:00h da manhd, e que um funcionério de uma empresa deseja processar
147 tarefas em 8 méguinas disponivels. Ele espera que todas as tarefas estejam concluidas antes de
uma partida de futebol a ser transmitida pela TV as 21:00h. Como um tempo de preparacdo das 8
magquinas é necessario, o funciondrio dara inicio aos processos exatamente as 10:00h. O funciondrio
deverd definir ainda, qual o melhor pacote de programagdo a ser utilizado. A opgdo por um método
exato, como branch-and-bound ou programac&o dinamica por exemplo pode ser bastante arriscada
visto que a solucdo a ser gerada dentro da pequena faixa de tempo disponivel (no maximo 1 hora)
pode ser de baixa qualidade quando comparada a de métodos heuristicos mais especificos. Uma
outra estratégia poderia ser, smplesmente, a atribuicdo de tarefas escolhidas arbitrariamente as
maquinas que forem sendo desocupadas. Suponha, entretanto, que depois de alguns cdculos ele

2 Sgja L um conjunto de indices (representados por €). Dado um conjunto X, uma familia de elementos de X com fndices em
L, é uma funcdo x:L—X. A familia é representada pela notagdo {X}... ou simplesmente {x.}.. Por exemplo, quando L
={1,2,..,n} e X = Z, an-upla de nimerosinteiros x={X.}... podeser representadapor x — (X Xgreens X,)-
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conclua a ultima tarefa, no pior caso, apenas as 22:00h! Graham[1966] provou que esta estratégia
garante uma solucdo com erro relativo ndo maior que 100%. Em outras palavras, enquanto o tempo
de processamento das 147 tarefas consume um total de 12 horas, a obtencdo da solucéo 6tima pode
durar no minimo 6 horas de processamento mas ndo menos. Pode-se garantir, portanto, que as tarefas
ndo estardo concluidas antes das 16:00h. De acordo com a Defini¢do 1V.3, tem-se um algoritmo 2-
aproximado (ou 2-aproximativo). Posteriormente Graham observou que outra heuristica poderia
trazer melhores resultados. Ele provou que, atribuindo-se repetidamente a maior tarefa a primeira
méguina disponivel, uma solugdo 4/3-aproximada poderia ser obtida. Agora, se a Ultima tarefa
termina as 20:00h ent&o 10 horas de processamento serdo necesséarias no pior caso (limite superior).
Como a hova solucdo € 4/3-aproximada entdo uma solucdo Gtima ndo consumird menos do que 7, 5
horas de processamento, ou sgja, o funcionério certamente ndo concluira todas as tarefas antes das
17:30h.

Hochbaum e Shmoyg1987] desenvolveram posteriormente uma familia de agoritmos
(1+¢)-aproximativos para 0 mesmo problema.  Assim, com a diminuicdo de & tem-se
necessariamente, um aumento no tempo de processamento t(€) associado. A busca do equilibrio entre
estas situacBes conflitantes € ponto fundamental a ser observado. Por exemplo, suponha que para
£=1/5 (soluc&o 6/5-aproximada), o tempo maximo de processamento t(¢) sgjaigual a9 horas. E fécil
ver entdo que , embora o funcionario termine a Ultima tarefa no maximo as 19:00h, um
escalonamento étimo ndo podera ser obtido antes das 17:30h (verifique!). Como t(1/5)=9, pode-se
tentar uma nova solucdo com maior grau de aproximacao do escalonamento 6timo diminuindo-se €
gradativamente. Neste caso, como a Ultima tarefa devera estar concluida no méximo as 21:00h, ent&o
t(€) ndo poderd ser superior a1l horas. o

A seguir sdo definidos aguns conceitos bastante utilizados na literatura. Define-se razéo de
performance em umainstancial particular e razéo de performance absol uta:

Definicéo I V.6: (Raz&o de performance em umainstancial)
Sga A um algoritmo aproximativo para um problema de minimizagdo II. A razdo de
performance na instancia |, representada por Ra(l) é definida como:

X2 (1)

RA(I):X*(l)Zl
Se IT é um problema de maximizacdo ent&o:
RA(|)=7X*(I)>1 °

AON

Note que, independentemente do problema IT ser de maximizagdo ou minimizacdo, a
performance do agoritmo é melhor quando Ra(l) se aproximade 1.

Definicdo | V.7: (Razdo de performance absoluta)
A razéo de performance absoluta R, de um algoritmo aproximativo A para um problema de
otimizacdo IT édefinidapor: Ra= inf{r |Ra(l) <1,V € IT }°. .

A Figura 1V.2 ilustra bem este conceito. Note que R, representa o infimo do intervalo
(Ra,e0). Ainda, se um algoritmo A é §-aproximado para um problema de otimizagdo IT ent&o ele tem
razéo de performance absolutaigual a Ra.

Estudos experimentais indicam que a razdo de performance Ra(l) observada para uma
insténcia | particular € normamente, bem inferior a0 da razéo de performance absoluta Ra
Hochbaum[1997]. Isto se deve a presenca de instancias cujo desempenho do algoritmo ndo é

3SeXcHentdoae R éinfimo (ou inf) de X se e somente se a for amaior das cotas inferiores do conjunto X. Lembre-se que
aec R écotainferior de X seesomentesea<x, Vxe X
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satisfatério (pior caso). Uma maneira de contornar esta dificuldade é através de uma andlise de
comportamento médio. Neste caso, é importante que se conhega uma distribuicdo dos dados
associados ao problema. Coffman, Garey e Johnson ilustram a utilizagdo do caso médio aplicada ao
Bin Packing problem (vide Hochbaum[1997] - Capitulo 2).

Min ou Max

Ra=inf{r| R()<r, VleIT}

! o Ril)
Sy

Figura|V.2: Raz&o de Performance Absoluta Ra

A menos que P=NP, a ado¢do algoritmos de aproximacao relativa (ou absoluta), esquemas
de aproximagdo polinomiais, totalmente polinomiais ou mesmo algoritmos d-aproximados ndo pode
ser gplicada indistintamente a todos os problemas combinatérios. Nas Secdes IV.2.2 e IV.2.3, serdo
apresentados dois problemas cléssicos da literatura resolvidos por agoritmos aproximativos e aguns
resultados negativos associados (Segéo 1V.2.4).

VI.2.2 — O problema da Programacao de Tarefas | ndependentes - PTI

No problema da Programacdo de Tarefas Independentes (insténcia particular do makespan
problem) desgja-se atribuir n tarefas a m maguinas idénticas. Cada uma das n tarefas possuem um
tempo t; associado. O objetivo € minimizar o tempo de duracdo da Ultima tarefa processada. As m
méguinas devem funcionar em paralelo e estdo inicialmente vazias. Como discutido anteriormente,
este problema € NP-Arduo param > 2.

Seja x;; uma variavel binéria que indica se atarefai foi ou atribuida ao processador j. Se z
representa o término de processamento da Ultima tarefa tem-se entdo a seguinte formulacdo
matemética para o problema:

minimizar z
Yitx; <z j=12...m
sujeitoa: {
Y % =1, i=1..,n
j=1

X;=0oul onde i,j=1..,n

O conjunto de desigualdades garante um limite superior para o tempo de duracdo de cada
uma das m méaqguinas enquanto que o conjunto de igualdades obriga que cada tarefa sgja atribuida a
exatamente uma maquina.

Um algoritmo bastante simples para este problema, conhecido na literatura como algoritmo
de escalonamento de listas (List Scheduling Algorithm - LSA) consiste simplesmente na atribuicéo de
uma tarefa qualquer ao primeiro processador que se tornar ocioso. O processo € repetido até que
todas as tarefas tenham sido concluidas. Dada uma insténcia qualquer, Graham [1966] provou que
esta heuristica tem razéo de performance na insténcia | menor ou igua a 2-1/m. Note que, quando
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m—eo entdo Ra(l)—2. Pode-se dizer portanto que o algoritmo de escalonamento de listas tem razéo
de performance absoluta igual a 2 (algoritmo 2-aproximado). Se m=1, tem-se uma instancia
particular onde o algoritmo de escalonamento de listas se torna exato (Ra(1)=1).

Proposicdo I1V.1: Sgjal uma entrada qualquer e (1), o tempo tota de processamento do algoritmo
de escalonamento de listas (representado por A) das n tarefas nas m maquinas. Entéo,

1
RA(I)S(Z—E).
Além disso, tem-se garantida a existéncia de umainstancial* e IT onde:
1
RA(I*):(Z—E).

Prova: Sem perda de generalidade, considere n a Ultima tarefa processada e t, seu tempo de

processamento associado. Além disso, considere que a tarefa n sgja processada na maguina M;. Note

que nenhuma maquina devera estar inativa ao final de xa(l)-t, unidades de tempo. Caso contrario,

existiria uma méguina M (para algum k=1) cujo término seria anterior a Xa(l)-t,. Tem-se portanto um

absurdo pois, do algoritmo de escalonamento de listas, ainsercdo datarefan seriaem My e ndo M.
Note agora que:

iti —t >m(x,(1)=t ), Viell (01)

i=1

A desigualdade acima pode ser melhor compreendida com o auxilio das Figuras 1V.3.(a) e
IV.3.(b). A regido A representa a area total definida por m(xa(l)-t,) enquanto que a regido B
representa a area definida por:

n-1

zti _tn ’
i1
0 xa(D-tn - xa(l) 0 xa(D-t xa(l)
Y
M1 —= tn M1 — tn
Mz — | Mz —
Ms —= ‘ Ms —=
A i B
Mm — - ‘ Mm —
FiguraVI.3.(a): Regido A Figura VI.3.(b): Regido B
E fécil ver que:
1 n
=Yt <x*(1), Viell (02)
mi=

define um limite inferior para o valor da solugdo 6tima. Substituindo (02) em (01) obtém-se
a seguinte expressao:
mx* (1)-t, >m(x,(1)-t,), Vlell

mx* (1) =2mx,(1)+t,(1-m) VIell (03)

Como t,<x*(I) e m=>1 entéo:
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t (L—m)=x*(1).(L— m) (04)
Substituindo (04) em (03) obtém-se:
mx* (1) 2 mx,(1)+x*(1).d-m) Viell

Apbs as devidas simplificagbes chega-se a

X(1) s(z—l], Viel-
x*(I) m

Para mostrar a segunda parte da proposi¢éo considere uma instancia I* onde n=m(m-1)+ 1.
Suponha ainda que o tempo de execucdo dasn tarefas sgja dado por t=1, parai=1,..,.n-1 et,=m. E
facil ver neste caso que x*(I*) = m (tempo de duragéo das n tarefas nas m maguinas) enquanto que
x,(I*)=2m-1 €0 valor obtido pelo algoritmo de escalonamento de listas (vide Figura |V .4).

1 2 m 1 m-1

vy v \
Mi[a[1] 1] 1] t=m |
M2 | 1)1 ——-- 11| ——-- 1
Ms| 1|1 ———-- 1/l1] - 1
Mm-1 1‘ 1 ‘ ————— ‘ 1 1) ——-- 1
Mm th=m 1) - 1

@ (b)

FiguralV.4: (a) Solucéo 6timac+(1*) (b) Solug&o heuristica xq*) o

Na heuristica LPT (Longest Processing Time) , 0s processos sdo ordenados inicialmente por
ordem decrescente de tamanho. Em seguida, eles sdo colocados em operacdo nas maguinas 0ciosas
sempre respeitando-se esta ordem. A complexidade total sera de O(nlogn) iteragtes (Verifique!). O
seguinte exempl o ilustra bem esta situacéo:

Exemplo IV.2: (HeuristicaLPT)

Considere que n=12 tarefas devam ser alocadas a m=3 maquinas distintas. O tamanho de
cadatarefa é dado por:

t,=6, t,=6, t,=5 t,=5 t.=4, ty=4, t,=3 t,=3 t;=3 t,; =2 t, =1 t,=1

A solucdo esta representada na Figura IV.5. Note que, como os tempos de processamento de

cada tarefa sdo inteiros segue que:
1( & 43
- >t 1=|—|+1=15
[3(21”+ l3J+

€ um limite inferior para o valor da solucéo 6tima x*(I). Como xa(1)=15, a solucdo obtida
pela heuristica também é solugdo 6tima. Note que, 15 <x*(1) <X, (1) <15.
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0 15
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M T2 Te Ts Tu
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FiguralV.5: Heuristica LPT

O resultado seguinte demonstrado por Graham[1966] (Proposicdo 1V.3) garante um
desempenho superior da heuristica LPT em relacdo a heuristica de escalonamento de listas.
Considere entretanto o seguinte resultado auxiliar (Proposicéo 1V.2). Sua demonstracdo sera deixada
COMO EeXercicio.

Proposicdo 1V.2: Suponha que, em uma solucdo 6tima, ndo mais que 2 tarefas sejam associadas a
cada maquina. Ent&o, o escalonamento gerado pela heuristica LPT também é 6timo.

Proposicdo | V.3: (Heuristica LPT)
Seja xa(l) o tempo total de processamento da heuristica LPT (representado por A) das n
tarefas nas m maquinas. Entéo,

x* (1) 3 3m

Prova: A proposicéo se verifica imediatamente para m=1 (caso trivial). Considere entdo m=>2.
Suponha, por absurdo, que exista um conjunto S={ty,t,,....t,;} de tarefas onde a desigualdade ndo se
verifica, ou sgja
B =6 M -xrm 1 1 )
0, x* (1) 3 3m

Além disso, considere S 0 conjunto com menor nimero de elementos satisfazendo essa
propriedade. Sem perda de generalidade sgja, t; >t , >....>t, e1,2,..,.n aordem de escolha das n
tarefas alocadas as m méquinas.

Seja k um indice associado a Ultima tarefa processada. Pode-se mostrar neste caso que k=n.
Se k<n entdo o tempo de término dastarefas 1,2,...,k sera dado por Xa(l)=6«. Observando-se ainda as
k primeiras tarefas conclui-se que 6, < x*(1) onde 6, representa o tempo 6timo de processamento
associado a estas k tarefas. Logo,

6, -6 |[x.()-x*() 1 1
— > >———
6, x* (1) 3 3m

Observe agora que as tarefas S={t; t,,...ts} (onde k<n) podem ser alocadas aos m
processadores de maneira que o resultado da proposicdo ndo se verifique. Isto é absurdo pois,
considerava-se, S0 menor conjunto satisfazendo (1). Logo k=n.

Como t, é a Ultima tarefa processada tem-se, de acordo com a heuristica LPT que, no instante
Xa()-t,, Nnenhum outro processador estava ocioso naquele momento. Logo, seguindo raciocinio
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andogo ao utilizado na Proposicéo 1V.1 conclui-se que:
n-1
m(x,(-t)< Dt
i=1
Ent&o:

n-1 n
mx, (<Yt +mt =t +(m-1).t,
i=1 i=1
Dividindo esta desigualdade por m>2 elembrando que:

* 13
X (|)zmi:zlti

Chega-se a
m-1

Xa(D=x* (1)< t,
m

Como x*(1) > 0 segue:
\x*(|)-xA(|)\<m—1 t,
x* (1) m  x*(I)
Da hip6tese de absurdo tem-se:

11 w1y,
3 3m m x*()

Multiplicando ambos os lados dessa desigualdade por 3m conclui-se que:

m—1<3(m—l)X*t”(|) = x*(l)<3,

Como t, é a menor de todas as tarefas segue entdo que, em um escalonamento 6timo, ndo
mais que 2 tarefas devem ser adicionadas a uma mesma maquina. Da Proposicdo IV.2, se a
heuristica LPT € aplicada a umainsténcia |, e um escalonamento 6timo possui no méaximo 2 tarefas
associ adas a cada maquina entdo xa(l) = x*(1). Logo:

x*)=x0| _
x* (1)

Observe que a situagdo acima € absurda pois considerava-se:

PEm=x 11 oy,
X * (|) 3 3m
Conclui-se ent&o que:
M- 11 e e
x* (1) 3 3m
Observe que, para toda instancia | com m € arbitrariamente grande, a razéo de performance

Ra(l) se aproximade 4/3 (algoritmo 4/3-aproximado).

1V.2.3 — O problema do Caixeiro Viajante:

Considere G=(V,E) um grafo completo ndo-orientado com pesos ¢; > 0 associados a cada
aresta [i,j] eE. No problema do caixeiro vigante, desgja-se determinar um ciclo de custo minimo
percorrendo todos os vértice de G uma Unica vez.

De maneiragerd, se ACE tem-se que:
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c(A) = zcﬁj

[i.jleA

representa o custo associado ao subconjunto A de arestas. Assim, no problema do caixeiro
vigjante desgja-se determinar um ciclo hamiltoniano H* tal que c(H*) < c(H), qualquer que sgjaH <
E.

Suponha que os pesos que definem a fungdo de custo c(.) satisfagam a desigualdade
triangular, ou sga Cix < Gj+ G, Vi, j, k € V. Este tipo de restricéo € bastante comum e ocorre com
freqiéncia em uma grande quantidade de situagdes préticas como, por exemplo, em problemas de
transporte, energia el étrica, telecomunicagdes entre outros.

Considere APCV, a notagdo utilizada para representacdo do problema do caixeiro vigiante
satisfazendo a desigualdade triangular. Observe por exemplo que, se 0s custos forem euclideanos a
desigualdade triangular é satisfeita diretamente.

Rosenkrantz et al. [1977], descrevem varias heuristicas 2-aproximadas para 0 APCV. A
maior parte destas heuristicas se baseiam na geracdo inicial de ciclos eurelianos’ seguida de uma
sequéncia de “atalhos’ (short-cutting) visando a determinacéo de um ciclo hamiltoniano de custo
minimo.

A heuristica seguinte, agui representada por AGM-CV, constréi inicialmente uma érvore
geradora minima. Esta &rvore é entdo utilizada na constru¢éo de um multigrafo contendo um ciclo
eureliano. Em um multigrafo, a cada par de vértices podem estar associados uma ou mais arestas
distintas.

O conceito de ciclo eurdliano pode ser estendido facilmente para multigrafos, como na
definic&o seguinte:

Definicdo 1V.8: Sga G um multigrafo. Um ciclo eureliano em G é um caminho que percorre cada
vértice de G pelo menos uma vez e cada aresta exatamente uma vez. .

A FiguralV.6 ilustraa presenca de um ciclo eureliano em um multigrafo com 6 vértices.

Seqliéncia--->a, b,a b,c,d, e f,d,ca

FiguralV.6: Geragédo de um ciclo eureliano

A proposicdo seguinte caracteriza melhor a classe de multigrafos que contém ciclos
eurelianos. A construcdo de um ciclo eureliano em tempo O(m) € consequéncia direta da prova deste
teorema. Para maiores detal hes sobre sua demonstracéo veja Gibbong[1985] (pag. 155-157).

Proposicdo | V.4: Um multigrafo G contém um ciclo eureliano se e somente se G for conexo e todos
0s Vértices tiverem grau par’. .

Apdbs os conceitos e definigdes apresentados acima tem-se entdo o seguinte agoritmo

4Um ciclo em um grafo G é eureliano se todas as arestas de G forem visitadas exatamente uma vez.
® O grau de v pertencente ao multigrafo G éigual a soma de todas as arestas com extremidade no vértice v.
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(desenvolvido por Rosenkrantz et al.[1977]) para “resolucdo” do APCV. A sequéncia de vértices H,
inicialmente vazia, ird representar o ciclo hamiltoniano gerado pelo algoritmo.

HeuristicalV.1: AGM-CV.
Inicio
1. Leiaografoorigina G efacaH«2.
2. Encontre uma arvore geradoraminima T* em G.
3. Construa um multigrafo com arestas T' através da duplicagdo de cada uma das
arestasde T*.
4. Encontre um ciclo eureliano E em T gerando uma sequéncia de veértices:.
V1,Va,...,Vi,V1. O Vérticeinicia v, é escolhido arbitrariamente.
5. Encontre um ciclo hamiltoniano H a partir de E da seguinte forma: Percorra cada
um dos vértices da sequéncia vy, Va,...,Vi,V1. Se Vi (para i=l) ocorre pela primeira
vez, entdo adicione aaresta[Vvi-1, vi] aciclo H. Caso contrério, v; € descartado e o
préximo vértice da sequiéncia € pesguisado.
6. Retorna o ciclo hamiltoniano H.
fim.
FiguralV.7: Algoritmo AGM -CV

A execucdo da heuristica AGM-CV pode ser ilustrada no exemplo da Figura 1V.8. Neste
caso, cada um dos vértices em G estéo dispostos em uma “grade” com unidades de érea iguais a 1.
Logo, a distancia euclideana pode ser calculada diretamente® (vide Figura 1V.8(a)). Uma &rvore
geradora minima esta representada na Figura 1V .8.(b). As arestas duplicadas e a orientagdo do ciclo
eureliano E, com origem no vertice a, estdo representados na Figura IV.8(c). Note que a existéncia
de E é garantida j& que, no novo grafo resultante, todos os vértices possuem grau par (vide
Proposicdo 1V.4). A determinacdo do ciclo hamiltoniano (Figura 1V.8(d)) é feita a partir da
sequéncia a,b,e,g,eb,f,d,c,h,c,d,f,b,a apds a eiminacdo de vértices repetidos em E, excetuando-se
obviamente o primeiro e o Ultimo nds (vértice a). E f&cil ver que a solugio gerada pela heuristica ndo
éotimajaqueasarestas[eh] e[f,g] se cruzam mutuamente (Verifique).

Como a etapa 4 do agoritmo tem complexidade O(m) (vide Gibbong[1985]), tem-se que 0
“maior esforgo computacional” é obtido no célculo da Arvore Geradora Minima (etapa 3). Karger et.
al [1995] por exemplo, apresentam um a goritmo randémico de complexidade O(m).

A proposicdo seguinte garante que a solucdo gerada pela heuristica AGM-CV é 2-
aproximada.

Proposicéo | V.5: A heuristica AGM-CV, quando aplicada ao APCV, sempre retorna uma solugéo 2-
aproximada.

Prova: Sga H* uma solugdo Gtima do problema do caixeiro vigiante, e ¢(H*), o valor da solucéo
6tima correspondente. Se T* é uma arvore geradora minima, é fécil ver que c(T*) < ¢(T) < c(H*),
onde T é a &vore geradora resultante apds a remocdo de uma aresta qualquer de H*. Logo, se cada
uma das arestas de T* sdo duplicadas para a construgdo do ciclo eurelianoE , tem-se que ¢(E) =
2.c(T*) <2.c(H*). Se H é a solugdo gerada pelo agoritmo AGM-CV, da utilizagdo de “atahos’ e da
desigual dade triangular conclui-se que ¢(H) < ¢(E ). Entdo c(H) < 2.c(H*). .

No exemplo da Figura IV.8(d) o custo da solucdo heuristica c(H) € aproximadamente
22,997. Como esta solugdo é 2-aproximada pode-se afirmar que o valor étimo c(H*) devera ser
superior a 11,498 (aproximadamente) e inferior a22,997.

® Note que outras medidas de distancia (ou métricas) podem ser utilizadas. Por definicao, qualquer medida de distancia
devera satisfazer a desigualdade triangular.
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© Ciclo Eurelian(; ‘ (d) Ciclo Hamiltoniano

FiguralV.8: Heuristica AGM-CV

Uma modificagdo desta heuristica foi proposta por Christofides/1976]. A idéia bésica neste
caso, € gerar um grafo eureliano a partir de uma arvore geradora minima evitando a duplicacéo de
arestas, como ocorre por exemplo, na heuristica AGM-CV. Esta abordagem de Christofides
possibilitou a construgdo de um novo algoritmo 3/2-gproximado para o0 APCV. Antes de sua
apresentacdo entretanto, considere 0s seguintes resultados auxiliares:

Definicdo 1V.9: O grau de ve V, representa 0 somatorio de todas as arestas com uma extremidade no
vérticev. Se Sc V entdo d(S) representa o somatério do grau de todos os vérticesem S'. o

Proposicéo 1V.6: Seja G=(V,E) um grafo qualquer ndo-orientado. O nimero de vértices de grau
impar em G é sempre par.

Prova: Note que cada uma das arestas em E contém 2 extremidades, cada uma delas contendo um
vértice de grau um. Logo, se |[E| = m entdo d(V) = 2m é um nimero par. Seja V' c V, o conjunto de
todos os vértices de grau impar em G. Como todos os vértices em VAV’ possuem grau par, tem-se
gue d(V\V') também € par ja que a soma de nimeros pares € par. Mas como d(V) = d(V') + d(\V\V'),
conclui-se diretamente que d(V') é nimero par. Finalmente, d(V') é par se e somente se |V'| for um
numero par. .

Sga G=(V,E) um grafo conexo qualquer. Um subconjunto M < E define um
emparelhamento perfeito se, e somente se, nenhum par de arestas de M tiver um vértice em comum e
todo vértice de V for extremidade de alguma aresta em M. A proposicdo seguinte estabelece
condicdes necessérias e suficientes que garantem a presenca de um emparelhamento perfeito em
grafo completo G=(V,E). Lovéasz [1975], demonstra este resultado considerando um grafo G
qualquer (Gibbong1985]).

Proposicéo 1V.7: Sgia G(V,E) um grafo completo ndo-orientado. O conjunto V tem cardinalidade
par se e somente se G contém um emparel hamento perfeito.

Prova: (Exercicio) o

" Note que, quando S={V}, o grau de v, podera ser representado simplesmente por d({v}) ou d(v).
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As proposices IV .4, IV.6 e IV.7, estabelecem as bases necess&rias para construcéo do
algoritmo de Christofides. Analogamente ao procedimento AGM-CV, o algoritmo proposto por
Christofides determina inicialmente uma arvore geradora minima T* em um grafo G completo. Sgja
V', 0 conjunto de todos os vértices de grau impar nesta &rvore, e G', 0 subgrafo completo com
extremidades em V'. Sabe-se da Proposicéo IV.6 que V' tem cardinalidade par. O subgrafo completo
G’ (induzido por V') contém um emparelhamento perfeito (vide Proposicdo 1V.7). Sga M* o
emparelhamento perfeito de custo minimo. A Proposicéo 1V .4 garante que a unido de M* e T* ira
formar um multigrafo contendo um ciclo eureliano. Analogamente ao algoritmo AGM-CV, este novo
ciclo eureliano, através da operacéo de “atalhos’, pode ser utilizado na construgdo de H. A Figura
IV.9 ilustra melhor estas etapas. O grafo originadl G € 0 mesmo da Figura 1V.8.(a) visto
anteriormente.

(¢) Ciclo Eureliano (d) Ciclo Hamiltoniano

FiguralV.9: Heuristica de Christofides

Na Figura IV.9(a) estdo representados por quadrados, todos os vértices de grau impar em T*
(conjunto V'). A Figura 1V.9(b) representa o grafo induzido por V' (subgrafo completo) e o
emparel hamento perfeito de custo minimo formado pelas arestas do conjunto M* = {[a,b], [g,h]}. A
uni&o das arestas de T* com as arestas do emparel hamento M* estéo representadas na Figura IV .9(c).
O ciclo hamiltoniano H resultante da eliminag&o de vértices repetidos na sequénciaa, b, e, g, h, ¢, d,
f, b, a esta representado na Figura 1V.9(d). O algoritmo da Figura V.11, sintetiza todas estas etapas:

HeuristicalV.2: Christofides
Inicio
1. Leiaografoorigina G efacaH«.
2. Encontre uma arvore geradoraminima T* em G.
3. Utilizando apenas os vértices de grau impar em T* construa um subgrafo
completo G'.
4. Determine um emparellhamento perfeito M* de custo minimo em G’ e construa
um multigrafo G =(V,T*UM*).
5. Encontre um ciclo eureliano Eem G .
6. Utilizando atalhos, encontre um ciclo hamiltoniano H a partir de E respeitando-se
aordem estabelecidapelos vérticesde E .
7. Retorna o ciclo hamiltoniano H.
fim.
Figura V.10 Heuristica de Christofides para o APCV.
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Finamente, a proposi¢do seguinte, garante que a heuristica de Christofides tem razéo de
performance igual a 3/2.

Proposicdo 1V.8: A heuristica de Christofides para 0 APCV tem razdo de performance absoluta
igual a3/2.

Prova: A idéia bésica da demonstracio consiste em se provar que o ciclo eureliano E , obtido do
multigrafo G =(V, T*UM*) éta que, c(E) = c(M*) + c(T*) <3/2.c(H*), onde T* é arvore geradora
minima, M* é emparelhamento perfeito de custo minimo em G’ (subgrafo completo induzido pelos
vértices de T*) e H* é uma solucdo 6timado APCV.

Como H* é solucdo Gtima, um novo ciclo H' pode ser obtido através de “atalhos’
eliminando-se de H* todos os vértices de grau par no grafo definido por T*. E dbvio entdo que c(H’)
< ¢(H*). Agora, o ciclo formado pelas arestas de H' define 2 emparelhamentos alternados, por
exemplo M1 e M2 (como ilustrado no exemplo da FiguralV.11).

@ - Vvérticesde grau par em T* - ™ aestasdeM1

O -» vértices de grau impar em T* - = = aestasdeM2

(a) Solugéo 6tima H* (b) Empar elhamentos alter-
nadosMi:eM:znocicloH’

FiguralV.11: c(H)<c(H*)

Como M* é emparelhamento perfeito de custo minimo tem-se: 2¢(M*) < ¢(M1) + ¢(M2) <
c(H*) ou ainda c(M*) < (1/2).c(H*). Como c¢(T*) < c(H*), somando-se estas duas Ultimas
desigualdades chega-se a c(M*) + ¢(T*) < 3/2.c(H*).

Para finalizar a demonstragdo, note que a existéncia de um ciclo eurdliano E em G €
garantida ja que todos os vértices de G tem grau par (Proposicdo 1V.4). Com a utilizagdo de
“atalhos’ , pode-se eliminar todos os vértices repetidos presentes na seqiiéncia definida por E .
Assim, a nova solucdo H obtida pelo algoritmo de Christofides satisfaz ¢(H) < ¢(E). Conclui-se
portanto que: c(H) <c(E) <3/2.c(H*). o

Voltando ao exemplo da Figura 1V.9, note que o custo da solucdo heuristica c(H) é
aproximadamente 18,358. Como esta solucdo é 3/2-aproximada pode-se afirmar que o valor étimo
c(H*) deverd ser superior a 12,237 (aproximadamente) e inferior a 18,358 (verifique!).

Uma desvantagem da heuristica de Christofides € o custo computacional necessario para se
calcular um emparelhamento perfeito de custo minimo M*. Como descrito em Vadya[1988], esta
operac3o é realizada em O(n*°log’n) iteracdes ao passo que, na heuristica AGM-CV (2-aproximada), a
determinacdo do ciclo eureliano e a determinacdo da érvore geradora minima sdo obtidas em tempo
linear (vide Gibbong1985] e Karger et. d [1995] respectivamente).

Koutsoupias et. a.[1995] desenvolveram um esquema de aproximagdo polinomial para o
problema do caixeiro vigante em grafos planares. Mais recentemente, S. Arorg[1996] apresentou um
esguema de aproximacado polinomial para o problema do caixeiro vigiante com distancias euclideanas
em R% Este agoritmo de complexidade n°Y®, representa, a menos teoricamente, um avanco
significativo em relagcdo ao trabalho de Christofides. Seu trabalho consiste basicamente, no
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particionamento recursivo do plano de maneira que poucas arestas do circuito hamiltoniano se
interceptam com as fronteiras da particdo. Na prética, apesar de lento, Arora sugere aternativas de
decomposicdo de instancias do Caixeiro Vigante tornando-o atrativo para implementaces em
paraelo.

Seguindo de perto a abordagem utilizada por Christofides1976] para o APCV, Gendreau et
al.[1997] apresentam um algoritmo 3/2-aproximado para uma extensdo do caixeiro viag ante conhecida
como caixeiro vigjante com pontos de coleta e entrega de mercadorias (Traveling Salesman Problem
with Backhauls). Nele, deve-se determinar um ciclo hamiltoniano de custo minimo de maneira gue um
subconjunto de vértices LcV (linehaul custumers) sgja visitado antes de outro conjunto BcV
(backhaul customers).

IV.2.4 - Resultados Negativos para Algoritmos de Aproximacao Relativa

Nesta secdo, serdo discutidas algumas situacbes onde a determinacdo de solugdes o-
aproximadas para 6>0, sO sera possivel se P=NP. Uma questao fundamental neste caso é estabelecer
guais problemas admitem ou ndo solugbes aproximadas. Infelizmente, a teoria da NP-completude
associada a problemas de decisdo n&o fornece nenhum insight a este respeito.

A proposicdo seguinte, demonstrada por Sahni e Gonzalez[1976] mostra que, no Caixeiro
Vigante, quando se remove a hipétese da desigualdade triangular a determinagdo de um algoritmo
polinomial &-aproximado sb serd possivel se P=NP.

Proposicao 1V.9: Se P=NP e 6>1 entdo ndo existe algoritmo polinomial d-aproximado para o
problema do caixeiro vigante.

Prova: Suponha, por absurdo, que exista um agoritmo polinomial A &-aproximado para o problema
do caixeiro vigante. Sem perda de generaidade, através de um arredondamento, pode-se supor &
inteiro, se necessario. Isto serd interessante sempre que custos inteiros estiverem associados as
arestas do grafo.

A idéia da demonstracdo consiste em, utilizando-se o algoritmo A como ferramenta, resolver
0 problema do ciclo hamiltoniano em um grafo qualquer G=(V,E) ndo-valorado. Destaforma, estar-
se-4 resolvendo o problema do ciclo hamiltoniano em tempo polinomial, o que € absurdo, pois, por
hipétese, P=NP. Um problema NP-Completo pertence a P se, e somente se, P=NP (Garey&
Johnson[1979)).

Sgja G=(V,E) uma instancia qualquer para o problema do ciclo hamiltoniano. Um grafo
completo e valorado G'=(V',E’) pode ser construido fazendo-se:

V=V E={[jl:i,jeVeizj} e Q;:{]é'\/'ie]flyjl;icontrario

Observe que G’ é obtido facilmente, através de G em tempo polinomial no tamanho deV e E
respectivamente. Contrariamente ao problema do caixeiro vigjante com distancias euclideanas, neste
caso, 0s valores associados as arestas de E' ndo satisfazem a desigual dade triangul ar.

Se G contém algum ciclo hamiltoniano entdo o valor da solucéo étima para o problema do
caixeiro vigiante cominstdncia G’ serdigual a |V| . Entretanto, pode-se afirmar que, se G ndo contém
nenhum ciclo hamiltoniano entdo qualquer ciclo hamiltoniano H em G’ devera conter alguma aresta
ndo pertencente a E. Assim,

c(H) = Zcij >8(V[+D+(V|-1)> 8V onde H cFE'.

[i,jleH

Como A é algoritmo polinomial d-aproximado, se G contém ciclo hamiltoniano, segue que
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c(H) = c(H*) = |V| onde H é a solugéo gerada por A e H* é solugdo Gtima. Isto se deve ao fato de
gue, nenhuma outra solucéo H com custo maior que |V| e menor ou igual a d|V| pode ser obtida.

Se G ndo contém ciclo hamiltoniano ent8o, a solucéo H, gerada por A é tal que |V| < c(H).
Ainda, da desigualdade (1) conclui-se que c(H)> d]V|. Logo, o algoritmo polinomial A (aplicado aG’)
pode ser utilizado, para decidir se o grafo original G contém ou ndo ciclo hamiltoniano. O que é
absurdo, pois, por hipotese, P=NP. .

1V.3 — ALGORITMOS RANDOMI COS APROXIMATIVOS

Seja IT um problema de otimizagZo combinatéria NP-Arduo e | uma instancia qualquer de I7.
Neste caso, a adocado de um algoritmo randémico polinomial A pode ser interessante se sua solucgdo for
representada por uma varidvel aleatoriaxa(l) com valor esperado ideal mente préximo da solugdo 6tima
x*(1).

Nos problemas resolvidos pelo método de Las Vegas (discutidos no Capitulo 111), obtinha-se
sempre uma solucdo exata com tempo esperado polinomial. No método de Monte Carlo, uma solucéo
era obtida, com ata probabilidade de acerto e tempo (esperado) também polinomial. Ambos tratavam
de problemas da classe P e o principal pardmetro observado era o tempo de processamento.
Contrariamente, nesta secdo, sera dada uma atencao especia a solugio de problemas NP-Arduos.

Na determinacdo de uma solucdo heuristica xa(l), pode-se, por exemplo, atribuir valores
aleatériamente as varidveis associadas a0 problema, satisfazendo obviamente alguma distribuicéo
estatistica. Outra possibilidade interessante é a adocdo de Programagdo Linear ou Programacdo
Semidefinida® na geracdo de limitantes inferiores para valor 6timo do problema original. Nas duas
situacOes sera possivel utilizar algoritmos polinomiais baseados nos métodos de pontos interiores (vide
Wright[1997])° Esta técnica é mais conhecida na literatura como Arredondamento Rand6mico
(Randomized Rounding). As solugdes relaxadas em ambos os casos, definirdo probabilidades a serem
utilizadas na etapa randémica. Nos algoritmos randémicos aproximativos, solucéo esperada e tempo
esperado de processamento serdo parametros importantes a serem observados sendo representados por
varidvels adeatdrias discretas. Os trabalhos de Srinavasan[1995] e [2001] séo uma Gtima referéncia
sobre Arredondamento Randdmico e Relaxacdo Linear na solugdo de problemas combinatérios.

Considere a seguinte definicdo de algoritmo randémico &-aproximado:

Definicao IV.9: (Algoritmo randdémico &-aproximado)

Sgja IT um problema de minimizagdo. Um agoritmo randdmico A de complexidade
polinomial é &-aproximado para IT se, e somente se, E(Xa(1)) < 6.x*(1), onde 6 > 1. Se IT é um
problema de maximizacdo entdo A é d-aproximado se e somente se E(xa(l)) > d.x*(1), onde 6<1.e

Em outras palavras, pode-se dizer que, se A € um agoritmo randémico d-aproximado para um
problema de minimizagdo entdo Pr[xa(l) < ox*(I)] = 1/2 onde § >1 Anaogamente, Pr[xa(l) >
0.x*(1)] > 1/2 para 6<1 em problemas de maximizacdo (Vazirani[1997]). Verifique!

IV.3.1- O problema do Corte-Maximo em Grafos

Suponha G=(V,E) um grafo ndo-orientado com pesos ndo-negativos Wi associados a cada
aresta[i,j] € E. Considere ainda |V| = n e |E| = m. No problema do corte-méximo desgja-se encontrar
uma particdo de V={vy, V,,...,v,} em 2 subconjuntos V; e V, de vértices de maneira que 0 somatorio
dos pesos das arestas com extremidades em V; e V, respectivamente seja maximizado (vale lembrar
gue V; e V, definem uma particdo de V see somentese V=V, UV, eVi NV, =,

8 Para maiores detalhes sobre a utilizagdo de Programag@o Semidefinida e Algoritmos Randémicos em Otimizagdo
Combinatéria consulte Goemans& Willianson[1994],[1995].
® Os métodos de pontos interiores foram introduzidos inicialmente por Karmarkar em 1984.
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Contrariamente ao problema do corte-minimo (pertencente a classe P) o problema do Corte
Méaximo é NP-Arduo e é conhecido por sua aplicacio em &reas distintas como, p. ex., fisica estatistica
e Circuitos VLS| (Barahona et a [1988]), Network Design (Barahona [1996]) entre outras. Este
problema continua NP-Arduo mesmo quando w;=1, V ijeV (Garey&Johnson[1979]). Orlova e
Dorfman [1972] e Hadlock[1975], discutem classes especiais de grafos resolvidas em tempo
polinomial, como por exemplo, os grafos planares. Maiores detalhes sobre este problema podem ser
encontrados em Poljak e Z. Tuza [1995].

Sahni e Gonzalez[1976] apresentaram um algoritmo randémico 1/2-aproximado considerando
pesos unitarios associados a cada aresta [i,j] €E (vide Figura IV.13). A idéia neste caso, consiste
simplesmente na escolha aleatdria de el ementos de V; e V, respectivamente.

Algoritmo I'V.3: Corte-Méximo Randémico - CMR
Inicio
V]_ «— V2 %) X
Parai=1aténfaca
X «— jogue uma moeda;
Sex = caraentdoinsirav; em V;;
Se x = coroaentdo insirav; em V,;
fim;
Retorne V; e Vs;
fim.
FiguralV.12: Corte-M &ximo Randdmico

Como exemplo considere o grafo com 5 vértices e 7 arestas representado na figura seguinte:

I
@

V2

FiguralV.13: Corte-méximo randdémico

Seja X uma variavel aleatdria que representa o nimero de arestas pertencentes ao corte(Vy, Va).
Para mostrar que o algoritmo CMR é randdmico 0,5-aproximado basta provar que E(X) > 1/2.x*(1),
onde x* (1) representa 0 nUmero de arestas pertencentes ao corte méximo. Para demonstrar esse fato,
basta notar que m (numero de arestas de G) define um limite superior para o valor da solugdo 6tima,
ou sgia, X*(I) <m. Mostrando que E(X) > 1/2.m, prova-se entdo o resultado.

Considere I(g) paraie {1,.., m}, umavaridvel aeatéria que indica se a aresta e de E pertence
ou ndo ao corte maximo. Desta forma, 1(g) =0 ou 1. Para determinar Pr(l(e)=1) e Pr(I(e)=0)
respectivamente monta-se um experimento onde uma moeda equilibrada € jogada para cada uma das
extremidades de e=(u,v). Segue entdo que Pr(I(e)=0) = 1/2 (duas caras ou duas coroas ocorrem

simultaneamente) ou Pr(l(e)=1) = 1/2 (cara e coroa ocorrem alternadamente). Assim, da defini¢do do
valor esperado tem-se:

E(1(e)) =1.Pr(I(e) =1) +0.Pr(I(8) = 0) =1/2
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Como X =1(g)+1(e)+...+1(e,) Segue, dalinearidade do valor esperado (Capitulo I1) que:

E(X) = E(il(e))aﬁE(l €)== X*z(l)_

Equivalentemente, pode-se dizer que, em uma iteracdo do Algoritmo CMR tem-se
Pr(X>0,5.x*(1)) (probabilidade de sucesso). Assim, a garantia de uma solucéo 0,5-aproximada pode
ser incrementada repetindo-se 0 processo um numero pré-determinado de vezes. Por exemplo, se k=10
entdo a probabilidade de falha no agoritmo randémico sera menor ou igual a 1/1024!

Utilizando técnicas mais sofisticadas, Goemans e Williamson apresentaram em 1994 um
algoritmo 0,878-aproximado para o problema do Corte-Maximo em Grafos. Neste algoritmo, eles
utilizaram uma relaxac@o baseada em Programacdo Semidefinida seguida de um arredondamento
randdémico (Randomized Rounding) na determinacdo de uma solugéo viavel. Esta técnica inovadora
vem sendo utilizada, a partir de entdo, como método aproximativo para outros problemas NP-Arduos.
Em 2000, Goemans e Williamson foram laureados com o prémio Fulkerson em reconhecimento a este
trabalho™. Outros exemplos de aplicacdo desta técnica podem ser encontrados em Motwani et. al
[1997] e Anderson[2000].

IV.3.2 - O problema MAX-SAT (Maximum Satisfiability problem)

Considere uma expressdo booleana B naforma normal conjuntiva, ou seja, B ser& formada por
uma conjuncdo de clausulas e uma di§uncéo de literais. No problema MAX-SAT deseja-se determinar
0 maior numero possivel de cldusulas que sgjam simultaneamente verdadeiras. Assume-se, sem perda
de generdidade, que nenhuma cldusula contenha um literal x juntamente com seu complemento X,
caso contrario, qualquer atribuicdo (V ou F) a este literal tornaria a clausula correspondente
verdadeira. O problema MAX-SAT é NP-Arduo, j& que o problema de decisdo SAT associado é NP-
Completo (Garey& Johnson[1979]).

A expressao booleana B com clausulas C;, paraj=1,2,...,m pode ser representada sucintamente
por:

B=AC + Onde |C|=k, paraj=1.,m

j=1

Exemplo 1V.3: Para ilustrar a definicdo acima considere a seguinte expressdo booleana na forma
normal conjuntiva:

B=(XVX)A (XY %)A()A (%)

E facil ver, por simples inspecdo, que o nimero maximo de clausulas em B simultaneamente
verdadeiras éigual a 3. Na versdo decisdo associada (Satisfiability ProblemSAT) desegja-se determinar
simplesmente se B é falsa ou verdadeira para alguma atribuicéio a seus literais. E fécil ver neste caso
gue B sera sempre falsa (verifique). .

Segja x*(B), 0 nimero maximo de clausulas simultaneamente verdadeiras e x,(B) o nimero de
cldusulas verdadeiras obtidas por um algoritmo A qualquer apls a atribuicdo de valores V ou F
(verdadeiro ou falso) aos literais de B.

Um agoritmo randémico bastante simples para 0 MAX-SAT (representado aqui por A;) pode
ser obtido atribuindo-se V ou F aos literais de B com probabilidade 1/2.  Suponha neste caso que Z
para je {1,..m}, sgja variavel aleatdria associada a clausula C. Assim, Z; =1 se, e somente se, C; €

10 A concessao do Prémio Fulkerson ocorre, no minimo, apés 6 anos da data de publicacéo do trabalho. A justificativa para
este fato € que, um trabaho relevante, necessita de um prazo que seja suficiente para sua divulgagdo e reconhecimento na
comunidade cientifica
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verdadeira, e Z= 0 caso contrario. E f&cil ver entdo que:

Pr(z, = 0)=1/2", ®
Pr(z, =1) =1-1/2"

Sgja Xa(B)=2Z1+Z,+...+ Z;,, 0 nUmero total de clasulas verdadeiras obtidas por A;. Segue, da
linearidade do valor esperado que:

E(x, (B)) = iE(zj) (2

onde E(Z)=1.Pr(Z=1)+0.Pr(z=0). Fazendo-se k = min{k; | j=1,....m} e substituindo (1) em
(2) chega-se &
E(Xa (B)) = 2 E(Z,) = 2(1—2%) > m.(l—%)

i=1

Como m > x*(B) e k>1 conclui-se que E(Xa(B)) = (1/2).x*(B) (solugdo randémica 0,5-
aproximada). Observe por exemplo que, se cada uma das m clausulas contém pelo menos 2 literais
entdo a solucdo obtida é 0,75-aproximada. Pode-se, portanto, constatar que a solugdo do problema é
dificultada em funcdo da presenca de cldusulas com um anico literal.

Uma outra abordagem bastante interessante, utiliza as coordenadas de uma solucdo de um
problema de Programacéo Linear como probabilidades de escolha para cada um dos literais de B (para
maiores detalhes sobre Programacéo Linear vide Bazarra et al.[1990]). Suponha que z € {0,1} sga
variavel binariaindicando respectivamente se a clausula C; é falsa ou verdadeira. Analogamente, sgja
yi € {0,1} varidvel binariaonde y;=1 se, e somente se, o literal x associado for verdadeiro e y,=0, caso
contrério. Considere ainda C;* o conjunto de todos os indices i associados a literais x de C; nédo
representados em sua forma complementar e C;”, 0 conjunto de todos os indices i associados a literais
x; de C; (em sua forma complementar)™. Suponha que o nimero total de literais x, (na sua forma
complementar ou ndo), bem como o nimero de variaveis y; associadas seja igual a n. O problema
MAX-SAT pode entdo ser formulado como um problema de Programacéo Linear Inteira (PLI1) da
seguinte forma:

m

max Y’ z;

j=1
N v+ >A-y)=zVje{l.,m
sujeitoa : ieCt ieCy
Yz €0}, p/i=1..,ne j=1..m

Note que, se uma das variaveis y; (com indices em C;') for 0 ou uma das variaveis y, (com
indices em C;*) for 1 para que a restrigdo correspondente a clausula C; serd satisfeita. Pode-se fazer
entéo z=1.

Um modelo de Programacé@o Linear (PL) é obtido ap6s a subgtituicdo das restricBes de
integralidade y;, z € {0,1}, por y;, z € [0,1], V'i,j. Sgam §; e z;,V i,j, os valores obtidos (solugdo
6tima) apos a resolugio desta relaxagdo linear. E facil ver neste caso que Zi+...+ 2., define um limite
superior para o valor da solucdo 6tima x* (B).

Um novo algoritmo randémico (representado aqui por A,) pode ser obtido fazendo-se
Pr(y=1)=9: e Pr(y=0)=1-9;, para i=1,2,..,n. A linha 1 retorna um vetor solugdo y[0,1]" do
problema de Programagéo Linear (PL). A linha 2, utiliza o vetor § nageragdo de uma solugéo inteira

™ Por vezes, utilizaremos um abuso de linguagem dizendo simplesmente que a cléusula C, sera representada
equival entemente por seu conjunto de indices G=C;* U ;.
99



Capitulo IV - Algoritmos Aproximativos: Deterministicos e Randémicos

ye{0,1}". Findmente, na linha 3, determina-se um vetor inteiro ze{0,1}™ com custo xa(B) associado.
Note que xao(B) representa exatamente o nimero de clausulas simultaneamente verdadeiras associadas

asolucdo ye{0,1}".

Procedimento 1V.4: MAX-SAT Randémico (A2)
Inicio
1. Resolve PL retornando ¢ ;
2. Parai=1laténfaca
- Jogamoedaviciadac/ Pr(cara)= §i;
- Se moeda=<cara> entdo yi=1

- sendo y=0;
fim;
3. Para j=1latémfaca {Calcula xa2(B)=21+ ...+ z,}
- <0 i1,
- Enquantoi <n faca
Se(y=1 eie G)ou (=0 e ie C) entdo
Z <1,
| «n+1;
sendo i «i+1;
fim;
fim;

4. Utilizando o vetor inteiro ze{0,1}", calcula xx(B);
Fim.
FiguralV.14: MAX-SAT Randdmico

Como discutido anteriormente, para se determinar a qualidade da solucéo heuristica xax(B),
deve-se calcular E(Xaz(B))= E(z)+...+ E(z,). Como E(z)=Pr(z=1), p/j=1,2,...,m, tem-se que:

PI‘(Z]- :O):H(l_ 9.)

1)=1-TJ@-9%) €)

ieC;

Pr(zj

Darelaxagdo linear (PL) tem-se que:
Z v+ 2(1_ ¥) = 21' Vije{l..,m}.

ieCy ieCy

Além disso, como |Cj|=k;, Pr(z=1) pode ser limitado inferiormente fazendo-se i = 2j/k;
(verifique). Assim, de (3), tem-se que Pr(z=1) > 1-(1- 2;/k)". A fungio f(2;)=1-(1-2;/k)" é concava
no intervalo [0,1] jaquef' (2;)=0, f'’(2;)<0 (verifique). Como f(0)=0e f(1)= 1—(1-1/kj)kJ tem-se:

1-(-2,/k ) = - (1-1/k))" )2, >(-1/€)2, -

A Figura IV.15 ilustra melhor esta operagdo. Note que a fungdo concava f(z;) € limitada
inferiormente pela funcdo linear (1-(1-1/k)¥) 2; no intervalo [0,]. Além disso, pode-se mostrar
facilmente que (1-1/K)<e”, V k>0. Basta que (1+x)<€", V x (aproximagdo linear de €. Assim,
fazendo-se x=-1/k p/ k>0 conclui-se que (1-1/k) < €% e portanto, (1-1/k)*<e™. Logo, Pr(z=1) > (1-
l/e) 2,=0,632.2,.
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f(2)

Z 1

Figura|V.15: Concavidade de f(Z)

Dalinearidade do valor esperado tem-se que:
E(x,,(B)) = Z E(z)

Substituindo Pr(z=1) em E(z)=Pr(z=1) e lembrando que z,+...+ Z, > x*(B) conclui-se que
E(xa2(B)) = (1-1/€).x* (B). Este resultado € superior aquele obtido pelo agoritmo A; quando aplicado a
expressdes contendo cldusulas com um Unico literal.

A Figura 1V.16 mostra a dependéncia entre os algoritmos A; e A, quando aplicados a
expressdes com clausulas contendo no minimo k literais.

k Al A2
1 0,5 1,0
2 0,75 0,75
3 0,875 0,704
4 0,938 0,684
5 0,969 0,672

Figura1V.16: Performance de Al e A2 como funcédo de k

Note que, apesar da melhoria introduzida, o algoritmo A, piora quando 0 himero minimo de
cladusulas € aumentado. Este fato entretanto, sugere a criacdo de um terceiro algoritmo randémico Az
baseado simplesmente na juncdo de A; e A, respectivamente. Sgjam n; € n,, 0 nUmero total de
cldusulas satisfeitas por A, e A, respectivamente. Tem-se ent&o 0 seguinte resultado:

Proposicao IV.10: mayin, n} > %iij >
j=1

X* (B).

Alw

Prova: Sgja B uma expressdo booleana contendo clausulas com, no minimo, k literais (k>1).
Executando-se os algoritmos A; e A, para a entrada B conclui-se que :

n = E(x, (B)) 2 a..x* (B) e n, = E(X,, (B)) 2 B,.x* (B)
onde ¢, :(1_2%) eg, :(1_(1_i)k). Segue ento que:

n+n, (e, +B,).x*(B)= (2—1—(1—i)k].x* (B) 2 (2—(2—1‘(+%D.x* (B) > (2—%).x* (B)

2k
Assim conclui-se que: 2.max{n,n,} > n +n, > (3/2).x* (B) €0 resultado segue imediatamente. o
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Observe que a execugdo conjunta de A; e A, respectivamente definem um algoritmo randdémico
0,75-aproximado. Isto ocorre mesmo para clausulas contendo apenas um unico literal!

O problema MAX-SAT e o problema do corte maximo em grafos, vistos acima, sempre
retornam solugdes viaveis, independentemente do resultado gerado pelo agoritmo randémico. Pode
ocorrer, entretanto, que as solugbes obtidas ndo satisfagcam sempre as restricbes de determinado
problema sendo, portanto, inviaveis. Exemplos dessa situacdo podem ser encontrados em Bertsimas&
Vohrg[1998] e Srinivasan [1995]. Eles apresentam algoritmos randémicos para problemas conhecidos
naliteraturacomo Packing e Covering.

IV.3.3 -0 problema Geral de Recobrimento (General Covering Problem)

Uma grande quantidade de problemas de Otimizagdo Combinatéria pode ser modelada como
problemas de Recobrimento, como por exemplo, o problema de Recobrimento de Conjuntos (Set
Covering Prablem), Localizacdo de Facilidades (Facility Location), Network Design entre outros
(Bertsimas& Vohra[1998]).

De maneira geral, o problema de Recobrimento pode ser representado matemati camente por:

x* (1) = Min ¢’ .x

Ax=b
St:
xe Z!

nx1

onde | representa a instancia formada pelas matrizes A, b e ¢ sendo AcZ.™", c,xe Z,™ e be
Z.™. A relaxac#o linear deste problema (modelo de Programacao Linear-PL) é obtida substituindo-se
xe Z.™* por xe R,™.

Nesta se¢cdo serd discutida a aplicacdo datécnica de Arredondamento Randémico na resolucéo
do problema de Recobrimento de Conjuntos (Set Covering Problem), caso particular do problema
gera de Recobrimento. Diferentemente dos problemas MAX-SAT e Corte-Maximo em Grafos onde
solugdes inteiras geradas randomicamente eram sempre viavels, no problema de Recobrimento de
Conjuntos isto pode n&o ocorrer. E importante que se tenha, nestes casos, um cuidado especial com a
geragcdo indesgada de solucgles invidveis. Como discutido adiante, bastard que solucles viaveis
geradas aleatOriamente por este processo tenham probabilidade de sucesso estritamente positiva.

A técnica de Arredondamento Randdmico pode ser resumida através do seguinte
procedimento genérico:

Procedimento 1V.5: Arredondamento Randdémico: Prob. Geral de Recobrimento-PRG
Inicio
1. Resolve Relaxacdo Linear (PL) obtendo solugdo ye R,
2. Gera solugio inteira xeZ.™ através de uma funcdo de aredondamento
Pr(x=Ly, } 1)= f(y) e Pr(x=Ly,}= 1-f(y), paraj=1,...,n;
3. Encontra solucdo deterministica derandomizada;
fim.

nx1

FiguralV.17: Arredondamento Randdémico Genérico

A funcdo de arredondamento f(.) presente no item 2 pode ser linear (vide MAX-SAT secdo
anterior) ou ndo-linear. Srinavasan[1995] utiliza arredondamento linear para 0 PGR fazendo
Prix=Ly #1) = y7-lyy /e Pr(x=Ly; h=1- y/ +ly; | onde j=1,...,n e y/ =<y, para «<>0 escolhido
convenientemente. Uma solucdo derandomizada é obtida através do método dos Estimadores
Pessimistas. Maiores detahes sobre a utilizacdo de arredondamento randdmico aplicado aos
problemas de Recobrimento e Empacotamento (Covering and Packing Problems) podem ser
encontrados em Srinavasan[1995].

Um arredondamento ndo-linear sera adotado na resolucdo do problema de Recobrimento de
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Conjuntos (Segdo 1V.3.3.1). A construgdo probabilistica de uma solugdo deterministica (item 3) sera
discutida mais atentamente na segéo 1V .4.

IV.3.3.1 -0 problema de Recobrimento de Conjuntos (Set Covering Problem)

No Problema de Recobrimento de Conjuntos - PRC tem-se um conjunto de n objetos
V={1,2,..,n}** cada um com um custo associado ¢; > O (para j=1,..,n) e uma familia § de m
subconjuntos de V. O objetivo neste problema sera determinar um subconjunto ScV de maneira que
|SHS|>1, V ie{1,2,...,m} e de maneira que a funcdo objetivo X ¢ seja minimizada. Este problema
pode ser formalizado através do seguinte modelo de Programago Linear Inteira- PLI:

Z*=Min ) ¢,x,
j=1
Y x =1 i=12..m
St:qisS
x,e{03, j=12..n

Este problema possui inimeras aplicacdes préticas importantes, entre elas pode-se destacar a
construcéo de cadeias de DNA. Nesta aplicagdo, tem-se normalmente uma enorme quantidade de
fragmentos de DNA (seqliéncias de nucleotideos formadas pelas letras A, C, G e T respectivamente) e
gue devem ser utilizadas convenientemente na geracdo de cadeias maiores (Vazirani [1997]). O
objetivo neste caso serd facilitar a construcdo de grandes segiéncias através da eliminacéo de
fragmentos redundantes. Em nosso modelo de programacdo linear inteira, cada fragmento pode ser
interpretado como um subconjunto § < V onde V representa todas as possiveis subdivisdes destes
fragmentos (vértices). Um vértice veV, podera pertencer a diversos fragmentos distintos
simultaneamente.

Sgjay=(Yi,...,yn) Uma solucdo darelaxacdo linear (PL) associada ao PRC. Antes de apresentar
um arredondamento ndo-linear para este problema considere o seguinte arredondamento linear onde se
tem:

Pr(x, =0)=1-vy,; para j=12..,n

Antes de discutir a qualidade da solugdo gerada por este procedimento (aproximacdo de Z*),
deve-se discutir se a solugéo inteira xe{0,1}," gerada randomicamente, é de fato viavel. Em outras
palavras, desga-se determinar a probabilidade de falha (inviabilidade). Paraisso, considere, sem perda
de generalidade, um subconjunto S={iy,...,ix} <V com k elementos. Além disso, considere um evento E;
gue ocorre se, e somente se, 0 subconjunto § néo for coberto, ou sga, se nenhum elemento de S fizer
parte da solugdo do problema de Recobrimento de Conjuntos. Obviamente, a ocorréncia do evento
complementar E ird indicar que algum elemento de S foi selecionado. Observe que uma solucéo
inteira (gerada randomicamente) serd viavel apenas se todos os eventos E° parai=1,2,..,m ocorrerem
simultaneamente.

Considere um elemento | pertencente a S={is,...,ikcV para agum ie{l,..m}. Do
arredondamento linear acima tem-se que Pr(x=0)=1-y;. Além disso, da solug&o do problema relaxado
(PL) tem-se que yii+...+Yi=1. Assim, fazendo y;=1/k, V' je S pode-se limitar Pr(E;) superiormente da
seguinte forma:

12 para simplificar a notacdo, adotamos agui um pequeno abuso de linguagem representando os elementos de V por seu
conjunto de indices associado.
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PH(E) - H(l—yj)s(l—i) *

jeig iy}

Um solucdo invidvel € gerada apenas se pelo menos um dos eventos E; (parai=1,..,m) ocorrer.
Assim, a probabilidade de falha (inviabilidade) ser& dada por:

Pr(LmJ E, )s 3 pr(g) < ™
i1 i=1 e
Finalmente, conclui-se que a probabilidade de sucesso (solucdo viavel) seraigual a
Pr((m] E°)=1— Pr(LmJ E )z 1-3 Pr(E)21-T
i=1 i=1 i=1 e

Como a fungdo de probabilidade assume valores no intervalo [0,1], pode-se dizer que a
probabilidade de sucesso serd maior ou igual a zero (ja que 1-nm/e € negativo para m>3). Esta situagéo
indesgjavel pode ser contornada utilizando-se um arredondamento ndo-linear (Bertsimas&
Vohra[1998]) como descrito a seguir:

Pr(xj = 0) = (1_ Y )t;
Pr(x, =1) =1-(1- yj)‘; para j=12..,neteZ"

E fécil ver neste caso que Pr(x=0)=(1-y;)' sera menor ao igua ao arredondamento linear onde
se tinha t=1. Assim, se 1-y; representa a probabilidade de cara em uma moeda equilibrada, seréo
necessarias t repeticoes (t caras seguidas) para atribuicdo de zero a variavel x. Caso contrério, se
alguma coroa ocorrer em K tentativas faz-se x=1.

Considere novamente S={iy,...,i4 um subconjunto qualquer de V com k elementos.
Analogamente a andlise de viabilidade realizada no arredondamento linear tem-se que:

Pr(E)= [J@-vy,)  ondeie{12.,m

je{inic}

Como yi;+...+yy>1 pode-se fazer y=1k V' je S={iy,....i¢. Assim: Pr(E) <(A-VK)* < (Ve). Se
t=0O(logm) repeticdes forem realizadas entdo: Pr(E) < (/€)™ < 1/2m (verifique). Finamente, a
probabilidade de fracasso (solucéo invidvel) serdigua a

m m 1
Pr(iUﬁ)szz

Portanto, a probabilidade de sucesso (viabilidade) serdigua a
m e 4 m E
Pr(QEi )_1 Pr(iula )z 5

Uma vez provada que uma solugdo viavel é gerada com probabilidade de sucesso maior ou
igual a50% deve-se responder agora & seguinte questdo: qual a qualidade da solugéo (aproximagdo de
Z*) gerada pelo procedimento randémico? Antes de tratar deste assunto considere o0 seguinte resultado
auxiliar conhecido na literatura como desigualdade de Bernoulli:
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Proposicdo 1 V.11: (Desigualdade de Bernoulli)
Sex>-1 entdo (1+x)' > 1+tx, VteN.

Prova: Este resultado pode ser provado por indugdo em t. Para t=1 a tese se verifica imediatamente
(trivial). Suponha que a tese sgja verdadeira para um t inteiro positivo qualquer. Como x+1>0 tem-se
parat+1 que: (1+X)'(1+X) > (1+tX).(1+X) = 1+ tx+ X+ b= 1+ (t+Dx+ > 1+ (t+1)x. o

Seja A, um algoritmo randémico para o0 PRC que utiliza o arredondamento néo-linear descrito
acima. Além disso, sgja xe{0,1}" sua solucdo e xa(lI) sua imagem associada. Assim, como Xa(l)
=ct...+CX, (funcdo objetivo), segue, da linearidade do valor esperado que E(Xa(l)) =
CIE(X0)+ ...+ CE(X-). Mas E(x) = Pr(x=1)=1-(1-y,)' ondey,e[0,1] (note neste caso que x=-y;>-1). Da
desigualdade de Bernoulli (Proposicdo 1V.11) tem-se que: 1-(1-y;)' <ty;, ¥ j=1,2,...,n. Logo:

E(u(1)= X6, Prix =3 =Y - - y))< Yo ) =t ey,

Como 3jcy, define um limite inferior para Z* e t=0O(log m), o algoritmo randémico A com
solucdo xa(l) sera O(logm)-aproximado (pois E(xa(l)) < O(logm).Z*).

Se 0<e<1, pode-se obter uma solucdo randdmica O(logm)-aproximada com probabilidade de
sucesso superior a 1-e. O procedimento seguinte descreve sucintamente as principais etapas deste
processo. A variavel xa representa melhor solucdo vidvel obtida a cada iteracdo com custo Za
associado.

Procedimento | V.6: Monte Carlo - PRC
Dados: A, b, cee>0.

Inicio
kKe«1;
Xa(l) ¢ oo; {salvavalor da melhor solucéo randémica}
Resolve PL retornando soluco relaxadaye[0,1]";
Repita

Utilizando y e arredondamento nao-linear retorna xae{0,1}" e Zy;
Se (Xa € Vidvel) e (Za< xa(l)) entdo

XA(l)% ZA,
X ¢ Xa
fim.
k « k+1;

Atéquek = [log(le) |
Retornaxe{0,1}" e xa(1);
fim.
FiguralV.18: Monte Carlo—PRC.

Para calcular a complexidade do procedimento acima note inicialmente que O(n’L) representa
0 tempo necessario (complexidade) para solucdo do problema de programacéo linear. A constante L
neste caso representa o nimero total de bits utilizado na entrada de dados (para maiores detalhes vide
Wright[1997]). O arredondamento n&o-linear terd complexidade igual a O(nlogm) ao passo que,
determinar se x € ou n&o viavel, tem complexidade de pior caso O(nm). E fécil ver que o procedimento
ter4 complexidade total igual a O(n’L + nm.log(1/€)). Neste caso a solucao gerada xa(l) serd O(logm)-
aproximada e vidvel com probabilidade maior ou igud a 1-¢. Outra alternativa interessante, diferente
do Procedimento V.6 € construir uma solucdo deterministica utilizando-se métodos probabilisticos
(derandomizacéo). Esta abordagem sera discutida mais adiante na segéo 1V.3.4.2.

Sera que é possivel reduzir ainda mais a aproximagdo do valor étimo Z*? Na verdade, Lund&
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Y annakakig[1994] provaram que isto sO sera possivel se P=NP! Apesar disso, como discutido a
seguir, pode-se conseguir parainstancias particulares do PRC, uma maior aproximagéo do valor 6timo
Z*.

Observe que o evento F = E;° N...n E, representa uma solucdo vidvel e ocorre com
probabilidade estritamente positiva (Pr(F) > 0). Na verdade, apenas uma iteracdo do procedimento
IV.6 jagarante Pr(F)>1/2. Isto foi possivel fazendo-se t=0(logm) no arredondamento n&o-linear.

Como discutido em Bertsmas&Vohrg[1998], um outro arredondamento por ser obtido
fazendo-se x=1, se y;=1/logm. Caso contrario, se y;<1/logm faz-se =1 com probabilidade y;/logm.
Analogamente ao arredondamento ndo-linear aqui apresentado este procedimento € também O(logm)-
aproximado.

Considere agora 0 seguinte problema: ao “enfraquecer” a probabilidade de sucesso tornando-a
menor, mas estritamente positiva, serd possivel uma maior aproximacgdo da solugdo 6tima Z*? Neste
caso, desgia-se calcular E(xa(1)|F) garantindo apenas que Pr(F) >0. A Proposicdo 1V.13 provada por
Bertsmas& Vohra[1998] resolve esta questdo. Antes de tratéla entretanto, considere a definicdo e
proposi¢cao preliminares:

Definicdo 1'V.10: (Familia monétona crescente)

Uma familia ¥ de subconjuntos de um conjunto N qualquer serd monoétona crescente se, e
somente se, Se ¥ implicar que Te ¥, V ScTcN. A definicdo de familia mon6tona decrescente é
anadloga e deixada como exercicio. .

A Proposicéo seguinte é caso particular de um importante resultado conhecido na literatura
como desigualdade FK G (FKG inequality). Para maiores detalhes vide Fortuin et al.[1971].

Proposicao | V.12: (Correlagdo Positiva)

Considere um conjunto finito N={ay,...,a} e um vetor p=(px....p)e[0,1]'. Suponha que um
subconjunto Y&N sgja obtido aeatoriamente onde cada elemento a, de Y sga selecionado
independentemente com probabilidade p,. Paracada ¥ < 2™ (onde 2 M é o conjunto de todas as partes
de N), sgja Prp(¥)=Pr(Ye ). Considere ainda F1,F»,...,Fsc 2 N uma segiiéncia qualquer de familias
mondtonas crescentes . Entdo:

Prp(ﬂ F. )z [TPr.(F)
k=1 k=1
Diz-se, neste caso, que as familias F1,F,...,Fs estdo correlacionadas positivamente.

Prova: (Teorema 3.2 do Capitulo 6 de Alon& Spencer[1992]). .

Pode-se aplicar este resultado ao PRC da seguinte forma. Note que, se I=n, o conjunto N pode
estar associado a umarestricdo genéricado PRC. Assim:

N={a,..a} © Yax=1
j=1

Ainda, o subconjunto Y&N pode estar associado a uma solugdo randémica xe{0,1}" do PRC
onde ye[0,1]" (solucdo relaxada do PRC) representa o vetor de probabilidades p. A familia ¥ c 2™
estard associada a0 conjunto de todas as solugdes 0-1 satisfazendo uma restrigdo particular do PRC.
Em outras palavras, cada subconjunto Se ¥ estara associado a uma solucdo xe{0,1}" satisfazendo a
restricdo correspondente. O valor Pr(¥) representa a probabilidade da solucéo x (gerada
randdémicamente) satisfazer a“restricdo” ¥. Note que cada uma das familias (restrigdes) associadas ao
PRC é mondtona crescente pois =0 ou 1, V'je{1,2,...,n}. A familia associada a restricao X;+X,-X=>1
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por exemplo, ndo é mondtona crescente (verifique).

Como discutido anteriormente, se um evento E, ocorre entdo o subconjunto S, < V ndo foi
coberto. Pode-se mostrar portanto, que os eventos complementares E;,...,E,’, associados a S,,...,Sn
respectivamente estardo correlacionados positivamente. Assim, com 0 auxilio da Proposicdo 1V.12 a
probabilidade de sucesso pode ser limitada inferiormente da seguinte forma:

Pr((m] = )2 f[ Pr(E)

i=1

O exempl o seguinte ilustra bem esta correlacdo positiva entre eventos:

Exemplo IV.4: (Correlagdo positiva entre eventos)

Sgja V={1,2,3,4} um conjunto de vértices associado ao PRC com subconjuntos S;={1,2,3} e
S={3,4} respectivamente. Ao modelar este problema matemati camente obtém-se 0 seguinte conjunto
de restrigoes:

X+X 21
onde x; {03} para j=1234

{xl+x2+><3 >1

Sejaxe{0,1}* uma solucso gerada randdmicamente. E f&cil ver que, se a primeira restricéo for
satisfeita (S, for coberto) a probabilidade da segunda restricdo ser satisfeita sera maior, ou sgja, Pr(E,)
<Pr(Ey’| E). Assim, Pr(ExN Ey) = Pr(Es").Pr(Ey° | ES)) = Pr(Es° ).Pr(Ey). o

Novamente, considere F um evento indicando que todas as restricdes associadas ao PRC
foram satisfeitas (uma solucdo viavel foi obtida). Além disso, considere xa(l) uma solugdo gerada no
arredondamento ndo-linear (algoritmo A), e Z* seu valor 6timo associado. Tem-se entdo o seguinte
resultado:

Proposicdo |1 V.13: (Bertsimas& Vohra[1998])
SgaA={ie{l,..m}| je S} eA=max{|4j| p/j=1,2,...,n}. Entdo E(xa(I)|F) < O(logA).Z*.

Prova: Dallinearidade do valor esperado e da definicdo de valor esperado condicional (vide Capitulo
I1) tem-se que:

E(x* (1)) = E(icjxj |F ]:icj E(x, |F)= icj.Pr(xj =1|F) (1)

Considere agora B={xe{0,1}"|x=1} e B°*={xe{0,1}"| x=0} (para agum je{1,..,n}) dois
eventos complementares™. Da férmula de Bayes (Capitulo 11) conclui-se que:

Pr(B, nF) _Pr(x, =1).Pr(F | =1)

R0 Pr(F)

(1

Como definido anteriormente, o evento complementar E° ocorre (para dgum ie{1,..m}) se
pelo menos um elemento de S for selecionado (S € coberto). E facil ver entdo que:

' Note que, BnB*= e BjU B*={0,1}".
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Pr(F)=Pr(ﬁEf] e P1’(F|Xj=1)=Pr[nEf} (m

igA;

Observe, da segunda igualdade que, como x=1, todos os subconjuntos § contendo o vértice j
de V j& foram cobertos. Além disso, como os eventos E° para i=1,..m sdo correlacionados

positivamente ent&o:
Pr(F):Pr( Ef]z Pr[ﬂ Ef]Pr[ﬂ Ef] (V)

m
=1

De(l1) e (1V) tem-se que:

Pl NES
Pr(F|Xj=l)= [QL 1 1
Pr(F) Pr(ﬁ'?) Pr[ ﬂEf) igpr(Ef)

ieA;

Lembre-se, do arredondamento ndo-linear que: Pr(x=0)=(1-y;)' para j=1,.,n. Logo, um
evento E; ocorre (p/ dgum ie{1,..,m}), se nenhum dos k elementos de S={iy,...,ix} for selecionado.
Como yii+...+yi>1, éfacil ver entdo que:

Pr(E’)=1-Pr(E)=1- [[@-y,) 21-(1-VK")>1-¢"
je{ip,nik}

Assim:

[TPE)=2T]a-eh=0-e)"20-et)

€A €A
onde A = max {|4| paraj=1,..n}.
Portanto:
Pr(F|xj=1)< 1
Pr(F) — (@-¢&")*

V)

Apbs a substituicdo de (V) em (I1), e com o auxilio da desigualdade de Bernoulli tem-se que:

Pr(F |x, =1

Pr(x, =1|F )= o)

Pr(x =) <@-e ) a-a-y))sb-e Ty, ™)
Finalmente, substituindo (V1) em (1):
E(zn;cj X |F ]S zn‘{cj (1— e )_A.tyj < t.(l— e’ )_Azn;cj Y
i= i- i=
Escolhendo t=InA e assumindo A>2 segue que:

" LR PN SR S P .
E(,Z{Cj)(j |F]s|nn{(l_em)A]Z _Inn((l—llA)A ]Z <4.0(InA).Z

Ou ainda:
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E[Zcj X |F }S O(logA).Z *
j=1

completando a prova. .

Observe que, ao reduzir o nimero de repeticdes t de O(logm) para O(logA) no arredondamento
ndo-linear consegue-se uma solucéo O(logA)-aproximada para 0 PRC. Isto representa um ganho de
gualidade se A<m. Neste caso, entretanto, a probabilidade de sucesso poderd ser menor, embora
estritamente positiva. Para constatar esse fato note, da Proposicdo V.13 acima que: Pr(E)>1-€", para
ie{1,..,m}. Tem-se entdo da correlacdo positiva entre eventos:

Pr(F) = Pr(ﬁ EC)zﬁPr(Ef) =(1—e1t)m >0

Observe que a probabilidade Pr(F) serd pequena, mas estritamente positiva, se t=logA e o
nimero de subconjuntos m for bastante grande. Essa probabilidade de sucesso (estritamente positiva)
serd fundamental no processo de derandomizacgéo discutido com mais detalhes na Segéo 1V.3.4.2.

IV.3.4 - Construcdo Probabilistica de Algoritmos Deterministicos (Derandomization)

Em algumas situactes, sera possivel construir algoritmos deterministicos, com o auxilio de
técnicas probabilisticas. Em outras palavras, desga-se construir um algoritmo deterministico sem que
se sacrifique muito da qualidade da soluc&o e/ou o tempo de processamento obtidos no procedimento
randdémico. Infelizmente, ndo se conhece um mecanismo universal de conversdo que sgja aplicavel a
todas as situagdes.

Apesar de ndo existir um termo apropriado em portugués para esta técnica, talvez o mais
conveniente sgja chama-la derandomizagéo (semelhante ao temo inglés derandomization). Entre os
métodos de derandomizacdo mais conhecidos na literatura pode-se citar: 0 método das expectancias
condicionais, 0 método dos estimadores pessimistas e k-wise independence (para maiores detahes
sobre 0 método dos estimadores pessimistas consulte Raghavan& Thompson[1988]). Nesta se¢do serd
dada uma aten¢do especial ao método das expectancias condicionais.

Suponha que uma variavel deatéria X assuma valores Xi,X,,... (finitos ou ndo). Além disso,
considere Y° 0 evento complementar associado a um evento Y qualquer. No método das expectancias
condicionais utiliza-se freqlientemente a seguinte definicdo de valor esperado condiciona (vide
Capitulo 11):

E(X|Y)= in Pr(X =x, 1Y)
Além disso: |
E(X)=E(X]Y).Pr(Y)+E(X|Y®).Pr(Y®) (4

Note a partir da expressdo acima que E(X) < (Pr(Y)+(1-Pr(Y))).max{ E(X]Y), E(X|Y)}=
max{ E(X|Y), E(X|Y)}. Analogamente, pode-se concluir que que: min{ E(X|Y), E(X|Y)} < E(X). Esta
abordagem € interessante ja que nos permite definir um mecanismo para tomada de decisfes sempre
limitando inferiormente ou superiormente (conforme o caso) o valor esperado E(X). Nas secOes
seguintes esta técnica serd aplicada aos problemas MAX-SAT e Recobrimento de conjuntos (Covering
Problem).
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[V.3.4.1 -0 Problema MAX-SAT

Considere novamente o problema MAX-SAT discutido na Secéo IV.3.2. Desga-se, a partir da
solugdo randdmica 0,5-aproximada gerada pelo Algoritmo Ay, determinar uma solucdo deterministica
também 0,5-aproximada. O raciocinio aplicado a esta situagdo pode ser facilmente estendido aos
procedimentos A; e A; respectivamente.

Como A, retorna uma solugdo randémica 0,5-aproximada (vide Se¢éo 1V .3.2) tem-se que:

0,5.x* (B) < E(X4(B)) = E(izi )

onde Z; € variavel aeatdria 0-1 associada a clausula C; da expressdo B na forma normal
conjuntiva. Deve-se, inicialmente, decidir se a variavel x; (associada a C,) € falsa ou verdadeira (V ou
F). Sgja’Y um evento indicando que x;=V, e Y¢indicando que x;=F. Tem-se de (4) que:

E(izj }: E(izj [%, =V)Pr(x1=V) + E(izj X, = F}Pr(xl =F)
Ousga

E(%u (B)) < max{E(x, (B) |, =V), E(x(B) % =F)}

Considere E(xa(B)[X1)) = max{ E(Xa1(B)|X:=V), E(Xa1(B)|X.=F)}. Repetindo-se 0 processo
parao litera x, conclui-se que:

E(XA]_(B)) < maX{ E(XAl(B)|X1, X2 =V), E(XA]_(B)l X]_, Xo= F)}
Assim, apds n-1 passos, chega-se a
E(XA]_(B)) < maX{ E(XAl(B)|X1,...,Xn.1, Xn =V), E(XAl(B)l X]_,...,Xn.]_, Xy = F)} = E(XAl(B)IX]_,...,Xn)

Provou-se finalmente que: 0,5.x*(B) < E(Xa1(B)) < E(Xa1(B)|Xy,...,Xn). O agoritmo seguinte,
sintetiza todas as etapas realizadas:

Procedimento | V.7: MAX-SAT Derandomizado
Inicio
Para k=1 aténfaca
Calcula
R « E(Xu(B)|X1,.... X1, %= V),
S ¢ E(xua(B)| X1,y Xic1, %=F);
SeR > Sentao
X=V
senao
X=F
fim.
Retornaxa(B) e solugdo (Xa,..., Xn);
fim.
FiguralV.17: MAX-SAT Derandomizado

Observe acima que, a cada iteracdo do procedimento, os valores R e S (ou sga,
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E(Xa1(B)| X4,-.- . Xk-1.%=V ou F)) sdo calculados. O exemplo seguinte ilustra o cllculo dosvaloresRe S
respectivamente:

Exemplo I'V.5: Considere a seguinte expressao booleana com 3 literais e 5 clausulas:
B=(%V%)A RV X)ARY XV R)ACLY XV %) A (%)

Do procedimento MAX-SAT acima (Figura IV.17) deve-se calcular iniciamente E(Xai(B)|
x=V)) e E(xa1(B)| x=F)) respectivamente. Parafaze-lo basta notar que:

3

E(x(B)|% =V ou F)= (Zz | %=V ou F]ziE(zj I =V ou F)=Y1Pr(z, =1|x =V ou F)

1 j=1
Assim, de nosso exempl o:

E(x,(B)|x =V )= iplr(zj =1|x =V )=1+(1/2) + (3/4) +1+(1/2) =15/ 4=375

j=1
Anaogamente, parax;=F tem-se:

E(x, (B)| X = F):iPr(Zj =1|x =F)=(1/2)+1+1+(3/4) +(1/2)=15/4=375
j=1

Como E(Xa1(B) | xi=V ) = E(Xxa1(B) | x,=F ), considere, sem perda de generalidade que X;=V.
Assim:

5

E(X(B) | Xy, % =V)= Y Pr(Z, =1| X, %, =V )=1+1+ (1/2) + 1+ (1/2) = 4
j=1
5

E(xy(B) | X, %, =F)= 2 Pr(z, =1/ X, %, = F)=1+ 0+ 1+1+(1/2) =35
i=

Logo, X,=V. Finamente, para o literal x; tem-se:

Pr(z, =1] X, X,, % =V )=1+1+0+1+1=4

Mo

E(XAl(B) | Xl’ xz! X3 =V)=

1

J

Pr(zj =1|Xl,Xz,X3=F)=1+1+1+1+0=4

M

Il
JiN

E(XAl(B) [ X1, Xy, % = F)=

]

Note portanto que E(Xa1(B)| X1, Xz, X3) =4, onde X;=V , X;=V e Xz=V ou F representa uma
solucdo 0,5-aproximada. .

Como discutido a seguir, utilizando-se um raciocinio andlogo sera possivel construir uma
solucéo derandomizada para o problema de Geral de Recobrimento (General Covering Problem), em
especial, para o problema de Recobrimento de Conjuntos (Set Covering Problem).

V.3.4.2—- 0O Problema de Recobrimento de Conjuntos (Set Covering Problem)

Analogamente & se¢éo anterior, 0 objetivo aqui serd gerar uma solucdo deterministica para o
PRC utilizando-se técnicas e ferramentas probabilisticas. Neste caso, entretanto, a solugdo obtida sera
O(logmy)-aproximada sendo portanto um pouco inferior aquela apresentada na Proposicado 1V.13.
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Capitulo IV - Algoritmos Aproximativos: Deterministicos e Randémicos

Diferentemente do problema MAX-SAT (onde uma solugdo vidvel era obtida de maneira
trivial) o objetivo agui serd gerar uma solucdo deterministica preocupando-se obviamente em
satisfazer todas as restricdes. Este problema € resolvido com o auxilio da seguinte fungdo potencial:

D(X) =D(X,..., X,) = icjxj +M iYi

onde:

1L Y.x=0

Yi = j€eS
0, caso contréario

Observe que uma solucdo xe{0,1}" serd vidvel se, e somente se, &(X) <M para M escolhido
convenientemente.Caso contrario, se Xx#0 e se algum subconjunto S de V nédo for coberto, entdo Yi=1e
d(X)>M (solucdo invidvel). O valor atribuido & constante M sera discutido mais adiante.

Dalinearidade do valor esperado tem-se que:

E(®(x))= icj E(x)+M i E(Y)

onde:

m m

D E(Y) =Y LPr(Y =1)

i=1 i=1

Sem perda de generalidade considere que apenas uma das restri¢cdes sgja violada (para algum
ie{1,..,m}. Assim:

1 EIA
Pty =D =[Ja-vy,) S[(l—m} ] <e!

€S

Como E(x)=Pr(x=1)=1-(1-y)' < ty, (no arredondamento n&o-linear) e Pr(F)>(1-€")"
(probabilidade de sucesso) entéo:

E@(X)<tZy +M-(1-e")")

onde Zy =3y, representa o valor 6timo associado a uma solugdo ye[0,1] " (relaxagdo linear).

Escolhendo-se M convenientemente, a questdo gque se coloca agora € como determinar uma
solucdo deterministica (agui representada por X) de maneira que E(@(X)) < M? Do método das
expectancias condicionais tem-se que:

E(@(X))= E(@(X) | % =1)Pr(x =1 +E(®(X) | x = 0)Pr(x, = 0)
> (Pr(x =1+ (1~ Pr(x, = 1))).min{E(@(X) | x, = 1), E(®(X) | % = 0)}= E(®(X)[X,)
> min{E(@(X) | X3, %, =1), E(@(X) | X;,%, = 0)}= E(@(X) | X;, X,)
Repetindo-se 0 processo, apds n-1 passos chega-se a:

E(@(X)) 2 min{E(@(X) | Xy ,orrr X1, %, =1), E[@(X) | Xy 10y X, 1, %, = 0)}= E(@(X) | Xy ... X,,)

Portanto:
E(@(X) | X, s X, )S E(@(X))<tZy +MAL-(1-€)"<M
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Capitulo IV - Algoritmos Aproximativos: Deterministicos e Randémicos

A constante M deve ser escolhida de maneira que o seguinte problema de otimizacdo sgja
resolvido:

min M
st. tZg +MA-Q-e'))<Mm
t,M >0
Note que, escolhendo:
logm
=7 e t=logm
@a-1/mm J

tem-se uma solugéo X gerada deterministicamente onde:

: logm
CX SP(X)s——
Jz:;' i = @) @-1m)"

Observe que: (1-1/m)™>1/4, ¥ m>2.
Note que, apos a substituicdo de M ét nas restrigdes do problema de programagdo linear tem-

Zy =4.logmZ, =O(logm).Z,

logm

m.ZRL-(l— (1—1/ elogm))S |Og m(l-l/ m)m-ZRL N

logmZ, +

_ logm
a-vm™ | @a-vm™ |T @a-1/m"

(1-1/"™" < (1-1/€"9™™,

Note que a Ultima desigualdade € verdadeira pois, Inm= lognvloge, ou sga, como loge>1
entdo Inm<logm.

113



