UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

RIAN GABRIEL SANTOS PINHEIRO

Relacdo entre Biclusterizacdo por Edicao de Arestas e
Formacéao de Células de Manufatura

NITEROI
2016



UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

RIAN GABRIEL SANTOS PINHEIRO

Relacao entre Biclusterizacdo por Edicéo de
Arestas e Formacéao de Células de Manufatura

Tese de Doutorado apresentada ao Programa
de Poés-Graduacdo em Computagcédo da Uni-
versidade Federal Fluminense como requisito
parcial para obtencdo do Grau de Doutor em

Computacdo. Area de concentragdo: Algo-

ritmos e Otimizagéao.

Orientador:
Luiz Satoru Ochi

Coorientador:
Prof. Fabio Protti

NITEROI
2016



Relacdo entre Biclusterizacdo por Edicéo de Arestas e Formacéo de Células
de Manufatura

Rian Gabriel Santos Pinheiro

Tese de Doutorado apresentada ao Programa
de Po6s-Graduacdo em Computagdo da Uni-
versidade Federal Fluminense como requisito
parcial para obtencdo do Grau de Doutor em

Computacdo. Area de concentragdo: Algo-

ritmos e Otimizagéao.

Aprovada por:

Prof. Luiz Satoru Ochi / IC-UFF (Presidente)

Prof. Prof. Fabio Protti / IC-UFF

Profa. Simone de Lima Martins / IC-UFF

Prof. Yuri Abitbol de Menezes Frota / IC-UFF

Prof. Luidi Gelabert Simonetti / COPPE-UFRJ

Prof. Ruslan Sadykov / INRIA Bordeaux

Niterdi, 1 de fevereiro de 2016 .



Ficha Catalogréfica elaborada pela Biblioteca da Escola de &fegerhstituto de Computacéo da

P654 Pinheiro, Rian Gabriel Santos

Relagéo entre biclusterizacdo por edicdo de arestas e formacéo de
células de manufatura / Rian Gabriel Santos Pinheiro. — Nitero6i, RJ :
[s.n.], 2016.

72f.

Tese (Doutorado em Computacéo) - Universidade Federal
Fluminense, 2016.

Orientadores: Luiz Satoru Ochi, Fabio Protti.

1. Algoritmo. 2. Heuristica. 3. Problema de Formacéo de Células
de Manufatura. |. Titulo.

CDD 005.136




Agradecimentos

Agradeco inicialmente a Rosane, minha mae e amiga, pela gdnticdo educacional,
pelas palavras de incentivo e pelas orientacdes.

Agradeco a minha familia: Ronaldo, Marlene, Diego, Luiza,dhila e Isabella.

A Sandra e Helena, madrinha e tia que sempre estiveram pressnme dando forga e
orientacdo nas minhas escolhas.

Agradeco aos meus orientadores, Prof. Satoru e Prof. Fabpela amizade, pelos con-
selhos e por ajudar na minha formacgéo académica.

Ao Prof. Luidi e ao Prof. Anand pelas contribuicbes neste tkalho.

Aos amigos: Ivan, Paulo, Uérverton e Bruno pelo apoio, pripalmente na defesa.

Aos amigos e colegas da UFRPE, em especial Bruno, Jean e Diogo

Ao Prof. Alejandro e a Profa. Eliana pela inspiragédo, inceivo e apoio.

Aos amigos de Maceio.

A CAPES pelo apoio nanceiro.

Rian Gabriel



Resumo

O Problema de Biclusterizacéo por Edicdo de Arestas (PBEA) € um pro-
blema N P -dificil em que, dado um grafo bipartidoG = (V;U;E) e um inteiro k 0,
deseja-se adicionar ou remover no maxinktoarestas de forma a tornaG uma unido dis-
junta de subgrafos bipartidos completos (bicliques). Estiabalho propde a aplicacdo do
PBEA na resolugéo do Problema de Formacé&o de Células de Maatufa (PFCM). Desen-
volvemos um método exato para o PBEA com um novo algoritmo dearacdo baseado
em programagcao dinamica e trés novos pré-processamentosaPBEA derivados de re-
sultados teoricos. Outras contribuicfes deste trabalhos@luas novas abordagens exatas
para o PFCM com base em formulagBes mateméticas para o PBEAmMAas as aborda-
gens usam a medida de e cacia de agrupamento como funcao tibge Além disso, duas
heuristicas hibridas GRASP foram propostas para o PBEA e paro PFCM, respecti-
vamente. Experimentos computacionais realizados em instdas do PFCM encontrados
na literatura mostram que os métodos propostos para o PFMC a&apazes de provar a
otimalidade de solucdes previamente desconhecidas (noocdes métodos exatos), além
de encontrar solugbes de alta qualidade em um baixo tempo dee@ucdo (no caso de
métodos heuristicos).

Palavras-chave: Clusterizagdo. Edicdo de Arestas. Método Exato



Abstract

This work investigates the Bicluster Graph Editing Problem(BGEP) and how it can
be applied to solve the Manufacturing Cell Formation Proble (MCFP). We develop an
exact method for the BGEP with a new special separation algithm based on dynamic
programming. We also describe three new preprocessing @dares for the BGEP derived
from theoretical results. Other contributions of this workare two new exact approaches
for the MCFP based on mathematical formulations for the BGEPBoth approaches use
the grouping e cacy measure as the objective function. We ab propose two algorithms
based on coupling an exact method to a GRASP heuristic for tHtGEP and the MCFP,
respectively. Computational experiments performed on itences of the MCFP found in
the literature show that our methods for the MCFP are able to pove several previously
unknown optima (in the case of exact methods) and nd high-aality solutions in practical
runtime (in the case of heuristics methods).

Keywords: Clusterization. Graph Editing. Exact Method.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo sdo descritos os dois problemas estudadast@¢rabalho: oProblema
de Biclusterizagao por Edicdo de Arestas (PBEA) e o Problema de Forma-
céo de Células de Manufatura (PFCM). Primeiramente, descreve-se o PBEA, jun-
tamente com uma revisao bibliogra ca e diversas aplicacdes seguir, o PFCM é descrito
e relacionado com o PBEA. Uma variante do PBEA, &-MINBCP, também é discutida.
Por m, a estrutura do trabalho é apresentada.

1.1 O Problema de Biclusterizacao por Edicéo de Ares-
tas

O PBEA é um problemaN P -completo em que, dado um grafo bipartid® = (U; V; E)

e um inteirok 0, ondeV e U sao conjuntos nao vazios de vérticeske € um conjunto
de arestas, o0 objetivo € adicionar ou remover no maxinkoarestas de forma a tornaiG

uma unido disjunta de subgrafos bipartidos completos maxais (bicliques). As arestas
adicionadas tém sempre um extremo efd e o0 outro emV.

Do ponto de vista pratico, pode-se citar varias aplicacde® dPBEA: analise de dados
biolégicos, projetos de redesulticast, mineracédo de dados e formacao de células de ma-
nufatura (proposta neste trabalho). Do ponto de vista tedco, por serN P -completo [3],
encontrar uma forma viavel de resolver o PBEA ja correspon@deum desa 0. Além disso,
o fato do problema ser pouco explorado na literatura acresta uma motivacao extra por
haver muito trabalho a ser desenvolvido.

Um problema semelhante ao PBEA é Gluster Graph Editing Problem , primei-
ramente estudado por Gupta & Palit [41]. Ele consiste em toam G uma unido disjunta
de subgrafos completos (cliques), onde o grafo de entra@ando é necessariamente bipar-
tido [7]. Ambos sédo casos de problemas de particionamento gnafos. Varios tipos de
algoritmos de particionamento sao descritos por Pothen [[7& sdo aplicados em diversas
areas da ciéncia da computacao. Ja Alpert & Kahng [2] mostraoomo explorar o espaco
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de solucBes viaveis atraves de algoritmos gulosos, buseasik, simulated annealinge
algoritmos evolucionarios. No entanto, pouca coisa é apeetada para resolver o PBEA.

O conceito de biclusterizacéo foi introduzido em meados déahda de 70 [42], mas o
primeiro uso do termo se deu no contexto da biologia computanal com o trabalho de
Cheng & Church [22]. Desde entéo, algoritmos tém sido propos e utilizados neste e em
outros campos de aplicacao [1, 9, 31].

Nomes como co-clusterizagéo, clusterizagao bidimensipmatre outros, séo frequente-
mente utilizados na literatura para se referir ao mesmo prima. Em suma, este conceito
denota a existéncia de submatrizes signi cativas em umaada matriz, ou seja, um sub-
conjunto de linhas e de colunas que possuem padrdes Unicasehdos em um certo método
de classi cacao.

No entanto, existem diversas formulacfes e contextos pargrblema de biclusteriza-
cdo. E possivel representar a matriz através de um grafo bipido, considerando as linhas
e colunas como vértices, no qual cada conjunto de vérticemlilas e colunas) pertencem
a partes diferentes da mesma biparticao.

Em um grafo bipartido sem pesos, urhicluster ideal € um subgrafo bipartido completo
(biclique). A presenca de bicliques indicaria um alto grauedsimilaridade entre os dados
agrupados. Em especial, chama-se de gr&ficluster (ou biclusterizado) o grafo bipartido
no qual cada uma de suas componentes conexas forma uma hieliq

Neste trabalho, é focada a versao de otimizagdo do PBEA, dédo formalmente em
Amit [3] na sua versao de deciséao:

Problema de Biclusterizacdo por Edicdo de Arestas

INSTANCIA: Um grafo bipartido G = (U;V;E) e um inteirok 0.

QUESTAO: E possivel realizar no maximd edicbes de arestas (remogdes e adigdes entre
U e V) de forma a tornar G um grafo bicluster?

v E

SEE

(a) Instancia. (b) Solucéo.

Figura 1.1. Exemplo do PBEA.

A Figura 1.1 mostra um exemplo de um grafo onde uma adicéo, st& (3; 6), e uma
remocdao, arestd3; 8), tornam-o um grafo biclusterizado. Observe que esta ndo éadLgao
Otima, uma vez que bastaria uma edicao, remover a aregta 7), para torna-lo um grafo
biclusterizado. Além disso, considera-se um unico vérticemo uma biclique, representada
na gura pelo vértice 5.
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A demonstracdo de Amit [3] de que o PBEA (em sua versao de dé@cyé um problema
N P -completo é feita a partir de uma reducao polinomial do probina3-Exact 3-Cover
no mesmo trabalho, propde-se uma formulacdo em programagéateira binaria e um
algoritmo 11-aproximado para o problema. Ja o trabalho de PBiti et al. [76] propde um
algoritmo que usa uma nova estratégia baseada em técnicasldeomposicdo modular. O
algoritmo resolve o problema em temp®(4X + n+ m), em quek € o nimero de edi¢des
no grafo,n é o niumero de vértices en 0 nimero de arestas. Com base no trabalho de
Amit [3], Guo et al. [40] prop6em um algoritmo randémico 4-apximado.

Com relagcéo as meta-heuristicas, Pinheiro et al. [73] e Sauslho et al. [85] abordam
o problema através do método GRASP. Sousa Filho et al. [85jnagparam seu GRASP com
as heuristicas da literatura e propdem uma regra de reducata no trabalho de Pinheiro
et al. [73], o GRASP é comparado com um método exato adiciormeao pré-processamento
descrito neste trabalho. Posteriormente, Pinheiro et al7P] apresentam a relagdo entre o
PBEA e o PFCM. Em Pinheiro et al. [71], o algoritmo é estendidpara qualquer outro
problema de Programacéo Linear-Fracionaria Inteira.

Outras variacbes do problema sdo apresentadas por Amit [3Algumas variacbes
tornam-se polinomiais, como encontrar a biclique com a maxa soma de pesos em seus
vértices. Porém, a maioria continua na clasd¢ P -completo, como:

A

encontrar uma biclique cujas particbes possuam cardindaddesa e b respectiva-
mente;

encontrar uma biclique com partes cujas cardinalidadesjaen maiores que um dado
inteiro k;

encontrar uma bicligue com mais qué&k arestas;
encontrar a bicligue com a maxima soma de pesos em suas asst

encontrar k bicliques, considerando apenas adi¢coes de arestas, de éoque cada
vértice i em U apareca em apenas urdluster (biclique).

Dentre essas variantes, &-MINBCP (ultimo item) sera abordado na Secédo 1.3.

1.1.1 Algumas Aplicacbes para o PBEA

O PBEA pode ser aplicado para resolver qualquer problema gtenha como objetivo
uma biclusterizagdo com ambas as partedJ (e V) exclusivas. Nesta se¢do, algumas
aplicacdes para o problema seréo introduzidas; dentre glasanalise de dados biol6gicos

que € a principal e mais estudada aplicacdo e o problema de brmacéo de células de
manufatura (aplicacdo proposta neste trabalho).
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Analise de Dados Bioldgicos

O conceito de agrupamento de dados etiusters surge em muitos contextos e discipli-
nas diferentes. A modelagem através do PBEA produz boas sgiles para um problema
de biologia computacional que consiste em encontrar um bormgrapamento de genes que
satisfaca a um critério de homogeneidade, ou seja, genestdede um agrupamento de-
vem ter uma alta semelhanca entre si, e a separacao entre osipgmentos deve ser bem
de nida [22, 57, 91].

A analise de dados bioldgicos tem como entrada uma matriz geflinha) carac-
teristica ou fenotipo (coluna). As caracteristicas podenesde individuos diferentes ou
até de diferentes condicfes experimentais do mesmo indixdgdcomo por exemplo tecidos
diferentes: um canceroso e um saudavel. A linha de um detenailo gene é chamada de
padrdo de expressao do referido gene. Ja a coluna é chamadpeld de expressao da
condigao.

A matriz gene caracteristica € uma poderosa fonte de informacéo para abtdos
bioldgicos. O principal objetivo neste tipo de estudo é obtema melhor compreensao das
funcdes dos genes. Para isso, utiliza-se a ideia de que ogg@om padroes de expressao
semelhantes tendem a ter uma funcionalidade semelhante.nC®so, é possivel identi car
per s de doencas, decifrar mecanismos de regulacdo do oigar, realizar genotipagem
(processo laboratorial para de nir genétipos), desenvay drogas etc.

Com a matriz gene caracteristica cria-se um grafo bipartido onde os genes e as
caracteristicas serdo as partes da biparticdo. Isto tramsma o problema do agrupamento
de genes no PBEA.

Projeto de Redes Multicast

Uma sessdo denulticast é de nida como um subconjunto de clientes que requerem
a mesma informacdo. Cada cliente pode exigir varias sessgadticast. A principal
limitac&o é que uma rede de telecomunica¢des ndo pode cdatrmuitas sesséemulticast
ao mesmo tempo. A solugcédo encontrada é agrupar as sessdesmmmimero limitado de
grupos.

Um exemplo de sessamulticast é TV sobre IP. Neste exemplo, um subconjunto de
clientes pode requerer o mesmo canal ou 0 mesmo subconjungocdnais, durante um
dado periodo de tempo. Faure et al. [31] mostram que uma varia do PBEA auxilia
no projeto de uma redemulticast. Neste problema, as partes da biparticdo sdo formadas
pelos conjuntos de clientes e sessdes.
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Mineragcao de Dados

Dados sdo normalmente armazenados em uma base de dados (oa nnatriz de dados)
na qual cada registro possui uma coluna de atributos [1]. Enplecacbes com centenas ou
milhares de registros, uma alternativa para descobrir nosanformacgdes e conhecimento
se d4 atraves da biclusterizacao.

Imagine itens a serem vendidos em um supermercado. O objet& a descoberta de
padrdes ocultos. Descobrir compras semelhantes pode ajuda supermercado a melhor
dispor seus produtos, identi car padrGes de seus clientegjar regras de associagcdo que
ajudem em promocoes etc. Todas essas informacfes nao sepiaroeptiveis ja que muitos
dos padrdes de compra ndo sédo aparentes.

Ao dispor de uma matriz compra item (registro da compra item comprado),
um algoritmo de biclusterizacdo pode nos dar uma boa visdosdeelagbes ocultas nos
dados. Diferentemente do uso de algoritmos de clusterizagém que cada compra €
avaliada usando todos os seus itens, a biclusterizacdo &arga, neste caso, melhores
resultados que uma clusterizagdo, ja que nela nem todos @ng de uma compra podem
estar contribuindo para esseluster.

Da mesma forma que a aplicacdo para um supermercado, é padsazer uma associa-
¢cdo com classi cacdo de documentos, onde se obtém uma matiicumentos palavras
[9]. A classicacdo em si ocorre de forma semelhante a ap{iéa de dados biolégicos
descrita anteriormente.

1.2 Problema de Formacéo de Células de Manufatura

Uma manufatura celular € uma aplicagdo do conceito d&ecnologia de Grupo Ela
se prop0e a identi car e agrupar partes similares com o objab de otimizar o processo
de manufatura. Seu conceito foi proposto originalmente pdflanders [33] em 1924, e
difundido por Mitrofanov [64] em 1966.

Em 1971, Burbidge [13] propds uma das primeiras técnicas aaa criacdo de um
sistema de manufatura celular, @nalise de uxo de producdoA partir deste trabalho, o
modelo de manufatura foi utilizado como uma estratégia e ente com grandes vantagens
de utilizacdo. As principais vantagens de uma industria atklr a formacédo de células de
manufatura sdo: reducdo do tempo necessario para preparanaquina para a producao;
reducdo do tempo de fabricacéo; reducdo nos custos de traorsp das matérias-primas;
simpli cacdo do uxo de producéao; e melhoria na qualidade doprodutos.

Pode-se representar um sistema de manufatura por uma matbinaria parte  ma-
quina em que seus elementos possuem valor 1 se a parte é fabbagela maquina, e 0
caso contrario. O objetivo do PFCM é formar células nas quassio agrupadas maquinas
dedicadas a producdo de uma familia de partes. E assim, obt&lulas com um alto
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nivel de similaridade entre as partes e as maquinas utilizzslem sua fabricacdo. Como
consequéncia disso, obtém-se uma reducdo no numero de dash@ntos de partes entre
células e um melhor aproveitamento das maquinas na célula.

Para se obter essas células, fazem-se permutacdes entrénhad e colunas da matriz
a m de formar submatrizes de 1's na diagonal principal e sulmrizes de 0O's fora. A
Figura 1.2 mostra um exemplo de uma célula de manufatura a esgda e a clusterizagéo
formada pelas permutagfes a direita.

M, M, Mz Ms Ms M2 Mz Ms Mi My
pPlO 1 1 0 1 P11 1 110 0
1 o o 1 o P;1 1 1 010 0
P,lo 1 1 0 o0 P10 1 1]0 0
P11 0 0 1 0 ) P, 0 0 0|1 1
Ps 1 0 0 0 1 P, O 0 0 1 1
Py 1 0 1 1 0 P, 0 0 1|1 o
P10 0 1 0 1 P 0 1 o0]1 1

Figura 1.2: Exemplo de uma resolu¢do do PFCM.

1.2.1 Literatura do PFCM

O PFCM é um problema que tem sido muito explorado, principalente nas ultimas
trés décadas. Além da forma em que foi apresentado, o0 PFCM poser generalizado
e acrescido de outros fatores que o tornam mais realista. Rotemplo, acrescentar ao
modelo novas restricbes, como: operacdes que sdo requiagatempo de preparo e pro-
cessamento de cada operacdao. Em 1998, Selim et al. [83] merana reviséo da literatura
tendo como foco principal o problema generalizado. Postnminente, em 2010, Papaioan-
nou & Wilson [69] atualizaram a revisao de literatura. Nesgetrabalhos, séo apresentadas
as principais técnicas empregadas ao longo dos anos, deetes:

" algoritmos descritivos;

" técnicas de clusterizacéao;

" técnicas de particionamento em grafos;

" técnicas de inteligéncia arti cial, tais como:

|6gica fuzzy
redes neurais

simulated annealing
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~ metaheuristicas, tais como:

algoritmos evolucionarios
colénia de formigas

busca tabu.

Com relacdo a variante estudada neste trabalho e apreserdgaanteriormente, 0s pri-
meiros algoritmos nessa linha foram o ZODIAC e o GRAPHICS [186]. Com relagéao
a meta-heuristicas, o principal trabalho foi publicado em@4 por Goncalves & Resende
[37]. Nele, apresenta-se uma técnica que combina algoritgenético com uma heuristica
de busca local. Alguns de seus resultados ainda sdo os mahpjuntamente com os
trabalhos de Wu et al. [95], de Pailla et al. [68] e de Marting @l. [59].

No que diz respeito as formulacbes matematicas do problentem excecdo de ape-
nas uma, todas as formulagdes encontradas sdo néo lineareginica formulacdo linear
encontrada na literatura € a de Boctor [10]; porém, ela possuma fung¢éo objetivo ndo
linear que foi linearizada. Além disso, ela considera apasnas 1's fora das células. Por
esses motivos, este trabalho ndo sera comparado com o métoaiposto. Na Secédo 1.2.3,
encontra-se uma discussdo mais aprofundada sobre as fusgdigetivo.

Vale ressaltar que, no desenvolvimento desta tese, ndo facentrado nenhum trabalho
que resolvesse de forma exata as instancias da literatura.pekas no periodo nal de
desenvolvimento deste trabalho, Bychkov et al. [14], indepdentemente, resolveram 14
das 35 instancias da literatura utilizando uma formulagéoifrente.

1.2.2 Tamanho da Célula

Alguns trabalhos de nem um valor maximo para o tamanho da céla. Sua nalidade
€@ manter as operagdes sob controle ou, no pior caso, limitarespaco disponivel. A
grande maioria dos trabalhos proibe toda célula de possuienos que duas partes ou duas
maquinas; a esta célula da-se o nome dmgleton No entanto, ndo existe um consenso
com relacdo ao tamanho das células. ZODIAC e GRAPHICS, poramplo, proibem
singletons assim como Goncalves & Resende [37]. Outros trabalhos namsideram
nenhuma limitacdo de tamanho minimo, permitindo até a exi8hcia de células vazias,
como é o caso do trabalho de Pailla et al. [68]. H& autores queam no meio termo,
como por exemplo James et al. [44], que permitesmgletonse proibem células vazias. O
principal problema dessa divergéncia € que muitos trabatkh@mdo comentam qual modelo
estdo utilizando e até mesmo comparam com trabalhos que iz@m modelos diferentes.
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1.2.3 Funcgdes Objetivo do PFCM

No decorrer dos anos, diferentes formas de avaliar uma s@lagdo problema foram
propostas, todas sempre se baseando nas seguintes de rigoe

A

N; € o numero total de 1's na matriz, ou seja, o numero de relacgeste maquina,;

A

N Ut é o nimero total de 1's fora dobiclusters ou seja, o nimero de partes que séo
utilizadas em maquinas deiclusters diferentes;

A

N/" é o nimero total de 0's dentro dodiclusters ou seja, o nimero de maquinas
subutilizadas nobicluster.

No primeiros trabalhos sobre o tema, como a formulagdo de Barc[10], apenash Ut
era utilizado. Isto ocorre até o trabalho de Chandrasekhama& Rajagopalan [17], no qual
0s autores argumentam que, além de minimiz&t?t, também era preciso minimizaiN".

Muitas medidas de qualidade de solucdo foram propostas nocdeer dos anos. O
trabalho de Sarker & Khan [80] faz uma avaliacdo destas métais. Dentre as principais
métricas encontradas na literatura destacam-sé& ciéncia de Agrupamento[18]; E cacia
de Agrupamento[49]; indice de Capacidade de Agrupament@3]; e Medida de Agrupa-
mento [63].

A abordagem utilizada nos trabalhos atuais é & cacia de Agrupamento , proposta
por Kumar & Chandrasekharan [49]. Pode-se de ni-la como:

_ Ni N

= L. 11
Ny + NJ" 1)

Observe que o objetivo € maximizar a e cécia; assim, quantoais préximo de 1 for este
indice, melhor sera o agrupamento. Com isso, formalizangmde-se de nir o PFCM da
seguinte maneira:

Problema de Formacédo de Células de Manufatura

INSTANCIA: Uma matriz binaria M e um inteiro 0 o 1

QUESTAO: E possivel realizar permutacdes entre as linhas elunas deM , respeitando
as restricbes de tamanho, a m de formar submatrizes em que a&ia de agrupamento
seja maior ou igual que %?

1.3 k-Clustering Minimum Biclique Completion Pro-
blem

Outro problema que foi estudado nesta tese ékeClustering Minimum Biclique Com-
pletion Problem (k-MINBCP) que consiste em encontrak clusters no qual cada vértice
em U aparece em apenas urmluster. Ja um vérticej emV aparece noglusters em que
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ao menos um de seus vizinhos aparece. A funcdo objetivo miiziano nUmero de arestas
adicionadas a solugéo.

(a) Insténcia com k =2 (b) Clusterizacéo (c) Solugéo

Figura 1.3: Gualandi et al. [39]

e k = 2 é a instancia do problema. Para se obter uma solu¢do primeirante deve-se
obter uma clusterizacdo emJ. A Figura 1.3b mostra uma clusterizacdo formada por
U = fl;2g e U, = 3;4g. As arestas azuis sdo induzidas pdd,; enquanto que as
vermelhas sdo induzidas pobt),. Note que o vértice 9 pertence aos doiusters uma
vez que o particionamento é apenas ebh. Por m, para formar o grafo bicluster deve-se
adicionar as arestas faltantes, no caso as arestés; 9), (2;5), (2;7) e (3;9). Como mostra
a Figura 1.3c. Como foram adicionadas quatro arestas, o coigbtal da solucéo € igual a
quatro.

Este problema foi introduzido em Faure et al. [31] comWulticast Cover Problem
Neste trabalho o problema foi resolvido por Programacéao lear Inteira. Ele consiste em
uma variante do BEGP adaptada para um projeto de uma redaulticast. Posteriormente,
Gualandi et al. [39] propuseram um algoritmddranch-and-Price para o problema.

1.4 Contribuicbes da Tese

A principal contribuicdo da tese é, sem duvida, a relacdo eato PBEA e o PFCM. A
partir desta relacéo séo propostos:

" algoritmo Branch-and-Cut (B&C) para o PBEA com:

algoritmo de separacéo;

pré-processamentos;
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" trés algoritmos exatos para o PFCM,;

" nova formulagéo linear-fracionéria para o PFCM,;

" formulacgéo linear para o PFCM;

" algoritmo heuristico hibrido (matheuristic) para o PBEA;
" algoritmo heuristico hibrido (matheuristic) para o PFCM;

" algoritmo heuristico para uma variante do PBEA.

1.5 Estrutura do Trabalho

A continuacao deste trabalho esta organizada da seguinte nedra:
" Capitulo 2: apresenta os fundamentos dos métodos exatos eutisticos;

" Capitulo 3: apresenta métodos exatos para o PBEA e para o PRC(estes ultimos
baseados na relacéo entre o PBEA e o PFCM);

" Capitulo 4: contém a proposta de um algoritmo hibrido para aesolucdo do PBEA
e do PFCM;

" Capitulo 5: contém a proposta de um pré-processamento paaaesolucao do PBEA;
" Capitulo 6: exibe e discute os resultados computacionais;

" Capitulo 7: apresenta conclus@es e trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentos

Este capitulo apresenta um resumo dos conceitos necessap@ara um melhor entendi-
mento deste trabalho. O capitulo est4 organizado da seguérforma: a Se¢do 2.1 apresenta
conceitos importantes sobre programacédo matematica, jamente com os conceitos fun-
damentais sobre otimizacdo que posteriormente serdo adiia nos métodos propostos.
A seguir, a Secao 2.2 introduz os conceitos sobre algoritni@suristicos.

2.1 Programacao Matematica

Muitos problemas praticos e teéricos em ciéncia da compua; engenharia, pesquisa
operacional e diversas outras areas podem ser formuladasmeoum problema de pro-
gramacgdo matematica ou, simplesmente, uproblema de otimizagédo Para resolver um
desses problemas, deve-se maximizar ou minimizar uma detgrada fungdo com uma ou
varias variaveis, de forma que todas as restricoes se satjsim; estas, por sua vez, sdo
modeladas sob a forma de equacgdes ou desigualdades. Raag g otimizagdo como o
ato de encontrar a melhor solu¢cdo nas circunstancias dadas.

2.1.1 Problema de Otimizacéo
Um Problema de Otimizacao pode ser descrito da seguinte fam

max f(x)

s.a g(x) 0O i=1;:::;m:

emquef :R"! Reg:R"! R (i=1;:::;m). Note que, neste caso, todas as funcdes
sdo continuas. Uma solugéo é ditaiavel se ela satisfaz a todas as restricdes, ou seja,
todas as inequacfegi(x) 0 sao validas. A funcao objetivd associa para toda solucéo
um numero real que indica o valor ou a qualidade da solugéo.

11
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De nicdo 1 (Otimo global ). Considere queS é o conjunto das solugdes viaveis. Uma
solugdos 2 S é um 6timo global se ndo ha nenhuma outra solugdo que possuthone

valor (maior ou menor) da funcéo objetivo; em outras palavsaconsiderando um problema
de maximizacgéo, tem-se quds 2 S;f(s) f(s).

De nicdo 2 (Otimo local [90]). SejaN : S! 25 uma funcéo de vizinhanga que mapeia
cada solucdos 2 S em um conjunto de solugdedl(s) S. Uma solucdos®2 S é um
otimo local (ou uma solucdo sub-6tima) se ndo ha nenhuma @utsolucdo de melhor
qualidade em sua vizinhangca. Por exemplo, considerando urolppema de maximizacao,
tem-se que8s 2 N(s9;f (s) f(s). Em particular, a vizinhanca de uma solucds em
um espaco continuo € uma bola com centsoe raio igual a , sendo 0.

Note que todo 6timo global € também um étimo local e que o in&r pode ser falso.
Da mesma forma, mais de um 6timo global pode existir. Com isgmode-se dizer que o
principal objetivo em um problema de otimizacdo é achar umiéto global. A Figura 2.1
ilustra uma funcédo continuaf e seus 6timos locais e global.

y
Méaximos locais Méximo global

l

f(x)

Figura 2.1: Maximos locais e o0 maximo global.

Diferentes modelos de Programagédo Matematica podem ser ds® para modelar e
resolver diferentes problemas de otimizacdo. Basicamenétes podem ser divididos em
Linear e N&ao Linear; ou em modelos de Programacdo Continuajska e Inteira. Nesta
tese serdo abordadas técnicas de Programacédo Linear Irde& Programacédo Linear-
Fracionaria Inteira para a resolucdo do PBEA e do PFCM, respBvamente.
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2.1.2 Problema de Programacao Linear

Um Problema de Programacéao Linear (PPL) pode ser de nido sab seguinte forma:

X

max CiXi (2.1)
i=0

S. a aijXi b j=1;2::;m (2.2)
i=0
xj O (2.3)

em quec; , a;j el sdo dados (nimeros reais) X representam as variaveis de decisdo. A
funcgéo linear a ser maximizada (2.1) é denominada fungéo etiyo. Ja as restricdes (2.2)
determinam o dominio do problema. Por m, as restricbes (2.3&0 conhecidas como
restricdes de néo negatividade ou triviais.

A Programacéo Linear (PL) é, sem duvida, uma das mais difundidas. Os estudos
iniciam-se por volta de 1824, quando Fourier utilizou a ideide PL para solucionar siste-
mas de desigualdades lineares. No entanto, o primeiro algjmo para a resolugédo de um
problema de PL foi proposto por Dantzig [27] em 1947. Tal algomo foi denominado mé-
todo simplex. Apesar de ter bons resultados praticos no casedio, o algoritmo simplex
possui complexidade exponencial no pior caso. Em 1978, Khigan propds o método dos
elipsoides, e mostrou que seu algoritmo possui complexidgablinomial. Outro algoritmo
polinomial é o método de pontos interiores proposto por Kamwkar [45] em 1984.

2.1.3 Problema de Programacao Linear Inteira

Um problema deProgramacao Inteira (PI) pode ser representado da seguinte
forma genérica:

max c'x (2.4)
s.a Ax b (2.5)
X2 2Z" (2.6)

em quex é um vetor de varidveis de decisdo. O objetivo € maximizar anftéio c'x,
enquanto que as variaveis devem atender ao conjunto de regies lineares (2.5). A
di culdade em resolver um problema de Pl da forma (2.4) (2.pencontra-se nas restricoes
de integralidade (2.6), que tornam o problem&l P -dificil [46].

Uma tentativa de resolver o problema acima & omitir a rest@p de integralidade (2.6);
dessa forma obtém-se o problema relaxado. A solucédo relaxgde ser obtida em tempo
polinomial através de PL. Essa solucdo pode ser fracionaaa inteira, mas, de qualquer
forma, a PL fornece um limite dual (ou limite superior) para g@roblema de maximizacéo
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da PI. No caso de a solucao ser inteira, observe que o probleted?! também foi resolvido.

O fato de que pode-se resolver um problema de PL em tempo pofimal, e que sua
resolucdo sempre fornece um limite dual, possibilita a ushcdo da PL em algoritmos
de enumeracdo, como @ranch-and-Bound (B&B) e suas variantes. Para se resolver
um problema de PL utiliza-se, normalmente, o algoritm&implex de Dantzig [26], que é
exponencial no pior caso. Entretanto, ele apresenta no casedio resultados melhores
gue os demais algoritmos.

2.1.3.1 Branch-and-Bound

O Branch-and-Bound (B&B) é um método exato utilizado para resolver problemas de
programacao inteira [93]. O primeiro algoritmo B&B para Pl éi proposto por Land &
Doig [54] em 1960. Trés anos depois, Little et al. [55] apratsram uma aplicacdo com-
putacional bem-sucedida do B&B para d’roblema do CaixeiroViajante (PCV).
Eles foram os primeiros a chamar o método de B&B [4].

Neste método, o problema é dividido em subproblemas com daios disjuntos. Cada
um deles € representado por um n6é em uma estrutura de arvore. cAda iteracdo, sao
calculados limites primal e dual em um né da arvore e é execdgaa ramicacao do
problema em dois novos subproblemas. Esses limites sdoizdilos para eliminar gran-
des subconjuntos de candidatos infrutiferos. Eles podenr sbtidos, por exemplo, pela
solucéo relaxada e por uma solucéo heuristica, respectianite.

O método comeca resolvendo a relaxacdo de uma determinadsténcia do problema,
por exemplo:

max c'x s.a x28; (2.7)

na qual S é um conjunto de restricdes que podem ser representadas par b, Com

a relaxacdo resolvida, encontra-se a solucdo. Sex for uma solucao inteira entdo o
problema esta resolvido. Caso contrario, o algoritmo esheluma variavelx; com valor

fracionario. Como o valor dex; € fracionario, faz-se:

°= ;e e = dxe (2.8)

Com isso, o algoritmo faz a rami cacdo e o problema original(7) se transforma em
dois subproblemas:

max c'x s.a x2Sex; ° (2.9)
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max c'x s.a X2S ex; 00 (2.10)

Isso se repete para cada né da arvore, e dessa forma, a cadpeetto B&B, novos nds sao
criados. A Figura 2.2 mostra o problema inicial (2.7) como aiz da arvore. Em seguida,
a mesma foi dividida em dois subproblemas (2.9) e (2.10).

S

0 0
Xy 1 Xy 1

0 0

XX 1 Xy 1

XX 3 X5 3°
0 0
S S
2 2
X3 3 X3 3

Figura 2.2: Arvore do Branch-and-Bound [4].

Se o algoritmo continuasse dessa forma, obteria apenas unmptes enumeracdo. O
que diferencia o B&B de uma enumeracao sédo as podas. Com asgsoelimina-se uma
grande quantidade de solu¢gdes sem nem mesmo avalia-las. 8dgs podem ser:

por otimalidade, quando os limites inferior e superior dem ramo sao iguais, ou
seja, a solucdo 6tima deste subproblema foi encontrada, nd@vendo necessidade
de examiné-la;

por limite, quando o limite superior de um né é menor (maxinzac¢do) que o limite
inferior do problema, e conclui-se que o 6timo do problemam&e encontra neste
ramo;

por inviabilidade, quando ndo existe solu¢gdo no ramo.

Terminada a poda, o algoritmo faz uma nova iteragdo, sempregaiindo essa ordem:
escolhe um no, resolve a relaxacdo, obtém os limites primaisiuais, realiza a poda ou
faz a rami cacédo e inicia uma nova iteracdo. Esse processatioua até que todos os nos
sejam avaliados.
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2.1.3.2 Meétodo de Planos de Corte

Um método de planos de corte consiste em uma busca iterativant o objetivo de
re nar um conjunto viavel ou funcdo objetivo por meio de inegacdes lineares, chamadas
cortes [93]. Em 1954, Dantzig et al. [25] resolveram o prabha das 49 cidades. Este
problema consiste em resolver o PCV formado pelas 48 capstdos EUA mais a capital do
pais, Washington. Dantzig et al. reduziram o problema para24cidades e resolveram-no
usando o primeiro algoritmo de plano de corte.

Gomory [35, 36] obteve grandes resultados com algoritmos glanos de corte fracio-
narios. Outro importante resultado tedrico é o trabalho de Kvatal [23], onde propde-se
o procedimento de Chvatal-Gomory e prova-se que toda ineaqad@ valida pode ser encon-
trada aplicando o procedimento proposto um nimero nito deeazes.

A ideia de um algoritmo de plano de corte consiste em resoh@melaxacédo e obter
uma solucaax ; se a solucéo for fracionaria, deve-se adicionar novas rgtes (cortes) que
tornem a solucao fracionaria inviavel. Para encontrar umaaowa restricdo, € necessario
conhecera priori uma familia F de inequacdes validas para o problema. Conhecendo
F e x , o algoritmo responsavel por encontrar uma equacao violagar x é chamado
de algoritmo de separacaoSe o algoritmo de separagdo encontra uma restricao violada
deve-se adiciona-la a formulagdo do problema e resolver ammente a relaxacao linear.
Esse ciclo continua até que se encontre uma solucdo inteita@algoritmo de separacao
nao encontre um Novo corte.

Caso o plano de corte termine sem uma solucéo inteira, a follagfo composta pelo
problema original juntamente com todas as restricdes adiciadas pelo plano de corte
podem servir de entrada para um algoritmo B&B.

2.1.3.3 Branch-and-Cut

Com o surgimento do B&B e dos métodos de planos de corte, o prexso dos métodos
de resolucéo de problemas de Pl havia cado limitado, até gueo meio dos anos 80, foi
apresentada uma solugédo chamadgranch-and-Cut (B&C). Seu nome foi introduzido por
Padberg & Rinaldi [67], apesar de ja existirem trabalhos aatiores.

O B&C é uma generalizacdo do B&B. E a unido dos conceitos de B&B®m planos
de corte. Consiste em um B&B em que, a cada iteracdo, € execdaum algoritmo de
separacao. Este algoritmo tem como objetivo encontrar navaestricdes (cortes) que sao
adicionadas aos subproblemas, deixando assim o problemagmastrito e, consequente-
mente, mais proximo da solucao inteira.
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2.1.4 Problema de Programacédo Fracionaria Continua

Antes de de nir os modelos de Programacao Fracionaria, segn algumas de nigdes
que auxiliardo em um melhor entendimento.

De nicdo 3. Dado um conjunto dem pontos Xi;X,;:::;Xm 2 R", um pontoz 2 R"
€ uma combinag&o convexa dos pont@s,;::: ;xne) se existe 2 R™ que satisfaga:(i)
i 0 i=1;2::;m; (i) 2, i=1,ondez= I X

Denicdo 4. Um conjunto S R" é dito convexo se qualquer combinacdo convexa de
quaisquer dois pontos d& também esta ent. Ou seja, se qualquer linha reta que liga
dois pontos deS estiver completamente contida nele.

Lema 1. Uma funcdof : S! R denida em um conjunto convexdS é quase-convexa
em S se, e somente se, para todagy 2 Se 2 [0;1] vale

f(x +(1 )y) max f(x);f(y) :

Lema 2. Sef :S! R de nida em um conjunto convexd € quase-convexa er8 entao
gualquer maximo local também é um maximo global.

SejamS R"eg;h:S! R fungdes continuas em qub(x) > 0 para todox 2 S.
Um problema de programacao fracionaria continua é de nidoadseguinte forma

90

max f(x) = h(x)

s.a X28S:

Uma classe importante da Programacgdo Fracionaria Continuaa Programacéo Fra-
cionaria Cbncava. Para os problemas pertencentes a estasskg 0 conjunto das solucdes
vidveis S é convexo e as func¢dease h sdo respectivamente cbncava e convexa. Adicional-
mente, g € ndo negativa oth € am [6]. Note queh continua positiva emsS.

Um caso especi co da Programacéao Fracionaria Concava Bragramacao Linear-
Fracionaria  (PLF). Como o nome sugereg e h sdo ans eS é convexo. Formalmente,
um problema de PLF pode ser de nido como um problema de otinaizdo no qual a funcéo
objetivo é uma razéo de duas funcdes ans e 0 espaco de solsgdem poliedro. Neste
caso, a funcéo objetivo € quase-convexa, o que implica quelacio Otima sera obtida em
um ponto extremo do poliedro [6]. Este resultado pode ser demido utilizando os Lemas
le?2.

2.1.4.1 Transformagdo de Charners-Cooper

Devido a caracteristica mencionada, a PLF tem sido muito estada na literatura
e muitas solugdes foram propostas. Entre elas, destaca-sgamsformacdo de Charnes
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& Cooper [21] que transforma um PLF em um PPL. Neste caso, a sgfio do PPL
corresponde a transformacao inversa da solugéo do PLF.
Considere o seguinte problema:

g(x) _ c'x+
h(x) dTx+

max f(x) =

s.a Ax b

Considerando qués é nao vazio, a transformacéo Charnes-Cooper € dada pela¢iiade
um novo vetor de variaveisy 2 R", através da expressao

1

y= dx+ X;

além da criacdo da variavet 2 R, dada por

t—il :
T odTx+

Dessa forma, o problema de PLF original € equivalente ao seye problema:

max c'y+ t

s.a Ay Dbt
dy+ t =1
t O

Com isso, as solucbes das variavgi®t podem ser transformadas na solu¢do do problema

original através de
1
X = =y:
ty
Se o0 problema original exige que as variaveissejam inteiras, deve-se, entdo, adicionar
a condicao de quéy deve ser inteiro. Isto torna dificil a utilizacdo desta trasformacéo

em problemas deProgramacéao Linear-Fracionaria Inteira (PLFI).

2.1.4.2 Algoritmo de Dinkelbach

Outra maneira de solucionar um problema de PLF é através do gdritmo de Dinkel-
bach [29]. Este algoritmo é bem similar ao método de Newtonu&ideia fundamental
consiste em sucessivas resolucdes de subproblemas de PL.

Considere o seguinte problema de PLFnaxf % j X 2 Sg. Para resolvé-lo através do
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algoritmo de Dinkelbach serdo criados subproblemas paraneados

P(a) :max g(x) o h(x)
s.a X2S:

Sejamxy e F (¢), respectivamente, a solu¢do 6tima e o valor 6timo do problanparame-
trizado P (g). O algoritmo de Dinkelbach é de nido como segue:

1. escolhaxo 2 S, dena ¢ = 262, e fagak = 1;

2. resolvaP (g) e obtenhaxy e F(q);

3. seF(k) <" (tolerancia), pare e retornex, como a solucdo 6tima do problema
principal,
caso contrario, de nagk.; = ﬂ((it; incrementek, substitua g, por g1 € va para o
Passo 2.

O critério de parada do algoritmo se da pelo valor deé(gc). O Teorema 1 mostra que,
de fato, seF (k) = 0 entdo x, € a solugcéo do problema original.

Teorema 1. [97] SejaP um o problema de PLF e sua parametrizacd®(qg). Entéo,

F(q)=0,comq = ﬂ((f( g se e somente s& é solucdo 6tima deP.

Demonstragao.
() ) Sejax 2 S a solugédo 6tima deP(q) eF(g)=g(x) qgh(x)=0. Por ser uma
solucao 6tima tem-se que

agx) gh(x) g(x) qgh(x)=0; 8x2S:

Com isso,q = 318(( ; Substituindo q na inequacédo acima obtém-se

a(x) %h(x) 0 paratodox 2 S:

Comoh(x) > 0 para todox 2 S, e dividindo a inequagéo poh(x), obtém-se

g g(x).
h(x) h(x)

Logo, x também é a solug&o Gtima d@ : maxf &3 j x 2 Sg.
(( ) Sejamx a solug&o 6tima deP : maxf £ j x 2 Sgeq = &3 o valor 6timo. Entdo
temos que

gx) 909 para todox 2 S:

h(x) h(x)
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Logo,

g0 gix)
h(x) h(x)

Comoh(x) > 0eq = ﬁg‘( ; dividindo as inequacdes poh(x) e porh(x ), e substituindo

g obtém-se que

gx) aqh(x) O

Em outras palavras, 0 € um limite superior para o problemB(q). Como

g(x) ah(x)=0;
isto implica quex é solugéo 6tima deéP(q ); logoF (g ) =0. 1

Corolario 1. O Algoritmo de Dinkelbach retornax, como a solugéo otima do problema
de PLF.

O Algoritmo de Dinlkelbach € extremamente popular ndo apesgor sua simplicidade
mas também por ser aplicavel a todos os tipos de programac@acfonaria convexa
nao apenas a linear. Claramente, nestes casos, a e ciénaanputacional do algoritmo
ird depender principalmente da e ciéncia do calculo de cadaubproblema paramétrico.
Com relac&o a convergéncia do método, uma analise de congarga pode ser encontrada
no trabalho de Crouzeix & Ferland [24].

2.1.5 Problema de Programacao Linear-Fracionéria Inteira

Em muitas aplicagbes, as variaveis de um problema de PLF camestritas a
um conjunto discreto. Um problema desta classe é entdo derinatdo de problema
de Programacéo Linear-Fracionaria Inteira (PLFI). Exemplos de aplicacdes de
PLFI sdo muito comuns principalmente na area de economia; uexemplo disso € encon-
trar a maior razao entre receitas por bens envolvidos.

Da mesma forma, de ne-se um problema de PLFI de modo que o camijo de solugdes
viaveis € um subconjunto deZz". Um problema Programacdo Linear-Fracionaria 0 1
(também chamado de Programacao Hiperbolica 0 1 [38]) é dddo como:

9(x)
h(x)

s.a x2 f 01g"™

max

Dentre os principais problemas dessa classe destacamGerte Fracionario de
Valores , Awvore Geradora de Raz&o Minima , Mochila Fracionaria , Locali-
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zacgdo Fraciondria e Corte Médio Maximo [6]. Da mesma forma que na PI, alguns
problemas de PLFI possuem certas caracteristicas estrugis que tornam sua resolucao
simples.

Em 1979, Megiddo [62] resolve o problema d&vore Geradora de Razdo Mi-
nima em tempo polinomial. Para isso, ele prop6s um método que rescsistematicamente
uma sequéncia de subproblemas parametrizados. Apesar deelbante, a abordagem de
Megiddo funciona de forma diferente do Algoritmo de Dinkelxh.

2.1.5.1 Algoritmo de Dinkelbach para a resolu¢do de Problem as de PLFI

Alguns trabalhos mostram que é possivel utilizar o Algoritm de Dinkelbach para
resolver problemas de PLFI. Nestes casos, 0s subproblents groblemas de Pl e podem
ser resolvidos usando usando técnicas como o B&B, por exempl

Rodenas et al. [79] explicam que, se o dominiotem um numero nito de pontos,
entdo o algoritmo ir4 convergir em um namero nito de itera¢gés, uma vez que a funcao
objetivo decresce estritamente a cada iteracao.

Uma analise do Algoritmo de Dinkelbach em Problemas de PLFiople ser encontrada
no trabalho de Matsui et al. [60]. Os autores mostram que a s#ncia de um algoritmo
polinomial para a Pl (com fung&o objetivo linear) torna a PLFtambém polinomial.

Mais recentemente, Pochet & Warichet [74] e You et al. [97]gelveram um problema
de agendamento cuja funcéo objetivo € fracionaria. Ja Brayl & Arntzen [12] utilizam
o algoritmo de Dinkelbach para maximizar a razdo entre progdo e o valor médio da
capacidade e do inventario empregado em uma industria.

A convergéncia do Algoritmo de Dinkelbach na PLFI depende despaco de solucbes
ter um ndamero nito de pontos [38]. O Teorema 2 mostra a convgéncia do algoritmo.
Como relagéo a sua otimalidade, note que o Teorema 1 tambémaiido para 0s casos em
que as variaveis sao inteiras.

Lema 3. SejamXx; e Xj+1 dois pontos obtidos pelo algoritmo de Dinkelbach em duas
iteracdes seguidas. Se(X+1) = f (Xj) entdoX;+; € uma solucado 6tima.

Prova. Sabe-se quej., = f (xi) = LX) Entdo o problema na iteracdd + 1 consiste

h(xi)
em
Xj
max 900 Guh(d= g T
Como axi:1 = X; tem-se que
) peynx) =0:

Logo, pelo Teorema 1x; € solugdo otima. 1
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Teorema 2. (Grunspan & Thomas [38]) Seja P um problema de PLFI cujo espage
solugdes viavei$ contém um namero nito de pontos. O algoritmo de Dinkelbactpicado
a P obtém a solugéo otima em um numero nito de passos.

Prova. A convergéncia do algoritmo depende de conter um nimero nito de pontos
inteiros. Assuma queS possuik pontos inteiros. Por construgdo o algoritmo gera uma
sequéncia de ponto¢x;) na qualf (xj) f(Xj+1), paratodoi. Se o algoritmo encontra
dois pontos tais que (xj) = f (Xj.+1), de acordo com o Lema 3 tem-se qug.; (Xj+1) =0,

e pelo Teorema 1 vem qug; € uma solucdo otima para o PLFI. No pior caso, o algoritmo

ira gerar k pontos inteirosf (x;) < f (xz) < < f (xk). Comof(x;) f(Xj+1) para
todo i, e Xk € o ultimo ponto, na proxima iteragdo tem-se qu&y.1 = Xk, 0 que implica
f (Xks1) =  (Xi) €, consequentementeZ; (Xxs1) = 0. —

2.2 Meta-heuristicas e Matheuristics

Os algoritmos que ndo garantem que a solucdo € exata sdo chdmsade algoritmo
aproximados. Basicamente, tais algoritmos sao divididose algoritmos de aproximacgao
e heuristicas. Os algoritmos de aproximacao oferecem gdias com relacdo a qualidade
das solugbes encontradas. Para isso, eles sdo, geralmeatgsenvolvidos especi camente
para o problema tratado. No entanto, na maioria das vezes, aajidade das aproximacoes
ca distante da qualidade das soluc¢des 6timas [90].

J& as heuristicas ndo oferecem nenhuma garantia com relagéqualidade das solu-
cbes. Geralmente, as heuristicas se dividem em heuristieapeci cas e meta-heuristicas.
Como o nome diz, a primeira classe € desenvolvida especiat@eara o problema abor-
dado. Ja as meta-heuristicas podem ser vistas corr@meworks utilizados na resolucao
de problemas especi cos. Diferentemente das heuristicapeci cas, as meta-heuristicas
séo aplicadas a problemas gerais e provém de mecanismos dapesde 6timos locais (n&o
globais). Dentre as meta-heuristicas mais utilizadas desam-se: algoritmos genéticos,
programacado genéticasimulated annealing coldénia de formigas, VNS, ILS, GRASP e
busca tabu. Cada método tem sua peculiaridade e uma formaeaténte de escape de
otimos locais. Para mais detalhes, veja os trabalhos de Ta[B0] e Gendreau & Potvin
[34].

O termo matheuristics descreve a integracdo entre a programacao matematica e as
meta-heuristicas. No caso desta tese, técnicas de progrgéwm matematica serdo in-
corporadas a meta-heuristica proposta. Mais detalhes selmatheuristics podem ser
encontrados no trabalho de Maniezzo et al. [58].



Capitulo 3

Métodos Exatos

Nesta capitulo serdo abordados métodos exatos tanto para 8FA quanto para o
PFCM. Primeiramente, é apresentado um algoritmo Branch-ahCut para o PBEA jun-
tamente com um algoritmo de separacdo. Em seguida, € apréadno um método exato
iterativo para o PFCM que utiliza o PBEA como base e um novo madb linear para o
problema. Por m, é apresentada uma generalizacdo do métoterativo para uma classe
de problemas linear-fracionarios.

3.1 Meétodo Exato para o BGEP

Nesta secdo € proposto um algoritmo de Branch-and-Cut paraRBEA. A formula-
cdo matemética utilizada foi proposta por Amit [3], e a ideidundamental se baseia no
fato do grafo P, (um caminho com quatro vértices, apresentado na Figura 3.%gr um
subgrafo proibido para uma solucdo do PBEA. Em outras palaas, um grafo bipartido
G é biclusterizado se e somente €& ndo contemP, como um subgrafo induzido. Para
fundamentar a ideia, sera provado o seguinte Teorema 3.

Figura 3.1: GrafoP,.

Teorema 3. Um grafo bipartidoG = (U; V; E) € um grafo bicluster se, e somente se, nao
conter subgrafos induzido®, como subgrafos proibidos.

Prova. () ) Um grafo biclusterizadoG néo pode conter umP, = (Vq; V; V3; V), POIS O
fato dos 4 vértices pertencerem a mesma componente conexagmente com o fato de
nao existir aresta entrev, e v, contradiz o fato deG ser um grafo biclusterizado.

23
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(( ) Assuma queG é bipartido e ndo contémP, induzido. Para cada componente
conexaB, sejU\ Bj < 2oujV\ Bj < 2, é facil ver queB € uma biclique. Para os
casosem qugu\ Bj 2ejV\ Bj 2, assuma que ndo existe uma aresta e entre
0s Vvérticesv; e vk pertencentes a partes diferentes, onde assume-se que aadisa entre
eles & 1. Como eles pertencem a mesma componente conexa entdo existecaminho
minimo P, = (vy;:::;w) comk 4. Absurdo, poisP4 é um subgrafo induzido dd’, e G
nao contémP, induzido por hipbtese, isto é, existe aresta entre qualqupar de vértices
de partes diferentes enB (B é uma biclique). 1

O modelo matemético para o PBEA é descrito em Amit [3] e sua foulagéo € a
seguinte:

X X

min T v+ Vi (3.1)
+(ii) (ii)

S.a Vit Ykt Ya 2+ 8i6k2UejB612V (3.2)

yij 210;1g 8i2Uej2V (3.3)

em que: (a)yij sdo variaveis binarias em qugj; = 1 se e somente se a solugédo contém a
arestaij ; (b) +(ij) = fij jij 2 Eg € o conjunto de arestas; (¢) (ij) = fij jij 2 Eg

€ 0 conjunto de nao-arestas. A funcdo objetivo (3.1) conta gpotas edicdes de arestas
foram feitas. No caso, as duas somas representam o numero e@acdes e adicdes,
respectivamente. As restricbes (3.2) eliminam os subgraflmduzidos isomér cos aP,.
Por m, as restricbes (3.3) de nem o dominio das variaveis.

3.1.1 Branch-and-Cut

O algoritmo de Branch-and-Cut combina a ideia do algoritmo & Branch-and-Bound
com o algoritmo de planos de corte. No caso, o algoritmo de pdes de corte é aplicado a
cada no6 da arvore de Branch-and-Bound [93].

Note que o nimero de restricdes (3.2) na formulacaqéj?jVj?. Testes preliminares
mostraram que ndo é aconselhavel considerar todas essasi¢gégs. O uso de todas as
restricbes é computacionalmente caro para os metodos exaspecialmente em instancias
grandes. Dessa forma, a solugdo proposta consiste em comecalgoritmo sem estas
restricbes e adicion-las a medida que elas forem violadd%ara isso, foi proposto um
algoritmo de separacéo na Secédo 3.1.2.

No trabalho de Pinheiro et al. [72], a e ciéncia deste algano foi demostrada através
da comparacgdo com o algoritmo utilizado pelsolver de Programacéo Linear Inteira, no
caso o CPLEX , em que todas as restricbes sédo adicionadas ncoder do algoritmo de
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Branch-and-Cut. Dessa forma, o préprigoftware ca responséavel pelo gerenciamento das
restricoes.

3.1.2 Algoritmo de Separacao

Nesta secdo, € proposto um algoritmo de separacdo para o PBE3eu objetivo €
encontrar a restricdo mais violada para cada par de verticdgj ), i 2 V ej 2 U, e
adiciona-la ao modelo. A ideia consiste em utilizar um grafdpartido completo auxiliar
GYU; V;E), em que cada arestdj possui um peso ndo-negativo de nido pelo valoy;;
obtido pela relaxacéo linear. Note que algumas arestas podie ter peso nulo.

Apés a construcio de&’, o Algoritmo 3.1 utiliza programagcéo dinamica para enconrdr
as restricbes. Para isso, 0o custo maximo de um caminho enitrej coms 1 vértices
internos, representado pod;;, € calculado. Os valoresiilj sao inicializados com o valor
da relaxacéo linealy;;. A relagao de recorréncia da programacéo dinamica € apreseia
abaixo:

8
<m|axfdf,1+ djg; paral<s 3;

S —

o, (3.4)

: Yijs ses=1:

Observe o cédigo do Algoritmo 3.1. Na linha 2 do algoritmcnjilj € inicializado com
o valor da relaxacao lineary;. Na linha 3, para cada par de vérticegi;j ), o custo
maximo entre eles considerando caminhos com um Unico végtié calculado @9. Além
disso, o vértice interno deste caminho é guardado na variéug§. De forma similar a
linha 3, a linha 4 calcula o segundo custo maximo. A linha 5 vera, para todo vértice
bk2U(i6Kk)ej 2V, sej pertence ao caminho de custo maximo. Caso pertenca, o
algoritmo escolhe o segundo maior caminho. Neste cadﬁgj representa o custo maximo
entre i e k utilizando um caminho que evita o vérticqg , e ljx representa o vértice interno
correspondente. A linha 6 calcula o custo maximo entriee j utilizando dois vértices
internos, e guarda o valor emd}“‘_‘i, que representa 0P, de custo maximo , e a variavek;;
guarda o vértice internok. Finalmente, na linha 7, para cada par de vértice§;j ), se a
restricdo correspondente for violadadﬁ"‘j dilj > 2) entdo o cortey; + Yj + Y 2+ Yij
parak = k;; el = Iik”. € adicionado ao modelo.

Note que a complexidade computacional da programacéo diniaa é O(jUj?%jV]j).

A Figura 3.2 ilustra um exemplo, envolvendo 5 vértices, da egucao da programacao
dindmica para a obtencdo do corte mais violado para os végg dados. No exemplo, é
considerado o pai(1;5).

Primeiramente, todos os valore$ii1j séo inicializados. Note que a entrada pode ter
valores fracionarios ou inteiros. Por simplicidade, o exgro considerado possui apenas
valores inteiros. No proximo passo, cada valor di%kj caminho de i até k com apenas
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Algoritmo 3.1  Algoritmo de Separacao

Entrada: relaxacéoy
Saida: o conjunto de corte violados da forma; + ykj + Yk

=

funcdo Separacao(relaxacay )

gi2Uej2V

8i:k 2 U (i 6 K)

8i:k 2 U (i 6 k)

8ik2U(i6Kk) ej2V

gi2Uej2V

gi2Uej2V

m funcéo

di = Vij

dil = rE%Xf dij + diig

d2%°= max fdi + d}
ik I2Vnﬂ%g il Ikg

& = did sej 6 1
. di? sej = Ii

= max fdd. + di.
(% k2unfig W ki9

sed djj > 2 adicione o corte y; + yij + Y

(parak = kjj el = li, )

2+ Yij

19 = arglzr\r)axf di + dig

00 — 1 1
Ih = arg maxf dy + d;, g
12vnf1g g

0. ; 0
e = I sej 6 I
L 00. i — 10
L sej = I

— 2 1
k2Unfig

2+ Yij
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0 1 P> Ps Py dfs dis
Y‘ di, =1
'0 d=0 || d2s=2 | (1,4,2,5): d?s +di =33 0=3
o d, =1

0 ‘e dli=1 || =1 | (1;4,35): d+ dz=2
dl, =0
3

Figura 3.2: Exemplo da Programacéo Dinamica para o pdt;5).

um vertice interno € determinado utilizando a informacao obtida no passo anterior. No
exemplo, ha apenas dois caminhos comecando pelo vérticeue gdo(1;4;2) e (1; 4; 3).
Note que o vértice 5 deve ser evitado como um Vvértice internana vez que ele é o destino.
No calculo doP,4 de custo maximo é utilizado d®; associado. No exemplo, B, de custo
méximo é(1;4;2;5) destacado na Figura 3.2. Por m, veri ca-se se a restricao dotida
esta violada. No exempla, di. = 3 > 2; dessa forma, arestricagys+ Yos+ Yos  2+VYis
esta violada e ela é adicionada ao modelo.

Em resumo, o algoritmo de separacao associado as restrig@e?) pode ser visto como
um problema de encontrar um 3-caminho (caminho com exatanterrés arestas) de custo
maximo em um grafo bipartido, o qual pode ser resolvido em t@m polinomial atraves
de um algoritmo de programacao dindmica para mais detalheseja Bellman [8].

3.2 Meétodos Exatos para o PFCM

Dada uma entrada do PFCM, pode-se de nir um grafo de entrad& para o PBEA
consideranddJ como o conjunto dos produtosy como o conjunto de maquinas, E como
0 conjunto de arestas tal quéj € uma aresta deG se e somente se a posi¢dpj ) da
matriz de entrada do PFCM vale 1. Da mesma forma, uma entradaod®BEA com entrada
G pode ser transformada em uma matriz de entrada maquinas piatos do PFCM.

Os dois problemas, de fato, sdo bastante similares; no entano fato de quebiclus-
ters ndo possuem limitacdo de tamanho faz com que uma nova variado PBEA seja
de nida, o Problema de Biclusterizacéo por Edicdo de Arestas com Sing| e-
ton (PBEAS). De ne-se o PBEAS como uma variante com restricdesedamanho para
o PBEA, onde cadabicluster de G deve possuir ao menos, vértices emU e s, vértices
emV. Na transformacgéo do PBEAS para o PFCMs, é o tamanho minimo de linhas nas
células, es. € o tamanho minimo de colunas nas células.
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Dessa forma, € proposta a seguinte formulacédo para o PBEAS:

X X
min 1 yy)+ Yij (3.5)
+( i) (ij)

S. a )§i<|+ykj+Yk| 2+ Yij 8itk2Uejl 2V (3.6)
Yii Sc 8i 2 U (3.7)

iV
Yij  Sr 8 2V (3.8)

i2U
yij 2 0;1g gi2Uej2V: (3.9)

O Lema 4 faz a transformacéo entre o PBEAS e o PFCM.

Lema 4. Ha uma transformacéo bijetiva entre o conjunto de solu¢cdemveis do PBEAS
e 0 conjunto solugdes viaveis do PFCM, de forma que, em cada g solugbes viaveis 0s
tamanhos dos biclusters e células sdo preservados.

Demonstragao. Considere uma instancia do PBEAS, ou seja, uma grafo bipatt G com
as partesU e V. A matriz produto maquina M correspondente do PFCM é mostrada
nas Figuras 3.3a e 3.3c. Sejam e C os conjuntos de solug¢des viaveis do PBEAS e do
PFCM, respectivamente, associados@ e M.

Sejaf : B! C a transformacédo da solu¢d&G®em B para a solugdav ® em C de nida
a seguir. Se os vérticeis2 U ej 2 V pertencem a mesma biclique ei®°, entdo o produto
i e a maquinaj sdo alocados na mesma célula elh® como mostram as Figuras 3.3b
e 3.3d. Dessa forma, cada solugdo éné mapeada em uma Unica solu¢do e@

De forma similar, sejag : C ! B a funcao inversa da transformacéab que mapeia cada
solucdoM °em C em uma solucadz®°em B, do seguinte modo: se o produtbe a maquina
j estdo alocados na mesma célula entdo os vértices correspatebi e j pertencem a
mesma biclique enG°

Uma vez quef e g sdo fungdes injetivas, ha uma transformacéo bijetiva entrB
e C. Além disso, seG® e M? sdo solucdes viaveis correspondentes, é facil ver que a
biclique B em G° corresponde a uma célula contendo exatamerjté¢(B)\ Uj produtos,
jV(B)\ Vj méaquinas, eJE(B)j entradas; assim como uma ceélula copm entradas em
M © (correspondente a uma submatrix corp produtos em maguinas) corresponde a uma
bicliqgue com exatamentg + m vértices epm arestas. L1

Note que uma solucdo 6timaG do PBEA nao corresponde necessariamente a uma
solucdo 6tima do PFCM, uma vez que as funcdes objetivo sdcedéntes; entretanto,G
corresponde a uma solugéo viavel de PFCM. Por exemplo, a Figu3.3b mostra uma
solucdo 6tima do PBEA, mas na Figura 3.3d a solucdo correspiente do PFCM néo é
Otima. Isto ocorre porque uma remocao de aresta corresporaleim "1' fora da célula,
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enquanto que uma adi¢do de aresta corresponde a um "0' derdeouma célula. Assim,
para o PBEA, adicbes e remocfes tem 0 mesmo peso, mas para oNF@m "0' dentro

é preferivel a um "1' fora (considerando a funcdo objetivo.l)). Na Figura 3.3a, por
exemplo, a adigdo da aresta entre os veértics 8 € melhor que a remoc¢éo da aresta entre
4 e 9, nos termos da solucao correspondente do PFCM.

(a) Instancia do PBEAS. (b) Solucéo do PBEAS.
6 7 8 9 b 780
111100 ;1100
2l1 100 1100
3lo 100 3]0 1100
410 0 1 1 4 00]1]1
50 0 0 1 500 0[1]

c¢) Instancia do PFCM.
© (d) Solugdo do PFCM.

Figura 3.3. Exemplo de correspondéncia entre o BGEPS e o MCFP

3.2.1 Meétodo lterativo

Esta secdo apresenta um algoritmo exato iterativo para o PRC No Lema 5 sao
descritos limites primal e dual para o PFCM considerando canfuncao objetivo a e cacia
de agrupamento (veja Equacéo (1.1)). A seguir, € de nida a versao paramenada do
PBEAS que sera utilizada no algoritmo exato.

Lema 5. Sejab = a + d o valor da solugcdo 6tima do PBEA para uma instanci&,
em quea ed sdo o numero de adi¢cdes e 0 numero de remogdes, respectivaeyenseja
M uma instancia do PFCM correspondente &. Entdo m=(m+ a + d ) é um limite
superiore(m d)=(m+ a ) é um limite inferior para o valor da solu¢do 6tima do PFCM
com entradaM, em quem = JE(G)j.

Demonstracdo.Seja (a;d)=(m d)=(m+ a) a funcéo objetivo do PFCM com entrada
M, em qued e a denotam, respectivamente, o numero de 1's fora das célulasles0's
dentro das células na solugdo. Suponha também qaet d = k, para uma constante
positiva k.
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Tomando (a;d) como uma funcad (a) de a, obtém-se

m d:m (k a _

;d) = = f (a):
(a;d) m+ a m+ a (2)
Calculando a derivada,
1_(m+a) Im k+a) _ k S
da m2 +2ma + a2 T m2+2ma+ a2

Um vez quegf—a > 0 para todo a, f (a) € uma fungéo crescente . Uma vez gke a,
tem-se quef (k) f(a). Além disso,

m m d
m+d+a m+a

Em outras palavras, no melhor dos casos, &soperacdes de edicdo de arestas poderiam
corresponder aa = k adicOes de arestas@= 0 remocdes de arestas, uma vez que quando
a crescef (a) também cresce.

Agora, considerando que{a; d) = a+ d é o valor de uma solug&o viavel para o PBEA,
segue-sequa +d a+de

m m . m d
m+d + a m+d+a m+a

Com isso, foi provado quen=(m + a + d ) é um limite superior para o valor da solu¢ao
Otima do PFCM.

Mostrar que(m d )=(m+ a ) é um limite inferior & simples, umavez qub = a +d
€ 0 valor de uma solucéo viavel para o PBEA. Usando o Lema 4, darada solucao
correspondente parao PFCM é(a ;d)=(m d)=m+ a), e esta solu¢do corresponde
a uma solucgéao viavel. 1

A versao parametrizada do PBEAS, &®®’BEAS Parametrizado (PBEAS( )), con-
siste em encontrar uma solucdo para o PBEAS com exatamentedicdes de arestas, na
qual o nimero de remocdes € minimizado. A formulagdo do PBEA$E descrita a seguir:

X
min (1 i) (3.10)
+( 1))
S. a );i(l Ykt Y 2+ 8k2U andjl 2V (3.11)
Yii  Sc 8i2U (3.12)

j2v
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X

Vij Sr 8] 2V (313)
%Y X

1 i)+ Yij = (3.14)
+>%ij) (ij)

(1 yij ) Uopt 1 (3- 15)
+( i)
xjj 2f0; 19 8i2Uej2V: (3.16)

Nesta formulacdo, encontra-se dentre todas as solucdes comdi¢cdes, aquela com o
menor numero de remoc¢des. Como no algoritmo proposto resebe o PBEAS() varias
vezes, foi adicionada a restricdo (3.15) que acelera o piss® reduzindo o espaco de
busca. Sem essa restricdo, a resolucdo de algumas inst@&ns&iam inviavel. Nesse caso,
Ugpe COrresponde ao menor nimero de remocgdes ja encontrado péjoratmo (1's fora da
célula).

O método exato iterativo para o PFCM ¢é descrito no Algoritmo 2. A ideia é realizar
diversas chamadas do PBEAS), e a cada iteracéo encontrar a solu¢do com menor nimero
de remocdes.

A corretude do Algoritmo 3.2 é mostrado no teorema a seguir.

Teorema 4. O Algoritmo ECM (Algoritmo 3.2) retorna o valor de uma solugé 6tima
para o PFCM.

Demonstragdo. O Algoritmo 3.2 procura o valor da solucdo 6tima iterativamate através
de chamadas do PBEAS(), comegando com o numero de edigbes obtido pelo PBEAS. A
cada iteracao, novos limites séo calculados (variavdi8 e UB). O algoritmo segue até
que o limite superior seja igual ao inferior, signi cando qgindo ha uma solugdo melhor.

Pelo Lema 5, as linhas 4, 5 e 14 de fato calculam limites infees e superiores. Resta
mostrar que a linha 17 realmente calcula um limite superior.

Como o valor de uma solucdo 6tim& para o PBEAS nado é necessariamente 6timo
para o PFCM, ha casos em que uma solucédo 6timd do PFCM corresponde a uma
solucdo no PBEAS com mais edicbes do que a solugédo otia Dessa forma, para
encontrar , utiliza-se o PBEAS( ), ja que sua fung&o objetivo retorna a solu¢cdo com o
maior nimero de adi¢des entre todas as solugdes com exatamenedicdes.

Na linha 9, é feita uma chamada para o PBEAS() com = a + d + contoperacdes
de edicdo, e novos valores @gee d sdo calculados. Assim, a linha 17 realmente de ne um
novo limite superior, ja que se existisse uma solucdo comoraéntre o novo limite e o
limite antigo, o algoritmo ja a teria encontrado em uma itergdo anterior. Por m, como
o limite superior decresce a cada iteracao, conclui-se qualgoritmo 3.2 esta correto. [1
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Algoritmo 3.2 Método Exato lterativo para o PFCM

Entrada: instancia M
Saida: numero de adi¢cOes de arestasa () e remocdes( ) na solugdo Otima

1: funcdo ECM (instancia M)

2: SejaG uma instancia do PBEAS correspondente M

3: (a;d) BGEPS[G]. Resolva o PBEAS para a entradds, obtendoa adicbes
ed remocoes

4: UB  —5d

5: LB md

6: Upt d . limite de remoc¢des encontrado até o momento

7. cont O

8: enquanto UB > LB faga

o: (a;d BGEPS(a +d + cont)[G] . Resolva o PBEAS() com
= a + d + contpara a instanciaG

10: se Uy > d entéo

11: Upe d

12: m se

13: se™d> |B entdo

14: Lp md

15: (a;d) (4d

16: m se

17: UB g

18: cont cont+1

19: m enquanto

20: retorne (a ;d)

21: m funcéo
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3.2.2 Algoritmo de Dinkelbach aplicado ao PCFM

De acordo com o0 Lema 4, sabe-se que o PBEA e o PFCM possuem o0 messpaco de
solucbes. Com isso, as restricoes da formulacdo do PBEA puodger utilizadas em uma
nova formulacéo para o PFCM. Falta apenas adaptar a fungéo jativo de acordo com a
e céciapde agrupamento descrita na Segdo 1.2.3. Sabendo §Uf¢" = «p @ vi) e
NJ" = ij) Vi € proposta uma nova formulacao fracionaria para o PFCM.

p
m +!bij)(1 Yij)

max (3.17)
m+ Vi
S. a )§i<|+ij+Ykl 2+ Yij 8ik2Uejl2V (3.18)
Yij  Sc 8i2 U (3.19)
%ZV
Yii S 8 2V (3.20)
i2U
yij 2f0;1g gi2Uej2V: (3.21)

Como visto na Secéo 2.1.4.2, o algoritmo de Dinkelbach resoum problema de PLFI
através da resolugéo de varios subproblemas de PI do tipo:

P(g):max g(x) ah(x)
s.a x2S

No caso do PFCM, os subproblemas serdo da forma:

X X
P(a):max m T vy a(m+ yj)
+(if) (i)

s.a y2sS:

3.2.3 Formulacédo Linear

Com base neste modelo linear-fracionario proposto na Se@p.2, nesta secao é pro-
posta uma formulacéo linear para o PFCM. A ideia do modelo csiste em adicionar uma
variavel binaria X, que assume o valor 1 se e somente se a solucao comtéamocdes e
a adicGes. Cada variavek,, € associada ao custo, = T na funcéo objetivo. Sejam
l. ely, os limites inferiores do PFCM e do PBEA, respectivamentd, pode ser obtido
heuristicamente, enquanto que, pode ser, por exemplo, o valor da relaxacéo linear do

PBEA.
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A formulacgédo linear é de nida como:

XX
max (Cra Xra) (3.22)
8 aj UjVj m
8r m
S. a yikX+ it Yk 2+ 8i;l2Uek;j2V (3.23)
Xra =1 (3.24)
8 aj Ujjvj m
Xx ™" X
(r Xra) = Yij (3.25)
8 f;%lﬁij\r/ni m (if)
X X
(& Xra) = 1 yi) (3.26)
8 f;%lﬁij\r/ni m +( i)
X
CraXra ¢ (3.27)
8 aj UjVj m
Xx "
(r+aXma (3.28)
8 aj UjVj m
8r m
Xra 2 T0;1g 8a j UjV) me8r m (3.29)
yij 21 0; 19 8i2Uej2V (3.30)

A funcéo objetivo (3.22) calcula 0 maximo custa,, = L. As restricdes (3.23)

m+a’

eliminam os subgrafos induzidos isomér cosR,. As restricdes (3.24) indicam que exata-

mente uma variavelx,, deve assumir o valor 1. As restricoes (3.25) e (3.26) imp&enneq
0 numero de remocOes e adicbes devem iser a, respectivamente. As restricdes (3.27)
e (3.28) de nem que a funcdo objetivo e 0 numero de edi¢cbes el@vser maiores que 0s
limites inferiores. Por m, as restricbes (3.29) e (3.30) deem o dominio das variaveis.

3.3 Generalizacdo do Algoritmo Iterativo

Nesta secdo é apresentada uma generalizagdo do algoritnevativo da Secédo 3.2.1
(veja Pinheiro et al. [71]). Nesta generalizacdo, o algamb resolvera uma classe de
problemas de programacdao linear-fracionaria; neste caserao problemas com funcdes
objetivo nas quais os contradominios do numerador e do derioador sdo um subconjunto
dos inteiros.

O algoritmo proposto consiste em particionar 0 espaco de loase executar iterati-
vamente um algoritmo exato em cada uma das partes, atualizdm os limites inferior e
superior do problema principal até que eles se encontremopando assim sua otimalidade.

Considere o problema de PLFI denotado pdP. Podemos criar o seguinte problema



3.3. Generalizagc&o do Algoritmo Iterativo 35

de Programacéo InteiraP®
P2 minh(x) g(x); parax2 S Z™

Veja que uma solucdo 6tima d€@°néo é necessariamente 6tima pai.

Sejamk o valor da solugdo 6tima deP®e x uma solucédo 6tima deP® dessa forma
k =h(x) g(x). Paraumk 2 Z xo, tem-se quek = h g, ondeh e g representam
os valores déh(x) eg(x) paratodox 2fyjh(y) 9(y)= kg. Dessa formd (x) pode ser
calculada em funcéo dé:

h k
f(h) = T:
Calculando a derivada,
h h k k
fO(h)= 7(h2 ) = F:

Sek > 0, a derivada é positiva. Assim, quanto maioh, maior sera o valor dd (h).

Seja entdoP (k) a versao parametrizada d®, ou seja, uma versao em que se procura,
dentre todas as solucbes d@, a que possui o maior valor da funcéo objetivo e atende a
restricdioh(x) g(x) = k. A formulagdo deP (k) para o caso em qu& > 0 é de nida
como

P(k): maxh(x)
s.a h(x) g(x)=k
X2 S:

Para os casos em qule < 0 a formulacdo sera de nida como

P(k): maxg(x)
s.a h(x) g(x)=Kk
X2 S:

Além disso, sejaS(k) o dominio deP (k). Ou seja, a divisdo de&s em todos os possiveis
S(k) formam uma particdo.

Sejax, a solucéo de? (k). Pode-se concluir que ela € um limite inferior para o problem
geral. Isso é facil de ver, pois s € solucdo deP (k), também sera uma solucéo de.
Para calcular um limite superior do problema, pode-se utdar a seguinte estratégia. Para
0s casos em quk > 0, seja’® g(x) o menor valor possivel para, para todox 2 S.
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De ne-se” = max('%1) e x-a solugdo na quab(x= ". Entdo,
_ 9(xoh _
POo= 15y~ ka

serd um limite superior para a partes(k) e também para qualquer parteS(k% comk®> k .

Para os casos em quke < 0, tem-se queh(x) 1, ja que h possui o contradominio
discreto e por de nicdoh(x) > 0O para todo x. Nesses casos, 0 objetivo € maximizar
g e consequentemente minimizan. Como h(xy =1 € um limite para h, temos entao
quef (Xpy = 1—1" € um limite superior para a parteS(k). Da mesma forma que no caso
anterior, o limite decai aték atingir o valor zero. A Figura 3.4 mostra o comportamento
dos limites superiores de acordo com o valor #e

Com os limites e os subproblemas ja de nidos, pode-se entdwesentar um pseudo-
cédigo do algoritmo ExIt (Exato Iterativo), representado @lo Algoritmo 3.3. O Algoritmo
ExIt busca a solucdo 6tima do problem& através de execugdes de sua versao parametri-
zada. Para isso, primeiramente, se obtéf como a solucdo dé®° A partir deste valor,
iterativamente, se obtém o valor dé® (k) e se increment&k. A cada iteragcdo atualizam-se
os valores dos limites superior e inferior. Isso ocorre at@eqos limites se encontrem,
signi cando que a partir desse ponto ndo existe nenhuma sgéo melhor. O Teorema 5
prova que o ExIt retorna uma soluc¢éo 6tima do PLFI.

LS A

Figura 3.4: Limite Superior pork

Teorema 5. O Algoritmo ExIt retorna uma solucéo 6tima do problem# .

Demonstracdo. A ideia do algoritmi ExIt (Algoritmo 3.3) consiste em buscara solucao
Otima iterativamente através de execucdes de sua versadograetrizada, tendo como inicio
o nimerok retornado por P% A cada iteracdo novos limites sdo calculados. Isso ocorre
até gue os limites se encontrem, signi cando que a partir dasponto ndo existe nenhuma
solucédo melhor.

Sabe-se que as linhas 8, 9, 14, 24, 25 e 29 do Algoritmo 3.3mealte calculam os
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Algoritmo 3.3 Algoritmo ExIt (Exato Iterativo)

1: funcdo ECM (instanciai, limite °)

20 X PYi) . ResolveP?para a instanciai
3: sex = ; entao

4: retorne ;

5: m se

6: kK  h(x) g(x)

7: se k < 0 entdo

8: LS 1 k

o: LI f(x)

10: enquanto LS >LI faca

11: X, P k) . ResolveP (k) para instanciai
12: sef(x,) >f (x ) entdo

13: X Xk

14: LI f(x)

15: m se

16: LS 1 k

17: k k+1

18: m enquanto

19: sef(x )< 1eP(i;0)6 ; entdo

20: X P(i; 0) . ResolveP (0) para instanciai
21: m se

22: k 1

23: m se

24: LS. kTDD

25: LI, f(x)

26: enquanto LS, > LI ., faca

27: X, P k) . ResolveP (k) para instanciai
28: sef(x,)>f (x) entdo

29: LI+ f(X)

30: X Xk

31 m se

32: LS.

33: k k+1

34: m enquanto

35: retorne x

36: m funcao
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limites inferior e superior. Falta entdo mostrar que as lirds 16 e 32 calculam de fato um
limite superior e que o algoritmo para.

Mesmo ja sendo uma boa solugéo, a solucédo otimaRigndo é necessariamente 6tima
para P. Neste caso, o 6timo dé® pode possuir um valork maior que o deP® Para
encontra-lo, utilizam-se as chamadas de(k). Da forma como foi de nida a funcéo
objetivo de P (k), obtém-se como retorno a solu¢cdo com melhor funcédo objetivalentre
todas as solucdes na part8(k) .

As linhas 16 e 32 calculam de fato um limite superior, pois sgigisse uma solucao
acima deste novo limite e abaixo do antigo, o algoritmo ja ari@ encontrado em uma
iterac@o anterior através de uma chamada de(k). Como o limite superior (variavel LS)
diminui a cada iteracao, conclui-se que o algoritmo converg 1



Capitulo 4

Algoritmos Hibridos

Neste capitulo apresenta-se a proposta de um algoritmo GRRESP (GRASP + Set
Partitioning) para o PBEA e um algoritmo GRASP+FSP (GRASP + Fractionary Set
Partitioning) para o PFCM. Primeiramente serdo de nidos o nétodo construtivo e a busca
local do GRASP e por m os médulos exatos.

4.1 GRASP

Greedy Randomized Adaptive Search Procedu(&RASP) é uma meta-heuristica em
que cada iteracao consiste de duas fases: uma para a consiouge uma solucéo inicial e
outra que busca melhores solugfes a partir desta [32]. A s@la geral é atualizada sempre
que a fase de busca encontrar uma solu¢cdo melhor que todas @tsas ja encontradas.

O processo é repetido até um certo nimero de iteracbes ou até aritério de parada
estabelecido ser satisfeito. Nos ultimos anos, 0 GRASP temda aplicado com sucesso
em uma grande variedade de problemas de otimizagao [78].

Neste trabalho, os métodos construtivo e de busca local seddaseados no trabalho
de Pinheiro et al. [73]. A entrada consiste de um grafo bipaaib sem peso& = (U; V;E)
comm = jUj en = jV]. Inicialmente, transforma-seG em uma cliqueC = (U;F) com
pesospij, ou seja, um grafo composto pelos vértices do conjuntd do grafo G e um
conjunto de arestask que ligam cada um desses veértices a todos 0s outros, com pesos
pij tal que i;j 2 U. Cada peso estara representando a quantidade de vértices\deue
sdo vizinhos de apenas um dentriee j (cada um destes vértices é vizinho de um, mas
nao opé do outro). Os pesogpi; podem ser representados matematicamente da forma
Pii = .)€k €k, onde(i;k);(;k) 2 U V, e cada um dos valores; ejx pPossui
valor 1 se a aresta correspondente existir,@caso contrario.

Com base na cliqueC obtém-se a arvore geradora minimd. Nesta arvore, cada
aresta contera os pares de vértices die mais similares entre si quanto a sua vizinhanga.
Portanto, estes vértices tém uma grande chance de estaremmasma biclique.

39
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Esta arvore T fornecera sementes para a criacdo das solugdes iniciais rRAGP,
explicado com detalhes na Secdo 4.1.1. Em seguida, ini@awsna busca por melhores
solucbes com base nesta solucao inicial encontrada, atead® processo apresentado na
Secdo 4.1.2. O Algoritmo 4.1 apresenta a visdo geral da heticia.

Algoritmo 4.1 Viséo geral do algoritmo GRASP
1: fungcdo GRASP (G)
2: enquanto (condicdo de parada nao for satisfeitafaca

3: sol = construtivo()

4: sol = busca_local(sol)
5: se sol < best entéao

6: best = sol

7: m se

8: m enquanto

9: retorne best

10: m funcéo

4.1.1 Meétodo Construtivo

Dada como entrada a arvore geradora minima, as solucdes iniciais de cada iteracao
do GRASP séo construidas com base em remoc0es aleatérias atastas desta arvore.
Na oresta geradora resultante, cada arvore de nird um agmamento U; para compor a
biclique.

Com base nisso, para cada vértice dé veri cam-se a qual subconjunto ddJ; devera
associar-se, de maneira a conter o menor nimero de errostpi€, ao associar o0 vertice
em questdo um dos conjuntod); veri ca-se quantas remocdes e adicdes de arestas séo
necessarias para que este veértice se ligue com todos os e&stideU;, e apenas estes.

O agrupamento deU em que seja necessario 0 menor nimero de edi¢cdes sera o ideal.
Em seguida, combina-s&) eV para formarmos a biclusterizacadU; Vg ligando as arestas
apenas quando existirem no graf@. No Algoritmo 4.2 é apresentado o método constru-
tivo. Note que, a lista restrita de candidados GRASP pode seista como o0 conjunto de
arestas da arvore geradora minima na qual o corte aleatérioge ser executado.

4.1.2 Busca Local

Ap6s 0 método construtivo, inicia-se o método de busca lotalseado no VND. Tendo
como entrada um soluc¢do inicial, a busca local tenta melhora solugéo através da explo-
racdo do espaco de solugbes. Dado um conjunto de estruturasvizinhanca, o método
de busca local explora o espacgo de solu¢des trocando sistmaaente as estruturas de
vizinhanga. O método aceita somente solu¢Bes que melhoresolicdo corrente. Nestes
casos, 0 método volta a primeira estrutura de vizinhanga eiégie uma nova busca. Na
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Algoritmo 4.2 Método Construtivo
1: funcdo Construtivo (T;Kk)

2: enquanto E(T) 6 ; faca

3 o5 5104 eqy

4: forall i 2 E(T) faga

5: Ti T f ig

6: construa U; a partir de T; . uma biclique para cada componente conexa de T;
7 construa V; ideal a partir de U; . Vi que tem o menor nimero de erros, dado U;
8: Ci BiCluster (U;; Vi) . combina os agrupamentos U; e V; para gerar a biclique C;
9: i NumEdicdes (C;)

10: m para

11: escolha C aleatoriamente entre os k melhores C; . baseado nos valores em
12: atualiza T com base no C escolhido

13: se < entéo

14: C C

15: m se

16: m enquanto

17: retorne C

18: m funcgéo

nossa implementacéo, diferentemente do VND, as estruturde vizinhancga foram orde-
nadas aleatoriamente, como mostra o Algoritmo 4.3.

O VND com vizinhanga aleat6ria ja foi utilizado com éxito noseguintes trabalhos:
Silva et al. [84], Penna et al. [70], Subramanian et al. [89}Jartins et al. [59] e Bastos
et al. [7].

O Método baseado no VND proposto utiliza trés estruturas ddéainhanca: Reagrupe ;
Mude de Biclique e Troque de Vértice . Elas sdo apreserdas a sequir.

Reagrupe: Dado os grupos de vértices formados pela intersec¢cédo de uraa gartes,U
por exemplo, com cada bicligud da solucéo atual, a vizinhanca Reagrupe aloca
0s veértices da outra parte, no cas¥, a um grupo de vértices de forma a minimizar
0 numero de edicoes.

Mude de Biclique: Esta vizinhanga move um vértice de uma biclique para outra.

Troque de Vértice: Esta vizinhanca troca dois vértices (da mesma parte) de umab
cligue para a outra.

4.1.3 Particularidades para cada problema

O algoritmo descrito até aqui pode ser aplicado aos trés ptelmas abordados nesta
tese, PBEA, PFCM e k-MINBCP. A (nica diferenca é a forma em que os elementos
da segunda parte (conjunto de vértice¥ ou conjuntos de partesP) serdo alocados aos
elementos da primeira parte. Esta alocacédo dependera dastrigdes e da funcao objetivo
do problema.
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Algoritmo 4.3 VND com ordem aleatérias

1: funcdo VND (A)

2 inicialize V randomicamente
3: k 1

4: (A)

5: repeat

6 A VK(A)

7 se (A% >  entdo
8: A AO

9: k 1

10: senao

11: k k+1

12: m se

13: until kK = Kmax
14: retorne A
15: m funcéo

4.2 Modulo Hibrido baseado no Set Partitioning para
o PBEA

Nesta secao, é proposto um método exato de re namento baseamb Set Partitio-
ning (SP). Tendo como entrada um conjunto de solucdes intermedis validas geradas
por uma heuristica do PBEA, o re namento retorna uma solu¢caéormada pela melhor
combinacao do conjunto de entrada.

No contexto de matheuristics métodos que utilizam o SP foram utilizados em di-
versos problemas de otimizagdo combinatdria conimteamento de Veiculos [89] e
Clusterizagéo por Edicéo de Arestas [7]. No entanto, ao conhecimento do autor,
nenhumamatheuristic foi aplicada ao PBEA nem ao PFCM.

Em outras palavras, considere que uma heuristidd aplicada a uma entradaG ge-

rou um conjunto S formado pelas solu¢des intermediarias valid& = fGy; Gy;:::; Gkg
e gue cada solucdo intermediaria pode ser particionada em wonjunto de bicliques
{B%;:::;BMg. Aunido de todas essas bicliques sera de nida con®:= fB1;B,;:::;Bg

Note que cada bicliqueB; é candidata a estar na solugcdo nal. Além disso, note que tosla
as bicliques repetidas d® podem ser descartadas.

A ideia do re namento consiste em selecionar um conjunto decbques deB que
formem uma particdo deV(G) [ U(G). SejaB; B o0 conjunto de todas as bicliques
que contenham o vertica. De ne-sey; como uma variavel binaria associada a biclique
Bj 2 B, e = custoB;) € de nido como o custo relativo a bicliqueB;. Com isso, o
re namento retorna a solugéo encontrada pelo seguinte PI:
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XEI
min. GiYj 4.1
j=1
S. a
X
yj=1 8i2V(G)[ U(G) (4.2)
Bj 2B
yj 210; 19 1 5 - (4.3)

A Funcao Objetivo (4.1) minimiza a soma dos custos da solu¢éé Restricdo (4.2)
garante que cada vérticé 2 V(G) [ U(G) deve pertencer a exatamente uma Unica biclique
do conjunto B;. Por m, a Restricdo (4.3) de ne o dominio das variaveis.

Note que a funcdo objetivo minimiza o nUmero de operacdes r@asstas das possiveis
solugbes do PBEA contidas no conjunt®.

Algoritmo 4.4 GRASP+SP

1: fungdo GRASP+SP (G)
2: enquanto (condicdo de parada nao for satisfeitafaca
sol = construtivo()
sol = VND(sol) . Busca Local
adicione as bicliques da solugcéo no Pool
se sol < best entdo
best = sol
m se
m enquanto
10: modeloSP = criarModelo(Pool)
11 sol = solver(modeloSP)
12: sol = VND(sol)
13: se sol < best entdo

14: best = sol
15: m se
16: retorne best

17: m funcéo

O Algoritmo 4.4 apresenta um pseudocodigo do algoritmo progto. Note que a heu-
ristica construtiva, a busca local e o critério de parada sas mesmos do Algoritmo 4.1.
As diferencas se encontram nas seguintes linhas: na linhae® que as bicliques da so-
lucdo corrente sédo adicionadas gmol de Bicliques; na linha 10, em que o modelBet
Partitioning € criado de acordo com as bicliques contidas pool; na linha 11, em que o
modelo de Programacéo Linear Inteira é resolvido; e por m rniamha 12, na qual a busca
local € chamada para uma ultima tentativa de melhorar a solég
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4.3 Mobdulo Hibrido baseado no Set Partitioning para
o PFCM

Da mesma forma que na secdo anterior, um maodulo hibrido poder scoplado a
heuristica para aprimorar a solucdo do PFCM. Note que, comoemcionado no inicio do
capitulo, apesar da solucdo do problema ser uma matriz, a repentacdo no algoritmo
sera feita através de grafos bipartidos. Assim como zemos 13ecao anterior, cria-se 0

como o conjunto de todas as bicliqgues que contenham o vértic&Como antes, a variavel
binaria y; € associada a bicliqud&; 2 B. A diferenca com relagdo ao modelo anterior
€ que se calcula o custo relativo a bicliquB; separadamente atraves da quantidade de
adicOesg; = adi(Bj) e da quantidade de remog¢6ag = rem(B;) da bicligue Bj. Com
iISSO, 0 re namento retorna a solugdo encontrada pelo segeirPl:

XX
max (Cra Xra) (4.4)
8 aj UjjVji m
XX "
s.a Xra =1 (4.5)
8 aj UjijVji m
)% r m
yj=1 8i2V(G)[ U(G) (4.6)
Xk X |
(r Xra) = riVj 8i2V(G)[ U(G) 4.7)
8 aj UjjvVj m Bj 2B
XX X |
(a Xra) = a5Yj 8i2V(G)[ U(G) (4.8)
8 aj UjVj m Bj 2B
8r m
Xra 21 0;19 8a j UjV] me8r m (4.9
yj 210; 19 1 5 = (4.10)

A Funcéo Objetivo (4.4) maximiza a e cécia de agrupamento &o 1.2.3) de nida
pela constantec,, = [T, em quem € o numero de arestas da instancia. A Restricdo (4.5)
garante que apenas uma variaved,, assuma valor 1. A Restricdo (4.6) garante que cada
vérticei 2 V(G) [ U(G) deve pertencer a exatamente uma Unica biclique do conjunto
Bi. As Restrigdes (4.7) e (4.8) garantem que o numero de remog@eadigcbes sejam e

a, respectivamente. As Restricoes (4.9) e (4.10) de nem o damo das variaveis.



Capitulo 5

Pré-processamentos

Neste capitulo serdo abordados trés pré-processamentosl pré-processamento que
xa e/ou gera novas restricbes para o PBEA; uma pré-processanto que identi ca bi-
cligues que serdo componentes conexas na solucéo 6tima d&®RBalém de um célculo
para um limite dual para o PBEA.

5.1 Pré-Processamento Distancia

Nesta secdo é proposto um pré-processamento que xa e/ougyeovas restricdes para
o0 PBEA. O pré-processamento € uma aplicacao direta do Teora, apresentado a seguir.

Teorema 6. Sejama e b vértices do grafo bipartidoG(V; U; E) e sejad(a; b a distancia
entreaebemG. Sed(a;b 4 entdo existe uma solugdo Otima na quale b pertencem
a bicliques distintas.

Demonstracdo. A prova consiste em mostrar que, quandd(a;b 4, o custo de manter
a e bna mesma biclique é maior ou igual ao custo de separa-los ewligues distintas.

Para o caso em quel(a;b = 1 , note quea e b pertencem a componentes conexas
distintas no grafoG. Dessa forma, irdo pertencer a bicliques distintas em quaky solucéo
Otima. Dessa forma, assuma que(a;b < 1 e existe uma solugcdo 6tim& na qual os
vérticesa e bpertencem a bicliqueB, naqualV(B)= X[ Y, X VeY U. Considere
também que N (a) denota a vizinhanca dea, N2(a) = fv 2 V [ U j d(a;v) = 2q,
N.o=N(a\ V(B) eN,= N(b\ V(B).

A prova sera dividida em dois casosa;b2 X (Caso 1) ea2 X;b2 Y (Caso 2).

Caso 1. Neste caso, note qudN; Y eN, Y. Além disso, comad(a;b 4 entdo
Na\ Np=;.

SejaNo = fy 2 Y jay;by2=Eg. Note queNo[ Na[ Ny € uma particdo deY.

Sem perda de generalidade, assuma qji,j | Nyj. Considere outra solucads
construida deG de forma que a bicliqueB ¢ substituida por duas bicliquesB° e B%®

45
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em queV(BY = V(B) nfbg e V(B = fhg (as demais bicligues enG s&do as mesmas
em G ). Sejamc e c , respectivamente, os valores das solu¢cd8s e G . Analisando
c em termos dec , tem-se que, para construilG a partir de G , simplesmente foram
removidas as arestas entrbeY = No[ N[ No. Além disso, note que, enis, nado
existem arestas entreb e No [ N, e existem todas as arestas entde e N (b). Assim,
C =C j Nojj Na+]jNpj. ComojNaj j Nyj, isso implica quec C, OU seja, 0 custo
de mantera e b em bicliques distintas ndo é maior que o custo de manté-las mesma
biclique.

Caso 2. Neste casdN, Y eN, X. Além disso, comod(a;b 4, ndo ha arestas
entre N, € Ny no grafo de entradaG.

SejamNg=fy2 YjayZEgeN.=fx2 X jbx2ZEg. Entdofag[ N,[ Ng é um
subconjunto deX, efbg[ Na[ N& € um subconjunto deY.

Sejal® 2 N,. A prova do Caso 2 é baseada no fato de qdéa;l) 4 para todo b’
Isto é explicado pelos seguintes fatos. Um vez qag 2 U, d(a;l?) é par. Além disso,
d(a;P) 6 2, pois de outro modo existiria uma caminho induzid@aa¥b com a®2 N(a),
contradizendo o fato de quel(a;H 4.

Agora, uma vez quex; i 2 X, pode-se utilizar o Caso 1 para concluir que a substituicdo
de B por um par de bicliquesB®e B%na qual V(B% = V(B) nfageV(B% = fag (ou
V(B9 = V(B)nfidgeV (B = fify) produz a solugdadG com um valor que ndo é maior
gue o valor deG . Se esta hip6tese ocorre, entdo a prova segue, ja gue b pertencem
a bicliques distintas. Caso contrario, basta aplicar novaemte o Caso 1 na bicliques®
Este processo continuara até se encontrar a uma solugap com valor ndo superior ao
valor de G tal que a e b pertencem a mesma bicliqu8; comV(B;)\ U = fag[ Nl e
V(B;)\ V =fbg[ Na[ N&. Note que ndo ha arestas no grafo de entradaentre b e os
vertice emV (B,).

Para concluir a prova, considere outra solu¢d® obtida de G, na qual a bicliqueB;
é substituida por duas biclique®? e B%em queV (BY) = V(B;)nfbgeV(BYy = fhg, de
forma similar ao Caso 1; em outras palavras, a construcdo @e simplesmente consiste
em remover as arestas entrb e fag [ N&. E facil ver que os valorex;;c de G;;G
respectivamente, satisfazem = ¢, 1 j N¢j. Isto conclui o Caso 2.

Para cada caso acima, foi apresentada uma nova solugdo em gueb pertencem a
bicliques distintas, e cujo custo ndo aumenta. Com isso, mtema segue. 1

Utilizando o teorema anterior, ap0s o calculo da distanciange cada par de vertices,
variaveis (da formulacao (3.1) (3.3)) podem ser xadas ouartes podem ser gerados da
seguinte forma: se os veérticese j sdo de partes diferentes d(i;j ) > 3 entdo variavel
yij € xada com o valor 0. Sei ej sdo da mesma parte, por exempld, entdo o corte
Yik + Yjk 1 sera gerado para todd 2 V.
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5.2 Pré-Processamento Corte

Nesta secdo é proposto um pré-processamento que identi daliques que serdo com-
ponentes conexas na solucao 6tima do PBEA. O pré-processatoe uma aplicacéo direta
do Teorema 7, apresentado a seguir.

Para o entendimento do teorema, considere as seguintes md@s. SejamX \%
eY U; a funcdorem(X;Y) = jfxy 2 E j x 2 X ey 2 Yqgj representa 0 custo
da remocdo de todas as arestas el entre os conjuntosX e Y. Da mesma forma,
add(X;Y) = jXjjY] rem(X;Y) representa o custo de adicionar as arestas restantes
entre X e Y no intuito de criar a biclique B com os vérticesvV(B) = X [ Y. Nos casos
em queX = fxg, sera utilizada a notacaadd(x; Y ) erem(x;Y) no lugar deadd(f xg; Y)
erem(fxg; Y); da mesma forma. utilizamos esta notagdo para os casos em Yue fyg.
Por m, N(B) representa os vértices que possuem pelo menos um vizinho Bre néo
estdao emB.

Teorema 7. Sejam a bicliqueB e o corteC contidos em um grafo bipartiddG(U; V; E),
ondeC = fuvju2 Bev2 NB)geth,n = jJB\ U < jB\ V). Setmn > jCj e
add(i;B) > rem (i;B) para todoi 2 N(B) entdo existirA uma solu¢do 6tima em quB
sera uma componente conexa.

Demonstragdo. Suponha que a solucdo 6tima tenha uma biclique da fornBa[ Ng, tal
queNg N(B). O custoc; para formarB [ Ng é de nido por:

add(B;Ng) + rem(B;N (B) nNg) + rem(Ng;(U[ V)nB):
Porém, o custoc, para formar B é apenas:
rem(B;N (B)) = jCj:
Comoadd(i;B) >rem (i;B) paratodoi 2 N(B), segue que
add(B;Ng) + rem(B; N (B) nNg) >rem (B;N (B)):

Agora suponha que a solucéo 6tima é da fornB°[ Ng em queB® B. O custo de
B°[ Ng vale pelo menog,», OuU seja, 0 custo de particionaB é pelo menos o menor
lado; mas comd i, > jCj o custo de formarB sozinho € menor. 1

Com o Teorema 7, pode-se determinar algumas bicligues quedem ser removidas
do grafo de entrada. Para identi ca-las, é proposto o segténmodelo matematico que
encontra a maior biclique (em nimero de arestas) que atende @orema.
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X X
max Xij (51)
i2u jg(v
Yi Xij 8i2U (5.2)
ol
Yi Xij 8 2V (5.3)
i2U
yityi X 1 8ij 2E (5.4)
Xij Y¥i O 8ij 2 E (5.6)
Xjij =0 8ij2E 5.7
ij X X J (5.7)
1+ (D)yi+ Yi yi +1 82U (5.8)
(ifyze (ij)2E
X+ ()y;+ Vi yj +1 8j 2V (5.9)
X (ij)ZE (ij)2E
Vi yi (i 8i2U (5.10)
(ij)2E
Vj yi ()Y 8j 2V (5.11)
(i1)2E
X X X
Vi + Vj Yi (5.12)
SIS S
Vi + Vj Yi (5.13)
i2U j2v i2v
Xij;YisYj 2 B 8(;j)2U VvV (5.14)
Vi;Vvj 2 N 8(;j)2U V (5.15)

Nesta formulacéo s&o utilizadas trés tipos de variaveis;j, que representa se a aresta
ij pertence ou ndo a solucdo naly;, que representa se o vertice pertence ou ndo a
solucdo nal; evj, que é uma varidvel inteira que representa o corte no vécgi. A
seguir, a funcéo de cada restricdo sera detalhada.

(5.1) Funcéo Objetivo, maximiza o niumero de arestas.

(5.2) Se, na solugéo, ndo ha aresta contendo o veértic2 U entdoy; vale 0.
(5.3) Mesmo signi cado que o anterior, para o vertice 2 V

(5.4) Sei ej estdo numa biclique entéo a arestj também estara.

(5.5) Se a arestdj esta na solugdo entdo o véerticetambém estard.
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(5.6) Se a arestdj esta na solucdo entdo o vértice também estara.
(5.7) Se a aresta nédo pertence ao grafo originaj ja vale 0.

(5.8) Representa a restrica@dd(i;B) > rem (i;B), ondeadd é o 1° somatorio erem é
0 2° Aqui, € o grau do Vvértice, que elimina a restricdo se o vértice pencer a
biclique (y; = 1).

(5.9) Mesmo signi cado que o anterior, para a outra particao

(5.10) O corte emj, representado powj, deve ser no minimaem. Sej estiver na biclique
a diferenca pelo grau elimina a restri¢ao.

(5.11) Mesmo signi cado que o anterior, para a outra partigi
(5.12) O valor do corte deve ser menor qug,n -

(5.13) Mesmo signi cado que o anterior, para a outra partig

5.3 Calculo do Limite Dual

Nesta secdo é proposto um pré-processamento que calculaiomité dual para o PBEA.
O célculo do limite dual € uma aplicacéo direta do Teorema 7uja ideia € quebrar o grafo
de entradaG em dois subgrafo$G; e G,. Para melhor entendimento, considerer (G9
como o nimero de edigdes de arestas @€ considerando o grafo originalg; (G?) como
o nimero de edigdes de arestas considerando o gi@foe, de forma semelhanteg,(G9)
como o numero de edi¢cdes de arestas considerando o g@&fo

Teorema 8. SejaG um grafo bipartido, com valor 6timo do PBEA igual &7 (G ). Entéo,
para toda divisdo de&G emG; e G, (V(G1)\ V(Gy) = ;), valecr (G ) (G + &(G,),
onde ¢;(G,) e ¢(G,) sdo os valores das solugbes 6timas para as instancias e Gy,
respectivamente.

Demonstracdo. SejaG a solucdo 6tima do PBEA para a entradds. Seja também uma
separacao qualquer d& em G; e G,, e C o0 conjuntos de arestas que ligam vértices de
G, aGs,.

Para provar o teorema seréo criadas duas solucd@$ e GS para cada uma das ins-
tancias separadas. Cada uma delas corresponde a um subgmadluzido de G , no caso
GY= G [V(Gy] eG3 = G [V(G2)].

Note que:

cr(G) a(GY) + c(GY);
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ja que algumas arestas d€ poderdo ser removidas na solucd® e ndo existirdo nos dois
subproblemas.

Além, disso as solucdes? e GI ndo séo 6timas para seus respectivos problemas. Dessa
forma:

cr(G) (G + ca(GY) Gy + c(Gy);

onde G, e G, sdo as respectivas solugdes otimas. 1

Todo o processo da prova pode ser observado através da Figbra Primeiramente,
0 célculo parte da instancia e de uma particdo em dois subgraf representados pela
Figura 5.1a. A solucdo otima dessa instancia pode ser vista figura 5.1b. Uma vez
obtidos os dois grafo&; e G, (Figura 5.1c), podemos obter solu¢des viave®) e GS para
cada sub-problema (ver Figura 5.1d), através dos subgrafogluzidos deG . Note que
G? e GY podem ndo ser solugdes 6timas para as instanclase G,, respectivamente. As
solucbes oOtimas podem ser vistas na Figura 5.1e.
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C
<

G2
(a) Instancia.
U
U \Y/
(3 4 Gl
:.j :é
G2
(b) Solucao 6tima. (c) Particionamento em G; e G».
U \/ U Vv

——
.

(d) G induzido em G; e Ga. (e) Solugdes 6timas de G; e Ga.

A

Figura 5.1: Exemplo do célculo dual.



Capitulo 6

Resultados Computacionais

Neste capitulo os resultados computacionais referentes BBEA e ao PFCM serdo
apresentados.

6.1 Ferramentas

Como ferramenta utiliza-se o CPLEX, que € um dos pacotes seftware de otimizacao
linear mista mais utilizado na literatura. O CPLEX € respondvel por gerenciar todo o
processo do B&C, inclusive:

" escolhas de variaveis para branch;
" executar o algoritmo de separagao;

"~ adicionar os cortes gerados pelo pré-processamento.

Todos os métodos desenvolvidos foram implementados em C Os métodos exatos foram
executados em uma maquina Intel Core i7-2600 com 3,40 GHz é&sBde memoédria RAM
no sistema operacional Arch Linux 3.3.4 e os heuristicos emma maquina Intel Core
i7-4500U com 1,80 GHz e 16 GB de memdria RAM no sistema opeoael Arch Linux
4.2.3.

6.2 Resultados Experimentais dos Pre-processamentos

Primeiramente, serdo comparados o algoritmo de separac@@PLEX (quando todas
as restricdes sdo adicionadas esoftware € o responsavel pelo gerenciamento) com o algo-
ritmo proposto na Sec¢éo 3.1.2. Para evitar disparidades eatos resultados de instancias
grandes e pequenas, foram comparadas as médias geométrilces cenarios. A média

G= P t1ts tf]: (61)
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A Tabela 6.1 apresenta o resultado da comparacéo entre o Aligmo de Sepracao
proposto na Secédo 3.1.2 e o Algoritmo de Separacdo do CPLEXada linha na tabela
mostra o resultado para instancias geradas aleatoriamentem o mesmo valor de, no
modeloG(n; ny; p) em quep € a probabilidade de existéncia de cada aresta, e os valares
en, representam as cardinalidades das partes. Note que a espesado numero de arestas
no grafo én;n,p. No total, 30 instancias foram geradas aleatoriamente. Daguerda para
a direita, as colunas da tabela mostram: a densidade da instda, a média geométrica dos
tempos computacionais (em segundos) e o nimero de cenaras 0 melhor tempo (#G )
de cada algoritmo de separacdo. Note que o algoritmo de segadio proposto melhora o
tempo de convergéncia do algoritm8ranch-and-Cut

Densidade M. Geo. CPLEX M. Geo. P. Din # G CPLEX # G P. Din
0,2 16,7 47,5 1 4
0,4 63,0 55,6 7 8
0,6 5,2 5,8 3 2
0,8 0,8 0,3 5 0
Total 15,92 16,33 16 14

Tabela 6.1: Comparacédo do algoritmo de separacgéo aplicado 80 instancias aleatorias.

Com relacao ao pré-processamento descrito na Secao 5.1 paRBEA, os resultados
sédo apresentados na Tabela 6.2. Da esquerda para a direita,calunas representam: a
densidade da instancia, a média do percentual de varidveisadas pelo pré-processamento,
e a média do percentual de corte gerado pelo pré-processamgn nimero maximo de
cortes éniny(n,  1)=2+ nyny(ny  1)=2).

Densidade Média do perc. de variaveis xadas Média do perc. de corte gerados
0.2 19% 51%
0.4 1% 11%
0.6 0% 0%
0.8 0% 0%

Tabela 6.2: Impacto do Pré-processamento.

Note que, quanto mais densa a instancia, a efetividade do gyégocessamento diminui.
Isto se deve ao fato de que, em instancias esparsas, a proldie de dois vértices estarem
a distancia pelo menos 4 (ver Teorema 6) é menor que em uma amgtia densa.

Com relacdo ao calculo do limite dual para o PBEA (Secao 5.8)algoritmo foi testado
nas 35 instancias do PFCM, e em 7 delas obteve resultado melhjoe a relaxagéo linear.
O corte escolhido como entrada foi gerado aleatoriamente deordo com uma solucao
heuristica uma biclique da solugéo pode ir para um lado do cde ou para o outro com
a mesma probabilidade. Propde-se utilizar o corte minimo dpafo em trabalhos futuros.

No que diz respeito ao pré-processamento da Secéo 5.2 pardB&R, ele se mostrou
e caz em instancias esparsas, porém sem muita efetividadar@ as instancias densas.
Propde-se estendé-lo aos casos em que a biclique ndo estplatan( quasi-biclique ).
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6.3 Resultados Experimentais dos Algoritmos EXxatos
para o PFCM

O PFCM tem sido explorado pela literatura por muitos anos, eidersos trabalhos
propuseram instancias para este problema. Neste traballforam utilizadas 35 instancias
disponibilizadas por Goncalves & Resende [37]. Estas instéas foram utilizadas pela
grande maioria dos trabalhos encontrados na literatura. Aconhecimento do autor, este
foi o primeiro trabalho exato aplicado a estas instancias. Fabela 6.3 lista as 35 instancias
utilizadas, juntamente com o seu tamanho e fonte.

Tabela 6.3: Instancias do PFCM utilizadas nos experimentos

| Instancias | Tamanho | Fonte |
King1982 05 07 King & Nakornchai [47]
Waghodekar1984 05 07 Waghodekar & Sahu [92]
Sei [adini1989 05 18 Seifoddini [82]
Kusiak1992 06 08 Kusiak & Cho [52]
Kusiak1987 07 11 Kusiak & Chow [53]
Boctor1991 07 11 Boctor [10]
Sei [0dini1986 08 12 Seifoddini & Wolfe [81]
Chandrasekaran1986a 08 20 Chandrasekharan & Rajagopalan [18]
Chandrasekaran1986b 08 20 Chandrasekharan & Rajagopalan [17]
Mosier1985a 10 10 Mosier & Taube [65]
Chan1982 10 15 Chan & Milner [16]
Askin1987 14 23 Askin & Subramanian [5]
Stanfel1985 14 24 Stanfel [88]
McCornick1972a 16 24 McCormick et al. [61]
Srinivasan1990 16 30 Srinivasan et al. [87]
King1980 16 43 King [48]
Carriel973a 18 24 Carrie [15]
Mosier1985b 20 20 Mosier & Taube [66]
Kumar1986 20 23 Kumar et al. [50]
Carriel973b 20 35 Carrie [15]
Boel991 20 35 Boe & Cheng [11]

Chandrasekharan1989_ 1 24 40 Chandrasekharan & Rajagopalan [20]
Chandrasekharan1989_ 2 24 40 Chandrasekharan & Rajagopalan [20]
Chandrasekharan1989_ 3-4 24 40 Chandrasekharan & Rajagopalan [20]
Chandrasekharan1989_ 5 24 40 Chandrasekharan & Rajagopalan [20]
Chandrasekharan1989_ 6 24 40 Chandrasekharan & Rajagopalan [20]
Chandrasekharan1989_ 7 24 40 Chandrasekharan & Rajagopalan [20]
McCormick1972b 27 27 McCormick et al. [61]

Carriel973c 28 46 Carrie [15]

Kumar1987 30 51 Kumar & Vannelli [51]

Stanfel1985_ 1 30 50 Stanfel [88]

Stanfel1985_ 2 30 50 Stanfel [88]

King1982 30 90 King & Nakornchai [47]
McCormick1972c 37 53 McCormick et al. [61]
Chandrasekharan1987 40 100 | Chandrasekharan & Rajagopalan [19]

A Tabela 6.4 mostra o resultado para o PFCM sem as restricdessingleton A tabela
compara o 6timo com o melhor resultado da literatura. Além dso, também compara o
6timo do PBEA com o numero de edi¢cdes do resultado 6timo do PMCNa Ultima coluna
tem-se o ultimo parametro no qual o PBEAS() foi executado.

Os trabalhos com os melhores resultados séo:

Wu et al. [95]: método de coe cientes de similaridade com fung&o de Boltznrae ope-
rador de mutagéo;
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Pailla et al. [68]: simulated annealing

Elbenani et al. [30]: algoritmo genético hibrido.

O algoritmo encontrou o 6timo em 27 de 35 instancias. Em 3 i@sicias, as solucdes
Otimas sdo melhores que as solugcbes encontradas pelas rhetaisticas da literatura
(King1980, Kumar1987 e Stanfel1985 1). Com relacdo a disrca de edigbes entre o
otimo do PBEA com o 6timo do PFCM, ela € em médi4;13.

|| Instancia || Literatura | Otimo | N§“ + NJ' | Otimo PBEA | Numero de iterages ||

King1982 75 75 4 4 19
Waghodekar1984 69.57 69.56 7 7 12
Sei [odini1989 80.85 80.85 9 9 12
Kusiak1992 79.17 79.17 5 5 6
Kusiak1987 60.87 60.87 9 9 16
Boctor1991 70.83 70.83 7 7 24
Sei [adini1986 69.44 69.44 11 11 17
Chandrasekaran1986a 85.25 85.25 9 9 31
Chandrasekaran1986b 58.72 58.72 45 43 65
Mosier1985a 75 75 7 7 8
Chan1982 92 92 4 4 4
Askin1987 74.24 74.24 17 17 22
Stanfel1985 72.86 72.86 19 18 23
McCornick1972a 53.33 53.33 42 42 86
Srinivasan1990 69.92 69.92 40 39 61
King1980 57.96 58.04 60 59 102
Carriel973a 57.73 57.73 41 40 65
Mosier1985b 43.97

Kumar1986 50.81 50.81 61 60 114
Carriel973b 79.38 79.38 33 32 36
Boel991 58.79 58.79 75 70 114
Chandrasekharan1989 1 100 100 0 0 0
Chandrasekharan1989_ 2 85.11 85.11 21 21 52
Chandrasekharan1989 3-4 73.51 73.51 40 39 67
Chandrasekharan1989_5 53.29 53.29 71 64 117
Chandrasekharan1989_ 6 48.95

Chandrasekharan1989_ 7 46.58

McCormick1972b 54.82

Carriel973c 47.68

Kumar1987 62.86 63.04 51 51 76
Stanfel1985_ 1 59.66 59.77 70 67 104
Stanfel1985_ 2 50.83

King1982 47.93

McCormick1972c 61.16

Chandrasekharan1987 84.03 84.03 73 73 106

Tabela 6.4: Resultado do algoritmo exato iterativo para o REM sem restricao de tama-
nho.

Nas duas tabelas, houveram divergéncias entre os valoresatfpimas solugdes heuris-
ticas da literatura e as solugdes exatas encontradas nestbialho. Isso se deve por conta
de provaveis erros de digitacao.

A Tabela 6.5 mostra resultados do algoritmo exato iterativaplicado ao PFCM com
restricdo de tamanho, de maneira similar a Tabela 6.4. Os vabs com melhores resultados
foram obtidos dos seguintes trabalhos:

Wu et al. [94]: simulated annealing

Wu et al. [96]: algoritmo water ow-like;
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Goncalves & Resende [37]: algoritmo evolucionario.

O método proposto encontrou 0 6timo em 27 das 35 instanciasotd que os valores
da terceira e quarta coluna foram préoximos, com diferenca dia de apenasl;81 Além
disso, em 17 dos 27 6timos os valores coincidem, o que mostra g solucdo do PBEAS
corresponde a uma boa solugéao para o PFCM.

|| Instancia | Literatura | Otimo | N{U + NJ' | Otimo PBEAS | Namero de iterages ||

King1982 73.68 73.68 5 5 19
Waghodekar1984 62.50 62.50 9 9 15
Sei [adini1989 79.59 79.59 10 10 12
Kusiak1992 76.92 76.92 5 5 26
Kusiak1987 53.13 53.13 15 15 21
Boctor1991 70.37 70.37 7 7 24
Sei [adini1986 68.30 68.30 13 13 25
Chandrasekaran1986a 85.25 85.25 9 9 33
Chandrasekaran1986b 58.72 58.72 45 43 69
Mosier1985a 70.59 70.59 10 10 10
Chan1982 92.00 92.00 4 4 4
Askin1987 69.86 69.86 22 21 28
Stanfel1985 69.33 69.33 23 22 28
McCornick1972a 51.96 51.96 49 46 83
Srinivasan1990 67.83 67.83 46 46 75
King1980 55.90 56.52 70 68 103
Carriel973a 54.46 54.46 51 47 75
Mosier1985hb 42.96

Kumar1986 49.65 49.65 71 64 115
Carriel973b 76.54 76.54 37 37 42
Boel991 58.15 58.15 7 73 116
Chandrasekharan1989_ 1 100.00 100.00 0 0 0
Chandrasekharan1989 2 85.11 85.11 21 21 52
Chandrasekharan1989_ 3-4 73.51 73.51 39 39 67
Chandrasekharan1989 5 51.97 51.97 73 70 127
Chandrasekharan1989_ 6 47.37

Chandrasekharan1989_ 7 44.87

McCormick1972b 54.27

Carriel973c 46.06

Kumar1987 58.58 58.94 62 60 93
Stanfel1985_ 1 59.66 59.65 71 71 105
Stanfel1985_ 2 50.51

King1982 42.64

McCormick1972c 59.85

Chandrasekharan1987 84.03 84.03 73 73 106

Tabela 6.5: Resultado do algoritmo exato iterativo para 0 PEM com tamanho minimo
2 2em cada célula.

Na Tabela 6.6 sdo comparados 0s tempos computacionais obsigpela aplicacdo dos
dois métodos exatos propostos para o PFCM. O algoritmo de Dalbach descrito na
Secado 3.2.2 obtém tempos melhores que os demais, salvo pgurahs excecdes. No
entanto, em alguns casos o algoritmo ndo consegue resolverablema.

A Tabela 6.7 mostra o limite dual encontrado ao m da execu¢ddo modelo linear
nas instancias com 6timos desconhecidos, o melhor valor tistico obtido e o gap.
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| Instancia | Modelo Linear | Modelo lterativo | Alg. de Dinkelbach |
King1982 0,01 0,16 0,02
Waghodekar1984 0,01 0,07 0,01
Seifoddini1989 0,03 0,09 0,02
Kusiak1992 0,01 0,02 0,01
Boctor1991 0,01 0,14 0,01
Kusiak1987 0,06 0,29 0,04
Seifoddini1986 0,03 0,18 0,04
Chandrasekharan1986a 0,04 2,06 0,06
Chandrasekharan1986b 4,94 81,46 5,28
Mosier1985a 0,01 0,03 0,04
Chan1982 0,02 0,01 0,05
Askin1987 0,09 0,49 0,38
Stanfel1985 0,11 0,49 0,4
McCormick1972 144,91 600,98 68,13
Srinivasan1990 0,54 7,24 1,17
King1980 125,62 1156,23 137,63
Carriel973 42,32 87,13 12,44
Mosier1985b - - -
Kumar1986 1771,99 23928,70 4391,3
Boel991 305,48 2145,24 146,08
Carriel973 14,55 1,78 1,72
Chandrasekharan1989 1 0,15 0,02 2,41
Chandrasekharan1989 2 0,44 10,08 2,45
Chandrasekharan1989 3-4 0,78 17,46 2,74
Chandrasekharan1989 5 48743,90 371233,00 -
Chandrasekharan1989 6 - - -
Chandrasekharan1989 7 - - -
McCormick1972 - - -
Carriel973 - - -
Kumar1987 41,53 183,71 14,09
Stanfel1985_ 1 2622,06 13807,50 146,65
Stanfel1985_ 2 - - -
King1982 - - -
McCormick1972 - - -
Chandrasekharan1987 18,22 325,53 -
Média (instancias resolvidas por 203,03 1681,26 197,33
todos os algoritmos)

Tabela 6.6: Comparacao dos tempos computacionais (em sedps) dos métodos exatos
para o PFCM.

| Instancia | Limite Dual | Melhor valor Heuristico | Gap (em %) |
Mosier1985b 52,96 43,97 16,98
Chandrasekharan1989 6 56,62 48,95 11,69
Chandrasekharan1989 7 56,32 46,26 17,86
McCormick1972 59,94 54,82 8,54
Carriel973 62,10 47,84 22,96
Stanfel1985_2 58,28 50,84 12,76
King1982 63,12 48,29 23,49
McCormick1972 66,45 61,16 7,96

Tabela 6.7: Limite dual encontrado obtido na Formulacéo Liear.
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6.4 Resultados Experimentais das Heuristicas Hibridas

A seguir apresentamos os resultados dos algoritmos GRASP RASP+FSP para o
PFCM. O critério de parada de ambos os algoritmos foi dado pelimite de 100 iteracdes,
e 0 numero de execucoes foi 10.

A Tabela 6.8 mostra o resultado dos algoritmos heuristicosafa o PFCM sem as
restricdes desingleton Da esquerda para a direita, as colunas representam: a insté, o
melhor valor encontrado na literatura, o valor exato encomido pelo algoritmo proposto,
o melhor valor encontrado pelo GRASP, o melhor valor encoattio pelo GRASP+FSP, o
gap médio do GRASP e agap médio do GRASP+FSP.

Note que ogap do melhor resultado foi 0% em todos os casos considerando o
resultado exato ou o melhor resultado da literatura. O GRASBbteve 7 solu¢cées melhores
que a literatura, sendo que em 3 delas o exato também foi mellgpie as meta-heuristicas
da literatura. J& 0o GRASP+FSP obteve melhores resultados guo GRASP em 2 solucgdes;
além disso, obteve também uma melhor convergéncia: com e&® de uma instancia,
todos osgapsmédios do GRASP+FSP foram 0%. Ja com o GRASP, 3 instancias ékam
0 gap médio diferente de 0%.

A Tabela 6.9 mostra o resultado os tempos computacionais dalgoritmos heuristicos
para o PFCM sem as restricdes deingleton Para o algoritmo GRASP+FSP, o tempo
limite do médulo exato foi de nido como 10% do tempo obitido @ primeira parte do
GRASP. Note que os tempos, mesmo com modulo exato, foram bebaiao do tempo
obitido pelos algoritmos exatos.

6.5 Resultados Heuriticos para o k-MINBCP

Nesta secdo, sdo apresentados os resultados heuristicdisagos aok-MINBCP, des-
crito na Secgdo 1.3. A Tabela 6.10 mostra a instancia, o timaedntrado pela literatura
e o resultado do GRASP proposto. As instanciase os 6timos foram disponibilizados
no trabalho de Gualandi et al. [39]. Note que, em todas as idsicias, o valor 6timo foi
encontrado, 0 que mostra a e cacia do método proposto nas iartes do PBEA.

Thttp://www-dimat.unipv.it/~gualandi/resources/bicli ques-data.tar.gz


http://www-dimat.unipv.it/~gualandi/resources/bicliques-data.tar.gz

Tabela 6.8: Resultado dos Algoritmos Heuristicos sem ragfio de Sigleton

| Instancia || Literatura | Exato | GRASP | GRASP+FSP | Gap Médio GRASP || Gap Médio GRASP+FSP |
King1982* 75 75 75 75 0.000% 0.000%
Waghodekar1984 69.57 69.56 69.57 69.57 0.000% 0.000%
Sei [odini1989 80.85 80.85 80.85 80.85 0.000% 0.000%
Kusiak1992 79.17 79.16 79.17 79.17 0.000% 0.000%
Kusiak1987 60.87 60.86 60.87 60.87 0.000% 0.000%
Boctor1991 70.83 70.83 70.83 70.83 0.000% 0.000%
Sei [adini1986 69.44 69.44 69.44 69.44 0.000% 0.000%
Chandrasekaran1986a 85.25 85.24 85.25 85.25 0.000% 0.000%
Chandrasekaran1986b 58.72 58.71 58.72 58.72 0.000% 0.000%
Mosier1985a 75 75 75 75 0.000% 0.000%
Chan1982 92 92 92 92 0.000% 0.000%
Askin1987 74.24 74.24 74.24 74.24 0.000% 0.000%
Stanfel1985 72.86 72.85 72.86 72.86 0.000% 0.000%
McCornick1972a 53.33 53.33 53.33 53.33 0.000% 0.000%
Srinivasan1990 69.92 69.92 69.92 69.92 0.000% 0.000%
King1980 57.96 58.04 58.04 58.04 0.000% 0.000%
Carriel973a 57.73 57.73 57.73 57.73 0.000% 0.000%
Mosier1985b 43.26 43.97 43.97 0.000% 0.000%
Kumar1986 50.81 50.80 50.81 50.81 0.000% 0.000%
Carriel973b 79.38 79.38 79.38 79.38 0.000% 0.000%
Boel991 58.79 58.79 58.79 58.79 0.003% 0.001%
Chandrasekharan1989 1 100 100 100 100 0.000% 0.000%
Chandrasekharan1989_ 2 85.11 85.10 85.11 85.11 0.000% 0.000%
Chandrasekharan1989 _3-4 73.51 73.50 73.51 73.51 0.000% 0.000%
Chandrasekharan1989 5 53.29 53.29 53.29 53.29 0.000% 0.000%
Chandrasekharan1989_ 6 48.63 48.95 48.95 0.002% 0.000%
Chandrasekharan1989_ 7 46.15 46.26 46.26 0.000% 0.000%
McCormick1972b 54.82 54.82 54.82 0,004% 0.000%
Carriel973c 47.68 47.83 47.84 0.000% 0.000%
Kumarl1987* 62.86 63.04 63.04 63.04 0.000% 0.000%
Stanfel1985_ 1* 59.66 59.77 59.77 59.77 0.000% 0.000%
Stanfel1985_ 2 50.83 50.84 50.84 0.000% 0.000%
King1982 47.93 48.15 48.29 0.000% 0.000%
McCormick1972c 61.16 61.16 61.16 0.000% 0.000%
Chandrasekharan1987 84.03 84.03 84.03 84.03 0.000% 0.000%
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Tabela 6.9: Tempo Computacional dos Algoritmos Heuristisosem restricdo deSigleton
em segundos.

| Instancia | Tempo Médio GRASP | Tempo Médio GRASP+FSP |
King1982 0.0001 0.0001
Waghodekar1984 0.0008 0.0008
Sei [adini1989 0.0011 0.0012
Kusiak1992 0.0014 0.0016
Kusiak1987 0.0050 0.0055
Boctor1991 0.0045 0.0050
Sei [adini1986 0.0115 0.0127
Chandrasekaran1986a 0.0154 0.0169
Chandrasekaran1986b 0.0174 0.0191
Mosier1985a 0.0218 0.0240
Chan1982 0.0230 0.0253
Askin1987 0.2856 0.3142
Stanfel1985 0.2809 0.3090
McCornick1972a 0.6354 0.6989
Srinivasan1990 0.7496 0.8246
King1980 1.2504 1.3755
Carriel973a 1.2792 1.4071
Mosier1985hb 1.7734 1.9508
Kumar1986 2.2112 2.4323
Carriel973b 2.9190 3.2109
Boel991 3.4562 3.8019
Chandrasekharan1989 1 5.5378 6.0916
Chandrasekharan1989_ 2 8.7822 9.6604
Chandrasekharan1989 3-4 9.3731 10.3104
Chandrasekharan1989_ 5 11.8168 12.9984
Chandrasekharan1989_ 6 12.1615 13.3777
Chandrasekharan1989 7 12.1054 13.3159
McCormick1972b 14.9195 16.4114
Carriel973c 31.2864 34.4150
Kumarl1987* 39.5737 43.5310
Stanfel1985_ 1* 50.1857 55.2042
Stanfel1985_ 2 51.4579 56.6037
King1982 93.4798 102.8278
McCormick1972c 112.3554 123.5910
Chandrasekharan1987 360.3341 396.3675
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Tabela 6.10: Resultado dos Algoritmos Heuristicos parakeMINBCP.

Instancia || Otimo | GRASP || Instancia || Otimo | GRASP
10-2 2 2 50-2 3 3
10-3 5 5 50-3 16 16
12-2 2 2 50-4 30 30
12-3 5 5 50-5 19 19
12-4 6 6 50-6 28 28
15-2 2 2 50-7 47 47
15-3 6 6 50-8 34 34
15-4 6 6 60-2 4 4
15-5 9 9 60-3 20 20
20-2 2 2 60-4 18 18
20-3 7 7 60-5 38 38
20-4 9 9 60-6 23 23
20-5 12 12 60-7 27 27
20-6 12 12 60-8 45 45
30-2 3 3 80-2 5 5
30-3 11 11 80-3 10 10
30-4 15 15 80-4 38 38
30-5 11 11 80-5 46 46
30-6 12 12 80-6 35 35
30-7 16 16 80-7 54 54
30-8 16 16 80-8 68 68
40-2 3 3 100-2 5 5
40-3 14 14 100-3 11 11
40-4 14 14 100-4 44 44
40-5 27 27 100-5 52 52
40-6 24 24 100-6 64 64
40-7 18 18 100-7 60 60
40-8 20 20 100-8 60 60




Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

O trabalho mostra que a resolucdo do PBEA através de métodosaeos € satisfato-
ria em instancias de até 140 vértices (como a instancia Cldrasekharan1987). Além
disso, o algoritmo de separagcao proposto apresenta desenmpesuperior ao utilizado pelo
CPLEX. O pré-processamento apresentou xacdes em poucos@s ISso ocorre pois
as instancias utilizadas séo densas, diferentemente do dega ocorrido com instancias
esparsas. Em compensacéo, conseguiu gerar uma grande ddade de cortes.

Com relacdo ao PFCM, foi apresentado que sua relacdo com o PBEepresenta uma
nova abordagem que trara bons resultados praticos e teésgca\esta abordagem, foram
obtidas as solugBes 6timas de instancias criadas h4 quased0s. Além disso, ca claro
que a utilizacdo de uma funcéo objetivo linear para o PFCM apsenta bons resultados.

Com relacdo aos métodos heuristicos, vale ressaltar qugap do melhor resultado
foi 0% em todos os casos considerando o resultado exato ou oethor resultado da
literatura. Além disso, tanto o GRASP quanto o algoritmo GRAP+FSP obtiveram
solucbes melhores que a literatura, com ugap médio de 0% em quase todas as instancias.
Além disso, sua e cacia foi validada em uma variante do PBEA) k-MINBCP.

Dentre as contribuicdes deste trabalho podemos citar:

A

algoritmo B&C para o PBEA com:

algoritmo de separacéo

pré-processamentos
" relacdo do PBEA com o PFCM;
"~ algoritmo exato para o PFCM,;
" nova formulacao linear-fracionaria para o PFCM e sua lineezacéo;
" algoritmo heuristico hibrido para o PFCM;

"~ resolucdo exata da maioria das instancias do PFCM,;

62
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" apresentacao do impacto da utilizacdo de uma funcao objedi linear no PFCM,;
" algoritmo heuristico para ok-MINBCP.

Vale ressaltar a di culdade encontrada em examinar os trabi@s da literatura sobre
o PFCM, um vez que muitos deles nao explicam detalhes da foriagéo utilizada, prin-
cipalmente com relagdo ao tamanho minimo da célula. Outrosgblemas foram os erros
de digitacdo nas instancias encontradas em alguns trabatho

Para trabalhos futuros, serdo pesquisadas novas varianfega o problema, em que os
algoritmos propostos poderéao ser aplicados, juntamentencaa possibilidade de utilizar
o corte minimo do grafo no calculo do limite dual. Além diss@retende-se estender o
pré-processamento da Secdo 5.2 aos casos em que a bicligoees completa ( quasi-
biclique ).

7.1 Resolvendo Outros Tipos de Problemas de Células
de Manufatura

No projeto de formacéo de células de manufatura, varios faés de producdo podem
ser levados em consideracdo simultaneamente. Com base mtsrés de producdo mais
utilizados na literatura recente, Defersha & Chen [28] e Liet al. [56] discutem uma
grande variedade de caracteristicas/restricdes que podeer incorporadas ao problema.
Os métodos propostos neste trabalho séo baseados na apéioatp algoritmo para o PBEA
na resolucéo do PFCM. Ao considerar estes fatores, precigamncorporar ao PBEA novos
dados adicionais.

Neste sentido, pode-se classi car cada uma dessas cardstmas em dois grupos: as
que permitem uma adaptacdo direta no modelo do PBEA (resol@o o problema com
pequenos ajustes no algoritmo), e as que admitem uma adagiagparcial (resolvendo
inicialmente o subproblema relativo ao novo fator de prodé@g, e em seguida utilizando
o0 resultado como entrada do algoritmo baseado no PBEA).

A seguir, € apresentada uma relacéo dos principais fatoresgtoducdo encontrados na
literatura, e uma ideia geral de como realizar essa adaptacétilizando os algoritmos pro-
postos, baseados no PBEA. Para isso, eles foram separadoaa®do com a classi cacao
acima.

1. Problemas que permitem a adaptacao direta do modelo PBEA ¢ om peque-
nas modi cagdes:

a - custo/tempo de operacao:
acrescente custos nas arestas.
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b - capacidade nas células ou familias de partes/maquinas:
acrescente restricdes limitando o tamanho das bicliques.

c - capacidade das maquinas e demanda por produto:
acrescente custos nos veértices.

d - restricbes de proximidade das maquinas:
dada a distancia entre cada par vértices, estabeleca regfres que proibam a presenca
de pares de vértices ha mesma biclique.

Com relacdo ao segundo tipo de problemas, deve-se primeieate resolver o sub-
problema considerando a nova caracteristica de producdo e, em seguida, utilizar a
solucéo obtida como entrada para um algoritmo baseado no nedal PBEA. A seguir sdo
apresentas as caracteristicas junto com as propostas de [@dgao sugeridas.

2. Problemas que permitem uma adaptacao parcial:

a - fatores além do contexto de maquinas e partes: alocacdo de operadores,
custos de ferramentas, tipos de ferramentas:
primeiramente, resolva o problema associado com os operadéferramentas, isto €,
decida quais operadores/ferramentas serdo alocados emacathquina; em seguida,
resolva o PFCM utilizando o resultado da alocagdo como entfa do algoritmo PBEA.

b - fatores que ndo possuem como o objetivo nal a formacdo de b icliques
perfeitas: multiplos planos de processos (cada parte possu i varias possiveis
sequéncias de operacoes):
resolva o problema da escolha da sequéncia de operacdes pada parte, e entdo
utilize o algoritmo para o PBEA a m de minimizar os moviment® das partes.

c - fatores que necessitam de estruturas extras: disposicao das maquinas (pro-
blema espacial), balanceamento de carga e divisdo dos lotes de producéo
(uxo de operacfes entre as maquinas):
nestes casos, € necessario que a resolucao seja integradia ode ser separada em
dois subproblemas), o que impossibilita o uso puro do PBEA

Note que, em alguns destes casos, a solu¢ao 6tima encontqaoiaeste método de duas
fases ndo é, necessariamente, o 6timo do problema original.
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