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Resumo

Esta tese aborda diversos conceitos e aspectos de Teoria dos Grafos, tendo como foco
principal problemas de particao e de convexidades de caminhos. Para os problemas de
particao, consideramos originalmente o problema da M-Particao proposto por Feder, Hell,
Klein e Motwani que consiste em verificar se o conjunto de vértices de um dado grafo G
pode ser particionado segundo as condicoes impostas por uma matriz M quadrada e
simétrica de ordem m sob os valores 0, 1, %, onde os elementos na diagonal principal
representam as relagoes internas entre os vértices de cada uma das m partes, podendo
os vértices de uma parte ¢ serem completamente adjacentes (M; = 1, e neste caso a
parte 7 ¢ uma clique); completamente nao adjacentes (M;; = 0, e a parte 7 € um conjunto
independente); ou nao terem nenhuma restri¢do (M;; = *). Os mesmos valores (0,1, )
sao aplicaveis ao restante da matriz, representando as relagoes externas, onde M;; = 1
indica que todos os elementos da parte i sao adjacentes a todos os elementos da parte j;
M;; = 0 indica que nenhum elemento da parte i é adjacente a algum elemento da parte
J; e M;; = * indica que nao existe restricao de adjacéncia entre as partes ¢ e j. A partir
do problema da M-Particao, propusemo-nos a estudar duas configuracoes especificas:
Py-Partigao e (k,0)/-Partigdo. O problema da Pj-Partigao de um grafo G consiste em
encontrar uma particao dos vértices de G de forma que, ao escolhermos um vértice de
cada particao, o grafo induzido por estes vértices € um Py, para quaisquer que sejam oS
vértices escolhidos; assim, estudamos condi¢oes para que um grafo seja Py-particionavel.
O problema da (k,0)’-Parti¢do consiste em estudar o problema da M-Partigao em que
as matrizes M sao restritas aquelas em que a diagonal principal contenha apenas 0’s e
a tltima linha/coluna contenha apenas 1’s e/ou *’s. Para as convexidades de caminhos,
que sao definidas através de cole¢oes especiais de caminhos em grafos - por exemplo,
a colecao dos caminhos minimos, associada a convexidade geodésica; ou a colecao dos
caminhos induzidos, associada a convexidade monofénica -, propusemos uma estrutura
geral (framework) capaz de representar diversas convexidades conhecidas, e mostramos
que um conjunto de problemas ¢ NP-completo quando mantemos esta estrutura na sua
forma mais genérica. No entanto, quando restritos a configuragoes especificas, mostramos
que alguns problemas podem se manter dificeis ou apresentar algoritmos polinomiais de
acordo com a convexidade escolhida e do problema em questao.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos, Convexidades de Caminhos, M-Partigoes.



Abstract

This thesis deals with several aspects and concepts of graph theory, focusing on partition
problems and path convexities. Regarding the partition problems, we first consider the M-
Partition problem proposed by Feder, Klein, Hell, and Motwani, that consists of verifying
if the vertex set of a given graph can be partitioned according to some conditions imposed
by a symmetric, square matrix M defined over 0,1, where the elements in the main
diagonal represent internal relations between vertices in each of the m parts: vertices
in part ¢ can be completely adjacent (M; = 1, and, in this case, part i is a clique);
completely non-adjacent (M = 0, and, in this case, part ¢ is an independent set); or
have no adjacency restrictions (M;; = %). The same values 0, 1, * applies to the rest of
the matrix, representing external relations between parts, where M;; = 1 means that
parts ¢ and j are completely adjacent; M;; = 0 means that parts 7 and j are completely
non-adjacent; and M;; = * means that parts 7 and j have no adjacency restrictions.
From the M-partition problem, we propose the study of two specific matrix problems:
the Py-Partition problem and the (k,0)/-Partition problem. The Pj-Partition problem
consists of finding (if any) a partition of the vertex set such that, by choosing a vertex in
each partition, the graph induced by such vertices is a Py, for any choice of such vertices;
therefore, we study conditions for a graph to be Py-partitionable. The (k,0)-Partition
problem consists of studying the M-Partition problem on restricted matrices M such that
their main diagonal contains only 0’s and the last row/column contains only 1’s and/or
x’s. Regarding the path convexities, which are defined over special collections of paths
in graphs - for example, the collection of shortest paths, associated with the geodetic
convexity; or the collection of induced paths, associated with the monophonic convexity
-, we propose a general framework able to represent several well-known convexities, and
show that a set of problems is NP-complete when we consider such framework in its more
generic formulation. However, when restricted to specific configurations, some problems
may still be hard, or admit polynomial algorithms according to the chosen convexity.

Keywords: Graph Theory, Path Convexities, M-Partitions.
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Capitulo 1

Introducao

“Let go your earthly tether. Enter the void.

Empty and become wind.”

(Michael Dante DiMartino)

Esta tese é apresentada como requisito obrigatorio para obtencao de titulo de doutor em
computacao e, também, é resultado de trabalhos obtidos através do estudo em anos pré-
vios. Ao longo do texto apresenta-se uma variedade de problemas e resultados discutidos

sob a perspectiva de teoria dos grafos e algoritmos.

1.1 Motivacao

Espera-se que uma tese de doutorado apresente evolugoes tedricas ou aplicadas na area
que se dispoe a estudar. Neste sentido, estudamos problemas que apresentam vastas
bibliografias e producoes académicas com intuito de desvendar os resultados ainda nao

explorados de cada um dos topicos.

Mais especificamente, para producao desta tese, decidimos trazer os estudos dos problemas
de convexidade de caminhos em grafos e de particoes em grafos, sendo o primeiro
o topico principal deste trabalho, discutido no Capitulo 3. Apesar da vasta producao
académica evidenciada no survey/livro de Pelayo [70], é possivel perceber que existem
muitas formas de representagao que dificultam o entendimento rapido da convexidade ou,
até mesmo, de como ela se relaciona com as diversas outras convexidades e problemas.
Assim, o objetivo desta tese foi desenvolver um framework capaz de representar diversas
convexidades diferentes, estudar resultados anteriores e apresentar novos resultados com-

putacionais - tanto para convexidades ja existentes, quanto para convexidades propostas.
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Além do topico principal, apresentamos também os problemas de partigoes em grafos -
como complemento de trabalhos anteriores e anotagoes adicionais. Nos estudos anterio-
res, de Leite [64] e Viana [78|, foram apresentadas obstrugoes minimais para classe dos
cografos-(k, ) (sob a interpretagao de M-Partigao), porém estes trabalhos limitaram os
tamanhos das matrizes apresentadas e deixaram em aberto diversas generalizagoes. Dessa
forma, o Capitulo 2, na Sec¢ao 2.2, tratara uma dessas generalizacoes. Por fim, a Secao 2.3
apresenta o problema Pj-Particao sob a otica de M-Particao, tendo por objetivo oferecer

resultados iniciais para o estudo mais aprofundado de parti¢oes de caminhos.

1.2 Definicoes fundamentais

Esta secao introduz conceitos, defini¢oes e termos utilizados durante a tese.

Todos os grafos nesta tese sao simples; o termo grafo é utilizado para designar um grafo
simples. Um grafo simples G ¢ um par ordenado (V(G), E(G)) (ou apenas (V, E)), tal que
V(@) é um conjunto nao vazio de vértices e E(G) representa o conjunto de arestas. Cada
aresta do conjunto E(G) é representada por um par de vértices distintos e nao ordenados
de G. Denotamos o nimero de vértices e de arestas de um grafo G por n(G) e m(G) (ou
simplesmente n e m, quando o contexto permitir), respectivamente. Se e = (u,v) é uma
aresta pertencente a F(G) (denotada por uv € E(G)), entdao dizemos que os vértices u e
v sao adjacentes no grafo G, e sao extremidades de e. Também dizemos que e é incidente

aos vértices u e v e vice-versa. Um grafo que contém um tnico vértice é dito grafo trivial.
O grau de um vértice v, denotado por d(v), é a quantidade de arestas incidentes a v.

Um grafo H é dito subgrafo de G (H C G)se V(H) C V(G) e E(H) C E(G); neste caso,
dizemos que H esta contido em G e que G contém H, ou que G é um supergrafo de H.
Além disso, H sera subgrafo induzido de G se vale a seguinte propriedade: u,v € V(H) e
wv € E(G) implica wv € E(H). Se H é subgrafo induzido de G ¢ V(H) = X, utilizamos
a notagao H = G[X].

A diferenca entre dois grafos G e H, denotada por G — H, é o subgrafo induzido pela
diferenga entre seus conjuntos de vértices, isto ¢, G — H = G[V(G) \ V(H)].

Seja G um grafo. Um conjunto I C V(G) é um conjunto independente de G se E(G[I]) =
(). Denotamos por I,, um conjunto independente com n vértices. Dizemos que um conjunto
K C V(G) é uma clique se para qualquer par de vértices u,v € K, u e v sdo adjacentes.
Denotamos por K,, um grafo cujo conjunto de vértices é uma clique; este grafo é chamado

grafo completo. Denotamos a cardinalidade da maior clique de G por w(G).
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Um particionamento P(G) de um grafo G consiste em uma familia de conjuntos tal que
a intersecao entre cada membro seja vazia e a uniao de todos eles seja igual ao conjunto
de vértices de G. Ou seja, P(G) = {Py, Ps, ..., Pr} é um particionamento de G se: (a)
para 1 < i,j < k,i # j, temos P, NP; = 0; (b) PLUP,U...UP, = V(G). Dizemos
também que (Py, Po, ..., Pr) € uma particio de G.

Um grafo G é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos
independentes X e Y'; isto ¢, toda aresta de F(G) possui uma extremidade em X e outra
extremidade em Y. Tal partigao (X,Y) é dita biparticao do grafo, e X e Y suas partes. O
grafo é dito bipartido completo quando existe a particao (X,Y") e todos os vértices de X
sao adjacentes a todos os vértices de Y. Um grafo estrela é um grafo bipartido completo

que admite biparti¢ao (X,Y) onde | X|=1ou |Y|=1.

Um caminho P em um grafo G' é uma sequéncia de vértices distintos que pode ser ordenada
de tal forma que dois vértices consecutivos em P sao adjacentes em . Da mesma forma,
um ciclo em um grafo é uma sequéncia com trés ou mais vértices distintos que pode ser
ordenada de forma ciclica tal que dois vértices consecutivos sao adjacentes em G. Quando
dois vértices nao consecutivos em um caminho (ciclo) possuem uma aresta entre eles, esta
aresta ¢ chamada corda. Um caminho induzido (ciclo induzido) com n vértices que nao

possui cordas é denotado por P, (C,,).

O comprimento de um caminho P em G, denotado por |P|, é o numero de arestas deste
caminho. Um caminho P em G com extremidades v e v é um uv-caminho. Um wuv-
caminho P em G é um wv-caminho minimo se nao existe outro uv-caminho P’ tal que
|P'| < |P|. Em um wv-caminho minimo P, |P| é a distancia entre u e v em G, denotada

por |P| = dist(u,v).

O comprimento de uma corda (v;,v;) em um caminho P = (vy,vs,...,vp|) € igual ao

comprimento do caminho P’ = (v;, V41, ..., ;).

Denotamos por N(v) o conjunto dos vértices que sdo adjacentes ao vértice v e chamamos
esse conjunto de wizinhanca de v. A wvizinhanga fechada de v é denotada por Nv] =
N(v) U {v}. De uma forma genérica, dizemos que a i-ésima vizinhanc¢a de v, denotada
por N(v), é o conjunto {w | dist(v,w) = i}, ou seja, todos os vértices cuja distancia até
v ¢ igual a 1.

Dizemos que dois vértices u e v sdo gémeos se N (u)\{u,v} = N(v)\{u, v}; em particular se

Nu] = N[v] eles sao ditos gémeos verdadeiros. Um par de vértices gémeos nao adjacentes

¢ dito um par de gémeos falsos. Um vértice u & vértice pendente se |N(u)| = 1.
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Um grafo G ¢é conexo se para cada par de vértices u,v € V(G), existe um uv-caminho em

(G; caso contrario o grafo é desconezxo.

Um grafo GG é dito aciclico ou uma floresta se este nao contém ciclos. Uma drvore é um

grafo conexo e aciclico.

O complemento G de um grafo G' é um grafo com o mesmo conjunto de vértices V(G) e

com pares de arestas entre os vértices nao adjacentes em G.

Seja .# uma familia de subgrafos de um grafo G. Um membro F' da familia .# é dito
mazimal se F nao esta contido em nenhum outro elemento de .%. Analogamente, um
membro F' da familia .% é dito minimal se F' ndo contém nenhum outro elemento de .%.
Seja # a familia de subgrafos conexos de um grafo G; os membros maximais da familia

F sao ditos componentes conexas de G.

Denotamos por e(v) a ezcentricidade do vértice v, que é a maior distancia de v a todos os
outros vértices de V(G), ou seja, e(v) = max{dist(v,w) | w # v,w € V(G)}. O didmetro
do grafo G ¢ a maior excentricidade entre os vértices, isto ¢, diam(G) = max{e(v) | v €

V(G)}

Um grafo G é k-colorivel se V(G) = A; U A3 U ... U Ay onde cada A;,1 < i < k éum
conjunto independente (possivelmente vazio). O menor k tal que o grafo G seja k-colorivel

¢ chamado de numero cromdtico e é denotado por x(G).

Um grafo G é perfeito se para todo subgrafo induzido G’ C G, x(G') = w(G’). Se G é um

grafo perfeito entdo G também é perfeito.

Se estivermos aplicando uma operagao a um grafo e o contexto nao for suficiente para
especificar em qual grafo a operagao estd sendo aplicada, utilizaremos o subindice para
fazer-se compreender. Por exemplo, para diferenciar operagoes de distancias entre dois

vértices v, w nos grafos G e H, utilizaremos distg (v, w) e disty(v,w) respectivamente.

Seja A um conjunto. Uma relacdo r : 24 — 24 é um mapeamento entre os subconjuntos

de A, onde 24 ¢ a familia de todos os subconjuntos de A.

Em 1964, o mateméatico Herstein publicou em seu trabalho [59] uma formaliza¢ao do
principio da casa dos pombos, que consiste em afirmar que dados dois conjuntos A e B,
se |A| > |B|, entdao nao existe uma funcao f : A — B tal que f seja injetora. Herstein
mostra, portanto, que existe pelo menos um elemento de B que estaria associado a pelo
menos dois elementos de A. Este principio foi generalizado muitas vezes, sempre no que
diz respeito a cardinalidade e mapeamento de fungoes entre dois conjuntos. Aqui, neste

trabalho, vamos observar a aplicagao deste principio quando particionarmos um grafo GG
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com n vértices em k conjuntos, pois sempre que k < n, entao existe pelo menos uma

particao que apresenta mais que um vértice.

Todos os grafos nesta tese sao finitos, nao vazios e conexos. As demais definicoes podem

ser encontradas no livro de Bondy e Murty [5].

1.3 Complexidade de algoritmos

Uma érea da Ciéncia da Computacao que teve um grande e rapido crescimento nas tl-
timas décadas é o campo de Algoritmos e Teoria da Complexidade - em particular, o
desenvolvimento e analise de algoritmos computacionais. O objetivo da pesquisa nesta
area é estudar a natureza dos problemas que podem ser resolvidos através de um com-
putador, para fornecer solugoes para problemas resolviveis, assim como classifica-los em

categorias dependendo do seu grau de dificuldade ou intratabilidade.

Formalmente, um problema algoritmico 7 consiste de um conjunto D de todas as possiveis
entradas para o problema, chamado conjunto de instincias, e de uma questio () sobre
estas instancias. Resolver um problema algoritmico é desenvolver um algoritmo cuja

entrada é uma instancia do problema e cuja saida é uma resposta a questao do problema.

Um problema é dito de decisdo quando a questao exige uma resposta do tipo SIM ou
NAO. Como exemplo, seja 7 o seguinte problema: “Dado um grafo G, reconhecer se G é
k-colorivel.” O conjunto de instancias de m é obviamente o conjunto de todos os grafos.

O problema 7 pode ser assim esquematizado:
Entrada: Um grafo G.
Questao: O grafo G é k-colorivel?

Fica evidente que o problema 7 acima é um problema de decisao. Resolver 7 significa

elaborar um algoritmo capaz de responder se o grafo G é um grafo k-colorivel ou nao.

Dizemos que um algoritmo é polinomial quando sua complexidade de tempo (medida do
namero de passos que o algoritmo efetua) é uma fungao polinomial no tamanho da sua
entrada. Os problemas de decisao para os quais existem algoritmos polinomiais constituem

a classe P. Tais problemas sao chamados polinomiais.

Um problema de decisao é nao-deterministico polinomial quando qualquer instancia que
produz resposta SIM possui um certificado sucinto, isto é, uma comprovacao de que a
resposta SIM é de fato verificavel em tempo polinomial no tamanho da instancia. Esta

classe de problemas de decisao é a classe NP.
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A classe Co-NP é formada pelos problemas que possuem um certificado sucinto para as

instancias que produzem resposta NAO.

Sejam 71 (D1, Q1) e ma(Ds, QQ2) dois problemas de decisdo. Uma transformagao ou redugdao
polinomial de m; em 7y € uma funcao f : D; — Dy tal que as seguintes condigoes sao

satisfeitas:

e f pode ser calculada em tempo polinomial;

e para toda instancia I € Dy, tem-se que I produz resposta SIM para m; se e somente

se f(I) produz resposta SIM para .

Um problema de decisao 7 pertence a classe NP-completo quando as seguintes condig¢oes

sao satisfeitas:

e T NP;

e para todo problema 7’ € NP existe uma transformagao polinomial de 7" em .

Um problema pertencente a classe NP-completo é chamado NP-completo. Para provar
que um certo problema m é NP-completo, basta mostrar que @ € NP e que existe uma

transformacao de um problema NP-completo #’ em 7.

Analogamente, prova-se que um problema de decisao 7 pertence a classe Co-NP-completo
(e, neste caso, m é dito Co-NP-completo) quando m € Co-NP e existe um problema n’

(Co-)NP-completo tal que:

e se 1’ é NP-completo, existe uma funcao f que pode ser calculada em tempo poli-
nomial tal que para toda instancia I’ de 7/, tem-se que I’ produz SIM para 7’ se e

somente se I = f(I') produz NAO para 7;

e se 1 é Co-NP-completo, existe uma fungao f que pode ser calculada em tempo
polinomial tal que para toda instancia I’ de 7/, tem-se que I’ produz NAO para 7’

se e somente se I = f(I') produz NAO para 7.

Como fonte de referéncias para esta segao, indicamos [49, 75].
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1.4 Cografos

Uma classe de grafos bastante estudada é a classe dos cografos, ja que muitos problemas
dificeis em grafos gerais sao resolvidos eficientemente em cografos. Nos anos 70 diver-
sos pesquisadores estudaram os cografos independentemente, porém utilizando diferentes
definigoes e nomenclaturas. Jung, em [63], utilizou o termo grafo D*. Seinsche em [72]
trabalhou com grafos que nao possuem subgrafos induzidos isomorfos ao P,. Sumner,
em |74], os chamou de grafos HD. Lerchs, em [65] e [66], introduziu o termo cografo e,
como extensao de seus trabalhos, Stewart [73| desenvolveu um algoritmo polinomial de
reconhecimento para grafos desta classe. Posteriormente foram desenvolvidos algoritmos

que reconhecem se o grafo é um cografo em tempo linear |28, 52, 55].

Existem diversas definigoes equivalentes para a classe dos cografos. Por exemplo, podemos
dizer que um cografo é um grafo G = (V, E') que nao possui caminho induzido com quatro

vértices (Py) como subgrafo induzido, ou seja, G ¢ livre de Pj.

Outra maneira de definir a classe dos cografos é a partir de duas operacoes distintas: as
operagoes join (+) e union (U) sdo operagdes entre dois grafos A e B que geram um novo
grafo G. Desta forma, G = A+ B ¢é o grafo formado pelas partes V(A) e V(B) onde todos
os vértices de A sdo adjacentes a todos os vértices de B. Simetricamente, G = AU B é
o grafo tal que nenhum vértice de A é adjacente a algum vértice de B. Assim, podemos

escrever o cografo G de duas possibilidades diferentes [28]:

Teorema 1 ([28]) Dado um grafo G, G € um cografo se, e somente se, G pode ser escrito

de uma das sequintes maneiras:

a) G € conero: G = Gy + Gy + ...+ Gy, onde cada G; € um grafo trivial ou € um

cografo desconexo, 1 < i <I;

b) G € desconexo: G = G1 UGy U ... UG, onde cada G; é um grafo trivial ou € um

cografo conexo, 1 < i <|.

1.4.1 Co-arvore

O teorema anterior permite obter uma representacao dos cografos através de uma arvore
especial (co-drvore) que facilita a resolugdo de problemas. A partir da co-arvore pode-
mos obter diversas propriedades e informacoes sobre o cografo utilizando algoritmos, por

exemplo, que executam em tempo linear. Numa co-arvore 7'(G) os nos sdo rotulados tipo
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1 ou tipo 0 e as folhas representam os vértices de cografo (G. Dois vértices sao adjacentes
se, e somente se, o primeiro ancestral comum é um n6 tipo 1. Uma co-arvore possui uma
alternéncia entre nos tipo 1 e tipo 0, ou seja, um noé tipo 1 terd apenas filhos tipo 0 ou
folhas e um no tipo 0 tera apenas filhos tipo 1 ou folhas. Duas co-arvores representando
o mesmo cografo sdo isomorfas; portanto a co-arvore de um cografo G é tinica. E facil
observar que se a raiz da co-arvore for um no tipo 0 o cografo serda desconexo, caso con-
trario, o cografo seré conexo. Corneil et al. provou, em [27], que um grafo é um cografo
se, e somente se, pode ser representado por uma co-arvore. Na Figura 1.1 mostramos
exemplo de uma co-arvore e o cografo representado. Podemos notar a alternancia entre

os noés tipo 1 e tipo 0 e as adjacéncias de acordo com o ancestral comum mais proximo.

Figura 1.1: Exemplo de co-arvore.

1.4.2 Sequéncia de operacoes para construcao do cografo

Uma outra forma para representar um cografo G é através de uma sequéncia de operagoes
consecutivas. A sequéncia de operacOes inicia-se com um vértice vy, e cada uma das
operacoes aplicadas gera um grafo intermedirio, que é um subgrafo induzido, e apenas
ao final das operacoes chegamos ao cografo GG. As operagoes utilizadas na sequéncia de
operagoes consiste em criar novos vértices, que sao gémeos verdadeiros ou gémeos falsos de
algum vértice v; ja existente no grafo intermediario. Assim, as operagoes sao nomeadas:

operagio gémeo verdadeiro (7(v;)) e operagio gémeo falso (F'(v;)).

A Figura 1.2 mostra um exemplo das operacoes gémeo verdadeiro e gémeo falso para

um cografo.
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U1 U1 U1

Vo VU Vg F (712) Vo T'(v9)

U3 U3 U3

Figura 1.2: Operacoes gémeo falso e gémeo verdadeiro.

A dissertacao apresentada por Thompson [76] discute e apresenta algoritmos para obter
esta sequéncia em tempo linear dada a co-arvore do cografo GG. Segue, abaixo, um Teorema

que formaliza esta sequéncia.

Teorema 2 Um grafo G é um cografo se, e somente se, existe uma sequéncia de operagoes

S = vy, Oqus, Ozus, ..., Opu, que constréi G tal que, para todo i,j € {2,...,n}:

(b) vy € o vértice inicial de G;

(b) O; € {F,T}, onde F é uma operagdo gémeo falso, ¢ T ¢é uma operagdo gémeo

verdadeiro;
(¢) a operagao O;u; cria um novo vértice v; em G;

(d) u; € {’Ul,UQ, oo 7Uz‘—1}-

A Figura 1.3 mostra a constru¢ao de um cografo a partir de sua sequéncia de operagoes
Sl = 1, T(’Ul), F(Uz), T(Ug), T(Ug), F(Ul).

U2 V2 (%) U2 V2
(% (%1 V1 () Vs 11 Uy (% Vg
Vs
U3 U3 U3 U3

Figura 1.3: Exemplo da construcao do cografo formado pela sequéncia 5.
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Vale observar que a sequéncia de operagoes para construcao de um cografo arbitra-

rio nao é tunica. Observe que a sequéncia de operacoes apresentada na Figura 1.3,

S1 = v, T(vy), F(va), T(v2),T(vs), F(vy), gera um cografo isomorfo ao cografo cons-
truido pela sequéncia Sy = vy, T (vq), F'(v1), F(v2),T(v2), T (v4), como mostra a Figura
1.4.

Vo () () Vg Vo
Vg Vg V4

Figura 1.4: Exemplo da construcao do cografo formado pela sequéncia S,.

Entendendo que as sequéncias que constroem um grafo nao sao tnicas e com objetivo
de uniformiza-las, a dissertacao apresentada por Thompson prova que para quaisquer
duas operagoes aplicadas consecutivamente (S = S1, O;(u;), Oj1(uit1), S2) em vértices
diferentes (u; # w;11) geram um grafo isomorfo ao da sequéncia em que as duas opera-
¢oes estao trocadas (S = S, Oip1(uir1), Oi(w;), Sa) - desde que u;y1 # v;. De forma
pratica, dado um cografo (G, sabemos entao que existe uma sequéncia de operacoes
S = wv,09u,Osus, . ..,Opu, tal que se existem indices ¢ < j com v, = w; e v, = uj,

entao [ > k.

Teorema 3 (Modificado) Um grafo G é um cografo se existe uma sequéncia de opera-

¢oes S = vy, Oqug, Osus, . .., Oyu, que constréi G tal que, para todo i,j € {2,...,n}:

(b) vy € o vértice inicial de G;

(b) O; € {F,T}, onde F é uma operagdo gémeo falso, e 1" é uma operagdo gémeo

verdadeiro;
(¢) a operagao O;u; cria um novo vértice v; em G;
(d) w; € {vi,ve,...,vi1};

(e) se existem indices i < j com vy = u; e v, = u;, entdo | > k.
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1.5 Estrutura da tese

Apresentamos agora a estrutura do restante desta tese. Sendo observados os diferentes te-
mas em que a tese sera desenvolvida, os dois capitulos subsequentes tratam dos problemas
de particionamentos em grafos e convexidades de caminhos em grafos, respectivamente,
Capitulos 2 e 3. No capitulo final desta tese (Capitulo 4), sdo discutidos os resultados

obtidos e apresentam-se propostas para pesquisas futuras.



Capitulo 2

Particoes em Grafos

“You know nothing, Jon Snow”
(George R.R. Martin)

Este capitulo sera dedicado a discussao acerca dos assuntos de particao em grafos, come-
cando com a apresentacao da M-Particao e, depois, instanciando cada um dos problemas

estudados.

2.1 M-particao

O problema da M -parti¢éo foi inicialmente introduzido por Feder et al. em [45] da seguinte
forma: seja M uma matriz simétrica m x m com valores M;; € {0, 1,*}. Uma M -particao
de um grafo GG é uma particao de G em m conjuntos, obecedendo as restricoes impostas
pelos indices da matriz M, tal que: dados dois vértices distintos, u e v de V(G), alocados

nos conjuntos i e j (possivelmente i = j), respectivamente, temos:

e Se M;; =0, entao (u,v) ¢ E(G);
e Se M;; =1, entdo (u,v) € E(G); e
e Se M;; = *, nao podemos afirmar nada sobre a existéncia ou nao da aresta no grafo

G;

Observe que os valores apresentados na diagonal definem a caracteristica de cada parte
de G essas caracteristicas serao chamadas restricoes internas, isto é, quando a parte 4

apresenta restricao interna M;; = 1, isso implica dizer que a parte em questao ¢ uma
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clique; quando a parte ¢ apresenta restricao interna M;; = 0, implica dizer que ¢ um
conjunto independente; e, por fim, quando a restricao interna da parte i € M;; = *, entao
o conjunto ¢ nao apresenta restri¢oes internas e pode possuir qualquer tipo de adjacéncia
internamente. A Figura 2.1 apresenta a forma grafica que utilizaremos para indicar a

representacao dos conjuntos.

Clique Conjunto Independente ~ Conjunto sem restrigoes

Figura 2.1: Exemplo de representacao dos conjuntos.

Os valores fora da diagonal principal de M representam o que chamamos de restricoes
externas, pois regulam as adjacéncias entre as diferentes partes de G. Assim, quando a
parte 7 é totalmente adjacente a parte j, temos M;; = 1; simetricamente, quando M;; = 0
as partes ¢ e j nao possuem nenhuma adjacéncia; e quando M;; = * nao podemos afirmar
nada sobre a adjacéncia entre os conjuntos 7 e j. A Figura 2.2 mostra a forma como
indicaremos essas adjacéncias graficamente; nessa figura o conjunto A é completamente
adjacente ao conjunto B (Map = 1); o conjunto B pode possuir arestas em relagdo ao
conjunto C' (Mpc = %); e os conjuntos A e C' nao possuem nenhum tipo de adjacéncia
(Mac = 0).

A B C

Figura 2.2: Exemplo de adjacéncias entre os conjuntos.

Uma instancia do problema de M-particao é um grafo G e uma matriz M, e a solugao sao
m conjuntos que respeitem as restri¢oes de M (onde m é o posto de M). Quando encon-
tramos tal particao, dizemos que o grafo G é M -particiondvel. Nas matrizes apresentadas
nas Figuras 2.3 e 2.4 mostramos: M, uma matriz que particiona o grafo em duas cliques
e um conjunto independente e nao possui restrigoes externas entre as partes (Figura 2.3);

N, uma matriz que particiona o grafo em duas cliques e um conjunto independente e
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todos os vértices do conjunto independente sao adjacentes a todos os vértices das duas

T

cliques (Figura 2.4).

uﬁ

Figura 2.3: Exemplo de matriz, M, e sua representacao grafica.

1 % 1
N=|x 11
1 10

Figura 2.4: Exemplo de matriz, IV, e sua representacao grafica.

Para facilitar a compreensao, daqui em diante usaremos a notacao M; para representar a

i-ésima parte de um grafo G dada pela i-ésima linha (coluna) de M.

Na versao proposta por Feder et al. [45], as partes podem ser vazias. Assim, podemos
observar que uma matriz que contenha % em sua diagonal principal pode particionar
qualquer grafo G. Pois poderiamos assumir que o conjunto M;, tal que M;; = %, contém
todos os vértices de G, ou seja, M; = V(G); fazendo os outros conjuntos M;, j # i, vazios,

sabemos que as restrigoes externas também sao cumpridas.

Uma outra classe importante para esta tese ¢ a classe dos grafos-(k,l), pois ela traz
resultados importantes quanto a complexidade do problema de M-Particao. Esta classe
fora definida em 1996, por Brandstddt[8]. Um grafo G é (k,[)-particionavel (ou apenas
(k,1)), se pode ser particionado em k conjuntos independentes e [ cliques. Observe que os
grafos-(k,0) sdo os grafos k-coloriveis, pois os grafos que pertencem a esta classe podem
ser particionados em k conjuntos independentes e zero cliques. Em [8] e [9], Brandstéadt

apresentou algoritmos eficientes para reconhecer as classes dos grafos (2, 1), (1,2) e (2,2),
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e mostrou que reconhecer grafos-(k,l) com k > 3 ou [ > 3 é um problema NP-completo.
Observe que a M-Partigao generaliza o problema de reconhecer os grafos-(k, [) e, portanto,
reconhecer se um grafo é M-particionavel para matrizes de ordem maior ou igual a 3 é

um problema N P-completo (veja Tabela 2.1).

k/l 0 1 2 >3
0 S S & | NPc
1 P P & | NPc
2 & P Z | NPc

>3 || NPc | NPc | NPc | NPc

Tabela 2.1: Complexidade para reconhecer grafos-(k,1).

Uma vez que o problema de reconhecer grafos-(k,l) é um problema NP-Completo para
k > 3 oul > 3, restringir o problema a classes de grafos faz-se necessario a fim de
encontrar situacoes em que o problema seja tratéavel. Neste intuito, diversos trabalhos
foram desenvolvidos para reconhecer se um dado grafo G é (k, 1) quando o grafo de entrada
GG esté restrito a uma classe de grafos especifica. Em geral, esses estudos tém sido feitos
em subclasses de grafos perfeitos: cordais, cografos, P,-esparsos, etc. E os resultados sao,
normalmente, apresentados em forma de obstrugoes minimais (subgrafos proibidos), que
sao subgrafos induzidos que impedem um grafo de ser (k, )-particionavel, isto é, um grafo

G é (k,l)-particionavel se nao possui Hy, Hs, ... como subgrafos induzidos.

Uma subclasse bastante estudada dos grafos perfeitos sao os grafos cordais, por exemplo.
Um grafo é cordal se, e somente se, todo ciclo C' com quatro ou mais vértices possui
corda. Os grafos cordais-(k,[) foram estudados e caracterizados em Hell et al.[58]. Os

grafos cordais-(k, ) foram caracterizados por obstrugoes minimais como se segue:

Teorema 4 Um grafo cordal G € (k,l) se, e somente se, nao contém (I + 1) cliques
isoladas (mutuamente nao adjacentes) de tamanho k + 1 como subgrafo induzido, isto €,

[ 4+ 1 copias isoladas de completos com k + 1 vértices.

Assim, por exemplo, um grafo cordal G é (2, 1) se, e somente se, ndo contém duas copias

isoladas de K3. A Figura 2.5 mostra esta obstrugao.

Figura 2.5: Grafo proibido para cordal-(2,1).
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Outras classes que foram caracterizadas por obstru¢oes minimais sao as classes com poucos
Pjs: Py-esparsos e Py-redutiveis. A classe dos grafos Pj-esparsos fora definida inicialmente
por Hoang em [61] como grafos G tais que para qualquer subconjunto @ C V(G) com
cinco veértices, G[()] induz no maximo um P;. Hoang ainda mostrou, no mesmo trabalho,
que estes grafos sao grafos perfeitos. Os Pj-redutiveis foram introduzidos por Jamison
e Olariu, em [62], como os grafos tais que cada vértice pertence a no maximo um Fj.
E facil ver que a classe dos Ps-redutiveis contém a classe dos cografos, pois os cografos
nao possuem P,’s induzidos; da mesma forma é facil ver que os grafos P,-redutiveis estao
contidos nos grafos Ps-esparsos, pois satisfazem a condi¢ao de que para qualquer conjunto

com cinco vértices existe no maximo um Fj. Logo:

cografos C Py — redutiveis C Py — esparsos.

Bravo et al., em [10]|, provaram que os subgrafos proibidos para Pj-esparsos-(k,l) sdo
exatamente os mesmos proibidos para os cografos-(k, ) - os quais vamos citar na proxima

secao.

Podemos observar que os trabalhos citados acima tratam o problema no ambito de grafos-
(k,1), porém diversos trabalhos foram desenvolvidos no ambito de M-Parti¢ao, apresen-

tando diferentes variagoes de restrigoes internas e externas, entre os quais podemos citar:

[10, 11, 43, 44, 46, 47, 48, 50, 58].

2.1.1 M-Particao em cografos

Entre os diversos trabalhos em M-particao, destacamos alguns que propoem-se a estudar

a M-particao em cografos.

O primeiro estudo relevante para esta tese trata das M-partigdes que nao possuem res-
trigoes externas, e que consideram as particoes com k conjuntos independentes e [ cliques
(m =k +1). Ou seja:

. Mijzl,k+1§i§k+l;e

o M;j =%, 1i#j.

Este estudo foi apresentado por Bravo et al., em [12], e teve por objetivo encontrar os

subgrafos proibidos minimais que impossibilitam a M-particao. O conjunto de todas
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as obstrugdes minimais de M sera denotado por Ob(M).
Bravo et al., em [12], apresentaram um conjunto de obstrugoes minimais, tais que se um
cografo G possuir qualquer uma destas obstrugoes como subgrafo induzido, entao G nao
é M-particionavel. Como no estudo em questao nao ha restricoes externas, um grafo é

dito (k,1)-particiondvel se aceitar um particionamento em k conjuntos independentes e [

cliques (M-parti¢ao com matriz de ordem k + ).

Vamos denotar as familias de obstrugoes encontradas por Bravo et al. por B(k,[). Estes

conjuntos de obstrugoes podem ser encontrados recursivamente da seguinte forma:

hd B(/{Z,O) - {Kk—i-l};

U {BiuB}.

{B1+ By} U
a=1, b=1,
BieB(a—1,l), Bi1e€B(k,b—1),
BaeB(k—ayl) BoeB(k,1—b)

Como exemplo, vamos encontrar todas as obstrugoes para os cografos-(2,1) (B(2,1)).

Para isso, é necessario

B(0,1).

e B(0,1) = L.

e B(1,0) = K.

o B(2,0) :Kg.
B(1,1) =

Agora podemos apenas substituir as recorréncias e encontrar as obstrugoes minimais para

os cografos-(2, 1).

que resolvamos também para as classes B(1,1), B(2,0), B(1,0) e

1

U U B+B}u Y U {(BiuB}

a=1 ByeB(a—1,1), b=1 BieB(1,b—1),
BseB(1—a,l) B2eB(1,l-b)
= U Bi+Bru |J {BiuBy}
Bl€B(0,1), BleB(l,O),
B2eB(0,1) Ba2€B(1,0)
Bie{l2}, Bi1e{Ka},
BQG{IQ} BZE{KQ}

{[2 —|— [2} U {K2 U KQ} - {IQ + [2, KQ U Kg}

Assim, para cada matriz M,
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1

:U U {BI+BQ}UU U {B1U By}

a=1 BjeB(a—1,1), b=1 B;eB(2,b—1),
ByeB(2—a,l) B2eB(2,l-b)
= U B+B3ru | {Bi+B}u |J {BiUB}
B;1€B(0,1), B;eB(1,1), B1€B(2,0),
BQGB(l,l) BQEB(U,l) BQEB(Z,O)
- U Bi+B}u |J {BiUBy}
Ble{fg}, BlG{K3}7
BQE{IQ+IQ,K2UK2} BQG{KS}

={L+L+L} U {L+ (K UKy} U {K3UK3}
:{[2+[2—|—[2,[2+(K2UK2),K3UK3}

As trés obstrugoes para os cografos-(2, 1) sao apresentadas na Figura 2.6 abaixo.

&I AN

Figura 2.6: Obstrugoes minimais para os cografos-(2, 1)

Para as provas na proxima se¢ao note que as tnicas obstrugoes minimais para as parti¢oes

com [ = 0 sao as cliques que possuem k + 1 vértices.

Outros dois estudos relevantes para esta tese sao os trabalhos [64] e [78]. Ambos os
trabalhos utilizam matrizes com tamanhos limitados, porém trabalham com diferentes

conjuntos de restrigdes externas para os cografos-(k,[).

Especificamente, o trabalho [78] apresenta principalmente problemas onde as matrizes
possuem ordem 3, utilizando as diversas variagoes tais que k + [ = 3 e variando as res-
trigoes externas. Este trabalho apresenta muitas reducoes e equivaléncias entre matrizes,
o que justifica resultados semelhantes para diferentes configura¢oes. Dentre os diversos
resultados obtidos para os cografos-(k,l), devemos destacar aqueles que referem-se as
matrizes com 3 conjuntos independentes e restricoes externas diferentes de 0 na tdltima

linha/coluna.

A Figura 2.7 apresenta uma das matrizes do trabalho [78|, que serd importante para as

provas nas proximas secoes.
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0 * =« \\ /“ /
M'=|x 0 1
* 1 0

Figura 2.7: Matriz M! com trés conjuntos independentes e uma restricao externa.

Teorema 5 ([78]) Dado um cografo G, G é M*'-particiondvel se, e somente se, naio

contém K, ou K3 U Ky como subgrafos induzidos.

L] Ob(Ml) = {K4, Kg U Kz}

A

Figura 2.8: Obstrucoes para M!.

A Figura 2.9 apresenta mais uma das matrizes do trabalho [78|, que sera importante para

/—\\\ ) ﬁ\\\\
\\
N

~ ,//

as provas nas proximas segoes.

Figura 2.9: Matriz M' com trés conjuntos independentes e duas restricoes externas.

Teorema 6 ([78]) Dado um cografo G, G é M?-particiondvel se, e somente se, naio

contém Ky ou K3 U Ky como subgrafos induzidos.



2.1 M-particao 20

[ ] Ob(MZ) == {K4,K3 U Kl}

Figura 2.10: Obstrucoes para M?2.

Outro resultado importante de [78| para esta tese diz respeito & matriz de ordem 2 que
apresenta a Unica restricio externa como 1. A Figura 2.11 apresenta a matriz M3, e a

Figura 2.12 apresenta suas obstrugoes minimais.

3 0 1 f ™~ >
M?° = I 1
1 0 \\‘7”7 \ o

Figura 2.11: Matriz M? com dois conjuntos independentes e uma restricao externa.

Teorema 7 ([78]) Dado um cografo G, G é M3-particiondvel se, e somente se, naio

contém Ks ou Ky U Ky como subgrafos induzidos.

o Ob(M?®) = {K;3, Ko U Ky}

Figura 2.12: Obstrucoes para M?3.

Por sua vez, o trabalho [64] estuda as matrizes de ordem 4, porém restritas aos valores
k =4 el =0. Novamente, vamos destacar as configuracoes de matrizes que nos sao con-
venientes, que sao as matrizes que apresentam restricoes externas diferentes de x apenas
na ultima coluna; mais especificamente, estamos interessados em matrizes que possuem

restri¢oes do tipo 1 na tltima coluna, ou seja, que nao possuem restrigoes externas iguais a
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0 e apresentam restri¢coes do tipo 1 apenas na tltima coluna. As Figuras 2.13, 2.15 e 2.17
apresentam respectivamente as matrizes M*, M5 e MS. A seguir, sao apresentados os
teoremas e as obstrugoes minimais para cada uma das matrizes (respectivamente, Figuras

2.14, 2.16 e 2.18).

Matriz M*:
-O * % *-
At — x 0 % %
B * % 0 1
* % 0

Figura 2.13: Matriz M* com quatro conjuntos independentes e uma restricio externa.

Teorema 8 ([64]) Dado um cografo G, G é M*-particiondvel se, e somente se, naio

contém Ky ou K, U K3 como subgrafos induzidos.

L Ob(M4) = {K5, K4 @) Kg}

I

Figura 2.14: Obstrucoes para M*.

Matriz M?:
_0 x % *_
M5 — * 0 % 1
* % 0 1
+ 1 1 0

Figura 2.15: Matriz M® com quatro conjuntos independentes e duas restricoes externas.
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Teorema 9 ([64]) Dado um cografo G, G é MP-particiondvel se, e somente se, naio

contém Ky ou Ky U Ky como subgrafos induzidos.

L] Ob(M5) = {K5, K4UK2}

W)l

Figura 2.16: Obstrucoes para M?>.

Matriz MS:
-0 * %k 1- )
A6 — * 0 % 1
* x 0 1
1110

N4 | \/

Figura 2.17: Matriz M° com quatro conjuntos independentes e trés restricoes externas.

Teorema 10 ([64]) Dado um cografo G, G é M®-particiondvel se, e somente se, naio

contém Ky ou K, U Ky como subgrafos induzidos.

[ J Ob(Mﬁ) == {K5, K4 U Kl, (KQ U Kl) + (KQ U Kl)}

E ® K, K

Figura 2.18: Obstrucoes para M.
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2.2 (k,0)J-particao em cografos

Um dos problemas estudados que faz parte desta tese ¢ o que chamamos de (k,0)’-
particao. Neste problema, generalizamos as solugdes para o problema da (k,0)-parti¢ao
com restrigoes externas na tltima coluna. O problema (k, 0)/-particao consiste em parti-
cionar o grafo em k conjuntos independentes (M, Mo, ..., My), de forma que o k-ésimo
conjunto (My) seja completamente adjacente a j outros conjuntos, 7 > 1. Vamos assumir,
sem perda de generalidade, que as particoes My_;, My_;11, ..., Mj_; sao completamente

adjacentes a My. Assim podemos escrever sua matriz da seguinte maneira:

e M;; = *, caso contrario.

0 * x x * %

* 0 x *
* x  0 =* * %
M= |x x x 0 * 1

x ok k% *
01
| * * 1 ... 1 0]

J
k

Vamos denotar a matriz M que representa a (k,0)-particdo com j restrigdes externas

(todas iguais a 1) na tltima coluna por M : (k,0)7.

Teorema 11 Dado um cografo G e uma matriz M : (k,0)*"1, G é M -particiondvel se, e
somente se, G nao contém K1 ou qualquer grafo da forma (K,, U K;) + (K., U K7) +
oo+ (Ko, UKy), 1 <a; <k, a1 +ax+ ... +ay, =k, como subgrafo induzido.

Prova.

A prova deste teorema baseia-se fortemente na forma que um cografo GG pode ser escrito,

como desconexo ou conexo, respectivamente:
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G=GiUGyU...UG,

ou

G=G+Gs+ ...+ G|

Se G é desconexo, entdo G pode ser escrito como a uniao de [ cografos Gy, Ga, ..., Gy (vide
acima) onde cada G; é um grafo trivial ou um cografo conexo [28|. Para esta demonstragao,
porém, caso existam grafos triviais na decomposicao, consideramos que GG; é um conjunto
independente consistindo da uniao de todos os grafos triviais da decomposicao proposta
em [28]. Assim, Go,...,G; sdo sempre cografos conexos nao triviais. Da mesma forma,
se G é conexo, caso existam grafos triviais na decomposicao, consideramos que G; é uma

clique e G, ..., G; sao cografos desconexos.

Vale ressaltar que as tnicas obstrugoes minimais para que um cografo possa ser partici-
onado em t conjuntos independentes, sem restricoes externas, sao as cliques de tamanho
t+1, isto é, K;11’s. Também vale lembrar que no particionamento M em questao, apenas
um dos k conjuntos possui restricoes externas em relacao aos outros conjuntos — arbi-
trariamente, assuma que é M. Assim, durante a prova, vamos supor diversas vezes que
G — My, nao pode ser um grafo (k — 1,0)-particionével — caso contrario, G admitiria um

M -particionamento.

(<) Suponha que G seja minimalmente nao-M-particionavel. Vamos mostrar que G deve
ser o grafo Ky ou um grafo da forma (K, U K;) + (Kq, U Kq) + ... + (K,, U Ky),
l1<a; <k, ai+ax+...4+a,=k.

i) Suponha, inicialmente, que G é desconexo. Assim, temos G = Gy UG U ... UG.

O grafo G deve possuir ao menos uma clique de tamanho k, caso contrario GG seria M-
particionével. Portanto, G deve conter ao menos um K}, em algum de seus subgrafos. Por
conveniéncia, e sem perda de generalidade, vamos assumir que G possui K} (a operagao
U é comutativa e bastaria que renomeéssemos os diversos subgrafos e trocassemos a ordem

das operagoes).

Como G é minimalmente nao-M-particiondvel, cada G;, 1 < i < [, tem que ser M-
particionavel. Além disso, como G; contém K}, todas as partes My, M, ..., M} sao nao

vazias, para que seja possivel particionar GG;. Dessa forma nenhum vértice de algum G,
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para @ # [, poderé ser incluido em qualquer M;, 1 < j <k, pois ird infringir as restri¢oes
externas do conjunto Mj. Desta forma, como supomos G minimal, podemos afirmar:

[ =2, Gy é trivial e G; = K}, fazendo com que G = K, U K;.

ii) Suponha agora que G é conexo. Portanto, G = G+ G + ... + G|.
Vamos dividir esta parte da prova de acordo com o valor de .

Caso 1: | > k.

Neste caso, como todos os vértices de cada G; sao vizinhos de todos os vértices dos outros
Gj’s, j # 1, entao temos ao menos uma clique de tamanho [ > k + 1; portanto; G possui

Kyy1 e, por minimalidade, G é o grafo Ky,;.
Caso 2: | = k.

Suponha que todo G;, 1 < i < [, seja um conjunto independente. Assim, poderiamos
atribuir cada G; a respectiva M;, e G seria M-particionavel (absurdo). Portanto, existe
algum G;, 1 <1 <[, que nao é um conjunto independente. Assim, também construimos

uma clique de tamanho maior ou igual a k+ 1. Logo, por minimalidade, G é o grafo Ky ;.
Caso 3: | < k.

Sejam @Q1,Q2,...,Q;, n; = |V(Q:)],1 < i < [, cliques méximas de Gy, Ga, ..., G, res-
pectivamente. Se ny +no + ... +n; < k — 1 entao G é M-particiondvel, um absurdo.
Seny+ng+...+n; > k+1entao G é por minimalidade o grafo K, ;. Assuma entao

n1+n2+...+nl:k.

Para as consideragdes abaixo, seja G} = G—G1 = Go+G3+...+G;. Como, pela minima-
lidade de G, G’ é M-particionavel, segue que G é (k — ny,0)-particionavel. Observamos
que os argumentos usados abaixo para G’ serao anédlogos para qualquer G, = G — G,
1 < i < [. Assim, ao provarmos especificamente para o primeiro subgrafo G, temos
também uma prova extensivel para todos os subgrafos G;, simplesmente pelo fato de a

operagao join (+) ser comutativa.
Fato (a): Nenhum G;, 1 <i <1, é (n;,0)"™ '-particionavel.

Suponha que G seja (ni,0)™~'-particionével. Sabemos que o subgrafo G é completa-
mente adjacente a G; portanto, se G; admite um particionamento de forma que M é
preenchida, entdo G admitiria uma M-partigdo (pois sabemos que G pode ser particio-
nado nos outros k£ —n; conjuntos — sua maior clique possui tamanho k£ —ny), dado que M
possui apenas restrigoes do tipo 1 na tltima coluna, e G; é completamente adjacente a G,

estando as restrigoes externas sendo satisfeitas. Logo, Gy nao ¢ (ny,0)™~-particionavel
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(apesar de ser (ng,0)-particionavel).
Fato (b): Para 1 <i <[, temos n; > 1.

Suponha n; = 1. Entao G; é um conjunto independente que é adjacente a todos os outros
vértices de G'|. Mais especificamente, G é (k — 1,0)-particionavel, pois sua maior clique
possui tamanho k — 1. Logo poderiamos atribuir os vértices de G; para M, e particionar
G| nos outros k — 1 conjuntos; assim, G seria M-particionavel. Absurdo. Logo n; > 1.

Fato (c): Todo G;, 1 <1 <, é da forma K, U K.

Suponha que G; seja uma clique. Assim, G seria (n;,0)™ ~!-particionével, pois conteria
apenas a clique Q;. Pelo Fato (a), G; nao pode ser (n;,0)™ -particionavel; portanto,
(G1 néo é clique. Logo, pela estrutura de construgao de G (retorne ao inicio da prova), G

¢ desconexo.

Assim, sabemos que cada G; sera da forma K,,, U K1, pois nao héa outra obstrucao minimal
desconexa, e G = (K, UK;) + (K, UKy) + ...+ (K., UKy), a1 +ag + ...+ a, =k,
a; >1,1<7<np.

(=) Vamos mostrar que Kyq e (Ko UKy) 4+ (Ko UKy) + ...+ (Ko, UKy), 1 <a; <k,
ay + as + ... + a, = k sao obstrucoes minimais. Se H contém como subgrafo induzido
KkJrl ou (Ka1 UK1)+(K@UKl)—F...—F(KﬂpUKl), 1 < a; < k, a1+a2+...+&p2k,

entao claramente H nao é M-particionavel.

Seja:

H:(Ka1UKl)—I—(Ka2UK1)+...+(KapUK1),a1+a2+...+ap:k:,aj>1,1§j§l.

Vamos provar por indu¢ao matematica que H é uma obstru¢ao minimal para M. Podemos
verificar para kK = 3 e k = 2, que as unicas solugoes possiveis sao a1 = 3 e a; = 2,

respectivamente. Assim,

H = (K3UK),para k = 3,e

H = (KyUK,),para k = 2.

Assim as obstrugoes para M, e M3 sao:

Ob(My) = {K4, K3U K},

Ob(M;) = { K3, KU K;}.
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Estes resultados ja sao conhecidos, e foram publicados no trabalho [78].

Suponha agora que, para qualquer valor 2 < i < p, o grafo GG seja uma obstru¢ao minimal

para M : (i,0)"!:

G= Ky UK)+ (K UKy) + ...+ (K, UKy),a1 +as+ ...+ =1d,a; > 1,1 <5 <L

Vamos mostrar que o grafo H também é uma obstrugao para M : (p + 1,0)?.

H= (K, UK)+ (K, UKy)+...+ (K, UK;y),a1+as+...+a,=p+1,a; > 1,1 <j <L

Para os casos em que a; = p+1,] = 1, a prova ¢ trivial, pois ¢é facil verificar que (K,1UK;)

nao é M-particionavel e é minimal. Assim, vamos supor que [ > 2.

Seja G' = (Ko, UKy )+. . .+ (K, UKy), A = as+as+...+aq;. Pelahipotese de indugao, G’ é
minimalmente nao-(A, O)Afl—particionével, pois 2 < A < p. Da mesma maneira, sabemos

ar1—1

que Hy = (K,, UK;) é minimalmente nao- (a;,0)* ~'-particionavel. Em particular, tanto

G’ quanto Hy ndo podem atribuir vértices para a parte M, 1, e como G possui uma clique
K

p+1, NA0 conseguimos particioné-lo em apenas p conjuntos M, My, ..., M,. Portanto,

H ¢é uma M-obstrugao minimal. m

Vale observar que os resultados obtidos geram um familia de subgrafos proibidos para uma
matriz M : (k,0)*~! em cografos. O grafo completo de tamanho k+1 e os outros diversos

grafos (K, UK;)+ (K., UK ) +. ..+ (K, UK;), taisque 1 < a; <k, a1 +as+...+a;, = k.

Na teoria dos ntimeros, encontrar o nimero de diferentes somas de nimeros inteiros po-

sitivos tal que o resultado é n é chamado de particionamento de n [26].

Defini¢ao 12 (|26]) Seja n um inteiro positivo. Cada particao de n em m operandos

pode ser considerada uma solugao inteira, com y; > 1, 1 < i < m, tal que:

B+t FYn=n012Y22 .. 2 Y = 1. (2.1)

Podemos reescrever da seguinte maneira:

Teorema 13 ([26]) Encontrar uma particaio de n (uma solug¢do da Equagdo 2.1) é equi-

valente a encontrar uma soluc¢ao inteira com x; > 0 para:

1+ 229 + ...+ nx, =n. (2.2)
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Observe, da Equacao 2.2, que a variavel x; indica quantos operandos i sao utilizados

naquela solucao. Por exemplo, seguem abaixo as solugoes para n = 4:

ry=1,4=4z, =4 x 1,
r3=1lry=14=1r1+3x3=1x14+3x1=1+3;

To=2,4=200=2%x2=2+2;
ro=121=2,4=101+20,=1%x242%x1=14+1+42;

rn=44=1r,=1x4=1+1+1+1.

Interpretando a Equacgao 2.2, podemos modifica-la de forma a satisfazer a restricao das
obstrucoes dada no Teorema 11. Uma vez que nao utilizaremos 1 como operando, pois

cada a; > 2, podemos reescrever a formula da seguinte maneira:

2l’2+3l’3+...+k$k :k, (23)
onde cada solucao dessa equagdo estd associada a uma obstrucdo para M : (k,0)FL.
Porém, podemos perceber que a quantidade de solugoes de 2.3 (vamos chamar de p(k))
cresce rapidamente e, portanto, também o niimero de obstrugoes para M. Por exemplo,

existem 30701 diferentes solugoes para k = 50, e para k > 1000 temos valores com mais

de 30 digitos decimais. A Tabela 2.2 mostra valores para 1 < k < 30.

k| plk) | k| pk) | k| pk)
1] 0 |11] 14 ||21] 165
2 | 1 |12 21 | 22 210
30 1 |[13] 24 | 23] 253
4] 2 |14 34 |24 320
51 2 | 15| 41 | 25| 383
6| 4 |16] 55 | 26| 478
70 4 |17] 66 | 27| 574
8| 7 | 18] 88 | 28] 708
9| 8 | 19] 105 || 29| 847
10 | 12 || 20| 137 || 30 | 1039

Tabela 2.2: Quantidade de particionamentos de k& que nao contém 1 como operando.

Por exemplo, quando escolhemos k = 7, temos 4 solugoes diferentes. Podemos escrever
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7=5+2 =443 = 2+2+3. Considere M : (7,0)°. Entao:

ob(M) = {Ks,
K; UK,
(K5 U Kq)+ (KU Ky),
(K3 U Ky) + (K3 U Ky),
(Ko UKy)+ (Ko UKy) + (K3 U Kq)

Observe que quando a; = k (2 = 1), formamos exatamente a tnica obstru¢ao desconexa
para a matriz M. Também podemos observar que |ob(M)| = p(k) + 1, devido a clique
com k + 1 vértices, que também é uma obstrucao para M. A Figura 2.19 apresenta as

obstrugoes para o caso acima (k =T7).

(K5 UKy + (KU KY)

(K UKy + (K3 UK))

(Ko UKY) + (K UKy + (K3 UKY)

Figura 2.19: Obstrugoes para k = 7.
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2.3 Pe-Particao

Ainda no estudo dos problemas de particao, e como introduc¢ao aos estudos de caminhos,

trabalhamos também as “particoes em caminhos”, as quais chamamos de P.-particées.
b

Dado um grafo GG e um inteiro k, o problema da P,-Particao é aqui apresentado como um
particionamento dos vértices de G em k conjuntos nao vazios Ky, Ko, ..., K, ordenados
de tal forma que: se v € K; e v' € K;,i1 # j, entao v é adjacente a v’ se, e somente se,
|i — 7] = 1; ao mesmo tempo, quando ¢ = j, ndo hé restrigoes de adjacéncias para v e v'.

A Figura 2.20 apresenta um exemplo do comportamento das partes.

’Cl ’CQ IC3 ICk

Figura 2.20: Exemplo de Pj-particao.

Assim, podemos observar que ao escolher um vértice de cada parte, formamos sempre
um caminho induzido com k vértices, um P, (como mostra a Figura 2.21), e dizemos,

portanto, que um grafo que aceita tal particionamento é um grafo P-particiondvel.
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’Cl ICQ IC3 ,Ck:

Figura 2.21: P, extraido da Pj-partigao.

Neste sentido, pode-se fazer uma nova abordagem, encarando o problema como uma M-
Particao em que a diagonal principal contém apenas *, as diagonais secundarias possuem
apenas 1, e o restante das entradas da matriz possuem valores 0, formando uma matriz
esparsa tridiagonal. Neste problema, no entanto, deve-se notar que os conjuntos, dife-
rentemente do problema original da M-Particao, nao podem ser vazios — caso contrario
todos os vértices poderiam ser alocados no primeiro conjunto (K;) e todos os grafos seriam
Py-particionéveis, para qualquer k. A matriz M, abaixo, € uma matriz genérica de como

a M-Particao deve ser construida a fim de representar uma Pg-particao.

x 1 0 0

1 x 1
M=10 1 =« 0
1
0 ... 0 1 =

Esse tipo de particionamento origina uma cole¢ao de caminhos induzidos, sem cordas,
de comprimento k — 1, porém isto nao implica dizer que um grafo nao possui caminhos
induzidos de comprimento maiores que k — 1 — a falta de restri¢oes internas dos conjuntos
possibilita que cada conjunto possua subgrafos com caracteristicas distintas. A Figura
2.22, por exemplo, apresenta um grafo que possui um caminho induzido com 5 vértices e

possui uma Ps-particao.
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K1 Ko Ks

Figura 2.22: Grafo com P;5 induzido e Ps-particionavel.

Juntamente com o particionamento, podemos associar dois problemas: o primeiro, de
decisao, que consiste em dizer se um grafo GG é Py-particionavel; o segundo, de “maxi-
mizagao”, que consiste em verificar (encontrar) o maior inteiro tal que o grafo G seja
Py-particionavel (k(G)). Na verdade, o segundo problema também sera formulado como
um problema de decisao, de modo que relaxaremos a nogao do que normalmente se entende

como um problema de otimizacao.

P,-PARTICAO- DECISAO
Entrada: Um grafo G e um inteiro k.

Questao: G é Py-particionéavel?

P,.-PARTICAO- “MAXIMIZACAO”
Entrada: Um grafo G e um inteiro k.
Questao: k(G) > k?

Proposicao 14 Dado um grafo G, decidir se G € Ps-particiondvel é polinomial.

Prova. Considerando que G deve ser particionado em apenas dois conjuntos que sao
completamente adjacentes, dado um vértice v € V(G), podemos dizer que v esta arbitra-
riamente em K; e, consequentemente, todos os nao vizinhos de v também devem estar em

K1, caso contrario Iy conteria vértices nao adjacentes a v.

Dessa forma, podemos estabelecer arbitrariamente uma sequéncia de operagoes:
SV)=VU{w|weV(G)eIvveV —-w¢ N[}
S'V)=V;
S V) = 5(S7(V)).
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Essa sequéncia de operagoes adiciona os vértices nao vizinhos do conjunto anterior a cada
iteragao — o que pode ser calculado em tempo polinomial —, de modo que para algum
i < n a sequéncia converge e S™(V) = SY(V), digamos S(V) = SY(V). Assim, seja
K1 = S({wo}),vo € V(G), de forma que Yv,v € 1 — F', 0" € K1 A (v,0') ¢ E(G).
Portanto nenhum vértice que estd em K; poderia estar em Ko, pois teria um nao vizinho
em K; e, ainda, podemos atribuir Ko = V(G) \ Ky, pois todos os vértices que nao estao

em KC; sao adjacentes a todos os vértices que estao em K.
Assim temos dois casos possiveis:

a) ]CQ = (Z)

Se o conjunto Ky for vazio, G nao é P,-particionavel.

b) Ky # 0.

Se o conjunto Ky nao for vazio, entao Vv, v',v € K3 A v € Ky — (v,v') € E(G); logo

(K1, K2) é uma Py-parti¢do para G. =

Baseado na Proposicao 14, o Algoritmo 1 abaixo apresenta o pseudo-codigo para encontrar
a P,-particao de um grafo GG. O algoritmo tem como entrada um grafo G e como saida
dois conjuntos - Ky e 3. Quando G nao é Pr-particionével, o algoritmo retorna dois

conjuntos vazios.
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Algoritmo 1 P,-Particao
Entrada: Grafo G

Saida: P»-Particao
v+veV(Q)
K1+ {vo}
W+ V(G) \ N[v]
enquanto W # () faga

veveW
K1+ Kiu{v'}
W+ WuU(V(G)\ N[v])
W+ W\ K,
fim enquanto
Ko+ V(G)\ Ky
se Ky # () entao
retorna (K, o)
senao
retorna (0, 0)

fim se

Proposicao 15 Seja G um grafo que admite uma Py-particao. Entao, para quaisquer

v,w, i # jve K, N we K; —distg(v,w) = |j —i.

Prova. Para esta prova, vamos considerar que ¢ < j, pois o caso ¢ > j é simétrico. Se
distc(vi,vj) > j — i temos um absurdo, pois existe um caminho (v;, vit1,...,v;),u € K,
que possui comprimento |i — j|. Suponha agora distg(v;,vj) < j—1, e seja P um caminho
minimo entre v; e v;, V(P) C IC;UK;1U. . .UK,;. Mas entao existe [ tal que V(P)NK; = (),
e devem existir vértices v;_1 € K;_1,v11 € K11 adjacentes. Absurdo, pois pela definigao

eles nao podem ser adjacentes.

Portanto, distg(vi,v;) =[j —i|. =

Proposicao 16 Nenhum P, é Ps-particiondvel.

Prova. Seja G = P,, um caminho induzido com 4 vértices (vy, v, v3,v4). Vamos mostrar

que G nao é 3-particionavel.
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Podemos observar que v; e vy ou (i) estdo na mesma parte, ou (ii) estdo em partes nao

adjacentes, pois eles nao sao vizinhos.

(i) Suponha que ambos, v; e vy, estejam na mesma parte. Entao vy deve estar em uma
parte vizinha, pois é vizinho de v;. Mas v, nao é vizinho de v4, e portanto nao pode
estar em uma parte vizinha; logo, nao hé forma de particionar vy, v, € v4 em conjuntos

diferentes. A Figura 2.23 exemplifica o caso (i).

(%1 (%) V2 U1

o | 1,

V4 V3 V3 V4

ICl ’CQ ,Cg ’Cl ]CQ ,C3

Figura 2.23: Vértices v; e v, pertencendo a mesma particao.

(ii) Suponha que v; e vy estejam em partes nao adjacentes, K; e K3, respectivamente.
Os vértices vy e v3 nao poderiam estar na parte Ky, pois nao sao vizinhos de vy e vy,
respectivamente; logo, também deveriam estar em K; e K3 por serem vizinhos de v; e
vs. Mas por definicao K; nao pode ter vértice que é vizinho de algum vértice em Ks.
Logo v; e vy nao podem ser posicionados em partes nao adjacentes. A Figura 2.24 abaixo

exemplifica o caso (ii).
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(%1 (%

V3 V4
K1 Ko Ks K1 Ko Ks
U1
U3
o o
U9 U V4
K1 Ko Ks

Figura 2.24: Vértices v; e vy pertencendo a particoes nao adjacentes.

Pelos fatos (i) e (ii), v; e v4 ndo podem estar na mesma partigdo e nao podem estar em
particoes nao adjacentes. Como nao ha aresta entre tais vértices, entao eles também nao
podem estar em conjuntos adjacentes. Logo nao ¢é possivel posicionar os vértices v, e vy

nos trés conjuntos disponiveis e, portanto, G nao é Ps-particiondvel. m

Corolario 17 Nenhum Py € Py_y)-particiondvel.

Prova. Pelo principio da casa dos pombos, existem trés conjuntos que devem conter

quatro elementos, que deve ser um P, caso contrério seria impossivel realizar a partigao

nos (k — 1) conjuntos. A Figura 2.25, abaixo, exemplifica os casos.
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R

S

K1 ICo Ki Kis1 Kiva Kk

K1 Ko Ki Kiv1 Kito Ky

Figura 2.25: P, induzido em 3 particoes.

Logo, pela proposi¢ao acima, sabemos que nao é possivel realizar o particionamento em

questao. =

Corolario 18 Dado um grafo G' e um inteiro k > 4, se diam(G) # k — 1 entao G nao é

Py -particiondvel.

Prova. Suponha diam(G) < k—1. Entao, Yv,v" € V(G) temos distg(v,v') < k—1. Pela
Proposigao 15, nao podemos atribuir vértices para as partes Ky e K; se a distancia entre

os vértices for diferente de k—1. Portanto, nao é possivel particionar G em Iy, ICo, ..., Ki
se diam(G) < k — 1.

Suponha diam(G) > k—1. Entao existe pelo menos um caminho Pyy1 = (vy, va, ..., Ugs1)
tal que dist(vy,vg41) = k, ou seja, nao existe um caminho mais curto que comece em v;

e termine em w1, € sabemos que este caminho (subgrafo) Py.; nao é Py-particionavel,
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pelo Corolario 17. Assim o caminho Py, em questao deveria estar disposto em um tnico
conjunto; porém N(vy) \ V(Pyi1) # N(vky1) \ V(Pry1). Logo, ndo seria possivel atribuir

os vértices deste caminho a uma tnica parte.

Dado que o diametro nao pode ser maior nem menor que k — 1, necessariamente temos

diam(G)=k—1. =

Assim, dado um grafo G, o problema de otimizagao da Py-Particao fica limitado a duas
opgoes quando diam(G) > 3: Py(G) € {1,diam(G) + 1}.

Teorema 19 Dado um grafo G, decidir se Pi(G) = diam(G) + 1 (diam(G) > 5) pode

ser realizado em tempo polinomial.

Prova. Sejam u,v € V(G) tais que k — 1 = dist(u,v) = diam(G). Pela Proposigao 15,
necessariamente u € K; e v € K. Mas ocorre que, para todo v' com v € V(G) e
distg(u,v') > 3, temos v' € Kgistg(u)+1. Além disso, para todo u' com u' € V(G) e
distg(u',v) > 3, temos v € Ki_gisiy(u,0), também pela Proposi¢ao 15. Observe que os
vértices v’ tais que distg(u,v’) < 2 possuem distg(v,v") > 3 (supondo distg(v,v") < 3,

terfamos um uwv-caminho menor que o caminho minimo entre u e v, um absurdo).

Portanto, isso é suficiente para verificarmos se as condi¢oes externas sao satisfeitas. Caso
as condigoes de adjacéncia nao forem satisfeitas, entao G nao possui uma Pg-particao e
Py(G) = 1. Caso contrario, Py(G) = diam(G) + 1. m

O Algoritmo 2 implementa a sequéncia de passos proposta no Teorema 19.

E com este teorema finalizamos o capitulo relacionado a particoes em grafos, para pas-
sarmos a discorrer apenas sobre os problemas de convexidade de caminhos em grafos (no

proximo capitulo).

Deixamos em aberto os problemas da Py-Particao tais que 3 < k < 5. Acreditamos
que possam ser resolvidos com algoritmos de forga bruta, por se tratarem de valores

constantes.

Consideremos, por um momento, um problema importante do proximo capitulo, deno-
minado FFPATH (G, u,v,w, k), assim definido: “dados trés vértices u,v,w e um inteiro
k, decidir se existe caminho induzido de u para v que passe por w e possua compri-
mento no minimo k”. Provaremos que este problema é NP-completo no Teorema 37.

Podemos observar, no entanto, o seguinte: se G é um grafo com u,v,w € V(G) e
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Py(G) = diam(G) + 1 > 5 ent@o o problema FPATH (G, u,v,w,diam(G)) pode ser de-
cidido em tempo polinomial, pois se w € K; ou w € Kp,(g) entao nao existe uv-caminho
induzido que passe por w, caso contrario podemos escolher, arbitrariamente, um vértice
de cada parte K; (na parte em que w esta incluso, ele deve ser o escolhido), de forma
que os vértices escolhidos formam um P, e sao um uv-caminho induzido que passa pelo

vértice w.
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Algoritmo 2 P-Particao, k > 6

Entrada: Grafo G
Saida: Pj-Particao
M;; «+ distg(i, )
(u,v) = (i,) € {(i, )ldista(i, j) = maz(Mj)}
k « distg(u,v) 4+ 1
lCl — {u}
ICk — {"U}
T+ V(G)
enquanto T +# () faca
1<—veT
d < distg(i,u)
se d > 3 entao
d<+—d+1
g+~ KqU {Z}
fim se
d + distg(i,v)
se d > 3 entao
d+—k—d
]Cd — K:d U {Z}
fim se
T« T\ {i}
fim enquanto
141
enquanto i < k faga
j—i+1
enquanto j < k faga
L+ ,Cz N ’Cj
se L # () entao
retorna (0,...,0)
fim se
j—J+1
fim enquanto
para x € K; faga
para y € K, faca
se (z,y) ¢ E(G) entao
retorna (0,...,0)
fim se
fim para
fim para
14 1+1
fim enquanto
retorna (K1, Ko, ..., Ky)




Capitulo 3

Abordagem unificada para convexidades
de caminhos

“It is over, isn’t it?”
(Rebecca Sugar)

Este capitulo discorre sobre o principal tema desta tese, as convexidades de caminhos
em grafos. Aqui vamos apresentar diversos problemas associados as convexidades de ca-
minhos. Porém, ao discorrermos sobre estas convexidades, podemos perceber que cada
uma delas possui caracteristicas intrinsecas que sao relevantes aos estudos dos problemas,
pois diferentes escolhas de colegoes de caminhos alteram consideravelmente o comporta-
mento da funcgao intervalo, de forma que o desenvolvimento das técnicas para encontrar

algoritmos polinomiais para os problemas associados torna-se dificil em muitos casos.

Ainda assim, neste capitulo apresentaremos uma estrutura que sera capaz de representar
cada uma das convexidades estudadas. Com esta estrutura, framework, que unifica as
diversas representacoes, pudemos perceber a dificuldade real de alguns problemas estuda-

dos, para os quais apresentamos redugoes provando serem problemas NP-completos.

3.1 Preliminares

Um espago finito de convexidade ¢ um par (V,C) que consiste de um conjunto finito V' e
uma familia C de subconjuntos de V' tais que ) € C, V € C, e C ¢é fechado por intersecao.

Elementos de C sao chamados de conjuntos convezos.

Seja 2 uma colecdo de caminhos de um grafo G, e seja I : 2V(@) — 2V(%) uma funcéo

(que chamaremos de fun¢ao intervalo) tal que:
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I»(S)=SU{z¢S|Ju,ve S tal que z estd em um wv-caminho P € £}, S C V(G)
(3.1)

Observe que a funcao intervalo agrega, a cada iteracao, todos os vértices que pertencem
a pelo menos um dos caminhos da colecao &2 que possui como extremidades vértices de
S, i.e., I»(S) é a unido entre o conjunto S e os vértices que se encontram nos caminhos

de & que possuem extremidades em S.

Seja C» a familia de subconjuntos de V(G) tal que S € C» se, e somente se, [»(S) = S.
Entao é facil ver que (V(G),C») é um espaco finito de convexidade, assim os conjuntos

convexos sao precisamente os pontos fixos em [4.

Proposicao 20 (V(G),Cx) é um espago finito de convezridade.

Prova. Para mostrar que (V(G),C») é um espago finito de convexidade, é suficiente
mostrar que a intersecao de quaisquer dois conjuntos convexos também resulta em um
conjunto convexo. Assim, sejam S; e Sy dois conjuntos convexos de Cx, e seja S = S1MN.S,.
Se |S| <1, ent@o S ¢ trivialmente convexo. Suponha |S| > 1, e que S nao seja convexo.
Entao existem dois vértices distintos s,t € S e um vértice w € I»({s,t})\S. Porém, dado
que s,t € Sy, entao w € 15(S1) = S e, analogamente, w € Sy. Portanto, w € S1NS5 = 5,

um absurdo, pois supomos w ¢ S. Portanto S é convexo e isso conclui a prova. m

Para facilitar a notagao, vamos omitir o subscrito &2 sempre que o contexto for suficiente

para indentificarmos a informacao.

3.1.1 Convexidade de caminhos na literatura

Variando as escolhas das colegoes &, fungoes de intervalo podem ter comportamentos di-
ferentes e podem ser definidas pela Expressao (3.1). Os espacos de convexidade associados

com tais fung¢oes sao chamados de convexidades de caminhos.

Na Tabela 3.1 listamos as principais convexidades de caminhos que aparecem na li-
teratura. Nesta tabela, cada convexidade é definida por uma colecao de caminhos &

considerada.

Como exemplo, seja G o grafo representado na Figura 3.1; escolha & como a colecao

de caminhos minimos do grafo G (convexidade geodésica). Ao escolhermos S = {a, b},
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nome da convexidade

colecao de caminhos & considerada

geodésica [57, 56, 67|
monofonica [19, 40, 41|

caminhos minimos
caminhos induzidos

g% [68] caminhos minimos com comprimento no minimo trés
m3 [13, 39 caminhos induzidos com comprimento no minimo trés
g |42] caminhos minimos de comprimento no méaximo k
P5 |14, 37, 69] caminhos de comprimento dois

P (1] caminhos induzidos de comprimento dois

triangle-path [18, 20, 21]
total [25]

caminhos permitindo cordas de comprimento dois
caminhos permitindo cordas de comprimento trés

caminhos maximos no grafo
todos os caminhos

detour [22, 24, 23|
all-path [17, 53, 71|

Tabela 3.1: Principais convexidades estudadas na literatura.

temos que I(S) = S U {a,c,b} U{a,d,b} = {a,b,c,d}. Observe que os vértices e e f
nao participam de nenhum caminho minimo entre a e b, e portanto nao pertencem ao

intervalo I(5).

I1(S) ={a,b,c,d}

Figura 3.1: Exemplo de intervalo para o grafo G, S = {a, b} e convexidade geodésica.

Agora, considere G o grafo representado na Figura 3.2, e escolha & como a colegao de
caminhos induzidos (convexidade monofénica) do grafo G. Ao escolhermos S = {¢, f},
temos que I(S) = SU{e,b, f} U{c,d, f} = {b,c,d, f}. Observe que os vértices a e e
nao participam de nenhum caminho induzido entre ¢ e f, e portanto nao pertencem ao

intervalo ().
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S ={c, f} 1(S) ={b,c.d, f}

Figura 3.2: Exemplo de intervalo para o grafo G, S = {a, b} e convexidade monofonica.

3.1.2 Problemas computacionais

Nesta secao focamos em detalhar seis problemas computacionais que sao normalmente
estudados no campo de convexidade em grafos. A lista, certamente, nao é completa e

existem outros problemas importantes que também podem ser considerados.

Para melhor representagao, vamos utilizar algumas notagoes adicionais. Seja S C V(G).
Se I(S) = V(G), entdo S é um congunto de intervalo ou interval set. Se 1(S) = .S, entdo
S é um congunto convero. A envoltoria convexa H(S) de S é o menor conjunto convexo
que contém S. Escrevemos [°(S) = S e definimos I**(S) = I(I%(S)) parai > 0. Observe
que I(S) = I'(S) e existe um indice 7 (0 menor i possivel) de forma que H(S) = I'(S). Se
H(S)=V/(G) entao S é um conjunto de envoltoria ou hull set. O nimero de converidade
ou convexity number (¢(G)) de G é o tamanho do maior conjunto convexo S # V(G). O
nidmero de intervalo ou interval number (i(G)) de G é o tamanho do menor interval set
de G. O namero de envoltdria ou hull number h(G) de G ¢ o tamanho do menor hull set
de G. Com as defini¢oes introduzidas, podemos, agora, lidar com os problemas estudados

neste capitulo:

TESTE DE CONVEXIDADE - CS (CONVEX SET)
Entrada: Um grafo G e um conjunto S C V(G).

Questao: S é convexo?

Considere & a colegao dos caminhos minimos com comprimento no minimo trés (con-
vexidade ¢®). Considere também os grafos representados na Figura 3.3. Ao escolhermos
S = {a,b}, para o primeiro grafo G observamos que nao existem caminhos minimos com
comprimento no minimo trés entre a e b, e portanto S é convexo para ¢> no grafo G. No

entanto, no segundo grafo G’, com a retirada das arestas (c,b) e (d,b), temos um caminho
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minimo (a, e, f,b) e portanto S nao ¢ convexo para a convexidade g* no grafo G’.

b b
@
f
e
c c
<
a a
d d
S = {a, b} - convexo S = {a,b} - ndo convexo

Figura 3.3: Exemplo de conjuntos convexo e nao convexo para convexidade ¢>.

DETERMINAR INTERVALO - ID (INTERVAL DETERMINATION)
Entrada: Um grafo G, um conjunto S C V(G), e um vértice z € V(G).

Questao: O vértice z pertence ao intervalo I(5)?

Considere & a colegao dos caminhos com comprimento dois (convexidade Ps). Considere
também o grafo representado na Figura 3.4. Ao escolhermos S = {d,e}, temos dois
caminhos de comprimento dois para S: (d, a,e) e (d, ¢, e); ambos os caminhos apresentam
corda de comprimento dois entre os vértices d e e. Os vértices b e f nao estao em I(.5)

para a convexidade P; e o grafo em questao.

b
a € I(S)? - sim
be I(S)? - nao
c ’v‘. ce I(9)? - sim
a A. fe1(5)? - nao
d
S = {e,d}

Figura 3.4: Determinar intervalo para convexidade Ps.

DETERMINAR A ENVOLTORIA CONVEXA - CHD (CONVEX HULL DETERMINATION)
Entrada: Um grafo G, um conjunto S C V(G), e um vértice z € V(G).

Questao: O vértice z pertence a envoltoria convexa H(S)?
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Considere G o grafo representado na Figura 3.5, e escolha & como a cole¢ao de caminhos
que aceitam cordas de tamanho dois (convexidade triangle — path) do grafo G. Ao
escolhermos S = {d,e}, temos que I(S) = {a,c,d, e}, I*(S) = {a,b,c,d,e}, H(S) =
13(S) = {a,b,c,d,e, f}. Entdo a envoltéria convexa de {d,e} ¢ o todo o conjunto de
vértices do grafo. Portanto a resposta é positiva para qualquer que seja o vértice de G

quando S = {d, e}.

b b b
¢ ) c c
a ’x‘. a a
d d d
S ={e,d} I1(S) ={a,c,d, e} H(S)={a,b,c,d,e, [}

Figura 3.5: Determinar a envoltoria convexa para convexidade triangle — path.

NUMERO DE CONVEXIDADE - CN (CONVEXITY NUMBER)

Entrada: Um grafo G e um nimero inteiro positivo 7.

Questao: ¢(G) > r?

NUMERO DE INTERVALO - IN (INTERVAL NUMBER)

Entrada: Um grafo G e um ntmero inteiro positivo r.

Questao: i(G) < r?

NUMERO DE ENVOLTORIA - HN (HuLL NUMBER)

Entrada: Um grafo G e um nimero inteiro positivo 7.
Questao: h(G) <r?

3.1.3 Resultados existentes em convexidade de caminhos

A tabela abaixo mostra a complexidade dos seis problemas apresentados anteriormente
para alguns espacos de convexidade. Todas as linhas da tabela correspondem a resultados

encontrados na literatura ou a resultados triviais (indicados por ‘[t]’).
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geodésica | monofbnica Ps Py triangle-path
cs P [t] P [35] P [t] P ]| P [38]
D P [t] | NPc [35] P [t] P [1] | NPc [3§]
cup | P [t] P [35] P [t] P ]| P [38]

CN | NPc [51] | NPc [35] | NPc [16] | NPc [1]| P [3§]
IN | NPc [3] | NPc [35] | NPc [15] | NPc [1] | NPc  [3§]
HN |NPc [35]| P [35] | NPc [16] | NPc [1]| P  [3§

Tabela 3.2: Problemas vs Convexidades: complexidades e resultados conhecidos.
3.1.4 Dois fatos tteis

As proximas duas proposigoes sao uteis para entender a Tabela 3.2. Elas trabalham o fato
de que se o problema DETERMINAR O INTERVALO ou o problema TESTE DE CONVEXI-
DADE puderem ser resolvidos em tempo polinomial para algum espaco de convexidade,
entao outros problemas listados na Secao 3.1.2 também podem ser resolvidos em tempo

polinomial, para as respectivas convexidades.

Proposigao 21 Seja (V(G),C) um espago de converidade. Se DETERMINAR O INTER-
VALO pode ser resolvido em tempo polinomial para (V(G),C), entdo TESTE DE CON-
VEXIDADE e DETERMINAR A ENVOLTORIA CONVEXA também podem ser resolvidos em

tempo polinomial para (V(G),C).

Prova.

Seja S C V(G). Sendo que DETERMINAR O INTERVALO esta em P para (V(G),C), 1(S)
pode ser computado em tempo polinomial. Seja i o menor indice tal que I'™'(S) = I'(9).
Observe que determinar tal indice i assim como I*(S) também podem ser determinados

em tempo polinomial, porque ¢ < n. Portanto:

e Se I(S) =S5, entdao S é um conjunto convexo, caso contrario S nao é convexo.

e Se z € I'(S), entao z € H(S), caso contrario z ¢ H(S).

Pelas observagoes acima, os problemas TESTE DE CONVEXIDADE e DETERMINAR A

ENVOLTORIA CONVEXA sdo resolvidos em tempo polinomial para (V(G),C). =

Seja S C V(G). Se S nao é convexo, entao um conjunto aumentante de S é qualquer S’

tal que S C S C H(S) (onde o simbolo C significa inclus@o propria).
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Proposigao 22 Seja (V(G),C) um espago de convexidade. Se existe um algoritmo que
fornece uma certificacao para o problema TESTE DE CONVEXIDADE para (V(G),C) e
que encontre um conjunto aumentante em tempo polinomial quando o problema possui
uma resposta negativa, entao DETERMINAR A ENVOLTORIA CONVEXA também pode ser

resolvido em tempo polinomial para (V(G),C).

Prova.

Seja S C V(G) e z € V(G). Sendo que TESTE DE CONVEXIDADE pode ser resolvido
em tempo polinomial para (V(G),C), podemos aplicar um teste de convexidade para
S em tempo polinomial. Se o teste for validado, entao S é um conjunto convexo e,
consequentemente, a envoltoria convexa de S é ele mesmo; caso contrario, se o teste falhar,
existe um conjunto S; (um certificado negativo para o teste) que pode ser usado como
um conjunto aumentante para o conjunto original S. Relembre que S esta propriamente

contido em Sj.

Para encontrar a envoltéria convexa de S, podemos aplicar o algoritmo para testar a
convexidade do conjunto sucessivas vezes, sempre obtendo um conjunto S;;; que aumenta
S;, até que em algum momento o conjunto nao possa ser aumentado. Seja j o menor indice
tal que S; resulta em um conjunto convexo. Observe que j < |V(G) \ S|, dado que pelo
menos um vértice é adicionado a cada iteracao. Ainda, cada teste de convexidade pode ser
realizado em tempo polinomial. Portanto, todo o processo pode ser realizado em tempo

polinomial.

Se um vértice z € V(G) é tal que z € S, entdo z € H(S). Portanto, DETERMINAR A

ENVOLTORIA CONVEXA estd em P para (V(G),C). =

3.2 Um framework geral para convexidades de cami-
nhos

Nesta segao, propomos um framework para representar as diversas convexidades de cami-
nhos que estudamos. Daqui em diante, vamos assumir que cada um dos n vértices de um
grafo G é nomeado na sequéncia 1,2,...,n. Uma matriz de comprimento ¢ uma matriz
M simétrica n x n tal que cada entrada M (i, ), para i,j € V(G), € um ntumero natural;

adicionalmente, todos os valores na diagonal principal de M sao zero.

Sejam A, B, C, D quatro n xn matrizes de comprimento. Suponha que & seja uma familia
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de caminhos de G tal que um 7j-caminho P de G é um membro de & se, e somente se:

(1) [P = A, j);
(2) |P| < B(i,j);
(3) todas as cordas de P s@o de comprimento no minimo C(z, j);

(4) todas as cordas de P sao de comprimento no méaximo D(i, j).

Seja I» : 2V(@ — 2VI@) g seguinte funcdo intervalo: I»(S) = S U {z | 3i,j €

S tal que z € S e estd em um ij-caminho P € £}.

Seja também Cy a familia de subconjuntos convexos de V' (G), ou seja, tal que S € Cx
se, e somente se, [»(S) = 5. Dado que & é uma cole¢do particular de caminhos de G,
pela Proposigao 20, temos que (V(G),C%) é um espago de convexidade finito, com uma
funcao intervalo 4. Neste caso, vamos dizer que este espaco de convexidade define uma

convexidade de caminhos matriciais.
Novamente nés vamos omitir o subescrito & quando o contexto for suficiente.

Dizemos que um 7j-caminho P satisfaz as matrizes A, B, C, D se todas as condigoes (1) a

(4) forem satisfeitas por P.

3.2.1 Colocando as matrizes como parte da entrada

Nos seis problemas listados na Secao 3.1.2, o grafo GG sempre é parte da entrada; no
entanto, a regra que determina a cole¢cao de caminhos de GG nao é considerada como parte
da entrada. Algumas versoes mais gerais do problema sao possiveis quando o espaco
de convexidade desejado é expresso como um grafo juntamente com quatro matrizes de
comprimento como parte da entrada. Por exemplo, considere a seguinte versao de TESTE

DE CONVEXIDADE :

MATRIX CONVEX SET
Entrada: Um grafo G, quatro n x n matrizes de comprimento A, B,C, D, e S C V(G).

Questao: O conjunto S é convexo na convexidade de caminhos matriciais definida por
A B,C,D?

Todos os problemas listados na Se¢ao 3.1.2 podem ser definidos de forma analoga.

Os proximos teoremas mostram que os “problemas matriciais” sao todos dificeis. Entre-

tanto, devemos perceber que restrigdes nas matrizes A, B, C, D geram casos interessantes.
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Nesse sentido, alguns tipos de matrizes de comprimento sao especialmente interessantes.
Para um grafo G, a matriz de distancias de G é uma matriz de comprimento My; com
valores My (i,7) = distg(i,7), para i,j € V(G). Para uma constante inteira positiva k,
a (n — k)-matriz e a k-matriz sdo as matrizes M, e M com todos os valores fora da

diagonal principal iguais, respectivamente, a n — k e k.
Teorema 23 TESTE DE CONVEXIDADE MATRICIAL ¢ Co-NP-completo.

Prova. Um certificado para resposta negativa para o problema TESTE DE CONVEXIDADE
MATRICIAL ¢ a tripla 4, j, z (com i,j € S e z € S) e um ij-caminho P no grafo G contendo
z, tal que P satisfaca as matrizes de A a D. Tal certificado pode ser verificado em tempo

polinomial facilmente. Portanto TESTE DE CONVEXIDADE MATRICIAL estd em CoNP.

Para provar que TESTE DE CONVEXIDADE MATRICIAL é Co-NP-completo, nés vamos
mostrar uma redugao do seguinte problema NP-completo [54]: dados trés vértices distintos

1,7, 2 em um grafo H, decidir se existe um 7j-caminho sem corda passando por z.

Seja G o grafo obtido pela substitui¢ao de cada aresta (s, z) incidente a z por um caminho
contendo n — 1 vértices de grau dois no grafo H, onde n = |V (H)|. Em outras palavras,
G é o grafo resultante da subdivisao das arestas incidentes a z em n — 1 novos vértices.
Sejam A e B as matrizes de comprimento com valores fora da diagonal principal iguais,
respectivamente, a 2n e 3n — 3. Seja, também, C' = D = M; (as k-matrizes para
k =1). Finalmente, seja S = {7, j}. Observe que a colegdo de caminhos &, definidos por
A, B,C, D contém os caminhos sem cordas com comprimento no minimo 2n e no maximo
3n — 3.

Suponha que exista um ¢j-caminho sem cordas em H passando por z. Faga Py = (so =
Gy S1y vy ShetlySh = 2, Shil,---,S = j). Entao existe um ij-caminho sem cordas Py em G
obtido por Py pela subdivisao das arestas (s5_1,2) e (2, Sp11), utilizando n — 1 vértices
de grau dois. Observe também que |Pg| = (I — 2) 4+ 2n. Dado que 2 <[ < n — 1, temos
2n < |Pg| < 3n — 3. Portanto, Py satisfaz A, B, C, D, e sua existéncia implica que S néo

é convexo.

Suponha que S nao seja convexo. Entao existe um 7j-caminho sem cordas Py de compri-
mento 2n passando por algum vértice de G que nao esta em S. Porém, pela construcao de
G, todos os 7j-caminhos de comprimento 2n, necessariamente, passam por z. Seja Pj, o
subcaminho de P; com comprimento n que comeca em um vértice h e termina no vértice
z. Analogamente, seja P, o subcaminho de P; com comprimento n que comeca em z e

termina em um vértice h'. Substituindo os subcaminhos P, e P, pelas arestas (h, z) e
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(z, k'), obtemos um ij-caminho sem cordas em H passando por z. Isto completa a prova.

Teorema 24 MATRIX INTERVAL DETERMINATION é NP-completo.

Prova. Um certificado para uma resposta positiva para MATRIX INTERVAL DETERMI-
NATION é um par i,j (com 7,5 € S) e um ij-caminho P em G contendo z (relembre que
z & parte da entrada) tal que P satisfaga A, B,C,D. Ainda, esse certificado pode ser
verificado em tempo polinomial. Portanto, MATRIX INTERVAL DETERMINATION esti em
NP.

Para provar que MATRIX INTERVAL DETERMINATION é NP-completo, relembre a Ta-
bela 3.2 em que DETERMINAR O INTERVALO é NP-completo para convexidade monofo-
nica. Se A = My, B = M,y e C = D = M, a colecao de caminhos & associada
as matrizes em questao sao precisamente as que representam a colecao de caminhos in-
duzidos em G. Entao DETERMINAR O INTERVALO para a convexidade monofonica é
uma restricao de MATRIX INTERVAL DETERMINATION, i.e., um problema ja provado ser

NP-completo. =

Teorema 25 DETERMINAR A ENVOLTORIA CONVEXA MATRICIAL é NP-completo.

Prova.

Um certificado para uma resposta positiva para DETERMINAR A ENVOLTORIA CONVEXA
MATRICIAL ¢ formada por uma sequéncia de caminhos Py, P, ..., P, tal que r < n — 1,
z € V(P,), e cada Py é um igji-caminho que satisfaz as matrizes A, B,C, D com iy, ji €
SUV(P)U---UV(P,_). E facil ver que este certificado ¢ facilmente verificado em tempo
polinomial e, portanto, MATRIX INTERVAL DETERMINATION estd em NP.

Para a prova de completude, usamos a mesma redugao descrita no Teorema 23. Nova-
mente, se existe um ij-caminho sem cordas Py = (i,...,h,2z,h',...,j) em H, entdo existe
um ij-caminho sem cordas Py em G, obtido de Py pela subdivisao das arestas (h, z) e
(z, h'), como explicado na prova do Teorema 23, tal que Py satisfaga A, B, C, D. Portanto,
z e I(S) C H(S).

Suponha, agora, que z € H(S). Entdo existe uma sequéncia de caminhos Py, P, ..., P,
tal que z € V(P,) e, para 1 < k < r, P, estd em um i ji-caminho que satisfaz as matrizes
A, B,C, D, onde Ik, Jp € SU V(P1> y---u V(Pk_l)
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Observe que iy, j; € S. Entao, {i1,71} = {i,7}. Ademais, |P;| > 2n. Mas, pela construgao
de G, todos os 7j-caminhos de comprimento no minimo 2n devem, necessariamente, passar
por z. Assim, z € V(P;). O restante da prova segue como na prova do Teorema 23: seja
Py, (resp., P.p/) o subcaminho de P; com comprimento n comegando em algum vértice h
(resp., em z) e terminando em z (resp., em algum vértice h'). Substituindo P,, e P,; por

arestas (h, z) e (z,h') produzimos um ij-caminho sem cordas em H passando por z. &

Teorema 26 1. NUMERO DE CONVEXIDADE MATRICIAL é NP-dificil.
2. NUMERO DE INTERVALO MATRICIAL é NP-completo.

3. NUMERO DE ENVOLTORIA MATRICIAL é NP-completo.

Prova. Inicialmente vamos provar que ambos MATRIX INTERVAL NUMBER e MATRIX
HuLL NUMBER estao em NP.

Um certificado para uma resposta positiva para NUMERO DE INTERVALO MATRICIAL con-
siste em um conjunto S C V(@) de tamanho no maximo r, e uma colegdo de caminhos
{P. | z € V(G) \ S} tal que para cada caminho P, existem i,,j, € S tais que P, é um
i,J.-caminho contendo z e satisfazendo A, B,C, D. Dado que o nimero de caminhos na

colegao é O(n), NUMERO DE INTERVALO MATRICIAL estd em NP.

Um certificado para uma resposta positiva para NUMERO DE ENVOLTORIA MATRI-
CIAL consistem em uma sequéncia de caminhos Py, P, ..., P, tal que:
(a) r <n—1;
(b) VIG)\ S S V(P)U---UV(F);
(c) para 1 < k <r, P, é um ij,-caminho satisfazendo as matrizes A, B, C, D,
com iy, jr € SUV(P)U--- UV (Pyr_1).

Dado que tal certificado pode ser verificado em tempo polinomial, NUMERO DE ENVOL-

TORIA MATRICIAL esta em NP.

Agora vamos descrever as provas de que os problemas em questao sao dificeis. Como no
Teorema 24, usamos uma prova por restricao. Relembre da Tabela 3.2 que NUMERO DE
CONVEXIDADE, NUMERO DE INTERVALO e NUMERO DE ENVOLTORIA sao todos NP-
completos para a convexidade geodésica. Se A = B = My;s € C = D = My, a colecao de
caminhos & associada a tais matrizes é precisamente a colegao de caminhos &2 associada
a colegao de caminhos minimos de (. Isso significa que NUMERO DE CONVEXIDADE,
NUMERO DE INTERVALO, e NUMERO DE ENVOLTORIA para a convexidade geodésica sao,

respectivamente, restricoes de NUMERO DE CONVEXIDADE MATRICIAL, NUMERO DE
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INTERVALO MATRICIAL ¢ NUMERO DE ENVOLTORIA MATRICIAL. Portanto o teorema

estd provado. m

3.2.2 Matrizes constantes: convexidade de caminhos (a, b, ¢, d)

Nesta secao, vamos estudar o caso em que existem quatro constantes a,b,c,d tais que
A= M, B= M, C = M.e D = M. Nesta configuracao noés podemos assumir
que as matrizes nao sao parte da entrada do problema, porque sabemos as restricoes de
comprimentos. Assim, temos as versoes “matrizes constantes” dos problemas apresentados

nas secgoes anteriores. Por exemplo, considere os problemas:

TESTE DE CONVEXIDADE (a, b, ¢, d)

Entrada: Um grafo G e um conjunto S C V(G)

Questao: O conjunto S é convexo para convexidade matricial composta pelas matrizes
A B,C,D?

FEquivalente: O conjunto S é convexo na convexidade de caminhos definida pela colecao
de caminhos Z(a,b, ¢, d) do grafo G, tais que os comprimentos sdo maiores ou iguais a a

e menores ou iguais a b, e as cordas sao maiores ou iguais a ¢ e menores ou iguais a d?

DETERMINAR INTERVALO (a,b, ¢, d)
Entrada: Um grafo G, um conjunto S C V(G), e um vértice z € V(G).
Questao: O vértice z pertence ao intervalo I(S), onde I é a funcao intervalo associada

com a colegdo de caminhos #(a, b, c,d) do grafo G7

Novamente, os demais problemas listados na Secao 3.1.2 podem ser definidos de forma

analoga.

A convexidade de caminhos que é regida por comprimentos de caminhos e cordas cons-

tantes (a, b, ¢, d), como explicado, é chamada convexidade de caminhos (a,b,c,d).

Teorema 27 DETERMINAR O INTERVALO (a,b,c,d) pode ser resolvido em tempo poli-

nomial.

Prova. Observe que para constante £ existem O(n‘!) caminhos de comprimento ¢ em
G. Portanto existem O(Zlgza ntt1) caminhos em G com comprimento pelo menos a e
no maximo b. Para cada par de vértices distintos (4,j) em S, existem O(3o_ n’?)
17-caminhos com comprimento no minimo a e no maximo b, dado que ¢ e j sao fixados

como extremidades de tal caminho. O conjunto S possui O(|S|?) pares de vértices dis-
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tintos. Assim temos O(|S|? Zzza n‘~1) caminhos para checar. Sabendo que um caminho
de comprimento ¢ pode possuir no méaximo O(¢?) cordas, podemos selecinar todos os ;-
caminhos em 2(a,b, ¢, d), i,j € S, em tempo O(|S|>S20_, (*n*~"). Finalmente, checar
se z pertence ou nao a pelo menos um dos caminhos pode ser realizado em O(1) por
caminho, dado que o comprimento do caminho é limitado por b. Assim, conseguimos um

algoritmo simples de bruta forga que checa em tempo polinomial se z € I(S). =

Pela Proposigao 21, Temos:

Corolario 28 TESTE DE CONVEXIDADE (a,b,c,d) e DETERMINAR A ENVOLTORIA

CONVEXA (a, b, c,d) podem ser resolvidos em tempo polinomial. M

Para os outros trés problemas (NUMERO DE CONVEXIDADE/INTERVALO/ENVOLTORIA

(a,b,c,d)), vamos destacar casos especiais
(a=2b=2,c=1,d=2)e(a=2,b=2,c=1,d=1)

correspondendo precisamente as convexidades de caminhso P5; e P5, como indicado na
Tabela 3.1. Para ambas as convexidades todos os trés problemas sao NP-completo (veja
Tabela 3.2).

3.2.3 Convexidade matricial em grafos com treewidth limitado

Seja G um grafo, T" uma arvore, e V = (V});er uma familia de conjuntos de vértices
Vi C V(@) indexados pelos vértices de T. O par (T,V) é uma drvore de decomposi¢io de

G se satisfaz as seguinte condigoes [34]:

(Tl) V(G) = UtET Vi;

(T2) Para cada aresta e € E(G) existe t € T tal que ambas as extremidades de e estao

em Vi

(T3) Se Vi, e V,, contém um vértice v, entdo v € V;, para todo né t, no caminho entre

tz‘ etj.

A largura de (T, V) é o ntimero max{|V;| —1:t € T}, e a treewidth tw(G) de G ¢é a largura

minima de qualquer arvore de decomposicao de G.
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Os grafos com treewidth no méximo k sao chamados de k-arvores. Algumas classes de
grafos possuem treewidth limitada, dentre elas podemos destacar: florestas (treewidth 1);
pseudo florestas (treewidth 2), cactos (treewidth 2); redes Apollonianas (treewidth 3) [4, 7;
dentre outras. Grafos de controle de fluxo na compilagao de programas estruturados
também possuem treewidth limitada (no maximo 6), o que permite que algumas tarefas

como alocagao para registradores sejam feitas eficientemente |77].

Assim sendo, nesta segao, estamos interessados em investigar a complexidade dos seis

problemas de convexidade matriciais em classes de grafos com treewidth limitada.

Em 1990 [29], Bruno Courcelle mostrou que qualquer grafo G com treewidth limitada
por uma constante k, e para cada propriedade Il do grafo que pode ser formulada em
uma [ldgica de sequnda ordem monddica contdvel (CMSOL,), existe um algoritmo de
tempo linear que decide se G satisfaz Il (veja [29, 33, 30, 31]). A logica CMSOL,
generaliza a ldgica de sequnda ordem monddica (M SOL), onde uma quantificagao sobre
conjuntos de vértices e arestas, além de uma cole¢ao de predicados testando os tamanhos
dos conjuntos médulo constantes sao permitidas. Este resultado foi estendido intimeras
vezes [2, 6, 32, 60], e S. Arnborg e J. Lagergren [2| estenderam tais resultados para

problemas de otimizagao que admitem C'M SO L,.

Usando os meta-teoremas de Courcelle, baseados na logica de segunda ordem monédica
contavel [29, 33, 30|, com o propoésito de mostrar que podemos encontrar algoritmos
de tempo linear para as classes que possuem treewidth limitada para os problemas de
convexidade matriciais propostos, seguem demonstracoes de que tais problemas podem

ser expressados em C'M SO L.

Teorema 29 DETERMINAR O INTERVALO (a, b, c,d) pode ser resolvido em tempo linear

em classes de grafos com treewidth limitada.

7

Prova. E suficiente mostrar que a propriedade “z pertence a I(S)” é expressivel em

CMSOLs.
Dados G,A = M,,B = M,,C = M.,D = My, S e z, construimos ¢(G, A, B,C,D, S, z)
tal que z € I(S) & ¢(G, A, B,C, D, S, z) e segue:
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(zeS)V
[Fu,v,P[u,veSA
P é um wv-caminho A
ze€ P A
Card(P) > a A
Card(P) <b A (3.2)
VP [P C P A
Card(P') > 2 A
3o/, v'[(P" é um v'v'-caminho) A adj(u’,v")]

| = [(Card(P') > c¢) A (Card(P") < d)]

Na formula anterior, caminhos sao representados como subconjuntos de arestas. Usando
essa abordagem “P ¢ um wv-caminho” pode ser expressa em em CMSOL, (veja [30]).
«,,/

Note que a corda é expressa como um “u’v’-caminho”, subcaminho de P, com cardinalidade

superior a c e inferior a d. m

Corolario 30 TESTE DE CONVEXIDADE (a,b,c,d) e DETERMINAR A ENVOLTORIA
CONVEXA (a,b,c,d) podem ser resolvidos em tempo linear em classes de grafos com

treewidth limitada.

Prova. Segue diretamente do Teorema 29 e da Proposicao 21. m

Corolario 31 NUMERO DE CONVEXIDADE (a, b, ¢,d), NUMERO DE INTERVALO (a, b, ¢, d) e
NUMERO DE ENVOLTORIA (a, b, ¢, d) podem ser resolvidos em tempo linear em classes de

grafos com treewidth limitada.

Prova. Pelo Teorema 29, “z pertence a I(S)” é expressivel em CMSOL,. Portanto a

propriedade “c(G) > r” também pode ser expressa em C'M SO Ls:

AS[SCV(G) AN Vz(z€lI(S)=(z€85)] A Card(S) > r].
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Analogamente a propriedade “i(G) < r” pode ser expressa em CM SO Ls:

JS[SCV(G) A V2 (2 V(G)) = (2 €1(S)] A Card(S) < 7.

Finalmente, “h(G) < r” pode ser expressa em C'M SO Ls, como segue abaixo:

35 (Card(S)<r)AN[BH (SCH)A(I(H)CH)A(HCV(Q)] (3.3)

3.2.4 Casos particulares para convexidade da caminhos matriciais

As provas de complexidade por restri¢goes apresentadas na subsecao anterior sugerem que
poucos tipos de matrizes de comprimento sao suficientes para representar as convexidades

de caminhos mais importantes.

Considere um tipo adicional de matriz. Para um grafo G, a matriz de caminhos mdzrimos é
a matriz M,,, tal que cada valor de My, (4, j) é igual ao comprimento do maior caminho
entre i e jem G (i # j). Neste momento, ndo vamos levar em consideracdo a complexidade

para computar M;op.

Utilizando apenas as matrizes Mg;s¢, Mp—r, My, € Mg, todas as convexidades de ca-
minhos listadas na Tabela 3.1 podem ser representadas como casos particulares do caso
geral do framework para convexidades de caminhos matriciais proposta neste trabalho.
Veja a Tabela 3.3. Para duas n x n matrizes M’ e M”, seja min{M’, M"} a matriz M,
n X n, com valores M (i,7) = min{M’ (i, j), M"(i,7)}.
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Convexity A B C D
geodésica Mgis Mgist M My
monofoénica Mo M, My My
g3 M3 M gist My M,
9k Magist min{ My, Magist } My My
m3 M; M, 1 My M,
Py M, M, My My
P; M M, M, M
triangle-path M, M, _1 M,y My
total My M, 1 M3 My,
detour Miong Miong M,y My
all-path My M, My My

Tabela 3.3: Convexidades de caminhos como casos particulares do framework de conve-
xidades de caminhos matriciais. Observe que adotar C' = D = 1 implica que todos os

caminhos considerados para colecao & nao possuem cordas.

3.2.5 Novas convexidades derivadas do framework de convexidade
de caminhos matriciais

Vamos aqui propor cinco novas convexidades que nao haviam sido consideradas na litera-

tura anteriormente. As Tabelas 3.4 e 3.5 descrevem tais convexidades.

nome da convexidade Colegao & de caminhos considerados

gk caminhos minimos com comprimento no minimo k
mF caminhos induzidos com comprimento no minimo k
(k,1)-path caminhos sem cordas com comprimento entre k e [
k-path caminhos sem cordas com k vértices
Hamiltonian caminhos Hamiltonianos

Tabela 3.4: Novas convexidades proposta neste trabalho.

Convexidade A B C D
gF My, M gist M,y M,y
mk M;, M,,_1 M, M,
(k,l)—path Mk Ml M1 M1
k-path M. M4 My M,
Hamiltonian My, M, M, _4 M, _1

Tabela 3.5: Convexidades da Tabela 3.4 descritas de acordo com o framework de conve-
xidades de caminhos matriciais.
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3.3 Preenchendo os gaps da literatura

A Tabela 3.6 mostra novos resultados, provados nesta tese. Nas proximas se¢oes, apre-
sentamos provas de tais resultados. O simbolo 7 significa que o problema nao possui uma

prova formal conhecida em relagao a sua complexidade computacional.

m> g> gk all-path
Compl Ref Compl Ref Compl Ref Compl | Ref
Cs P Th 40 4 Cor 33 4 Cor 35 P Th 42
ID NPc Cor 38 P Th 32 X Th 34 X Th 42
CHD S Cor 41 & Cor 33 4 Cor 35 P Th 42
CN ? ? ? P Th 42
IN NPc | Th 39 ? ? & Th 42
HN ? ? ? & Th 42

Tabela 3.6: Problemas vs Convexidades: novos resultados de complexidade.

Nesta secao continuaremos a utilizar as Proposicoes 21 e 22 para facilitar as provas das

complexidades computacionais dos problemas.

Teorema 32 DETERMINAR O INTERVALO pode ser resolvido em tempo polinomial para

a convezidade g3.

Prova. Dado um grafo G, um conjunto S C V(G), e um vértice z € V(G)\S, determinar
se z € I(S) é o mesmo que verificar se existe um caminho minimo de comprimento no

minimo 3 entre quaisquer vértices de S passando por z.

Assim, para cada par u,v de vértices de S, podemos verificar se existe um uv-caminho
minimo passando por z em tempo polinomial - basta lembrar que os subcaminhos de um
caminho minimo também sao minimos. Dado que o nimero de combinagoes dos elementos
de S dois a dois é polinomial de ordem 2, determinar se existe um caminho minimo entre
quaisquer dois vértices de S que inclui z pode ser feito em tempo polinomial. Se algum

desses caminhos possuir comprimento no minimo trés, entao z € I(.S), caso contrario

2 I1(S). =

Corolario 33 TESTE DE CONVEXIDADE e DETERMINAR A ENVOLTORIA CONVEXA po-

dem ser resolvidos em tempo polinomial para a converidade g>.

Teorema 34 DETERMINAR O INTERVALO pode ser resolvido em tempo polinomial para

a convexridade gy.
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Prova. Esta prova segue exatamente os mesmos termos do teorema anterior. Como veri-
ficar se existe um caminho minimo entre dois vértices quaisquer passando por um terceiro
vértice pode ser feito em tempo polinomial, basta comparar os caminhos encontrados com
k. Se existir algum caminho minimo cujo comprimento seja no maximo k, entao z € 1(5),

caso contrario z ¢ I(S). =

Corolario 35 TESTE DE CONVEXIDADE ¢ DETERMINAR A ENVOLTORIA CONVEXA po-
dem ser resolvidos em tempo polinomial para convexridade gy.

3.3.1 Resultados para convexidade m3

Seja .#3 a familia de caminhos induzidos com comprimento no minimo trés. Todas as
nocoes de convexidade desta secao interpretardo & = #2 como a definicao de colecao

para a equacao de intervalo.

Teorema 36 ([54], Teorema 10) Sejam u,v,w trés vértices distintos em um grafo G.

Decidir se existe um caminho induzido de u até v passando por w é NP-Completo.

Dado um grafo G e trés vértices u,v,w de V(G), vamos nos referir ao problema de
verificar se existe um wwv-caminho passando por w de comprimento no minimo k por

FPATH(u, v, w, k).

Teorema 37 Seja k uma constante, inteira e positiva. Entao FPATH(u,v,w, k) é NP-

Completo.

Prova.

Este problema estd em NP, pois um caminho induzido com comprimento no minimo
k e contendo u,v,w, nesta ordem, pode ser verificado em tempo polinomial; portanto

terfamos um certificado verificavel em tempo polinomial.

Agora vamos mostrar uma redugao de FPATH (u, v, w, 2) para FPATH(u, v, w, k) usando
indu¢ao matematica. Pelo Teorema 36 acima, FPATH(u, v, w,2) é NP-Completo.

Suponha que FPATH(u, v, w, k — 1) seja NP-Completo. Vamos mostrar uma redugao do
problema FPATH(u, v,w, k — 1) para FPATH (u, v, w, k).

Considere o grafo H e trés vértices u,v,w em V(H). Pela suposigao, FPATH (u, v, w,

k — 1) ¢ NP-Completo. Construa o grafo G da seguinte maneira: V(G) = V(H) U {u'} e
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E(G) = E(H)U{(v,u)}. Portanto, FPATH(u, v, w, k — 1) é verdadeiro se, e somente se,
FPATH (v, v, w, k) é verdadeiro. m

Coroléario 38 DETERMINAR O INTERVALO ¢ NP-Completo para a convezidade m?.

Prova. Seja H um grafo e u,v,w € V(H). Atribua G = H, S = {u,v}, e w = z. Entao
w € I(S) se, e somente se, FPATH(u, v, w, 3) for verdadeiro. =

O teorema a seguir, Teorema 39, é similar ao Teorema 3.4 de [36]; porém, na prova aqui
apresentada, utilizamos as restrigoes ao comprimento dos caminhos que devem ser maiores

ou iguais a trés.
Teorema 39 NUMERO DE INTERVALO é NP-Completo para a converidade m?.

Prova. Seja X um conjunto com no méaximo k vértices, juntamente com um conjunto
com no maximo |V(G) \ X| caminhos induzidos de comprimento no minimo 3, cada um
comegando e terminando em vértices distintos de X, de forma que cada vértice de V(G)\ X
aparece em pelo menos um desses caminhos. Entao estes conjuntos seriam um certificado

de que o problema pertence a NP.

Vamos mostrar uma reducao do problema de decidir quando um subconjunto S é um
interval set (isto ¢, I(S) = V(G)) de um grafo H na convexidade monofénica, que ¢ NP-
Completo (veja [36]). Seja S = {v1,..., v}, t > 2 um subconjunto de vértices de um grafo
H. Construa o grafo G como segue: defina V(G) = V(H)US’, onde S" = {v],..., v} é
um conjunto de ¢ novos vértices, e E(G) = E(H) U {(v;,v]) | 1 <i < t}. Defina k = t.

Vamos provar que S é um interval set de H se, e somente se, i(G) < k.

Suponha que S é um interval set em G. Sejav € V(G)\ S’. Precisamos provar que v esta
um caminho induzido de comprimento no minimo 3, com extremidades em S’. Existem

dois casos a serem considerados:

Caso 1: v € S. Neste caso, dado que S é um interval set de H, entao existe um caminho
induzido v;,...,v,...,v; em H, onde v; e v; sao vértices distintos de X. Portanto v esta

em um caminho induzido v;, v, ..., v,...,v;,v; em G.

Caso 2: v € S. Neste caso , v = v; para algum i, e, dado que G é conexo, existe um
caminho induzido em G entre v; e v;, v; € S, v; # v;. Isso implica na existéncia de um

caminho induzido vj, v;, ..., v,...,v;,v; em G, onde v] e v} sao vértices distintos de 5.
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Dado que S’ contém apenas vértices que possuem apenas um vizinho, se G possui um
interval set' Y com no méaximo k vértices, entao Y = S’. Assim, suponha que S’ seja um
interval set de G, e seja v € V(H)\S. Precisamos provar que v estd em um caminho
induzido entre dois vértices distintos de S. Tal caminho pode ser obtido considerando
qualquer caminho induzido v, v;, ..., v,...,v;,v; em G, onde v; e v} sao vértices distintos

J
deS. m

Teorema 40 TESTE DE CONVEXIDADE pode ser resolvido em tempo polinomial para a

converxidade m3.

Prova. Considere o grafo GG e o conjunto S. Determinar se S é convexo recai em saber
quando existe um caminho induzido de comprimento no minimo 3 comecando e termi-
nando em vértices de S, além de passar por algum vértice fora de S. Para encontrar tal

caminho, devemos construir uma estratégia baseada na vizinhanca de S.

Para cada par de vértices nao adjacentes u,v € S, considere o conjunto B = N(v) N
N (u). Existem duas possibilidades de caminhos induzidos de comprimento no minimo 3
contendo-os: a) u, v sdo extremidades de um caminho; b) algum dos dois, u e v, esta no

meio do caminho.

a) Neste caso, nenhum vértice de B poderia estar em caminhos de comprimento no minimo
3 com extremidades em u e v, caso contrario existiria um caminho sem cordas. Considere
o grafo H = G[V(G)\ (SUB)]. Para cada componente conexa C' de H, se N(u)NC # (e
N(v)NC # (), entao obviamente existe um caminho de v’ € N(u) NC para v’ € N(v)NC,
dado que C' é conexo; portanto existe um caminho induzido de comprimento no minimo 3
de u para v. Caso contrario, N(u) NC' = () ou N(v) N C = (), que implicaria que nenhum
caminho de comprimento no minimo trés, que conecta u e v e estd completamente fora

de S, passa por C.

b) Se ndo existe um caminho induzido de comprimento no minimo 3 de u para v, entao
é possivel que existam caminhos tais que u e v estao no meio. O tnico caminho aceitavel
contendo w,v no meio também deve comecar em S, precisamente em S\B (dado que
o caminho ndo possui cordas). Para cada par de vértices ndo adjacentes s,b com s €
S\ B,be€ B\ S, considere o grafo H' = G — B — N(b). Se existe um caminho de s para
u (ou v) em H’' entdo existe um caminho s, ..., u,b,v (s,...,v,b,u), ou seja, existe um
caminho de comprimento maior ou igual a 3 e S nao é convexo. Logo, S é um conjunto

convexo. |
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Corolario 41 DETERMINAR A ENVOLTORIA CONVEXA pode ser resolvido em tempo

polinomial para convezidade m?>.

3.3.2 Resultados para a convexidade all-path

Seja Hq a familia de todos os caminhos de um grafo GG. Todas as nogoes de convexidade

nesta secao devem ser interpretadas levando-se em conta & = ¥ na Eq. 3.1.

Teorema 42 Todos os seis problemas listados na Secao 3.1.2 podem ser resolvidos em

tempo polinomial para a convexidade all-path.

Prova.

Seja S C V(G) e w € V(G)\ S. Diremos que um vértice z # w separa w e V' C
V(G) \ {w} se, no grafo G — z, a componente conexa que contém w nao contém veértice
de V'. E facil ver que w € I(S) se, e somente se, existem u,v € S distintos, tal que
nao existe vértice z # w que separa w e {u,v}. Esse teste pode ser feito com um
algoritmo simples que possui ordem de tempo O(n?(n + m)). Portanto, DETERMINAR
O INTERVALO esta em . Isso implica que DETERMINAR A ENVOLTORIA CONVEXA e

TESTE DE CONVEXIDADE também estao em .

Considere a decomposicao em blocos de GG, e seja G; um bloco folha com niimero minimo de
vértices. Entao ¢(G) = n—|V(G;)|+1. Dado que determinar a decomposigao em blocos de
G e localizar G; podem ser feitos em O(n+m) operagoes, NUMERO DE CONVEXIDADE esté
em . Ainda, S C V(G) é um conjunto de intervalo se, e somente se, S contém no
minimo dois vértices de cada bloco de GG; portanto, S é minimo quando contém todos os
vértices de corte de (G, mais um vértice adicional de cada bloco folha, isto é, NUMERO DE

INTERVALO estd em 2.

Finalmente, dado que todo grafo G é trivialmente monotonico na convexidade all-path
(isto &, H(S) = I(S) para qualquer S) temos que i(G) = h(G). Portanto, NUMERO DE

ENVOLTORIA também estd em &2, e isso conclui a prova. =

3.3.3 Consequéncias diretas

Relembre, da Tabela 3.4, as definicdes para as convexidades g*¥ e mF. Os resultados

encontrados na Secao 3.3 sao diretamente aplicados & convexidade g*, e os resultados en-
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contrados na Secao 3.3.1 sao também aplicéveis a convexidade m¥. Portanto, construimos

a seguinte tabela:

mk gk
Compl Ref Compl Ref
cS ? P Cor 33
ID NPc Cor 38 P Th 32
CHD ? P Cor 33
CN ? ?
IN NPc Th 39 ?
HN ? ?

Tabela 3.7: Problemas vs Convexidades: resultados para as convexidades m* e g*.



Capitulo 4

Conclusoes

“New growth cannot exist without the destruc-
tion of the old.”
(Mao Zedong)

No que tange aos problemas abordados nesta tese, tratamos com maior importancia o
problema de convexidade de caminhos em grafos, apresentando uma revisao bibliogréfica
aprofundada e produzindo um framework que é capaz de representar as diversas convexida-
des documentadas através de parametros simples. Assim, entendendo o framework como
uma ferramenta facilitadora, pudemos trabalhar diversos problemas em muitas variantes;
o que possibilitou também buscar, encontrar e explicar complexidades computacionais

dos problemas associados.

Devido a formulagao apresentada no framework, fomos capazes de utilizar os metateoremas
de Courcelle para provar que os problemas estudados no Capitulo 3 tornam-se polinomiais
quando restritos a grafos que apresentam treewidth limitada e matrizes bem comportadas
(com valores constantes). No entanto, vale observar e ressaltar que a convexidade (k,1)-
path, proposta neste trabalho, é exatamente a convexidade que estudamos neste caso,

porém limitada aos grafos com treewidth limitada.

Dentre os resultados de complexidades computacionais obtidos, é sempre interessante no-
tar a peculiaridade apresentada pela convexidade monofonica. Esta convexidade ja havia
apresentado resultados aparentemente estranhos, quando tem-se Interval Determination
como um problema dificil e ainda assim o problema que consiste em verificar se um vér-
tice pertence a envoltéria convexa apresenta-se, surpreendentemente, tratdvel em tempo
polinomial. A mesma peculiaridade foi encontrada para a convexidade monofénica com

caminhos maiores ou iguais a trés.

Interessante observar, também, os resultados obtidos para as convexidades geodésicas
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(classica e variagoes). Apesar da facilidade para demonstrar os resultados para Conver
Set, Interval Determination e Convex Hull Determination, nao conseguimos evoluir e
desenvolver provas para os “ Number Problems”, mesmo com a evidéncia da convexidade

geodésica classica levando a NP-completude dos trés problemas de otimizacao.

Nao obstante, os problemas de partigao trabalhados apresentaram uma complexidade de
detalhamento e, até mesmo, contetido menores. Tratando-se apenas de generalizacoes,
continuagoes de trabalhos anteriores e proposta de um novo problema. O problema de
particionamento (0, [)7-Partigao em cografos, em si, apresenta uma generalizacao de parte
dos trabalhos [64] e [78] e sua importéancia se da, principalmente, devido a luz dada para

que problemas ainda maiores sejam resolvidos em seu tempo.

Por fim, o problema de P,-Particao, por sua vez, trabalha um novo conceito, apresentando
uma formulacao interessante através de M-Particao. No estudo da P-Particao con-
seguimos encontrar resultados que servirao como base para trabalhos futuros, além de
conseguirmos tratar casos especificos que fazem com que problemas considerados difi-
ceis (FPATH (G, u,v,w,k)) possam ser resolvidos em tempo polinomial para algumas
instancias - consequentemente, os problemas de Interval Determination para as conve-
xidades monofénicas também podem ser resolvidos em tempo polinomial. O estudo da
Py-Particao serviu também como um intermédio entre os estudos de convexidades de ca-
minhos e partigoes em grafos - uma vez que sua solugao oferece uma cole¢cao de caminhos

do tamanho do didmetro do grafo menos uma unidade.

4.1 Trabalhos Futuros

No que se refere aos trabalhos de particao em grafos, temos ainda variacoes e generaliza-
¢Oes possiveis para o problema da M-Particao que nao foram estudados, entre os quais
podemos citar, por exemplo, o problema de (0,)’-Parti¢ao em que o parametro j ¢ varia-
vel. Aliando os resultados apresentados por Viana e Leite, com os que obtivemos nesta

tese, acreditamos que o resultado serda mais facilmente obtido.

Em relagdo a Py-Partigdo, esperamos mostrar que os casos em que diam(G) € {2,3,4}
também apresentam algoritmos polinomiais para sua solucao - acreditamos que esses casos
podem ser resolvidos em tempo polinomial com algoritmos de forca bruta explorando as
combinagoes para 3,4 ou 5 conjuntos; porém, estamos interessados em mostrar que a

estrutura do problema pode ser interpretada de forma a deduzir um algoritmo.

Por fim, restam ainda diversos problemas associados as convexidades de caminhos para os
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quais nao conseguimos, até agora, encontrar as complexidades computacionais. Portanto
um trabalho promissor seria preencher as lacunas deixadas por esta tese e outros traba-
lhos. Em particular, as convexidades propostas no final do Capitulo 3, principalmente a
convexidade (k, [)-path, que acreditamos possuir algoritmos polinomiais para os problemas

estudados pela evidéncia encontrada nos grafos com treecwidth limitada.
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