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Transformada de Fourier de umafuncéo continua.

o Sef(X) e continua suatransformada de Fourier TF
é denotada pelo simbolo: F{ A(x)}

e ou F(u) edefinidacomo

S} = Fw) = | _ fiwyexp|—j2mux] dx

e onde i =4/ —1



Transformada Inversa de Fourier

e Sendo dadauma F(u) , afuncao inversa, f(x) pode
ser obtida de:

% Y{F(u)}=f(x) = F‘(u)exp[ﬁwxl du

e Chama-se par de Fourier ao conjunto

(1(x), F(u))



F(u) € geralmente um funcéo complexa

e de modo que, como um numero complexo, faz sentido se
falar em uma parte real e outraimaginaria

F(u) = R(u) + jl(u)
o E também em descrevé-la naformapolar, como
magnitude e angulo de fase.

2 2 112 L I
[Fw)| = [R(w) + P@)]"”  (u) = tan [ % ]



Como um numero complexo a TF tambem pode ser
escrita naforma exponecial

e seforem usandas as |dentidades de Euler:
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Espectro de Fourier de f(X)

» ¢o0 grafico damagnitude x u (freqliéncia)

* O quadrado da magnitude € chamado de Espectro de
Poténcia ou Energia de f(x): P(u) = |F(u)|’
= R¥(u) + I'(u)
* A freguéncia, u, corresponde afreguéncianaformade
SENoS e CoSenos

eXp| — f2rux| = vos 2rux — f sin 2aor



Exemplo:

e supondo f(x) dada por:
o f(x) =Aparax<X

i) = J. _fix) exp| —j2mnx] dy
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exemplo cont.

e De modo seu espectro ficara

\Flu)| = .|ﬁ sin{maX)| o]
= Ay [SlmaX)
{.1TH..'.'L. ] I | b
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em 2D:

e asintegrais simplesficarao integrais duplas,

BrCe, ) = Fl, v) = [ | fle, ) expl—72m(ux + v)] d dy

o

% UFu, v)} = flx, y) = J-J F(u, vyexp|j2m(ux + vy)] du dv

* mas0s demais conceitos e formas séo iguals.

|Flu, v)| = [Ru, v) + I(u, v)]**

Hu, v) ]

d(u, v) = tan“[R{“! 0



exemplo parafuncgoes 2D:

» considerando aem funcdo : f(X,y) =A parax<Xey<Y,
teremos.

fix. ¥

Flu,v) = ” flx, y)exp|—j2m(ux + vy)| dx dy I}i“—;?

X ¥ -
=A L exp|—j2mux| dx J ! exp[ =j2mvy] d)
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Outros
exemplos de
f(x,y) e seus

eSpectros.




Fixg + 2Ax)

Flog + 350) yre + (N — 1)Ax]
[
|

Parafuncoes discretas: /[
f{l} = - f{-ru + X &.J."}

« Teremos as sequencia: f(0),f(1), f(2),f(N-1) “

» de modo que passaremos a ter um par discreto de Fourier dado por:

l J\I. 1 ."i"— 1

Fu) = < 2 flxyexp[—2muxIN]  f(x) = Y F(u)exp|j2mux/N]

x=1)
- ot =1

e paau=0,12,..N-1lex= 0,1,2,..N-1

1

e oOsincrementosemuexserelacionam por: Ay =
N Ax




Para o caso de duas variaveis discretas teremos;

» Parapar de Fourier com:
u=0,1,2,..M-1ev=0,1,2,..N-1
ex=0,1,2,..M-1ley= 0,1,2,...N-1

=1 N-|

1
Flu, v) = 7 2 2 flx, yyexp|—2m(ux/M + vyIN)]

r=l] p={)

M—-1 N-=]

fx,y) = 2 X Fu, v)exp[j2m(ux/M + vy/N))

=0l yvm=

« erelagdo entre as amostras :

! 1

Au =
MAx NAy




Para funcdes com “grid” 2D é quadrado:

e M=Nel/Napareceemf(x,y)eF(u,v)

=1 N-=1

l
Flu, v) = E DN S yexp| =27 (ux + vy)/N]

r=1) =l
=1 N=]

flx, y) = Z 2 Flu, vyexp[2m(ux + vy)IN]

=10 y=i)

» Diferente do caso continuo, no caso discreto a transformada de Fourier
de umafuncao sempre existe! ( Gonzalez & Wood p. 90)



Exemplo sef € a abaixo: F0) = ii f(x)exp|0]
% 3 : i[ f(0) + fQ1) + f@) + f3)]
S |
T| =%(2+3+4+4)
N - 325
3 I o
F(1) = % %rf(.r_}ﬂxp[-jzwﬂ;i]: 7 (=2 +}))
e | I
JT"(2}—-—&—1[1-#}!0] F(-"‘):‘E[Z“Fﬂ-

« De modo que 0 espectro sera...



Algumas caracteristicas.

» Paramelhor visualizar devido ao grande range muitas vezes melhor
mostra na formalogaritmica:

log (1+ | F(u, v) |)

* No exemplo abaixo iriade[0 a2500000 ], naformade log passaair
de [0 a 6.4] sendo depoisre-escalada parair de 0 a 255 tons de cinza




Separabilidade:

» Osvalores podem ser calculados nas variavels x e depois nasy, como
duas funcbes 1D, easinversasemuev

Trandacao :

e um Shift em f(x,y)

nao afeta a magnitude de
F(u,v)

e émehor interpretada
geramente se aorigem for
movidaparao meio do
periodo (N/2,N/2)




Rotac;éio: Rotacionando f(x,y) de um angulo , faz F(u,v) ser rotacionada
do mesmo angulo.




Operagio f(t) F (w)
Linearidade a f,(t)+a,f,(t) aF, (w) + &, F, (W)
Escal onamento f (at) 1 o
d &ap
Deslocamento ft-t,) F(w)e ™
No espaco
Desl ocamento f (t)e™! Fw- w,)
no frequéncia
Diferenciacéo d"f (iw)" F(w)
No espaco at"
Diferenciacio (- it) £ (t) d"F
nafrequéncia dw"
- : 1
| nteegsrpaggag no Qf (X)ex ® F(w)
Convolugo no f,(t)* f,(t) F (w)F, (w)
espaco
Convolug#o na f,(t)f,(t) L[ () E, W)

freqiiéncia




Teorema da Convolucao:
flx)xg(x) = J"_zf(a:}g{x — a) da

* A convolucao de duas funcoes do espaco setornaa
multiplicacéo de suas transfornadas

g(x.y)=h(X,y)*T(x,y)

A convolucao de duas funcdes em fregquiéncia se torna a
multiplicacao de suas transfornadas inversas:

G(u,v)= H(u,v)F(u,v)



Como Projetar filtros:

« Suponha gue h(X,y) seJa desconhecida.

» Sefor aplicado uma funcéo pulso unitario, sua
transformada de Fourier seral, de modo que:
G(u,v) = H(u,v)

e Assim atransformadainversa de G(u,v) sera h(x,y)



Filtragem em freqiiéncia: G(u,v)= H(u,v)F(u,v)




O filtro passa-baixa ideal € definido por:
. 1 se D{’i’.ﬁ,’i’,ﬁ"} < Dﬂ
H(u,v) = { 0 se D(u,v)> Dy

Onde Do é um valor especifico ndo negativo e D(u,v) € adistancia do ponto
(u,v) aorigem do plano de fregiiéncia , isto €

D(u,v) = (u* + %)

0

= u, v)




Exemplo em imagem de 521x512

* NoO espectro de Fourier os circulosderaiosde 8,18,43,78 e 152 e
contém 90 % , 93% , 95% , 99% e 99,5 % da potencia daimagem




Filtro passa-alta 1deal

. 0 se D{’H,’U} < Dﬂ
H(u,v) = { 1 se D(u,v) > D

D(u,v) = (u® + v?)3

Iﬂ.l.l. vl H{I‘I, ¥l

t |

u f.\\ ” . B = [y




Filtro de Butterworth

 Nao apresenta descontinuidade abrupta na fregiiéncia de corte, tal
como a apresentada pelo filtro passa-baixa ou passa baixa ideal.

e As fregliéncias indesgaveis serdo atenuadas progressivamente em um
determinado espectro de frequéncia.

o Estefiltro € muito usado para atenuar contornos duplos e ruidos
indesgjaveis. e 1

e, v) I

H(uv) =1/ (1 + (D/D )2

H(uV) =1/ (1+ (DD

Dig, v




Regeita Banda | deal

Suprime todas as frequiéncia em uma vizinhaga de raio D, em torno de
um ponto (u,,V,)
0 == D(u,v) =D,

H(u, v) =
H(u, v) |l se D(H, I—') - Dn
onde
D(u,v) = [(u — w) + (v = vp)*J"~

* [
seifidlee’
_______

o / ; .!,'.J;;1"."_".:}".'.-"-;'l:j \ .
Devido a simetria da transformada de Fourier se ndo for em torno da
origem deve ser feita em pares simetricos, para manter o sentido.

[} 8E ;£)|(M1 'Ir") = D{] ou Dj(u, l'] = DU
H(u,v) =

1 para outros valores



Exemplo: imagem corrompida por um padréo senoidal

e imagem origina

» Egspectro de Fourier
mostra impulsos senoidais

* Filtragem usando
filro rgjeita banda
deraiol




Exemplo: imagem corrompida por mais de um padréo

|magem

Seu espectro de
Fourier

Padréo devido aos
pontos forada
origem

|magem processada i



Texturaglobal

e Picosde |F(u)| mostram as direcoes principais datextura

» Localizacao dos picos nos planos de frequenciadao o
periodo espacial fundamental

S(r) = D, Sr)

0y
S(#) = >, S,(0)
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Transformada Discreta Rapida de Fourier - FFT

Diminue a complexidade do caculo de N x N
para Nlog 2N

Usa a separabilidade
Usa umatabela para os termos exponenciais

Usa o0 mesmo algoritmo para atransformadadireta e
Inversa.
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