CAPITULO 5

Representacao de Formas 3-D

5.1 - Coordenadas homogéneas

Um objeto pertencente a um espago de dimensao n (€ IR™) pode sempre ser representado
em um espago de dimensao n + 1 (€ R™t1).

A transferéncia do objeto de um espaco para outro maior é chamada de homogénea
se for feita pela adigdo de uma coordenada extra (fator de escala) da seguinte maneira:

e um ponto € IR , de coordenadas (x) terd coordenadas homogéneas (sx, s) onde s é um
escalar qualquer (# 0).

e um ponto € IR? , de coordenadas (x, y) tera coordenadas homogéneas (sx, sy, s) onde s
é um escalar qualquer (# 0).

e um ponto (x, y, z) € IR? , terd coordenadas homogeéneas (sx, sy, sz, s), onde s é um
escalar qualquer (# 0).

e um ponto (x, y, z, w) € IR* , terd coordenadas (sx, sy, sz, sw, s),onde s é um escalar
qualquer (# 0), e assim por diante.

A transformagao inversa projeta (isso é diminue o nimero de elementos) um ponto em
coordenadas homogenéas para as coordenadas usuais, através das relagoes:

(a, b) — (a/b)

(a, b, ¢) — (a/c, b/c)

(a, b, ¢, d) — (a/d, b/d, c/d)

(a, b, c,d, e) — (a/e, b/e, c/e, d/e) etc...

Matematicamente a escolha de s é aleatoria. Existe no entanto algumas conseqiiéncias
desta escolha. Por exemplo:

1- Uma escolha adequada pode fazer com que pontos nao representaveis passem a ser
representaveis.
Se uma condicao, por exemplo, nao puder representar reais, s = 100 tornara os seguintes
numeros representaveis (fazendo nao ser nescessario operar com ponto flutuante):

(0,25; 0,15; 0,01) — (25; 15; 1; 100)
2- Uma escolha adequada pode evitar problemas de overflow.

Se certa maquina s6 manipula inteiros entre (-32768=271¢ a 32768= 216) s = 0,1 tornara
os seguintes nimeros representaveis:

(80.000, 40.000, 10.000) — (8000; 4000; 1000; 0,1)



5.2 - Calculo de Perimetros, Areas e Volumes

Calculo de perimetros, areas e volumes sao facilmente introduzidos em graficos de curvas,
superficies e na representacao de sélidos, que puderem ser aproximados por faces planas e
linhas retas.

Seja N o numero do vértice de uma curva, ou de um poligono fechado de N-1 lados
(poligono em que o tltimo vértice coincide com o primeiro), o perimetro P é calculado
como:

3
N 2
P=3 0V (@igr —26)2 + (yir1 — yi)? + (zig1 — 20)? p
N-1 -
A drea entre a curva (€ IR?) e o eixo horizontal, ou a drea
da figura fechada (€ ]RQ) pode ser dada pela regra dos trapézios: 2

A= % Zi]\il (it1 — 24) (Yirr +yi) + (x1 — 2n) (ys + yN)}

Mas essa forma fica muito complexa para uso em objetos 3D.

L 4

Usando produto vetorial tem-se uma féormula mais eficiente
aplicavel tanto em 2D:

N
A= % Zi:l (xlyl—l—]_ - acH_lyZ) + Nyl — T1YN

quanto em 3D (na expressao abaixo o primeiro ponto e o
ultimo sdo considerados coincidentes):

N N N
A= % Doicq @ivis1 — zigayi) + D imq Wizit1 — ziYiv1) g (ziig1 — Z¢+1$i)]

O volume da piramide de lados a, 5, c é: % [6.(5 X E’)} Assim o volume de figuras

complexa serd a » . do volume das piramides que a constituem.

o & & &

Nota: o produto misto de 3 vetores: /T(é X 5), tem no seu modulo a representacao
do volume do paralelepipedo de lados A, B e C. O volume de um paralelepipedo é a sua
area multiplicado pela sua altura ou: A x B.C' = AB sena C cosf ( onde a é o angulo entre
os lados A e B e 6 o angulo que C faz com o plano definido por A e B).
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5.3 - Transformagoes Geométricas

Transformacgoes geométricas sao usadas para modificar objetos ja existentes. E geral-
mente desejavel descrever estas transformacoes por matrizes, pois com essa descricao é
possivel usar as propriedades de matrizes (associatividade, produto matricial e concatenagao)
simplificando problemas complexos.

Sao sempre usadas coordenadas homogéneas, nestes casos, porque a translacao podera,
com o uso destas coordenadas, também ser descrita por matrizes.

Sao transformagoes basica:

— as translacoes
X

— as rotacoes de objetos na origem em torno dos eixos { Yy
z

— as mudancgas de escala em torno da origem.

5.3.1 - Translacao por um vetor T'(t,,t,,t.)

Cada ponto P(z,y,z) do objeto sera transformado em um outro ponto P'(z’,y’,z’) de
modo que suas coordenadas se relacionem por:

=+t
P/:P—|—T—> y/:y+ty
z/:z—{—tz

matricialmente, usando coordenadas homogeneas tem-se: P’ = P.M Ty onde

P'=(a',y 2" 1) = (2,y,2,1). M) = (z + tg,y +ty, 2z +t., 1)

1 0 0 0
0 1 0 0
Maoy=1g o 1 o
ty ty t. 1

Aqui estamos usando um vetor linha (1x4) multiplicado por uma matriz quadrada (4x4).
Se tivessemos usando vetores coluna (4x1) teria-se que usar a transposta da matriz acima e
a ordem da multiplicao seria invertida. Essa observagao vale para todas as demais matrizes
apresentadas a seguir.



5.3.2 - Rotacao de um angulo o« em torno do eixo x

Cada ponto P(z,y,z) do objeto sera transformado em um outro ponto P'(z’,y’,z’) de
modo que suas coordenadas se relacionem por: P’ = P.M(R(z,a)) Onde

P ="y, 1) = (2,9, 2, 1).M(Rr(z,a)) = (z,ycosa — zsena, zcosa + ysena, 1)

0 0

M B cosa  sena
(F(z,0)) = —sena  cosa

0 0

o O O
— o O O

5.3.3 - Rotacao de um angulo § em torno do eixo y

Cada ponto P(x,y,z) do objeto serd transformado em um outro ponto P'(z’,y’,z’) de
modo que suas coordenadas se relacionem por: P’ = P.M g(y,3)) onde

P =(2',y, 2 1) = (2,9, 2, 1).M(gy,py) = (zcosB — zsenf, 1, zcos + xsenf, 1)

cosB 0 —sen 0O

0 1 0 0

M(R(yﬂ)) - senﬂ 0 COSB 0
0 0 0 1

Repare que esta matriz, devido a orientacao dos eixos, tem a posio do sinal — invertida
em relacao as demais.

5.3.4 - Rotacao de um angulo A de objetos em torno do eixo z

Cada ponto P(z,y,z) do objeto serd transformado em um outro ponto P’(z’,y’,2") de
modo que suas coordenadas se relacionem por: P’ = P.M (R(z,))) onde

P = (:1:/, y', 2, 1) = (2,9, 2, 1).M(R(z,)\)) = (zcos\ — ysen\, ycos\ + zsen, 1, 1)

COS\ sen

0
—senA cosh 0
M@rea) = | 0 1

0

o O O

0 0

5.3.5 - Mudanca de escala por um vetor E(ey, ey, ¢.) em torno da origem

Cada ponto P(z,y,z) do objeto serd transformado em um outro ponto P’(z’,y’,2") de
modo que suas coordenadas se relacionem por: P’ = P.M g onde

Pl = (‘rlay/az/7 ]-) = (x7y7za 1>M(E) = <x€m7y6y72627 1)
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e, 0 0 0
0 e 0 0
M) =1 oy e, 0
0 0 0 1

Se o objeto nao estiver em torno da origem, ou se um dos pontos do objeto nao for a
origem, também ocorre uma translacao no objeto, quando esta transformacao for aplicada.

5.4 - Concatenacao de Transformacgoes
A multiplicagao de matrizes é usada para concatenar transformacoes. Esta é a maneira
usual de obter qualquer transformacao a partir dos tipos bésicos acima descritos.

Exemplo: um objeto P deve ser transladado de (ts,t,,0) e fazer um angulo A com o
eixo z, as operacoes a serem aplicadas sao:

19 translagao: P’ = P.M(r) (1)
29 o resultado é rodado de A: P” = P'. M(g(, ) (2)
Substituindo (1) em (2): P” = P.Mpy.M (g2, x))-

Como o produto matricial é associativo pode-se primeiro resolver a multiplicacao das
matrizes M 7y.M(g(z,x))) e depois multiplicar o resultado pelos pontos do objeto. Assim a
matriz abaixo faria os mesmo efeito das anteriores aplicadas em sequéncia.

1 0 0 O cosA\  senA 0 O cos sen\ 0 O
0O 1 0 0 —senA cosh 0 0] —sen\ COSA 0 O
0O 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
ty ty 0 1 0 0 0 1 tzcos A — tysen\ tpsen +tycosA 0 1

Usando este mecanismo € possivel obter transformagoes complexas a partir das transformacoes
bésicas.

E importante lembrar que a multiplicagao de matrizes nao é comutativa. Se execu-
tassemos o segundo passo acima antes do primeiro: (rotacdo de A seguida de translacao)
terfamos como resultado a matriz:

COS\ senA 0 O
1 —senA cosA 0 O
P =PMpe)Mm =P 0 1 0
te ty, 0 1

Essa quanto aplicada aos pontos do objeto levaria a um efeito diferente.



5.5 - Como determinar a matriz M que leva os pontos de um objeto
para outros pontos conhecidos.

Suponha que vocé conhece as coordenadas de 4 pontos de um objeto 3D, antes e depois,
de sofrerem uma determinada transformacao. Como vocé pode determinar a transformacao

b
f
J
n

SN-@Q
O T o
" o~

que produz a modificacao desejada? Essa pergunta é conhecida como a determinacao do
problema inverso, e a resposta: M deve ser tal que:

(:1:172/17217 1) = (.’17,172//1,21, 1)’M|

(mQa Y2, 22, 1) - (m/2> y/27 Zéa 1)’M|
('T3>y37 23, 1) - ('Té’)yyév Zi/’)’ 1)’M|
(24,94, 24, 1) = (2}, 9y, 24, 1)|M |

onde (x4,y;,zi,1),i = 1,2,3,4 sado as coordenadas dos pontos conhecidos. M pode ser deter-
minada resolvendo o sistema de 16 equacoes a 16 incégnitas:

r1 =az) +ey] +izi +m
y1 = bz + fyl + 21 +n
21 =cxy + gy k2 +o
(1 =dz} +hyy +12] +p

(13 = azh +eys+izh +m
yz = bah + fyh + jzh +n
21 = cxh+ gyh + kzh + o
(1 =dab+hyy+125 +p

(13 = azh +eyh +izh +m
y3 = bxy + fyz +jz3 +n
zg3 = calh + gys + k25 +o
(1 =daf +hys+ 125 +p

(14 =az) +eyy+izj+m
ya = baly + fyly +jzh +n
zg = cxly +gyy + kzy +o

(1 =day +hy) +1lz4+ p




5.6 - Projecoes e Perspectivas

Em computacao grafica um problema frequente é como representar o objeto 3D nos
dispositivos de saida 2D. A solugao é projetar o objeto 3D no plano 2D. Ou seja o uso de

Projecoes e Perspectivas.

Projecoes sao muito usada em desenho técnico. Perspectivas sao muito usada na repre-

sentacao de cenas realisticas.

A projecao é, matematicamente, uma funcao ou transformagao idempotente (isso é,

uma fungao que repetida produz resultado idéntico):
F:R" —R"
P—P =F(P); P—-P' =F/P)=P

ou

Exemplo: a projecao de um vetor em uma diregao é obtida pelo produto interno ou

produto escalar do vetor com o vetor unitario da direcao.

Essas operacoes de projecao sao executadas por matrizes definidas de acordo com o tipo
de aparéncia que deseja-se para o objeto. Algumas projecoes recebem denominacao especial,

essas sao descritas a seguir.

Sumario dos tipos de projecao para computacgao grafica

projecao
SN
paralela perspectiva —3 pontos de fuga
S LN
cavaleira <+ obliqua axométrica — ortografica 1 2
/ / ! N\

cabinet isométrica dimétrica trimétrica

direcdo de projecao

x 4..‘_ ralos projetores — e VS

W-— centrb ae projecio

"W plano de projeqio —ime




A projecao em perspectiva é obtida pela intersegao de retas (chamadas raios pro-
jetores) passando pelos vértices do objeto a ser projetado e pelo centro de projecao, com
o plano de projecao ou plano de vista. Elas sao caracterizadas pelo niimero de centro de
projecoes ou pontos de fuga usados.

As projecgoes paralelas sao obtidas de forma idéntica, mas com o plano de projecao
no infinito (logo todos os raios projetores serao retas paralelas). Se os raios projetores sao L
ao plano de vista, a projecao paralela é chamada axométrica, caso contrario é chamada
obliqua As projecoes axométricas mais importantes sao: a isométrica, a dimétrica e a
ortogragica.

Na projecao isométrica o plano de vista faz o mesmo angulo com os 3 principais eixos
do objeto, assim os 3 eixos do objeto sofrem a mesma variacao de comprimento. Na projecao
dimétrica o plano de vista tem mesmo angulo com dois dos eixos principais do objeto (assim
2 eixos sofrem mesma variagdo de medida). Na projecao trimétrica o plano de vista tem
angulos diferentes com cada eixo principal do objeto (ocorrendo 3 variages diferentes de
medidas). Na projegao ortogréafica o plano de vista tem normal paralela a um dos eixos do
objeto.

Na projecao obliqua as linhas de projecao tém angulos # 90° como o plano de vista.
Estas projecoes se caracterizam pela redugao que ocasionam nas medidas de um dos eixos
do objeto, que é uma conseguéncia do angulo que as linhas de projecao formam com o plano
de vista. Suas principais classificagoes sao:

cavaleira — quando as linhas de projecao fazem 45° com o plano de projecao, logo nao
ocorre reducao de medidas.

cabinet — é um caso particular de obliqua, onde o 3° eixo tem suas medidas reduzidas
pela metade. Neste caso demostra-se facilmente que as linhas de projecao fazem aproximada-
mente 63° com o plano de projegao.

5.6.1 - Determinacao das Matrizes de Projecao

As matrizes de projecao devem ser tais que, cada ponto P do objeto seja levado no
ponto P’ da sua imagem, de modo que nesta sejam verificados os efeitos que caracterizam
determinada projecao: P’ = P.M

x,y, 2, 1) =(x,y21) [ M]

Veremos a seguir as formas de determinar cada uma dessas projecoes.

Projecoes axométricas:

Nestas projecoes o plano de projecao deve ser paralelo aos planos do objeto e os raios
projetores perpendiculares a este plano. Podem ser dos tipos:



1)Projecgao ortografica no plano x = 0, todas as coordenadas = do objeto pertencem
a este plano (ou seja serao zero):

0 0 0 O
0 1 0 O
M (ort. plano,_g) = 00 1 0
0 0 0 1

2) Projecgao ortografica no plano y = 0, todas as coordenadas y do objeto pertencem
a este plano (ou seja serao zero):

1 0 0 O
0 0 0 0
M (ort. plano,_) = 00 1 0
0 0 0 1

3) Projecao ortografica no plano z = 0, todas as coordenadas z do objeto pertencem
a este plano (ou seja serao zero):

M (ort. plano,_g) =

o O O
S O = O
o O O O
= o O O

4) Projegao projecao ortografica em um plano z = P |, é obtida pela combinagao
da projegao no plano z = 0, com uma translagao (concatenagao).

Assim concatenando a projecao em z = 0, com a translacao para x = P , tem-se:

0 1 0

1 P 1 P 1
As posicoes sem valores devem ser consideradas como iguais a zero!
5) As projecoes isométrica, dimétrica e trimétricas (com mudangas especificas de
medidas) s@o obtidas por combinacao de rotagao seguidas de projegao.

Antes da projegao, em z = 0 (por exemplo), aplica-se a rotagao de § em torno de y
seguida de uma rotacao de a em torno de z, resultando:

cosB 0 —senB 0| |1 0 0 0
0 1 0 0] |0 cosa sena O

sen 0 cosp 0| |0 —sena cosa O] M (Bem y Gem x)
0 0 0 1110 0 0 1



cosfB  senflsena  —senficosa 0
0 cosq seno 0
=M
senaw  —senacosf  cosacosfl 0 (Bem y Gem x)
0 0 0 1

Projetando em z = 0, tem-se :

1
1
M/(ﬁem y Oem x) = M(Bem y Qem x)- 0
1
cosfB senfsenac 0 0
, B 0 cosq 0 0
M (Bem y crem x) = sena —senacos 0 0
0 0 0 1

Para levar em conta a mundanca mas medidas do objeto, considera-se agora a trans-
formacao de vetores unitarios em x e y. O vetor unitario em z, U, , depois de transformado
serd, U! :

U,=11,0,0, 1| . M'(Bem y @em x) = |cosB, senBsena, 0, 1,]

e o vetor unitdrio em y, U,,depois de transformado sera , U;:
U,=10,1,0, 1, | . M (Bem y @em x) = [0, cosa, 0, 1, |

Por definicao a projecao dimétrica e a isométrica devem ter mesma reducao em U, e
U, assim, os vetores depois de transformados devem ter o mesmo comprimento ou norma (
la, b, ¢| = Va2 + b2+ ¢2 ). Calculando esses valores temos:

U/ == U/ — 0082 + sen2 SGTLQOZ = COSQOZ
z Y
re-escrevendo a igualdade s6 em funcao de “senos”:

20 = (1 — sen’a)

2 2
(1 — sen”B) + sen“Bsen
organizando a expressao pode-se simplificar como:

sen?B(sen’a — 1) = —sen’a

2

) sen‘a

. sen’f = + — (4)

1 — sen“a
2
9 sen‘a 9
sen” = +——5— =tan"a = senf = tana
cos“q

10



Observa-se que tem-se infinitos pares de angulos que satisfazem essa relacao. Assim, para
uma projecao dimétrica, escolhe-se um angulo em torno de x (a) e determina-se 3. Por
exemplo se: a = 30° entao 3 deve ser: 8 = 35,26°

de modo que M (35,262, , , 309, ) sera:

V673 B/6 0 0 082 029 0 0

. A 372 0 0/ | 0 08 00

M35 2em v - 30m ) = | mm g o o T 058 —041 0 0
0 0 o0 1 0 0 01

Por exemplo suponha que vocé queira desenhar um cubo em perspectiva dimétrica com
coordenadas: A =10, 0, 1, 1]
B =11, 0, 1, 1
C =11, 0, 0, 1
D=0, 1, 1, 1|
E=]1, 1, 1, 1
F=11,1, 0, 1
G=10,1, 0, 1
O cubo depois de projetado terd coordenadas P’ = P.M, dadas pela multiplicacao de
cada ponto pela matriz acima. Fazendo isso tem-se:
A’ =0.58, —0.41, 0, 1
B’ =|1.40, —0.12, 0, 1|
C’'=10.82, 0.29, 0, 1|
D’ =|0.58, 0.46, 0, 1
B’ =11.40, 0.75, 0, 1|
F’'=10.82, 1.16, 0, 1|
G = 0, 0.87, 0, 1]

Se voce plotar esses pontos em um sistema de eixos x-y e uni-los por linhas retas, obterd
o desenho do cubo como visto por essas projecoes.

Para uma projecao isométrica, por definicao todos os vetores unitarios deverao sofrer
a mesma variacdo de comprimento ou seja |U,| = |U,| = |U_|

Assim tem-se uma outra equacao além da anterior: cos?8 + sen?Bsen?a = cos?a (1)
a ser satisfeita , estd serd obtida considerando a transformacao por M (Bem y @em x) de um
vetor unitario em z:

cos3  senfBsena —senfBcosa 0

;o 0 cosa sena 0
U =10, 0, 1, 1] senf3 —senacosf3  cosfBcosa 0
0 0 0 1

Ul = |senB — sena,cos 3, 0, 1

2

este vetor terd comprimento: |U.| = sen?8 + sen?a cos*f

11



e por definicao deve ser o mesmo comprimento dos demais vetores unitarios:
Ul =10, — sen?B + sen’acos?f = cos’a (2)

desenvolvendo (2) como anteriormente, tem-se:

1 — 2sen?a

5 (B)

«

senQﬂ =
1 — sen

igualando as equacoes (A) e (B) obtém-se: cosa = V6/3 ~ 35, 26°
substituindo em (A):

1/3 1
sen? :;:__)52450

1-1/3 2

logo para projecoes isométricas, a matriz sera:

V2/2  V6/6 0 0| (0.707 0408 0 0
M (isometrica) — 0 V6/3 0 0 _| 0 0.817 0 0
V2/2 —V6/6 0 0 0.707 —0.408 0 0
0 0 0 1 0 0 01

Por exemplo, o cubo anterior seria descrito pelas coordenadas:
A’ =10.707, —0.408, 0, 1
B’ =11.414, 0, 0, 1]
C’=10.707, 0.408, 0, 1|
D’ =10.707, 0.408, 0, 1]
E'=11.414, 0.817, 0, 1|
F'=10.707, 1.225, 0, 1|
G’ =0, 0.817, 0, 1|

Desenhe o cubo depois de transformado por projecao isométrica.

Projecoes obliquas:
Nestas projecoes os raios projetores nao estao em angulo reto com o plano de projecao.

Se for considerada a proje¢ao no plano z = 0, um vetor unitario na diregao z , 0,0, 1, 1|,
nao serd mais projetado em |0,0,0,1| e sim em um ponto |P,, Py,0, 1| dependendo da dire¢ao
dos raios projetores.

Assim a matriz de transformagao sera:

1 0 00
0 1 0 0
P, P, 0 0
0 0 0 1

O usudrio deve entao especificar algo além da inclinacao dos raios projetores com o plano
de projecao. Esse dado a mais pode ser, por exemplo, para que ponto deseja-se projetar o
vetor unitario, isso é: (P, P,), ou especificamente [ e a, onde [ é o comprimento do terceiro
eixo e a é o angulo que este eixo faz com a horizontal. As duas formas sao equivalentes.

12



Supondo que o ponto (0, 0, 1) seja projetado em (P, Py, 0) isso é o mesmo que projetar esse
ponto em (I cosa,l sena,0) .

As principais projecoes obliquas sao: cavalier e cabinet. Na proje¢ao cavalier, o angulo
entre as linhas de projecao e o plano de projecao , (p), deve ser 45°, logo I = 1. Assim,
p =45° — [ =1 (nao ha encurtamento). O angulo a neste caso pode ser qualquer.

Mas em desenho técnico a é geralmente +30° ou +45°. Com esses dados é contruida a
matriz. Por exemplo para a = 45 tem-se

1 0 0 0
0 1 0 0
V272 /272 0 0
0 0 0 1
Na projecao cabinet o encurtamento do eixo deve ser de 50% : | = 1/2. Assim:
1 1
tan p = = =2

\/ P2+ P} 1/2

p = arc tan 2 # 63,4°

o angulo a novamente pode ser qualquer, assim se a = 45°:

1 0 0 0
0 1 00
V2/4 V2/4 0 0
0 0 0 1

O cubo do exemplo anterior, transformado por esta projegao, teria coordenadas:

=[ 07,07 0 1]
=[ 17,07, 0, 1]
=[1 ,0, 0, 1]
Iy ::[ 0.7, 1.7, 0, 1]
E'=[ 17, 17, 0, 1]
FF=[1,1,0, 1]
G=[0,1, 0, 1]

Desenhe o cubo como visto por essa projecao.
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Perspectivas:

As perspectivas se caracterizam pelo nimero de centros de projecao e suas posigoes.

Supondo uma proje¢ao no plano z = 0 com centro de projecao (0,0,V,,1) , a projegao
perspectiva do ponto P[z,y,z,1] serd o ponto P'[z’,y’,0,1] dado pela intersegao das retas
que passam pelo centro de projecao , (0,0,V, 1), com o plano z = 0.

A pergunta é: que matriz M (persp.) ¢ tal que projeta P em P’, ou seja que M faz:
P’ = P.M (persp.) 7 Pela secao 5.5, chega-se a:

1 0 0 0
—2z 0 1 0 0

z, Y, 03 7z+1‘_‘ma Yy, =, 1’ 00 0 _VLZ
0 0 O 1

Assim, um ponto situado em sobre o eixo z por exemplo: [0,0,1,1] (ou qualquer outro
0,0, 2, 1], desde que z # V) serd levado a (se a matriz perspectiva for aplicada sem a projecao
no plano z = 0)

1
0, 0, 0, 1——
=

z
Repare que esse ponto é a origem do sistema de eixos.
J4 os pontos no mesmo plano do eixo de projecao , [z, y, V., 1], serdo levados a

|oo, o0, 0, 1,| = infinito!

Note ainda que um ponto projetado no infinito sobre o eixo z , [0,0, 1,0] , serd transfor-
mado no ponto: [0,0, -V, 1].

Como retas paralelas ao eixo z se encontam no “infinito” na direcao z, e as retas paralelas
ao eixo z, se encontam depois de projetadas, no ponto [0,0, -V, 1] . Este ponto é chamado
ponto de fuga. Isto significa que todo o dominio positivo do eixo z (0 < z < o0) é projetado
no dominio finito (0 < z* < —V,).

Da mesma meneira pode-se ter perspectivas com pontos de fuga sobre o eixo x ou
y, (e depois projetadas para qualquer plano). Esses serao dados respectivamente por:

1 ~1/V, 1 1
1 1 1 —1/V,

1 1 ou 1 1

1 1

Nessas matrizes lugarem em branco correspondem a valores iguais a zero.

Se quizermos que o centro de projegao (correspondente ao eixo z) esteja numa posigao
qualquer: [V, V,,V;, 1] entdo:

19 translada-se o ponto para a origem;

29 usa-se M persp, ;

39 translada-se de volta a (V, Vy, V3, 1).

A matriz de projegao serd a resultante do produto:
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1 0 0 O 1 0 0 0 10 0 O

pl_p 0 1 0 0 01 0 0 0 1 00
N 0 0 1 0 0 0 0 —-1/V, 0 0 1 0
Ve =V, 0 1 0 0 0 1 Ve Vy 01

ou seja a matriz para uma projecao no plano z = 0 , e um ponto de fuga, de coordenada
[V, Vy, V| sera:

1 o 0 0
0 10 0
N N R
V. V. V.
0 0 0 1

O cubo do exemplo inicial, se visto do ponto|0, 0, V] (centro de projecao em : [0,0,V,, 1])
serd levado a:

A’ =10,0,0,1— -]
B'=[1,0,0,1 - ]
C'=11,0,0, 1 ]
D' =10,1,0,1 VLZ]
E'=11,1,0,1— v%]
F'=[1,1,0, 1 ]
G'=10,1,0, 1 ]

Assim linhas que eram originalmente paralelas a z parecerao agora passar pelo ponto:
0,0,-V,,1]. Este ponto é chamado de ponto de fuga ou “vanishing point”.

Exemplificando, se V, = [1/2 1/2 2]

1 0 0
o 1 0 o0

Mperso. | 174 _1/4 0 —1/2
o 0 o0 1

e o cubo inicial tera coordenadas:

A= -1/4; -1/4; 0; 1/2]
B =[ 3/4; -1/4; 0; 1/2]
C=[ 1; 0; 0; 1]
D= -1/4; 3/4; 0; 1/2]
E=[ 3/4; 3/4; 0; 1/2]
FP=[ 1; 1; 0; 1]
G =[] 0; 1; 0; 1]

Desenhe o cubo!
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De maneira semelhante tem-se perspectivas com um ponto de fuga sobre eixo x ou sobre o
y e coordenadas [V, Vy, V] .

Para perspectivas com dois pontos de fuga , por exemplo para pontos de fuga em
[—V2,0,0] [0,-V,,0] , tem-se:

1
1 0 0 —?
01 0 v
0 01 0
0 0 0 1

Para perspectivas com 3 pontos de fuga , por exemplo para pontos de fuga em
[—V%,0,0], [0,-V,,0] e [0,0,—V>, 0] tem-se:
1 —1/V,
1 -1/V
1 —-1/Vv,
1

Obs.:

1- Nas matrizes acima nao ocorreu ainda a projecao em qualquer plano.

2- A transformacao perspectiva nao leva IE — [E pois as retas paralelas nao sao
projetadas em retas paralelas. (IE = espaco Euclidiano).

5.7 - Caracteristicas das Matrizes de Transformacoes
em Coordenadas Homogéneas

Todas as transformacoes e projecoes podem ser representas por uma Unica matriz obtida
da concatenacao de todos os efeitos a que o objeto estiver submetido.

A matriz final pode ser dividido em 4 submatrizes.

PER Persp
3x3 3x1
T1x3 EG1 x 14

As letras querem dizer que efeito cada particao representa.
PER - é responsavel pelas projecoes paralelas, mudancas de escala e rotacgoes,

T  — é responsavel pelas translacoes,
Persp  — é responsavel pelas perspectivas,
EG  — é responsavel pela transformacao global de escala.
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5.8 - Coordenadas esféricas e cilindricas

Os pontos em 3-D podem ser representados por outros tipos de coordenadas além das
coordenadas retangulares, como por exemplo as coordenadas esféricas e as cilindrias.

Nas coordenadas cilindricas ao invés de 3 posicoes usa-se a distancia do ponto ao centro,
ou raio, um angulo e uma altura h. O raio e o angulo com o eixo z formam um sistema 2D
de coordenadas polares . Se a altura for na direcao do eixo z, um ponto sera descrito como:
(R, 6, h).

Assim os sistemas de coordenadas cartesianos e cilindricos se relacionam por:

r = Rcosf

{ y = Rsenf
z=nh

ou

R = /22 + y?
= tan~(y/x)
h=z

Nas coordenadas esféricas ao invés de 3 posicoes usa-se a distancia do ponto ao centro,
ou raio, e dois angulos: o angulo com o eixo z e o angulo com o eixo z. Um ponto sera
descrito como: (R, 0, ¢). Esse sistema de coordenadas se relaciona com o cartesiano por:

x = Rsen¢cosh
{ y = Rsengsent
z = Rcos¢

ou

R = /22 +y?+ 22
0 =tan"1(y/x)
¢ = cos 1(z/R)

Por exemplo, o mesmo ponto do espago pode ser descrito como: (4, 2, 3) ou (5.43, 27°, 56°).
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