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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Introducao

 As transformacoes geometricas sao operacoes
fundamentais para a modelagem, visualizacao e
interacao com objetos graficos 3D.

 Descreveremos os seguintes topicos:
— Escalas, rotacoes e translagcoes no espaco.

— Esquemas para representacao de orientacoes.

— Composicao de transformacades:

* Instanciacao de objetos.
 Hierarquia.
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Transformacoes geomeétricas espaco:

Introducao

Transformacdes de escala, rotacao e
translacao sdo fundamentais para a criacao
de cenas compostas por diversos objetos.

As matrizes de translacao e escala sdo de
fato uma simples extensao das matrizes de
transformacao definidas no plano.
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Transformacdes geométricas no espaco:
Translacoes e escalas

Translacao
X'l 10 0% ][]
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Transformacoes geometricas no espaco:

Rotacoes

As operacoes de rotacdo no espaco sao mais
complexas do que no plano.

Uma extensdo natural € definirmos a rotacio de

um objeto a partir da rotacdo em torno dos eixos
cartesianos.

>
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:

Rotacoes

Podemos facilmente definir as matrizes
de rotacao em cada eixo.

 As colunas de uma matriz de rotacao em

torno de um certo eixo cartesiano sao
dados pela transformacéo dos vetores da
base canbnica.
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Rotacoes no eixo z

Ay [cos O, ] [—sin . ] (0]
i'=|sin@. | Jj'=|cosh, | k=0
N 0 0 1
] N - - - - -
l >
! X x'l [cos@. —-sind. O][x]
kl
0 V'|=|sm6b, cosO. O|y
: z' 0 0 1|z
+y
A, X x'l [cos@, —-smd. 0 O]f[x
J tJ i y' smf@. cosd. O Of|y
\ Py 2| o 0 1 0|z
- S 1 0 0 0 1|1
k=k'j/ ] S b
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Rotacoes no eixo x
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Rotacoes no eixo y

(4 [ cosl., ] (0] sind. ]
\/ Gy l-l — O ‘}l — 1 lel — 1
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Rotacoes nos eixos cartesianos

x'7 [1 0 0 07 x
Y| |0 cos@., -sind, Ofly
Z| |0 sing. cosd. 0|z

1 0 0 0 1|1

Ay 1L Il
x'l [cos@, O sinf, O0][x

0 y y

// g ' 0 1 0 0|y
o 2| -sing, 0 cosf, Offz

[ 1 o o0 o 1|1

0, - o

z 0, (x"| [cosd. -smnd. 0 O]fx
' smf. cosd. 0 Oy

2| o 0 1 0f|z

1) |1 0 0 0 1|l
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
matrizes de transformacao

« Em geral, uma matriz de transformacdo em
coordenadas homogéneas tem a seguinte estrutura:

M T
s 1

« Se a matriz M e o vetor s tem dimensdes 2x2 e 1x2,
respectivamente, entdo a transformacgao ocorre no
plano homogéneo.

« Se as dimensbes forem 3x3 e 3x1, respectivamente,
entao a transformacao ocorre no espaco homogéneo.
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
matrizes de transformacao

 Aforma matricial homogénea pode
representar

a) Transformacdes lineares.
b) Translagdes
c) Transformacdes afins.

‘M 0] [ T M T
0 1 0 1 0 1

(a) (b) (c)
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
matrizes de transformacao

A matriz que representa uma transformacao
afim representa uma transformacao linear
seguida de uma translacao:

[ T|[M O] [M T
O 1110 1 |0 1

 (Caso invertéssemos a ordem teriamos
M Ol T1 [M MT]
0 1[0 1 0 1
Instituto de Computacao - UFF
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
matrizes de transformacao

« Como podemos ver, a ordem influi no resultado.

« Na segunda ordem, a translacdo nao pode ser lida
diretamente da ultima coluna ultima matriz,.

« Como a ultima linha € o vetor [0..0 1] entdo estas
matrizes mantém os pontos no plano w = 1.

 Nas transformacdes projetivas, que serao vistas mais
tarde, a ultima linha assume outros valores e o0s
pontos podem ser deslocados do plano w=1.
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Transformacoes geomeétricas no espaco:

rotacoes e orientacoes
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Angulos de Euler

 Ja que as rotacbes ndo comutam devemos adotar
uma ordem especifica.

»  Esta forma de representar orientacoes € denominada
Angulos de Euler.

 Na literatura de aeronautica estas rotacoes sido
chamadas de
— Roll — giro em torno do eixo longitudinal
— Pitch — angulo de ataque.
— Yaw - giro em torno do eixo vertical.

16
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Transformacdes geométricas no espaco:
angulos de Euler

A A

z z z
= = 6,
y / g, Y / y
X ex X X
c,C. C,S. -5,

§§5C —C.S S8 S +C.C s C
R(ex’6y902)= X"y z Xz X"y z Xz
csc,+ss, ¢S85 —scC CcC

0 0 0

s, = sin(0,), s, = sin(0,), s, = sin(6,)

— o o 9

¢, = cos(8,), ¢, = cos(8,), ¢, = cos(6,)
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Angulos de Euler

* Problemas:

— Gimbal lock: perda de graus de
liberdade em certas configuracoes.

— Nao sao parametros adequados para
interpolacoes.
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Transformacdes geométricas no espaco:
angulos de Euler — Gimbal Lock

. Animador deseja rodar o boneco de lado (6,= 30°) graus, inclina-
lo para frente (6,= 90°) e levantar seu brago esquerdo.

. A ultima operacao néo sera possivel.

original 0,=30° 0,=30° 0,=30°
0,=90° 0,=90°
0,=60°
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Transformacdes geométricas no espaco:
angulos de Euler — Gimbal Lock

e Mesmo resultado obtido apenas com rotacoes
no eixo x ey.

original 0,=-60° 0,=-60°
6,=90°
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
angulos de Euler

c,C. C,S. -,

§§sC —C.S sS85 +C.C §.C

| Yy z X"z x"ytz Xz X"y

R(6,.0,,0.) =
cs,.c +ss, ¢SS —-sc  cc,

0 0 0

- o o 9

0 0 -1 0 0 0 1
R(6..90°.0.) = sc,—cs, ss +cc, 0 O sin(@,-6.) cos(6,-6.) 0
T 0 cos(d.-60.) sin(6. -6.) 0
1

0 0 0

cc,+ss, cs —-sc. 0
0 0 0

- o o 9

Apesar de especificarmos 2 parametros so
temos 1 grau de liberdade
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
angulos de Euler — interpolacao

 |nterpolacao entre
as orientacoes
(0,90,0) e (0,90,0).

« Note que em uma
interpolacao mais
natural a cabeca
nao sairia tanto do
plano xz.

(0,90,0)

(0,0,90) (0,45 45)
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
outras formas de se expecificar orientacoes

Rotacdes em torno de um eixo:

— Euler provou em 1775 que dadas duas posicoes
rotacionadas de um objeto, € sempre possivel levar uma
posicao a outra através de uma rotacdo de um angulo
em torno de um eixo.

— Esta rotacao tem a mesmo comportamento que a
interpolacao de duas posicOes através de um segmento
de reta que os une.

— Sai da primeira posicao indo para a segunda sem
oscilagoes.

23
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
rotacao em torno de um eixo é

p'=R(p)=R(p,+p,)

p'=R(p)+R(p,)

p' =p, +(cosd)p, +(send)v

p = (€-p)e+(cosO)(p- (€ p)e) +(senb)(€xp)
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Transformacdes geométricas no espaco:
rotacdao em torno de um eixo é

p' =(e-p)e+(cosO)(p-(e-p)e)+(send)(exp)
p =(€-p)e+(cosf)p-(cosB)@-p)e+ (send)(@xp)

p = (cos@)p +(1-cos@)(@-p)é+(send)(€xp)
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Transformacdes geométricas no espaco:
rotacdao em torno de um eixo é

m,, 1 e 0 cosf + (1 -cosB)e’
m,, |=c0sf| 0+ (-cosbe |e, |+sinb| e |=|ee, (1-cost)+e sinb
m,, 0 e, -e, e.e (l1-cosf)—e sinf
m, 0 e, —e, ee (l-cosf)-e, sind
m,, |=cosf| 1 |+(1-cosb)e, |e, [+smb| 0 |= c0s19+(1—cost9)e§
ms, 0 ee.(l-cost))-e, sind

1

cos@ + (1 - cosh)e’

-

=
3
3
3

m, 0 e.e (1-cosf)+e sind
m,, —COSH[OJ+(1 cosf)e, [e ]+sm6[—e ] [ezey(l—cosﬁ)—exsinﬁJ
0]
0
0
1
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Transformacdes geométricas no espaco:
rotacdao em torno de um eixo é

z A
ex
0 €= €y x\ [my my, my o 0](x
€, y' My My My, 0l v
2| my, my, my; O z
¥y w) [0 0 0 1[{1

[ cosf +(1-cosb)e’ e.e (l-cosf)-e sinf e.e (1-costl)+e, snb

ee.(1-cosf)—e sinf ee. (1-cosf)—-e sinf  cosd+(1-cos 0)e’
0 0 0

0
. 2 .
e.e (l-cosf)+e_ sind cosd + (1 -cosb)e, e.e (l-cosf)—e smf 0
0
1
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
rotacdao em torno de um eixo é fora da origem

ex ex
z )\/9( e = ey z )\/9( e = ey
« 70 € « |70 €
Po Po
/ > / >
/ y y
X [ — % | X [ % |
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
quaternios

« Aespecificacao de orientacdes através de rotacoes
em torno de um eixo nédo fornece uma algebra simples
para as diversas operacOes necessarias para
animacao.

. Para isso existe uma estrutura matematica mais
adequada denominada quatérnios.

No século 18, W. R. Hamilton prop6s os quatérnios
como uma extensao em quatro dimensdes para os
numeros complexos.

29
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
quaternios

Quatérnios podem representar rotacdes e orientacoes
no espaco tridimensional.

 Existem diferentes notacdes para quatérnios

« Uma possivel forma € representa-los conforme abaixo:

* q=(q,,9y) = iac*ja,*tkq,+q,, = q,*q,
*  q,~ig,t+jq,*+ka,=(q,.9,.9,)
e 2=2=k2=-1andij=-i=k, jk=-kj =i, ki=-ik=-

30
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
quaternions — operacoes fundamentais

*  Adigéo: q +r = (q,,q,)*+(r.")
Multiplicagao: qr = (q, x r, +r,,q, 9, 9w — 9y-,), onde “.” indica

produto escalar e “x” produto vetorial); Obs.: gr # rq

Conjugado: g* = (q,,9,)* = (-9,,9,,)
Norma: n(q) =qq* =qg*q=gq, . q, + q,% = qx? + qy? + qz* + qw?
. Inverso: q' = g* / N(q)

Identidade:
— (0,0,0,1) - multiplicacao
- (0,0,0,0) — adicao

. Outras operacdes podem ser derivadas das operacoes basicas.

31
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
quaternios unitarios

 Um quaternio q = (q,,9,,) € unitario se n(q) = 1.
« Pode-se escrever um quaternio unitario como
q = (singug, Cos ¢) = sinpu, + COS ¢

* onde u, € um vetor 3d tal que ||u,|[=1

*  Quaternios unitarios sao perfeitamente apropriados
para representar rotacoes e orientacoes.

32
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
quaternions e rotacoes

 Pode ser provado que a rotacao de um vetor v
por um quaternio unitario e dado por:

P ’=aqpqg*=qpq’,ondep=(p, P, P, Py,

 Dados dois quatérnios unitarios qer. A

concatenacao da aplicacao de q sobre p
seguida de r é dada por:

rqpg’)rr=(rq)p(rq)*=cpc*

33
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
quaternions e API’s grdficas

O modo retained do Direct3D e o XNA suportam
quatérnio.

« OpenGL nao fornece suporte direto a quateérnio.

« Como resultado € necessario converter orientacoes
em quateérnio para outra forma de representacao.

34
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
quaternions e API’s grdficas

« Tanto OpenGL quanto Direct3D fornecem modos de
se especificar orientacoes via matrizes.

 Logo, a conversao quaternio-matriz € necessaria.

« Tal conversao € necessario se for necessario importar
orientacOes de sistemas graficos que nao adotam
quatérnio como o LightWave.

35
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
conversao dngulo e eixo -quaternio

« Aconversao da forma angulo e eixo para quatérnio &
simples.

« Utiliza duas operacOes trigonometricas e operacoes
de divisao e multiplicacao.

g = [cos(Q/2), sin(Q/2)v],

« onde Q um angulo e v um eixo.

36
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
conversao dngulos de Euler - quaternion

« Aconversao de angulos de Euler para quatérnio
segue um padrao similar.

E necessario apenas ficar atento quanto a ordem.

Supondo a forma yaw, pitch e roll temos a sequéncia
de quaternios:

- q= qyaw QBitch Aroll onde:
Opitch = [€OS (Y/2), (sin(y/2), O, 0)]

dyaw = [€OS (a/2), (0, sin(a/2), 0)]
q,o1 = [cos(f/2), (0, 0, sin(f/2)]

37
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
conversao quaternio - matriz

« Um quatéernio q pode ser convertido em uma matriz
Mq conforme a expressao abaixo:

1-s(q,"+9.)) s(q.9,-9,9.) 5(4.9.+9.9,)

0

o _|5@a, 9,4 1-5a7+4:) 5(4,9.-4,4,) 0
0

I

s(¢.9.-9,9,) s(q,9.+4,9,) 1-s(g."+q,")
0 0 0

« Onde s = 2n(q). Para q unitario M9 reduz-se a

1-2(q," +q.”) 2(9.9,-9,9.) 2(q.9.+9,9,) O

v | 299, +4.9) 1-2q,"+¢:) 29,9.-9.9,) 0
0

1

2q.9.-9,9,) 2(9,9.+4q,9,) 1-s(q,” +q,")
0 0 0

38
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
conversao matriz -quaternio

 Aconversao matriz-quaternio requer um conjunto de
Passos.

 Achave para a conversao surge das diferengas entre
elementos da matriz anterior:

1-2(q," +q.") 2(9.9,-9.9.) 2(4.9.+4,9,)

q q __
| 0 my, —my, =4q,9,
29.9,+9,9.) 1-2(q, +q9:") 2(¢,9.-9,49,) O
0
1

Mq

q q _
My, =My, = 4qwqy

q q _
my, —my, =4q.4.

2q.9.-9,9,) 2(q,9.+4,9,) 1-s(q.”+q,")
0 0 0

 Conhecendo-se q,, € possivel determinar o quatéernio
q = (4x:dy,92:9w)

39
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
conversdo matriz -quatérnio

« O trago de Md9¢€dado pela soma dos elementos da
diagonal:

tr(Mq)=4—2S(qi+q§+qzz)=4

N ]_ 4q.,

g +q,+q.+q, | ng)
« Com efeito, a conversao para um quatérnio unitario é
dada por:

1 [tr (M) g =mgl_m1qz g =mgz_mgo q. =m1qo—mgl
x y
2 4q, 44, 44,

94w =

Instituto de Computacao - UFF
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
interpolacao de quaternios

 Alinterpolacao linear esférica entre dois quatéernios g e
r, dado um parametro t&[0,1], calcula a interpolacao
entre dois quaternios através da seguinte expressao:

- S(q,r,t)=(rq_1 )tq

 Implementacbes em software utilizam a seguinte

formula: . |
—  s(q,r,t)=slerp(q,r.,t) = Sm(?(l —1)) é + SlIl(¢t)
S ¢ SIn ¢

7
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

 Translacao
— glTranslate{fd}(TYPE x, TYPE y, TYPE z);

« Rotacao de angle graus em torno de um eixo (X,y,z).
—  glRotate{fd}(TYPE angle, TYPE x, TYPE y, TYPE z),

« [Escala

—  glScale{fd}(TYPE sx, TYPE sy, TYPE sz),

42
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

 Para transformarmos um certo objeto poligonal basta
aplicar a matriz de transformacdo em cada um dos

seus vertices.

 Por outro lado, no caso geral, as normais destes
objetos ndo seguem a mesma transformacao.

« Exemplo:
Y yt

/ | 505 X(

£ A ox [ x
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

« Considere o plano com equacao
-

|y

z

nTp=[a b c d]

_1_

 Se incluirmos a matriz identidade / = M-'M n&o
alteramos a equacao abaixo:

nTp=[a b c d]M_lM

— N e

44
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Transformacoes geometricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

« Aequacéo do plano transformado n”".p =0 é

[a b c d:li\l"1

I;—t N \<\ Hl

» Logo, temos que a normal transformada &

=M |=M"n

QL a6 > o

‘_Q o, o

45
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

« O processo de instanciacao de objeto permite a
especificacdo de modelos complexos através de
modelos padrdo simples e transformacdes
geometricas.

« E fundamental para a descricdo de objetos compostos
de varias partes, principalmente quando ha vinculo
enfre as mesmas.

« Devemos primeiramente esclarecer a questao de
ordem e interpretacao das transformacoes

geomeétricas compostas.
46
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Transformacdes geométricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

ante-braco

47
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

Instituto de Computacao - UFF
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

« As vezes é dificil especificar transformacoes
geomeétricas nos casos em que a existe

dependéncia entre a posicao das partes de um
objeto composto.

 Nestas situacoes € conveniente adotar uma
outra interpretacao geometrica para as
transformacoes compostas.

49
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

« Ao invés de considerarmos que as transformacoes
ocorrem nos objetos, consideramos que elas ocorrem
em um sistema de eixos locais que rodam e
transladam.

A idéia € que os eixos locais inicialmente coincidem
com o sistema de referéncia global.

A cada rotacao e translacao, um dado eixo local muda
de posicdo e/ou orientacéo.

50
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Transformacdes geométricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

XXy,

p= T,Rp,T,=RTR'=p,=RTR'Rp ou p,=RTp
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL
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Transformacdes geométricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

Desenha a base (em xyz);
Translada em y;

Roda em vy’ ;

Roda em z';

Desenha o ombro (em x;y,Z;)
Translada em y, de d,/2;
Desenha o ante-braco (em
X,Y225) i

Translada em y, de d,/2;
Roda em z,

Desenha o cotovelo (em x3;y;z;);
Translada em y, de d,/2;
Desenha o braco (em x,y,z,);
Translada em y, de d,/2;
Roda em z, ;

Desenha o pulso (em Xg;ysZs) ;
Translada em yq

Desenha a mdo (em X yqsZ;);
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Transformacdes geométricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

glMatrixMode (GL MODELVIEW) ; /* transformacdes do modelo */
glLoadIdentity ( ); /* carrega a identidade como corrente */
desenhaBase ( ); /* em xyz */
glTranslatef (0,d0,0.); /* translada em y */
glRotatef (angy0, 0.,1.,0.); /* roda em Yy’ */
glRotatef (angz0, 0.,0.,1.); /* roda em z’’ */
desenhaOmbro ( ); /* em X;y,Z, */
glTranslatef (0.,d1/2,0.); /* translada em yl */
desenhaAnteBraco( ); /* em X,y¥,Z, */
glTranslatef (0.,d1/2,0.); /* translada em y2 */
glRotatef (angzl, 0.,0.,1.); /* roda em z2° */
desenhaCotovelo( ); /% em Xi3YsZs */
glTranslatef (0.,d2/2,0.); /* translada em y3 */
desenhaBraco( ); /*oem X,Y¥,Z, */
glTranslatef (0.,d2/2,0.); /* translada em vy4 */
glRotatef (rz5, 0.,0.,1.); /* roda em z4’ */
desenhaPulso( ); /* em XgYsZs */
glTranslatef (0.,d3,0.0); /* translada em y5 */
desenhaMao ( ) ; /* em X Yz */
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

base
ombro TR, R,
ante-bracgo TR, R, T,
cotovelo TR, R, T T,R,

braco Tva, R, Tv1Tv2Rz2’ Tv3
Z pulso Tva, R, Tv1Tv2Rz2’ TV3TV4RZ4,
mao TyRy, R, Ty1Ty2R22, Ty3Ty4RZ4, Ty
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

 Sistemas como o OpenGL utilizam o conceito
de matriz corrente.

 Desta forma, apenas uma matriz é responsavel
por realizar as transformacdes geomeétricas.

» Esta matriz € denominada matriz de
modelagem e visualizacdo (model view matrix).
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

« Quando fornecemos uma nova matriz M, ela &
multiplicada pela esquerda pela matriz corrente C. Isto
eC =CM.

nova

« Geometricamente isto significa que a fransformacéao
descrita por M ocorrera primeiro que a transformacéo
dada por C.

 |sto € bastante conveniente para o esquema de
Interpretacao do processo de instanciacao baseado
em eixos locais.
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

« Existem situacoes em que o processo de instanciacao
nao é descrito por uma sequéncia de transformacdes

com estrutura linear.

«  E comum por exemplo, encontrarmos objetos que s&o
descritos por sequéncias de transformacéao
estruturadas em forma de arvore.

« Nestes casos € definida uma hierarquia sobre o
conjunto de transformacdes e partes do objeto que
especificam o modelo.
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

 Nestes casos, ao termino do percorrimento de
um dos ramos, € necessario recuperar a
martriz do né quando primeiro chegamos a ele.

« Por exemplo, podemos definir os dedos direito
e esquerdo da mao de um robd a partir da
base da mao.
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Transformacdes geométricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

« Sistemas como o OpenGL implementam uma
estrutura de pilha para matrizes de transformacao.

« Desta forma, € possivel percorrer a arvore saltando e
recuperando as matrizes dos nés pai atraves de
instrucoes pop e push.

« Com o mecanismo de pilha, podemos garantir que
uma funcao retorna sem alterar o estado corrente das
transformacoes.
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Transformacoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL

| a |
| |
void desenhaDedos (float b, float ¢, float f, float f )
I {
/* dedo esquerdo */

a glPushMatrix () ; /* Salva matriz corrente C, */
glTranslatef ((f+e) /2, (b+c)/2,0.); /* C=CTesq */
glScalef (e,c,e); /* C=CS */
glutSolidCube (1.0);

glPopMatrix () ; /* Recupera da pilha C=C, */
l) /* dedo direito */
glPushMatrix () ; /* Salva matriz corrente C, */
glTranslatef ((f+e)/2, (b+c)/2,0.); /* C=CT,, */
glScalef (e, c,e); /* C=CS x/
C glutSolidCube (1.0);
glPopMatrix () ; /* Recupera da pilha C=C, */
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Transformacdoes geomeétricas no espaco:
Transformacoes em OpenGL - exemplo
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