Capitulo 8: O problema da parada.

Decidibilidade e computabilidade.

José Lucas Rangel

8.1 - Introducéo.

Como observado no capitulo anterior, podemos substituir a defini¢éo informal
de procedimento pela definicdo formal de maquina de Turing (mT). Ja vimos que,
dependendo daforma como amT é construida, ela pode ser um procedimento gerador
ou um procedimento reconhecedor; por outro lado, uma mT que sempre para,
qualquer que sgja a sua entrada, € um agoritmo. Portanto, um conjunto
recursivamente enumeravel (r.e.) € uma linguagem reconhecida por uma mT; e um
conjunto recursivo é uma linguagem aceita por uma mT que sempre para.

Devemos, neste capitulo, apresentar exemplos de linguagens que mostrem que
as definicdes de conjunto recursivamente enumeravel e de conjunto recursivo sdo néo
triviais. Uma vez que ja foi provada a inclusdo da segunda classe na primeira, basta
apresentar exemplos de conjuntos r.e. que nd S30 recursivos, e de conjuntos
enumeraveis que ndo sdo r.e. Efetivamente, o reconhecimento de um conjunto ndo
recursivamente enumerdvel €, entdo, uma tarefa que ndo pode ser realizada por
nenhuma maquina de Turing, por nenhum procedimento, ou sgja, € uma tarefa
incomputavel.

Para que esses exemplos sejam apresentados, precisamos de alguns conceitos
auxiliares.

8.2 - Enumeracédo de Maquinas de Turing.

Para definir uma enumeracdo (e uma numeracdo) de todas as méquinas de
Turing (MT) vamos introduzir uma codificagdo, que va representar cada mT
M =<K, S, G d, i, F> através de uma cadeia em um afabeto adequado D; a
enumeracdo das mT, deterministicas e ndo deterministicas, serd baseada em uma
enumeragdo de D*. Paraisso é conveniente fazer algumas suposi ¢oes:

Os estados de K estéo ordenados: do, 01, O, -.., deta formaquei = qo.

De forma semelhante, os simbolos de G, s, Si, S, ... estdo ordenados, de
forma que s, € 0 simbolo especia branco a.

Assim, para representar M, usaremos um alfabeto D = {q, s, |, # L, R} de
forma que o estado q; é representado por g[, e o simbolo s é representado por s/. A
representacdo entdo usa as cadeias q, g, g, dlll, ---» S, S, 9l ll|, ... para os estados e
simbolos; note, em particular, que g € o estado inicial, e s é o simbolo branco.

Os simbolos #, L, e R de D sdo usados respectivamente como separador e
como indicadores de movimento para a esquerda, e para adireita.

Para representar a funcéo d, devemos representar todos os valores de d(g, S).
|sso pode ser feito através de uma sequéncia de quintuplas (q, S, gk, S, 1), com rl {L,
R}, que indicam que (gk, o, 1) T d(qi, §).
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A cadela correspondente atupla(qi, §, gk, s, r)emD* éqli s gk gl r. SeM é
uma mT ndo deterministica, podemos ter véarias tuplas com 0os mesmos valores nos
dois primeiros elementos.

Por exemplo, se tivermos a tupla (gs, Sz, Gs, S, L), indicando que (gs, &, L) T
d(q1, ), a cadeia correspondente em D* seréa q|g)|q]||F|||L. Para representar a funcéo d,
concatenamos as representacdes das quintuplas correspondentes a d, separadas por #.

Para representar F, basta concatenar, sem separacdo, as cadeias que
representam os estados. Por exemplo, F ={ql, g3, g5} € representado por q|ql|lalllll- A
representacéo de M se reduz apenas a representacéo de F e de d, que podem ser
separadas por ##.

Exemplo: SgaM =<K, S, G d, i, F>, onde
K={paqr}
S={ab}
G={aab X}
i=q
F={r},

sendo d dada por
d(p, @ ={(q, a R)}
d(g, @ ={(g, X, R)}
d(g, b) ={(r,a L)}
d(g, @ ={(r, X, L)}

Fazendo go =0, h =P, b =T, SS=a S =& S = b, 5 = X, temos a seguinte
representacéo de M:

ql#alslasiR#gs|as][R#gs][qlls|L #asallsilIL
Uma entrada aaab de M sera codificada em D* como sls|g|g]|.

Com essa codificagdo (ou alguma outra codificagdo semelhante), € possivel
representar as mT's e suas entradas através de cadeias em D*, onde D € um afabeto
apropriado. Sabemos que D* é enumeravel, e que podemos atribuir um natural a cada
cadeiade D*, e fazer referéncia as cadeias de D* como Xo, X1, X2, ... . Assim, podemos
atribuir a mT representada por x; 0 nimero i, e fazer areferénciaa ela como ai-ésima
méquina de Turing M;.

Entretanto, para que a notacdo M; sempre represente uma mT, uma convencao
adiciona € necess&ria. Observe que nem todas as cadeias x; de D* correspondem a
mT's. Por exemplo, a cadeia LLL n&o descreve nenhuma mT. Para que a cada natural
i corresponda uma mT M;, vamos associar a cada i tal que x; ndo descreve nenhuma
méquina a maquina vazia ##, que ndo tem nenhum estado final, e nenhuma transi¢éo
possivel. Incidentalmente, ## aceita alinguagem vazia /&

Assim, podemos falar em M, para qualquer i: ou M é a méquina representada por Xx;,
ou X; hdo representa nenhuma maquina, € Mi € a méaquina representada por ##. Note
que é fécil distinguir as cadeias de D* que representam mT's das demais, uma vez que
elas formam um conjunto regular.

Semel hantemente, podemos enumerar as cadeias que representam entradas:
X0; X15 X2 +vey
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de forma que poderemos falar nai-ésima cadeia de entrada x;.

Exercicio: Escolha uma enumeracdo de D*. Para essa enumeracdo, descreva
algoritmos que permitam
dado um natural i, determinar a cadeia x; de D* correspondente.
dada uma cadeiax em ?*, determinar o natural i tal que X = X;.
dada uma cadeia x; em D*, determinar se x; € ou ndo a representacdo de uma
mT.

Exercicio: Para uma enumeracéo determinada de D*,
(a) determine o nUmero da sequéncia ##.
(b) determine qual a maguina M23.

Suporemos daqui para a frente que esta fixada uma enumeracdo de todas as
maquinas de Turing, em algum alfabeto D fixo.

Mo, M1, M2, M3, ...
e de suas entradas,
Xo, X1, X2, X3, ...

Codificacéo e decodificacéo. Podemos sempre supor que existem agoritmos com as
seguintes finalidades:

dado um natural i, determinar a cadeia xi.

dado um natural i, determinar a representacéo de Mi.

dada uma cadeia x, determinar i tal que x = xi.

dadaumamT M, determinar i tal que M = Mi.

Faremos referéncia a esses algoritmos como agoritmos de codificagdo ou de
decodificagdo. Como se trata de algoritmos, podemos supor que podem ser simulados
por uma mT, ou usados por mT's como subrotinas.

8.3 - Maquina de Turing Universal.

Vamos agora mostrar como pode ser construida uma mT universal U, que tem
a propriedade de poder simular qualquer outramT. Por simplicidade, vamos descrever
uma mT universal U ndo deterministica. Para simular a computacgdo de uma mT M
qualquer, quando recebe como entrada a cadeia x, aidéia é a seguinte:

U recebe uma entrada a$b, onde a e b sdo as representacbes de M e x em

algum alfabeto D;

U simulaM com entrada x;

U aceitaa$h se M aceita x.

Para a ssimulagdo, U constréi uma representacdo de uma configuracdo de M
em sua fita, e faz a smulagdo alterando essa configuragdo. A simulagdo parte da
configuragdo inicial ga Para cada mudanca de configuracdo Ci |% Ci.«, U deve
identificar o estado e o simbolo lido em C;, escolher uma entre as diversas transi¢coes
previstas na funcéo de transicdo d que faz parte de b e construir a nova configuragéo
Cisa.

Como U é ndo deterministica, pode decidir "ndo-deterministicamente” quando
uma configuracéo final C; de M foi atingida, e apenas verificar que o estado contido
em C; € um dos estados finais listados em b.
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Todas as operaces envolvidas sdo operacdes de copia e de comparacéo de
cadeias, e ndo oferecem nenhum problema maior. Naturalmente, a simulagdo de um
passo da méguina M corresponde a um nimero consideravel de passos de U, mas isto
ndo € um problema.

Assim, a construcdo de U é possivel. Frequentemente, € conveniente supor que
amT U recebe como entrada i$j, para indicar que deve simular Mi com entrada Xj,
sendo i e representados em alguma base adequada. Os passos adicionais necessarios
sdo de codificacdo e decodificacdo, e podem, como ja vimos, ser realizados por uma
mT.

A mT U é frequentemente usada como uma subrotina, na construgéo de outras
mT's, em geral através de frases como

"entdo, M simula M; com entrada x; e se M parar, ...".

Uma comparacdo que se faz frequentemente é a da maquina de Turing
universal U com o modelo de von Neumann, em que se baseiam os computadores
comuns. O modelo de von Neumann se caracteriza justamente por ter o programa
armazenado na memdria, juntamente com os dados, durante a execucao.

Note que U é uma méquina de Turing, e, portanto, faz parte da enumeracdo Mo, My,
M2, M3, ... sendo, para agum natural u, a maguina M.

8.4 - Uma linguagem ndo recursivamente enumeravel.

Vamos agora apresentar um exemplo de linguagem néo recursivamente
enumeravel. Considere a linguagem L abaixo:

L ={ x | x; ndo é aceita por M; }
Fato: L ndo é recursivamente enumeravel.

Dem.: Vamos mostrar, por contradi¢do, que L ndo € aceita por nenhuma maquina de
Turing. Paraisso, suponha que L é aceitapelamT M.

Como todamT, M faz parte da enumeracdo das mT's, ou sgja, paraagum i, M = M;,

deformaquel =L(M;). Vamos verificar sex | L.
setivermos x; I L, como L = L(M;), temos que M; aceita X, e portanto
Xi.|. L.
se, dternativamente, tivermos x;I L, ou sgja, xii L(Mi), naturalmente, M
ndo aceita x;, e portanto xil L.

Estabel ecida a contradicdo, concluimos que L ndo € aceita por nenhumamT M, e que
L ndo € recursivamente enumeravel.

Para alinguagem L, portanto, ndo existem
um procedimento reconhecedor de L
um procedimento enumerador de L
uma gramética, tipo 0 ou ndo, que gere L.

Fato: , o complemento de L, € uma linguagem recursivamente enumeravel.

Dem.: Temos ={ x; | X; € aceita por M; }. Podemos descrever uma mT M que aceita
L, da seguinte forma:

apartir de xi, M obtém a representacéo de Mi.

como foi descrito paraa méaguina universal U, M simula Mi com entrada xi.
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se Mi parar e aceitar xi, M também péra e aceita xi.

Note que se M; ndo para, com entrada x;, entdo M também ndo péara, com a mesma
entrada

Fato: A linguagem L n&o é recursiva.

Dem.: Ja vimos anteriormente que o complemento de uma linguagem recursiva
também é uma linguagem recursiva. Como o complementode L éL, quendo ér.e, e
portanto, também ndo € recursiva, L ndo pode ser recursiva.

A linguagem L , portanto, tem uma gramética tipo 0, mas ndo sendo recursiva,
também ndo pode ser sensivel ao contexto, e ndo pode ter nenhuma graméticatipo 1.

8.5 - Problemas decidiveis e indecidiveis.

Para qualquer conjunto X ndo recursivo, a pergunta "x 1 X?' ndo admite
solucgo através de um algoritmo que aceite x como entrada e responda SIM ou NAO
corretamente a pergunta. Mas, do ponto de vista prético, a diferenca entre um
conjunto ndo recursivamente enumeravel, e um conjunto recursivamente enumeravel
gue ndo é recursivo pode ser considerada pequena. Com efeito, suponha que um
conjunto L é recursivamente enumerdavel mas ndo recursivo, e que dispomos de uma
mT M que reconhece L, mas, ndo para quando sua entrada ndo pertence a L. Suponha
gue, com entrada x, M foi executada por, digamos, mil passos, e que ndo parou. Nada
podemos responder & pergunta "x 1 L ?'. Sera que M vai parar nos proximos mil
passos?

Uma das maneiras de dizer que uma linguagem L ndo é recursiva é dizer que o
problema"x T L ?' ndo é decidivel. De uma forma geral, um problema indecidivel é
um conjunto de questdes que pode ser reduzido por codificagdo ao problema da
pertinéncia em uma linguagem n&o recursiva, e, assim, ndo pode ser respondido por
uma mT que sempre para; se um problema pode ser reduzido por codificacdo ao
problema de pertinéncia em uma linguagem recursiva, dizemos que é decidivel.

Um ponto importante € que um problema indecidivel sempre envolve uma familia de
guestdes, ou questdes em que aparece um parametro. O problema P(i) - "M; aceita
x?' pode ser indecidivel, mas o problema P(23) - "M,;3 aceita x»,3?" € decidivel. Como
prova disso, oferecemos duas mTs. Mgm € Mnz. Mgm Sempre para e aceita qualquer
entrada (sempre responde SIM); M5 sempre para, mas nunca aceita qualquer de suas
entradas (sempre responde NAO). E irrelevante o fato de ser dificil ou trabalhoso
descobrir qual das duas méaguinas corresponde a resposta correta da pergunta "My
aceita 237", mas certamente uma das duas resolve corretamente o problema. De fato,
0 gue é indecidivd em "M; aceita x; ?' € exatamente qual das duas respostas
corresponde a um valor de i arbitrario, ou sgja, qual das duas méquinas consideradas
deve ser usada em cada caso.

Reducgédo. Uma das técnicas mais comuns de estabelecer se um problema é decidivel
ou indecidivel é através de reducdo desse problema a outro problema cuja resposta €
conhecida.
Dizemos que P; sereduz a P, se aresposta a qualquer consulta a P; pode ser
deduzida da resposta a uma consulta apropriada a P».

Se P; se reduz a P,, podemos dizer que, de certaforma, P, € mais gera que P;.
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Supondo que P, é indecidivel, e que P, se reduz a P;, podemos concluir que P,
também é indecidivel; por outro lado, se P; é decidivel, e P, se reduz a Py, podemos
concluir que P, também é decidivel.

O problema da parada. Como exemplo da técnica de reducéo, vamos mostrar que o
problema da parada das méaguinas de Turing (halting problem) é indecidivel. Este
problema pode ser formulado como "M; para com entrada x;?', embora algumas vezes

~

sgja confundido o problema da aceitacéo "M; aceita x;?".

Como é facil reduzir qualquer um dos problemas ao outro, os dois problemas
podem ser considerados equivalentes, e a confusdo de certa forma € justificada. Para
verificar a equivaléncia, basta verificar que é sempre possivel alterar uma mT M,
construindo outramT M’ que aceita a mesma linguagem, de maneiratal que M’ tem
as propriedades de parar sempre gue atinge um estado final, e de nunca parar em um
estado que ndo sga final. Isso quer dizer que M’ para se e somente se aceita sua
entrada. Vamos representar o problema da parada por Q(i,j) = “M; aceitax?’

Como sabemos que P(i) = "Mi aceita xi?" € indecidivel (veja a linguagem L
acima), e sabemos que podemos reduzir P a Q, porque P(i) é equivalente a Q(i, i),
concluimos que o problema da parada Q € indecidivel.

Usualmente, a demonstracdo de que um problema é indecidivel &, feita através
de reducéo, a partir do problema da parada, diretamente, ou entdo, de forma indireta, a
partir de problemas cujaindecidibilidade jafoi provada anteriormente.

(junho 99)
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