Capitulo 2: Procedimentos e algoritmos

Para estudar o processo de computagdo de um ponto de vista tedrico, com a
finalidade de caracterizar 0 que é ou ndo é computéavel, é necess&rio introduzir um
modelo matemético que represente o que se entende por computagdo. Entretanto, cada
estudioso do assunto tem seu modelo matematico favorito, e por isso h& diversas
defini¢Oes essencialmente distintas. (Por exemplo, um programador FORTRAN tenderia
certamente a afirmar que computavel é exatamente aquilo que pode ser feito por um
programa FORTRAN).

Diversos model os foram apresentados, e podem ser estudados na literatura (veja,
por exemplo, [BrLa74]! ). Neste curso veremos apenas dois destes modelos: as fungoes
recursivas parciais e as maquinas de Turing. O modelo das fungdes recursivas parciais se
baseia em idéias semelhantes as da programacdo funcional, enquanto o modelo das
maquinas de Turing procura introduzir um computador elementar, com repertorio de
instrucdes e estrutura de memaria com a maior smplicidade possivel. Outros modelos,
gue ndo veremos agui, sd0 baseados em agoritmos de Markov (com agumas
semelhangas com a linguagem SNOBOL), em linguagens de programagdo mais
convencionais (como o FORTRAN citado acima), ou em outras arquiteturas de
computadores ideais ou linguagens de programagao.

O fato surpreendente a respeito disso é gue (até hoje) todos os modelos usados
(se ndo sdo completamente absurdos) concordam na definicdo do que quer dizer
"computavel". Uma conjectura, enunciada por Alonzo Church, diz que todos os modelos
razoaveis do processo de computacdo, definidos e por definir, sdo equivalentes. Essa
conjectura é conhecida como a tese de Church. Por sua prépria natureza, a tese de
Church ndo admite nenhuma prova formal, mas até hoje todos os model os propostos se
mostraram equivalentes.

Neste capitulo, entretanto, ndo queremos ainda definir modelos mateméticos
precisos, mas queremos apenas trabalhar com a idéa intuitiva do que quer dizer
computével. Para isso, vamos introduzir, mais abaixo, informalmente, dois conceitos
relacionados. o conceito de procedimento, e o conceito de algoritmo.

Codificacdo: Na discussdo que se segue, levaremos em consideracéo apenas conjuntos
enumerdvels. A razdo para isto é gue nenhum modelo "razoavel" proposto para o
processo de computacdo admite o tratamento de conjuntos ndo enumeraveis. Precisamos
ter alguma garantia de que podemos representar de forma finita todos os e ementos do
conjunto considerado, e isso ndo seria possivel no caso de conjuntos Ndo enumeraveis.
Por exemplo, 0 conjunto dos nUmeros reais ndo € enumerdvel, mas o conjunto dos
nUmeros racionais € enumeravel, e, por essa razdo, o0 tratamento computacional de
nimeros reais é feito através de aproximacOes racionais.

Adicionalmente, sem perda de generalidade, é conveniente considerar que todos
0S conjuntos considerados ou sdo conjuntos de nUmeros naturais (subconjuntos de Nat)
ou sdo linguagens em agum afabeto G conhecido (subconjuntos de G¥). Sabemos que
G+, Nat e seus subconjuntos sdo enumeraveis, e que existe uma bijecdo entre quaisguer
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dois conjuntos enumerdvels infinitos. Isso significa que podemos, usando essa bijecdo
como codificacdo, usar valores em um conjunto enumeravel qualquer para substituir
valores em outro. Em particular, a codificagdo através de niUmeros naturai s (numeracao),
e a descricdo através de cadeias de simbolos (muitas vezes conhecidos como
identificadores) sdo idéias familiares.

Procedimentos. Vamos definir um procedimento como sendo uma sequéncia finita de
instrugdes, e definir instrugdo como uma operagdo claramente descrita, que pode ser
executada mecanicamente, em tempo finito.

"mecanicamente” quer dizer que ndo ha dividas sobre 0 que deve ser feito;

"emtempo finito" quer dizer que ndo ha dividas de que a tarefa correspondente a
instrucdo pode, em qualquer caso, ser levada até sua conclusao.

Para descrever um procedimento podemos usar uma linguagem natural, uma
linguagem de programacdo, ou a linguagem normamente usada em matematica
Frequentemente, usamos uma mistura de todas estas. Sobre a forma de descrever
instrugdes e procedimentos, suporemos apenas que existe uma linguagem, comum a
todos os interessados, em que instrugdes e procedimentos podem ser descritos sem
ambiguidades.

Como exemplos, citamos:

o agoritmo de Euclides para calculo do maximo divisor comum de dois nimeros
naturais;

um programa em FORTRAN que calcula a soma de dois nimeros,

aformula que calcula as raizes da equacéo do segundo graul.

Exemplo: O procedimento a seguir para e diz "sim" se o nimero inteiro i, dado como
entrada, for par e ndo negativo.

1. sei =0, paeediga"sm'.
2. diminuao vaor dei de duas unidades.
3. vaparal.

Note que se i for originalmente impar ou negativo, o procedimento ndo para. Na
definicdo de procedimento, dada acima, exigimos que cada instrucéo possa ser executada
em tempo finito, mas ndo exigimos nada de semelhante para os procedimentos. 1sso
significa, em particular, que ndo poderiamos usar como instrugdo em agum outro
procedimento uma chamada do procedimento do exemplo acima, uma vez que nao
podemos garantir sua parada em tempo finito, para qualquer valor da entrada.

O
Exemplo: O procedimento a seguir parae diz "sim" se 0 nimero inteiro i for par e ndo
negativo; parae diz "ndo" nos demais casos.
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1. sei=0, paeediga"sm".

2.s2i <0, pareediga"nao".

3. diminua o vaor dei de duas unidades
4. vaparal.

O

Algoritmo. Definimos um algoritmo como sendo um procedimento que sempre para,
guaisguer que sgjam os valores de suas entradas.

O segundo exemplo de procedimento dado acima &, portanto, um algoritmo.
Programas corretos normalmente sdo algoritmos, em geral, um programa que ndo para
para alguns valores de suas entradas € um programa incorreto, um "programa com loop",
um "programa com erro de légica'. Em alguns casos, entretanto, isso ndo é verdade, e 0
desgjado €, exatamente, que a execucao do programa se estenda por um tempo ilimitado.
O exemplo mais caracteristico desse tipo de procedimento parece ser o de um sistema
operacional: uma vez iniciada sua execucao, ela continua (em condic¢des normais) até que
amaquina sga dedigada.

A seguir temos outro exemplo de procedimento que ndo tem parada prevista:

Exemplo: O procedimento a seguir enumera as sequéncias de {a, b}*, emitindo
(imprimindo, por exemplo) todas essas sequéncias.

1. FacaX ={e€}.

2. Emitatodas as sequéncias de X.

3. Paracaday i X, acrescente aX as sequénciasyaeyb.
4. Vapara?2.

O procedimento acima emite todas as sequéncias formadas por dseb's.
e eabeab,aa ab ba bb, e a b, ¥4

Cada segquéncia é emitida uma infinidade de vezes, como permitido numa enumeracao.

O
Exemplo: Sgaumafuncdo f: Nat ® Nat. Suporemos que esté disponivel um algoritmo
paracalcular f(i), apartir de qualquer i T Nat. Considere o procedimento a sequir:

1. facai = 0.

2. caculej =1(i), usando o agoritmo dado
3. sej =k, emitai, e pare

4. incremente o valor dei de 1

5. vapara2.

Note que 0 passo 2 sO pode ser considerado uma instrucdo por causa da disponibilidade
de um algoritmo para calculo dos valores da funcédo. O procedimento do exemplo aceita
como entrada um valor k T Nat, e so péra se existir um valor dei tal que f(i) = k. Em
particular, o valor dei emitido é o menor possivel.

O
Conjuntos recursivamente enumeravels. Dizemos que um conjunto A €
recursivamente enumeravel (r.e.) se existe um procedimento que enumera os elementos
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de A. Isto quer dizer que existe um procedimento que emite todos os elementos de A,
possivelmente com repeticoes.

Exemplo: Em um dos exemplos anteriores vimos gque existe um procedimento que
enumera as sequéncias pertencentes ao conjunto A = { a, b }*. Logo, o conjunto A é
recursivamente enumeravel.

O
Exemplo: Sgaf: Nat ® Nat. O procedimento a seguir mostra que o contradominio de f
€ recursivamente enumeravel, supondo que existe um algoritmo que calcula o valor de
f(i), apartir dei.

1i:=0;

2. emitaf(i);
=i+
4. vapara2.

O
Conjuntos recursivos. Dizemos que um conjunto A € recursivo se existe um algoritmo
que determina, para um valor arbitrério de suaentradax, sex1 A ousex| A.Embora
iSS0 Ndo sgja estritamente necessario, podemos, para fixar as idéias, especificar que o
agoritmo deve parar e dizer "sim" ou "n&o", respondendo a perguntax 1 A?'.

Exemplo: O conjunto dos naturais pares € recursivo. Basta examinar o agoritmo a
seguir, cuja entrada € um natural i:

1. Sei=0, paeediga"Sm".
2.Sei =1, pareediga"Nao".
3. facai:=i- 2.

4. vaparal.

O
Fato: Todo conjunto recursivo é recursivamente enumeravel.

Dem.: Seo conjunto A | Nat € recursivo, existe um agoritmo a que, para cada entrada
i determinaseil A. Considere o procedimento a seguir:

1.i:=0.
2. execute a com entradaii.
3. sea respondeu "Sm", emitai.

4.i:=i+1.
5. vapara2.
Note que:

I assume todos os valores naturais
a sempre para, qualquer que sgja sua entradai;
a responde "Sim" exatamente para os valores de i que pertencem aA.

Portanto, os valores de i emitidos séo exatamente aquel es pertencentes a A.
O
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Eato: A classe dos conjuntos recursivos € fechada para as operages de unio, intersecéo
e complementaco.

Dem.: (unido) Sgam A e B conjuntos recursivos. Sggam a e b agoritmos que
determinam pertinéncia em A e em B, respectivamente. Podemos construir um algoritmo
gquedeterminasex 1 A E B, daseguinte forma:

1. execute a com entrada x.

2. sea respondeu "Sm", responda”Sm" e pare.
3. execute b com entrada x.

4. pare e responda o que b respondeu.

(intersecdo) Sgjam A, B, a, b como acima. Construa um agoritmo g que
determinasex T A C B da seguinte forma:

1. execute a com entrada Xx.

2. se a respondeu "Nao", responda "Nao" e pare.
3. execute b com entrada x.

4. pare e responda o que b respondeu.

(complemento) Sggam A e a como acima. Construa um algoritmo g que

determinasex1 A = Nat - A daseguinte forma:

1. execute a com entrada Xx.
2. sea respondeu "Sm", responda "Nao" e pare.
3. se a respondeu "Nao", responda"Sm" e pare.

O
Fato: Um conjunto A é recursvamente enumerdvel se e somente se existe um
procedimento que, com entrada x, para e diz "Sm", sex I A, o que ndo acontece se
x 1 A. Isto quer dizer que, sex | A, ou (1) o procedimento ndo péra, ou (2) para, mas
nao diz"Sm".

Dem.: (P ) Se A ér.e, existe um procedimento a que enumera seus elementos. Construa
um procedimento b que aceita um elemento x qualquer como entrada, modificando a da
seguinte maneira: quando a emite um valor y, b testa se y = X. Se isso acontecer, b para
ediz"Im". Portanto, b dird"Sm" exatamente quando sua entrada for emitida por a, ou
sgja quando for um elemento de A.

(U) Sgaa um procedimento que para e diz"Sm" quando suaentradax 1 A, e que ou
N30 péra, ou ndo diz "Sm", quando x | A. Um procedimento b que enumera os
elementos de A pode ser construido usando a, da seguinte maneira:

1. facak =0;

2. paracadax =0, ¥4, k execute (2.1) e (2.2).
2.1. execute um passo (adicional) de a com entrada x
2.2. sea parou edisse"Sm", emita x.

3.facak =k + 1.

4. vapara 2.
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Note gue € necessario executar "em paralelo" a com as vérias entradas X porque, se 0s
diversos valores de x fossem tentados sequencialmente, e a n&o parasse para algum valor

de x, a nunca chegaria a ser executado com os valores subsequentes de x.
O

Fato: A classe dos conjuntos recursivamente enumeraveis é fechada para as operacOes
de uni&o e de intersecéo.

Dem.: (unido) Sgam A e B conjuntosr.e. e sgjam a e b procedimentos que enumeram
0s elementos de A e de B, respectivamente. Um procedimento g que enumera 0s
elementosde A E B executaa e b em pardelo &

1. execute um passo de a.
2. sea emitiu i, emitai.
3. execute um passo de b.
4. seb emitiu i, emitai.
5.vaparal.

Os elementos emitidos por g séo exatamente os elementos de A e os elementos de B, ou
sgja, os elementosde A E B.

(intersecdo) Sgam A, B, a e b como acima. O procedimento g que enumera 0s
elementos de A C B executaem paralelo a e b, guardando os elementos ja emitidos por
a e por b nos conjuntos X e'Y, respectivamente:

0.FacaX =/EeY = £

1. execute um passo de a.

2. sea emitiu i, acrescente i ao conjunto X.
3. execute um passo de b.

4. se b emitiu i, acrescentei ao conjunto Y.
5. emita os elementos comunsa X ea.

6. vapara 1.

Os elementos emitidos por g sGo agqueles pertencentes aos conjuntos finitos X e Y, ou
sgjam aqueles ja emitidos por a e por b.

O
Fato: Se um conjunto A e seu complemento A sfo ambos recursivamente enumeraveis,
entdo A (e o complemento A ) sGo ambos recursivos.

Dem.: Ja vimos que se A é r.e, existe um procedimento a que para e diz "Sm",
exclusivamente quando sua entrada x é um elemento de A; como A também ér.e,, existe
um procedimento b que péra e diz "Sm" exclusivamente quando sua entrada x é um
elemento de A, ou sgja, exatamente quando x N&o é um elemento de A.

Podemos construir um agoritmo g que executa os procedimentos a e b em paralelo,
com entrada X, para determinar se x pertence ou ndo a A. O procedimento a seguir € um
algoritmo porque eventual mente um dos dois passos (2) ou (4) serd executado: oux 1 A
oux | A, ndo havendo terceira possibilidade.
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1. execute um passo (adicional) de a com entrada x.
2.sea parou edisse"Sm', pareediga"SIm".

3. execute um passo (adicional) de b com entrada x.
4. seb parou edisse "Sm", pare e diga"Nao".
5.vaparal.
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