Linguagens Formais

Capitulo 7: Maquinas de Turing

José Lucas Rangel

7.1 - Introducéo

Neste capitulo vamos estudar a maquina de Turing (mT), introduzida por Alan
Turing como um modelo matemético do processo de computacdo. Sua estrutura
simples € proposital, uma vez que Turing pretendia, com sua definicdo, chegar a um
modelo que fosse universalmente aceito. A maguina que vamos apresentar aqui é
apenas uma das diversas variantes encontradas na literatura, escolhida por ser
suficientemente proxima de um sistema de computacdo real, e por ndo oferecer
maiores dificuldades de definigéo.

A mT é o principa modelo usado para o estudo do que é ou ndo computével.
De acordo com a tese de Church, todos os modelos razoaveis de procedimento sao
equivalentes, e amT se revelou simples e flexivel o suficiente para permitir todas as
demonstragdes dos resultados principais. Pode-se usar uma mT como aceitador ou
reconhecedor, ou ainda como a implementacéo de um procedimento mais geral, que
transforma uma cadeia de entrada em uma cadeia de saida. Neste capitulo vamos
definir a mT e apresenté-la como o reconhecedor das linguagens tipo O, e procurar
mostrar, através de exemplos, sua universalidade. Demonstrar a tese de Church,
naturalmente, esta fora de cogitacdo, de maneira que a universalidade da méaguina de
Turing sO pode ser confirmada pelo fato de que todos os procedimentos encontrados
na prética podem ser implementados através de méquinas de Turing.

7.2 - A maquina de Turing

Vamos definir a maguina de Turing com um controle finito, como todas as
maquinas até aqui, e uma fita, que pode servir como dispositivo de entrada
(inicidmente a cadeia de entrada esta escrita na fita), como area de trabaho
(memdria, ou rascunho) , ou como dispositivo de saida (possiveis resultados estaréo
escritos nafita ao final da computagéo).

O modelo aqui apresentado tem uma fita “semi-infinita’: considera-se a fita
arbitrariamente extensivel apenas para o lado direito. Por convencdo, a fita é finita,
mas pode ser aumentada sempre que houver necessidade de mais espago, com mais
uma célula em branco. A justificativa para isso € que o que € computéavel ndo pode
depender do tamanho do bloco usado como rascunho pelo matemético: sempre deve
ser possivel arranjar outro bloco e continuar escrevendo. O novo bloco do matematico
estara em branco, como sempre estara em branco a parte da fita em que ainda nada foi
escrito.

Por convencgdo, um trecho da fita em branco sera representado por um ou mais
simbolos “branco”. Além disso, vamos convencionar um branco ndo pode ser escrito,
ou sgja um trecho de fita em que ocorre 0 simbolo branco € um trecho onde nada foi
escrito até agora. Assim, a qualquer momento, valem as seguintes propriedades:

apenas um numero finito de posi¢bes da fita pode conter um simbolo distinto
de branco;
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apos o primeiro branco da fita, todos os simbolos sdo brancos.

| sto acontece porque a méquina avanca ou recua na fita uma célula de cada vez e, em
um numero finito de passos, apenas um nimero finito de posi¢des dafita pode ter sido
alcangado.

Alguns autores preferem falar de uma fita infinita, cujo conteddo é de
simbolos “branco”, exceto nas posi¢des que ja foram visitadas; outros preferem dizer
gue a fita é potencialmente infinita e que é estendida a cada vez que se tenta andar
para a direita a partir da Ultima posi¢do. O fato importante a ser considerado € que, a
gualgquer momento, a quantidade de informagdo contida na fita é finita, embora ndo
haja um limite para a quantidade de informag&o que nela pode ser armazenada.

Essainformagéo pode ser representada por uma cadeia de caracteres composta
pelos simbolos gravados na fita, da primeira posicdo até o primeiro branco
(exclusive). Note que, ao contrario do que ocorre em gravadores de fita, consideramos
gue € a cabeca de leitura/gravacao que se move, e ndo afita.

Outros caracteristicas poderiam ser acrescentadas ao nosso modelo, tais como:
vérias fitas,

fitas extensivels para ambos os lados,

fitas com finalidade especifica, por exemplo fitas para entrada e fitas para
saida

améquina pode ter mais de uma cabeca de leitura por fita;

em vez de fita, a méquina pode usar como memaoria um reticulado bi-
dimensional;

améquina pode ser ndo deterministica.

De acordo com a tese de Church, entretanto, detalhes como estes ndo devem
influenciar a capacidade de computacdo da mT. O modelo que vamos utilizar € um
modelo deterministico bastante simples, préximo do minimo necess&rio para uma
méquina razodvel, de acordo com a tese de Church. Discutiremos mais tarde a
equivaléncia entre este modelo e suas variantes que possuem caracteristicas como as
mencionadas.

Definicdo. Umamaquinade Turing M é umatuplaM =<K, S, G d, i, F >, ondeK &
um conjunto (finito, ndo vazio) de estados, G é o afabeto (finito) de simbolos da fita,
S| Géo afabeto de simbolos de entrada, d € afuncdo de transicdo, i I K é o estado
inicial, eFI K é o conjunto de estados finais.

O simbolo branco sera representado aqui por a. Este simbolo € um simbolo de
G que ndo pode ser escrito, nem pode fazer parte da entrada. Assim, temosal G- S.

A funcdo de transicdo d é um mapeamento d: K~ G® K~ G {L, R}.
Quando tivermos d(g, @) = (p, b, R), amT M, quando esta no estado q, e 1é o simbolo
a na fita, escreve o simbolo b na mesma posicdo em que a estava escrito, move-se
para a direita uma célula, e passa para o estado p. (Idem, para a esquerda no caso de
d(g, @ = (p, b, L) ). Por smplicidade, podemos deixar alguns valores de d indefinidos,
de maneira que d deve ser entendida como uma fungéo parcial.

Atingida uma situacdo em que o estado € g, o simbolo lido € a, e d(g, @) €
indefinido, dizemos que a maquina péra. Poderiamos, se desgjado, definir méaquinas
de Turing que sempre param gquando atingem um estado final, e que nunca param em
um estado ndo final. Mas sempre que esta propriedade for desgjada, podemos alterar
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uma mT introduzindo um estado adicional, ndo final, do qual a maguina nunca mais
sal.

Configuracdo. Para representar uma configuracdo (ou as vezes uma descricdo
instantanea) de uma mT usaremos uma cadeiaxgy | G - K- G-, emquexyl G é
o contetido da fita, sem incluir nenhum dos brancos que existem a direita, eq1 K €0
estado corrente. Para que esta notag8o seja usada, é necessario que os simbolos de G
sgjam distintos dos simbolos usados para representar os estados de K, tornando
impossivel a confusdo entre as partes constituintes da configuracdo, que sdo o estado
g e o contetido xy da fita.

Esta notagdo tem a vantagem de dispensar a necessidade de indicar

separadamente a posi¢ao da cabegca da maquina, umavez que o proprio estado € usado
paraindicar essa posi¢do. Assim, em uma configuragao xqy, a posicdo onde aleiturae
a escrita se realizam € o primeiro simbolo dey. Se'y é a cadela vazia, ou sga, se a
configuracdo € da forma xg, a méguina |é um branco, a direita da parte escrita x da
fita.
Configuracdes inicial efinal. Parainiciar a computacdo, a configuragdo inicial para a
entrada x € ix, composta pelo estado inicia i e pela cadeia de entrada x. O simbolo
lido na configurago inicia é o primeiro simbolo de x, exceto no caso x=e, em que 0
simbolo lido € um branco. Uma configuracdo xfy é final se o estado f é final. Como
veremos a seguir, a mT pode, se for conveniente, aceitar sua entrada sem 1&-la até o
final.

Mudanca de configuracdo. A definicdo da relagdo “mudanca de configuracéo”, |%4,
ndo oferece surpresas:

movimento para adireita
sed(qg, @ = (p, b, R), entdo xqay [¥% xbpy
(no estado g, lendo &, escreve b, anda para a direita e muda para o estado p)

movimento para a direita, lendo um branco:

sed(q, @) = (p, b, R), entéo xq [3% xbp

(caso particular do movimento para a direita: no estado g, lendo um branco,
escreve b, anda para a direita e muda para o estado p)

movimento para a esquerda:
sed(qg, @ =(p, b, L), entéo xcqay |% xpchy
(no estado g, lendo a, escreve b, anda para a esquerda e muda para o estado p)

movimento para a esquerda, lendo um branco:

sed(q, @) =(p, b, L), entdo xcq |% xpcb

(caso particular do movimento para a esquerda: no estado g, lendo um branco,
escreve b, anda para a esquerda e muda para o estado p)

Naturalmente, se o valor de d(qg, &) é indefinido, nenhuma configuragéo pode
ser acancada a partir de uma configuracéo xqay, e a maquina para. No caso particular
a=a, se a configuracdo for xg, a maguina para quando d(q, @) € indefinido.

As assimetrias que podem ser notadas na definicdo da relacdo mudanca de
configuragdo [3% sdo devidas as assimetrias na definicdo de configuracdo e na
definicdo da prépria méaguina de Turing: (1) na configuracdo xqy o simbolo lido € o
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primeiro de y, e (2) a fita € semi-infinita para a esquerda. Note que esta defini¢do
impede a passagem da cabeca para a esquerda do primeiro simbolo.

Notamos, para uso futuro, que a mudanca de configuracdo pode ser descrita
através da substituicéo de cadeias que envolvem no maximo trés simbolos:

ga® bp,g® bp, cga® pcboucqg® pcb,
O restante da configuracdo néo se altera.

Linguagem reconhecida por uma mT. A linguagem aceita, ou reconhecida por uma
mT M é definida por

L(M) ={ xT S* |ix [3* yfz,ondef1 F}

ou sgja, L(M) é o conjunto das cadeias x, compostas de simbolos do afabeto de
entrada, que levam M da configuracdo inicia ix (correspondente a entrada x) para
alguma configuracdo final yfz (em que o estado f € final).

A aceitacdo se da quando o estado final é atingido, ndo interessando em que
ponto da fita estd a cabeca, ou se ha possibilidade de continuar a partir desse ponto. Se
€ possivel atingir uma configuracdo cujo estado € final, a cadela de entrada ja esta
aceita. Caso contrério, a cadeia ndo sera aceita. Nao € sequer necessario gque a entrada
sgjainteiramente lida.

Para ndo aceitar uma cadeia X (x ndo pertence a linguagem), a maguina pode
parar em algum estado n&o final, ou pode simplesmente ndo parar, e continuar se
movendo indefinidamente sem nunca aceitar.

Exemplo 7.1: ConsidereamT M = (K, G S, d, i, F), onde
K'={ do, Oz, 02, 03, 0l }
S={ab}
G={ahbX,Y,a}
I =Qo
F={a},

e d é dada pela tabela abaixo, onde a notagdo foi simplificada, e cada valor da funcéo
d em algum ponto € representado por uma quintupla. Assim, se d(g, a)=(p, b, D),
representaremos este fato pela quintupla gapbD. Quando nenhuma quintupla iniciada
por ga aparece, o valor de d(qg, a) é indefinido. (Como estamos considerando apenas o
caso deterministico, no maximo pode ocorrer uma quintupla para cada par (g, a).

goaiXR QY gYR QoaduXR

ChachaR gibg2YL aYquYR

g8l 02X oXR QY RYL

Y gsYR 0zY gaXR gzaduXR

Considere a cadeia de entrada x = aaabbb. A seqUéncia de configuragcdes
assumida por M com entrada x &

goaaabbb [ Xqaabbb |3 Xagsabbb [¥ Xaag,bbb |3 XageaY bb

[¥2 Xg.aaYbb |32 g.XaaYbb |% XqeaaYbb [%4 XXaqaYbb [ XXag.Ybb

[% XXaYqbb [ XXagpYYb [¥% XXaaYYb [¥% XaXaYYb % XXgaYYb

[% XXXuYYb [# XXXYuYb [ XXXYYqb % XXXYqYY

[% XXXRYYY [#% XXEXYY [¥ XXXAYYY [ XXXYgsYY
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B XXXYYsY [ XXXYYYqs [# XXXYYYXa

A mT M acima aceita a linguagem { &' b" | n 3 0 ). Podemos observar as acdes
correspondentes a cada um dos estados:

o 0 primeiro a & marcado com um X, passa para qi;
Se ndo houver mais nenhum a, passa para gs;

01 procura o primeiro b, que é marcado com Y, passa para gy;

o2 voltaaté o X, e passapara( ;

O3 verifica que todos os simbol os ja estdo marcados.
val paraadireita até encontrar um a, e passa para Q;

(o aceita.

Outros exempl os de computacoes.
Qo %2 Xqa (aceita)
Qodb [¥2 Xaub [ XY [3 XqoY %2 XY %4 XYXqs  (aceita)
(oba (parasem aceitar)

Qoaab |¥a Xqiab |¥2 Xagqib |2 XqpaY [% gpXaY [¥a XqeaY [¥a XXarY
[¥%s XXYaq1  (parasem aceitar)

mostrando que e e ab pertencem a linguagem, mas isso ndo acontece com ba e aab.
Exercicio 7.1: ConstruaumaMT que aceitealinguagemL ={ a&'b"c"|n3 0}.

7.3 - A maquina de Turing como modelo geral de procedimento.

A méguina de Turing é como j& foi observado anteriormente, o modelo
formal mais usado de procedimento. Pela tese de Church, todos os model os razoaveis
do processo de computacdo, definidos e por definir, sdo equivalentes. Por essa razéo
podemos usar a méaquina de Turing como sendo nosso modelo forma de
procedimento. Lembramos que, por sua natureza, a tese de Church ndo admite prova
formal.

A definicdo da linguagem aceita por uma mT caracteriza 0 uso de uma mT
como procedimento aceitador, de forma que (via tese de Church) a classe das
linguagens aceitas por méguinas de Turing e a classe dos conjuntos recursivamente
enumeraveis se identificam. Semelhantemente, identificamos algoritmo com “mT que
sempre para’ - ou sgja, para qualquer entrada sempre atinge uma configuragdo a partir
da qual nd ha nenhuma outra configuracdo acessivel. Um conjunto recursivo €,
entdo, a linguagem aceita por uma mT que sempre paa. Fazemos assm a
correspondéncia entre dizer “Sim” e estar num estado final, e dizer “N&o” e estar em
um estado néo final.

Exemplo 7.2. Seja construir uma méguina de Turing para converter um inteiro dado
em notagdo undria, para a notagdo binaria. (Em notagdo unaria, o natural i €
representado pela cadeia 1', obtida pela concatenagdo de i instancias do simbolo i.)
Suporemos que entrada e saida da maguina estardo delimitadas entre dois $. Por
exemplo, se a entrada é $11113, a saida deve ser $1003$, sendo permitida a presenca
adicional de agum “lixo” nafita
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A idéia usada para a construcdo da mT € a seguinte: se um numero € impar, o ultimo
bit” de sua representacdo binaria é 1; se € par, 0. Para obter os demais bits, o nimero é
dividido por 2. Nafita da mT, dividir por 2 é cancelar um simbolo sim, um n&o. Isto
combina com a determinacdo da paridade do nimero: se ndo sobrar nenhum, o

ndmero € par.

Podemos usar a seguinte maquina, descrita através de quintuplas:

A$BS$R Al1A1L AXAXL
B$HIR B1CxR BxBxR
C$ESR C1D1R CxCxR
D$F$R D1CxR
EOEOR E1EIR EA1GL
FOFOR F1F1R FaOGL
G$ASL GOGOL G1Gl1L
HOHOR H1H1R Hal $L
ISM$R 10IXR |1IKXR IXIXL
JBIPR JOJOR JIJIR JXIXR JalL OL
K$K$R KOKOR K1K1R KXKXR KaL1R
L$ISL LOLOL LILIL
M$M$R MOMOR MIM1R MxMxR MaN$R

Nesta mT, o estado inicial € A, e o fina € N. A computacdo abaixo corresponde a
entrada $1111%. A Jdltima parte da computacdo corresponde a inversdo da
representacdo binaria, que é necessaria porgue os bits do resultado sdo gerados a partir
do menos significativo. No nosso caso, 4 = 1111; = 100, aparece como 001, e precisa

ser invertido.
A$1111$ $B1111% $xC111$
$x1D11$ $xI1xC1$ $x1x1D$
xAx1$F $x1x1G$0 $xI1xA1$0
$x1AX1$0 $xA1x1$0 $AX1Ix1$0
A$x1x1$0 $Bx1x1$0 $xB1x1$0
$XCxx1$0 $xxCx1$0 $xxxC1$0
$xxx1D$0 $xxx1$FO0 $xxx1$0F
$xxx1$G00 $xxx1G$00 $xxxA1$00
$xxAx1$00 $xAxx1$00 $AXXxx1$00
APxxx1$00 $Bxxx1$00 $xBxx1$00
$xxBx1$00 $xxxB1$00 $xxxxC$00
Fxxxx$E00 $xxxx$0EOQ $xxxx$00E
Pxxxx$0G01 Pxxxx$G001 $xxxxG$001
FxxxAx$001 FxxAxx$001 FxAxxx$001
$AXXxx$001 APxxxx$001 $Bxxxx$001
$xBxxx$001 $xxBxx$001 $xxxBx$001
xxxxB$001 Fxxxx$HO01 $xxxx$0HO1
$xxxx$00H1 $xxxx$001H $xxxx$00I1$
FxXxxx$00xK $ Fxxxx$00x K Fxxxx$00xL $1
Fxxxx$00Ix$1 Fxxxx$0I 0x$1 Fxxxx$OxIx$1
Fxxxx$OxxJI1 Fxxxx$Oxx$J1 Fxxxx$Oxx$1J
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Fxxxx$Oxx$L 10 Fxxxx$0OxxL$10 Fxxxx$0xIx$10
xxxx$0Ixx$10 Fxxxx$l 0xx$10 HxxxPxIxx$10
HxXxxIxxx$10 HxXxxxIxxxJ$10 HxxxxIxxx$J10
ExxxxIxxx$1J0 EXxXxXxIxxx$10J Exxxx$xxx$1L 00
Fxxxx$xxx$L 100 FxXxxx$xxxL$100 Hxxxx$xxIx$100
Hxxxx$x1xx$100 xxxx$lxxx$100 BxxxxI $xxx$100
FxXxxxIMxxx$100 FXxXxXxIXMxx$100 ExXxxxIxxMx$100
FxXxxxIxxxM $100 FxXxxxIxxx$M 100 EXxXxxIxxx$1M 00
EXxXxXxIxxx$10M O XXX Ixxx$100M FXxXxXxPxxx$100$N

Exercicio 7.2. Construa uma méquina de Turing que faca a conversdo inversa, isto €,
recebendo como entrada a representacdo binéria de um nimero natural, constréi sua
representacao unéria.

Sugestéo: A saida desegjada pode ser construida usando o seguinte ciclo: se o bit for 1,
acrescente um 1 a saida; dobre o nimero de 1's para todos os bits exceto o0 mais
significativo. Por exemplo, para converter 1101 (13) podemos fazer:

parao bit 1, acrescenta 1 (1);

parao bit 1, dobra (11) e acrescenta 1 (111)

parao bit O, dobra (111111)

parao bit 1, dobra (111111111111) e acrescenta 1 (1111111111111)

Como a méquina de Turing sb trabalha com simbolos e cadeias, para que uma
maquina de Turing possa trabalhar com conjuntos que ndo sdo linguagens, é
necessario usar uma codificacdo, usando cadeias de simbolos para representar os
elementos do conjunto. Na nossa definicdo informal de procedimento, ndo foi feita
nenhuma restricéo sobre os valores aceitavels como entradas para procedimentos, mas
esta restricdo existe para a mT: apenas cadeias de simbolos podem ser usadas como
entradas ou saidas. Conjuntos que ndo sdo linguagens sb podem ser tratados por um
procedimento através de alguma codificacéo de seus elementos em cadeias de alguma
linguagem. Por exemplo: podemos dizer que o conjunto Nat? de pares de naturais é
r.e., ejustificar esta afirmativa apresentando o procedimento enumerador (ou gerador)
abaixo.

Faca i=0.

Paraj=0, ..., i, emita(i-j, j).
Incrementei de 1.
Vapara?2.

el A N

Neste procedimento, ndo foi especificada a forma de representacdo dos numeros
naturais, ou de seus pares, de forma que qualquer representacéo pode ser usada.

Entretanto, usando maguinas de Turing como reconhecedores, sO podemos
mostrar que Nat® é r.e. descrevendo uma linguagem cujos elementos representam os
elementos de Nat?, e uma mT que reconhece esta linguagem. As linguagens Ly, L, e
L3 abaixo sdo exemplos de linguagens que podem ser usadas com essa finalidade.

Ly={db]ijl Na}

L,={$1$2$]i,jl Na}
Lz={$x$y$|x,yl Z},ondez={ 0} E{1}-{0,1}*
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Nas duas primeiras codificaces, o par (2, 3) € representado respectivamente por
aabbb ou por $11$111%. No terceiro caso, usamos a representacdo bindria dos dois
elementos do par, de forma que (2, 3) corresponde a $10$113$.

A Unica propriedade exigida de uma codificacdo, € que deve ser definida por
uma bijecdo. Tomando L; como exemplo, a cada elemento de Nat® corresponde
exatamente um elemento de Li=L[a*b*], e vice-versa. Ja que existe a codificacdo,
para mostrar que Nat” é r.e., basta mostrar que L1 é r.e., o que pode ser feito neste
caso observando que L1 éregular.

Exercicio 7.3: Construa maquinas de Turing que aceitem as linguagens Ly, L, eLs.

Sugestdo: Como as linguagens sdo regulares, construa afd’s, que podem entdo ser
transformados em mT’ s que nunca se movem para a esquerda.

Para representar um procedimento qualquer com uma mT precisamos permitir
a geracdo de cadeias de saida, uma vez que a fita da mT funciona como memaria e
como dispositivo de entrada/saida. As cadeias geradas como saida de um
procedimento devem ser escritas na fita. Isto vale para o caso de um procedimento
gerador, que enumera uma linguagem infinita, e que portanto ndo pode parar (veja
Exemplo 7.3), ou para um procedimento que calcula uma fungéo que transforma
cadeias de entrada em cadeias de saida (veja Exemplo 7.2).

Exemplo 7.3: Vamos descrever a mT M que enumera os elementos de Nat?,
codificados usando elementos de L;. Note que M ndo recebe nenhuma entrada. As
diversas cadeias geradas estardo separadas por $'s.
1. Inicialmente, M escreve $$ na fita, enumerando o par (0, 0).
2. Para cada cadeia x=db' ndo considerada nafita,
M acrescenta no fim da fita a cadeia ax$xb$ = d ™ b'$ab ™,
correspondente a enumeragdo de (i+1, j) ede (i, j+1).
Em seguida M marca a cadeia db' como ja considerada.

O contetdo dafitade M, ap6s alguns passos, seria
$PapbSaababbabsbbPacabaab$

onde $ marca a separacdo entre as cadeias ja consideradas e as ainda néo
consideradas. O processo se repete indefinidamente. Observe que € necessario
conhecer a codificagdo, para identificar quais os elementos de Nat® que foram
enumerados.

A construcdo da maquina completa fica como exercicio.

Exercicio 7.4: Descreva mT's que enumeram Nat® de acordo com as outras duas
codificagdes consideradas.

Exemplo 7.4: Vamos construir M, umamT que soma dois nUmeros em unario, ou sgja
um procedimento que implementa a soma unaria. M recebe como entrada uma cadeia
A daforma $x$y$, em que x e y sdo cadeias de 1's, representando dois naturaisi e j
em un&rio. Ao fina o resultado z (a cadeia de 1's que representa i+j) deve ficar na
fita, delimitado por $'s; para “remover” quaisquer caracteres que ndo facam parte de
z, usaremos o simbolo X.

A idéia é a seguinte:
substituimos o segundo $ por 1;
substituimos o ultimo 1 por $;
substituimos o terceiro $ por X.
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Assim, com entrada $11$1113, representando as parcelas 2 e 3, teremos

$11$111$ [%* $111111$ [%* $11$11$$ [%* $11111$X

Ignorando o X, esta Ultima cadeia € a representacéo do resultado 5. Outro exemplo
seria 0+0=0, em que a entrada $$$ deveria ser transformada em $$X.

A méguina de Turing pode ter estados { A, ... F} sendo A inicia e F final, com as
seguintes transi ¢coes.

A$BS$R

B1B1R BS$CI1R

C1C1R C$D$L

D1E$R

ESFXR

de maneira que para a entrada $11$111$ teriamos a seguinte computacao:
A$11$111$ [¥2 $B11$111$ [%2 $1B1$111$ [¥2 $11B$111$ % $111C111$
[% $1111C11$ |3 $11111C1$ |34 $111111C$ [% $11111D1$ |34 $11111$ES
[¥ $11111$XF

ou sgja, 2+3=5. Semelhantemente, para a entrada $$$ teriamos
ASSS [¥2 $BSS [ $1CS |3 $D1S [¥2 $PES ¥4 $EXF
ou sgja, 0+0=0.

Exemplo 7.5: Seja descrever uma mT M, gue soma dois nimeros em binério, ou sgja
mais uma mT que implementa o procedimento soma. M recebe como entrada uma
cadela A da forma $x$y$, em que x e y sdo cadeias de O's e 1's, representando dois
naturaisi e j em binério. Vamos supor que o resultado z (a cadeia que representa i+j)
deve ficar no fim da parte escrita, com delimitadores especiais. $$z$3$. (Antes do
primeiro $$ fica o "lixo" resultante das computacdes.)

O plano de execucéo de M é o seguinte:

M “decora’ um bit de x, soma com o bit correspondente de y e escreve no fim
da fita o bit correspondente de z. Se houver um “carry” (“vai-um”), este deve ser
considerado da préxima vez. Este processo € repetido até que os bits de x ou de 'y
estejam todos marcados. A partir deste ponto, sO os bits da outra cadeia sdo levados
em consideracdo, até serem todos marcados. Note que os bits de z estdo sendo gerados
na ordem invertida, de forma que a sentenca no fim da fita é efetivamente z°. Para
terminar, os bits de z sdo copiados um a um, a partir do Ultimo, para o fim da fita,
onde a cadeia z € construida.

Note que os bits decorados e o0 carry devem ser anotados em estados especiais
para cada combinacdo de valores. Os conteldos da fita em aguns pontos da
computacdo estdo mostrados a seguir, para a soma 3+7=10.

$11$111%
$1x$11x$0
Pxx$1xx$01
Pxx$xxx$010
SxxPxxx$0101
PXXPXXXxP010x$$1
FxxPxxx$01xx$$10
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PxxPxxx$0xxx$$101
PXXEXXXPXXXX$$1010
EXXPXXPXXXX$P1010$$

Outra possibilidade € a seguinte: usamos técnicas semelhantes as do Exemplo 7.2 e do
Exercicio 7.2, para as conversdes de binario para unario e vice-versa; a soma pode ser
feita em unario. Neste caso, podemos ter conteldos de fita, em alguns instantes da
computacao, Como 0s seguintes:

$11$111% 3=11,; 7-111,
Pxx$111$111$ 3=111;
PxxPxxx$111$1111111% 7=11111114
PxxPxxx$1111111111$x 10=1111111111,

BXXBEXXXPXXXXXXXXXXPXPL010F 10 = 1010,

A efetiva construcdo da méaguina, por uma das duas maneiras mencionadas, fica como
um exercicio.

7.4 - Técnicas para a construcao de maquinas de Turing

Vamos apresentar a seguir algumas técnicas de construcdo de mT's. Em
virtude do interesse apenas tedrico das mT's, apenas algumas maguinas muito
pequenas sdo efetivamente construidas. 1sso se deve ao fato de que a construcéo de
uma mT pode ser extremamente trabalhosa. Assim, hormamente é feita apenas uma
descricdo da maquina, como fizemos nos exemplos 7.3 e 7.5. Vamos examinar agui
algumas técnicas, que podem ser usadas para efetivamente construir mT's, mas que
sd0 mais frequentemente usadas em descri¢des de mT's. Vamos apresentar também
algumas modificacbes do modelo basico, que ndo ateram a capacidade de
computacdo damT.

1. anotacao de informagdes no controle finito. A mT pode mudar de estado para
guardar uma informagdo adicional. Por exemplo, a mT pode decorar o simbolo
gue encontrou em uma posi¢ao, para mové-lo para outra, ou para comparé-lo com
outro simbolo em outra posi¢ao.

2. copia e verificacdo de simbolos, possivelmente em ordem inversa. Uma mT pode
decorar e marcar simbolos em uma parte A (devidamente demarcada) dafita, para
alguma acdo em outra parte B (também devidamente demarcada) da fita O
simbolo decorado em A pode ser copiado em B, ou pode ser comparado com
outro simbolo em B para verificar se duas cadeias sdo iguais. Se em A comegamos
pelo ultimo simbolo, e em B pelo primeiro, a operacdo se da na ordem inversa.

3. Mudltiplas trilhas. Podemos incluir no alfabeto G simbolos que sgjam tuplas de
outros simbolos. Por exemplo, G pode conter pares de elementos de S. Esta
construcdo permite simular a existéncia de vérias trilhas na fita. Por exemplo,
usando triplas como simbolos, (ai, b1, ¢1) (a, by, C2) ... (an, by, Cn) pode ser vista
como uma cadeia de n simbolos (que sdo triplas) ou pode ser vista como a
combinacdo de trés cadeias, uma em cadatrilha: & &...a, bib,...b,, e ciCs...ch.

A situacdo esta representada na figura abaixo, onde podemos ver a cadeia de triplas,

.. | (a1, bl,cl) [(a2,02,c2) |.. |(an,bn,cn) | ...
ou, alternativamente, trés trilhas separadas.
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al a2 an
bl b2 bn
cl c2 cn

Em aguns casos, queremos verificar aguma condi¢cdo sobre uma cadeia x, 0 que
usuamente destr6i a cadeia, mas, para aguma findidade, a cadeia deve ser
preservada. Podemos construir uma copia de x na “outra’ trilha, simplesmente
trocando cada simbolo g de x por (&, &). Se X = aj&...a,, entdo x pode ser substituido
por (au, &) (2, &) ... (an, a&). Uma das copias pode ser destruida no processamento, e
ao final x € recongtituido a partir da copia salva na outra trilha.

4. Subrotinas. Podemos considerar que qualquer agdo para a qual uma mT foi
construida (ou descrita) pode ser usada na construcéo de outra mT, em que a agéo
€ desgjada como parte do processamento. Basta para isso incluir uma copia dos
estados e transi¢des da subrotina. Se quisermos fazer varias chamadas, entretanto,
sera necessario dar novos nomes aos estados, para isolar uma chamada da sub-
rotina das demais.

5. Fita infinita nos dois sentidos. Se for interessante, podemos considerar que a fita
da mT se estende de forma ilimitada também para a esquerda da posic¢do inicial.
Para a simulagdo de uma mT com fita infinita nos dois sentidos, bastaria
considerar uma fita semi-infinita com duas trilhas, cada qua representando uma
das "metades’. Podemos anotar no controle finito em qual das duas metades da
fitaamT esta no momento, e ignorar a outra metade.

Por exemplo, se o contetido da fita“infinita’ é

[ as | & | & | & [ & | & | a |

podemos usar uma fita semi-infinita para representar 0 mesmo contetido:

(=) a1 (=2 (28]
aj ap as as
Ou sgja, por
(a,a1) | (aar) | (was) | (as,as) |

6. Varias fitas. Podemos considerar uma mT com varias fitas, a que podem ser
atribuidas funcdes diferentes, caso desgjado. Por exemplo, podemos considerar
que a maguina tem uma fita de entrada, uma fita de saida, e uma ou mais fitas de
memoria. A smulacdo de umamT com n fitas pode ser feita em uma mT com um
fita SO, cujos simbolos sdo tuplas, que contém todos os simbolos de todas as fitas,
e marcas com as posi ¢oes de todas as cabegas.

7. Maquinas de Turing ndo deterministicas. Para definir uma maquina nédo
deterministica, devemos considerar uma funcdo d que pode oferecer mais de uma
possibilidade de transicdo, a partir de cada configuragdo. Uma mT néo
deterministica pode ser simulada por uma mt deterministica. Isto sera descrito a
Seguir.

Definicdo. Uma maquina de Turing ndo deterministica M pode ser definida por uma

tuplaM =<K, S, G d, i, F>, onde K € um conjunto (finito, ndo vazio) de estados, G é
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o afabeto (finito) de simbolos dafita, Si Gé o alfabeto de simbolos de entrada, d € a
funco detransicdio, i I K éoestadoinicial, e F i K é o conjunto de estados finais.

A funcéo de transicdo d € um mapeamento d: K~ G® P(K™~ G {L, R}). Todos os
valores de d sdo conjunto finitos.

Configuragdo. Da mesma maneira que para uma mT deterministica, uma
configurag&o de umamT é uma cadeia xgy, emquexy I G+ é o contetido da fita, sem
incluir nenhum dos brancos que existem a direita, e i K é o estado corrente.
Semel hantemente, a configuracdo inicial paraaentrada x é ix, e uma configuracéo xfy
éfina seoestado f €final.

Mudanca de configuragdo. A definicdo da relagdo “mudanca de configuracéo”, |%4,
nédo oferece surpresas:

movimento para adireita
se (p, b, R) d(q, a), entdo xqay |3 xbpy
caso particular: se (p, b, R)I d(g, &), ent&o xq |¥ xbp

movimento para a esquerda:
se (p, b, L)I d(q, &), entdo xcoay [% xpcby
caso particular: se (p, b, L)1 d(q, &), entdo xcq |3 xpch

Naturalmente, se d(qg, 8)=A, nenhuma configuracéo pode ser alcancada a partir
de uma configuracdo xgay, e a maquina para. Caso particular: se a configuracéo for
Xq, amaquina para quando d(q, a)=/&

Linguagem reconhecida por uma mT ndo deterministica. A linguagem aceita, ou
reconhecida por umamT M é definida por

L(M) ={ xT S* |ix [3* yfz,ondefl F}

A aceitacdo se da quando o estado final é atingido, ndo interessando em que
ponto da fita esta a cabega, se hé possibilidade de continuar a partir desse ponto, ou se
ha outras configuracfes ndo finais atingiveis com a mesma entrada. Como nos outros
casos em que definimos méquinas ndo deterministicas, SO nos interessa saber se existe
ou ndo a possibilidade de atingir um estado final.

Exemplo 7.6. A mT a seguir é ndo deterministica. A linguagem aceita por essa
maguinaé{ xx | xi {0,1}* }.

AOBxR A1CxR A3KXR
BOBOR BODyL B1B1R
COCOR C1C1R C1DyL
DODOL D1D1L DxExR  DyDyL
EOFXR E1GxR EylyR
FOFOR F1F1IR FyHYR
GOGOR GI1GIR GylyR
HODyL HyHyR
11DyL lylyR

JYR  JKxR

A escolha ndo deterministica € feita em dois estados, B e C. Em ambos os casos, trata-
se de adivinhar qual o primeiro simbolo da segunda metade da cadeia xx. No caso do
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estado B este simbolo € um O; no caso do estado C, trata-se de um 1. Os demais
simbolos sdo apenas conferidos nos estados H e I. Abaixo, um exemplo de
computagao:

A11011101 xC1011101 x1C011101 x10C11101 x101C1101
x10D1y101 x1D01y101 xD101y101 Dx101y101 XE101y101
xxG01y101 xx0G1y101 xx01Gy101 xx01yl101 xx01DyyO01
xx0D1yyO1 xxD01yyO1 xDx01yyO1 xXEO1lyyO1 XxXxXF1lyy01
XXx1Fyy01 Xxx1yHyO01 xxx1lyyHO1 xxx1yDyy1l xxx1Dyyy1l
XxXxD1lyyyl xXDx1lyyyl XXXElyyyl XXXXGyyy1l XXXXylyy1l
XXXXYYly1l XXXXYyyl1 XXXXyyDyy XXXXyDyyy XXXXDyyyy
XXXDXyyyy XXXXEyyyy XXXXYJyyy XXXXYYJyy XXXXYYYJy
XXXXYYYYJ XXXXYYYYXK

Teorema 7.1. Os modelos deterministico e ndo deterministico da méguina de Turing
s80 equivalentes.

Dem. Basta mostrar como simular uma mT ndo deterministica M em uma mT
deterministicaM’. A fitade M’ contera diversas configuragdes de M. Se alguma delas
for fina, M’ aceitara sua entrada. O simbolo $ sera usado como separador de
configuragoes.

1. Inicialmente, M’ encontra na sua fita a entrada x de M. Acrescentando marcas e 0
estado inicial i de M, M' escreve na fita a configuragéo inicial de M para x, Co=iX, de
formaque afitade M’ contém $Co$.

2. Para cada configuracéo C ndo considerada na fita, M' constréi no fim da fita, as
configuracBes atingiveis a partir de C, separadas por $. Se M tem m opcles de
escolha, e as configuragdes atingiveis séo C;, Cy, ... Cy, neste passo a cadeia
$C13C$... $C3 € acrescentada no final dafita

3. Se alguma das configuracdes de M construidas por M’ for final, M' para e aceita a
entrada.

Para construir as configuracBes, observamos que no méaximo trés simbolos sdo
alterados, quando se passa de uma configuracdo C para uma configuracdo C' em um
passo. Ou sgja, boa parte do trabalho de construcdo de C' é simplesmente um trabalho
de cépia.

Exercicio 7.5. Construa uma méaquina deterministica que aceite a linguagem do
Exemplo 7.6, sem usar a construcao sugeridano Teorema7.1.

7.5 - Linguagens tipo 0 e conjuntos recursivamente enumeraveis

Vamos agora caracterizar a classe de linguagens aceitas por mT's, mostrando
gue se trata da mesma classe de linguagens geradas por gramaticas (tipo 0), ou sgja,
viatese de Church, que a classe dos conjuntos recursivamente enumeraveis € idéntica
a classe das linguagens tipo 0. Este resultado sera objeto dos dois teoremas a seguir.

Teorema 7.2: Toda linguagem tipo O € recursivamente enumeravel.
Demonstracdo. Segja L uma linguagem tipo 0. Seja G uma graméticatal que L = L(G).
Vamos descrever a construgdo de umamt M, ndo deterministica, que aceitaL(G).
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M ignora sua entrada, e escreve $S$ no fim da fita Em seguida, M simula uma
derivacdo em G escolhendo e aplicando n&o-deterministicamente uma regra em cada
passo. Para isso, escolhida a regra a® b, M encontra (n&o-deterministicamente) uma
ocorréncia de a e substitui esta ocorréncia por b. Quando esta derivacéo tiver como
resultado a cadeia x, M terd em sua fita duas cOpias de x que devem ser comparadas.
Neste ponto M passa para um estado final.

Uma outra possibilidade de construcéo de M € através de uma mT deterministica, que
em vez de "adivinhar" as regras a serem usadas, testa todas, sucessivamente.

O proximo resultado é a reciproca do teorema acima.
Teorema 7.3. Toda linguagem recursivamente enumeravel étipo 0.

Demonstragdo. Seja L uma linguagem r.e. Portanto, L € aceita por alguma mT
(deterministica) M. Vamos mostrar que L étipo 0, construindo uma gramética (tipo 0)
G que aceita L. Uma derivagcdo em G simula uma computacéo de M, e tem o seguinte

aspecto:
SP *ix$x b * yfz$x b * x

A partir do simbolo inicial S, derivamos uma cadeia da forma ix$x, onde i é o estado
iniciad de M, de forma que ix é a configuracdo inicia de M com entrada x. A
simulacdo da computacdo de M serd feita a partir dessa configuracdo inicial. A
segunda copia de x fica inalterada até o final. A cadeia x contém apenas simbolos do
alfabeto de entrada de M, que sdo os terminais de M; o separador $ e os simbolos de
estados de M sdo ndoterminais de G. Para esta fase as regras de G podem ser obtidas

adaptando as regras de uma gramética sensivel ao contexto de { xx | xI S*},
acrescentando os simbolos ndoterminaisi e $.

A segunda parte,
iX$x b * yfz$x

simula a computagdo de M com entrada x. Para isto, as regras de G s80 construidas a
partir das transicoes de M. Para cada valor d(g, a@), G tem uma ou mais regras que
simulam a mudanca de configuracdo. Se d(q, a) = (p, b, R), basta uma regra € ga® bp.
Sed(q, @) = (p, b, L), ha necessidade de umaregracga® pcb para cada simbolo ¢ do
afabeto da fita. O fim da fita de M é identificado pela presenca do separador $.
Portanto, quando M & um branco, o separador $ é alcangado, e transi¢cBes em que um
a é envolvido tem regras correspondentes das formas g ® pb$ e cg$ ® pchb$.
Supondo que x pertence a L(M), uma configuragdo fina yfz sera eventuamente
alcancada, com ix |%4* yfz. Portanto, em G, ser& possivel a derivacao ix$x b * yfz$x,
onde f € um estado final.

Na ultima fase, os restos da computacéo de M sdo removidos, restando apenas a copia
ndo usada da cadeia x. Para obter yfz$x b * X, G tem regras f® X para cada estado
final f. O ndoterminal X pode ser visto como um “apagador” usando regrascX ® X e
Xc ® X para cada simbolo ¢ do alfabeto da fita, e X$ ® e, podemos eliminar todos
o0s vestigios da simulagdo, e ficar apenas com a cadeia x.

Por construcdo, G gera x se e somente se M aceita x. Para a construcéo da primeira
parte de G, veja 0 exercicio abaixo.
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Exercicio 7.6: Sgja S um afabeto qualquer, e s§aS' = S E { i, $ }. Considere a
linguagem L' no alfabeto S', dadapor L' ={ ix$x | x T S'* }. Mostre que L' é sensivel
ao contexto, construindo umagsc paral'.

Nota: na demonstracdo do teorema anterior, i € $ sGo ndoterminais.

Este capitulo foi escrito a partir de uma versdo inicial escrita com a colaboragdo de Luiz Carlos
Castro Guedes
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