Capitulo 6:

Linguagens livres de contexto e autdbmatos de pilha
José Lucas Rangel, maio 1999

6.1 - Introdugéo.

Os aceitadores, ou reconhecedores, das linguagens livres de contexto s&o 0s
chamados autématos de pilha ou ap's. Usaremos aqui 0 modelo mais geral de ap, o ap
ndo deterministico, ou apnd, que consiste basicamente de um autbmato finito ndo
deterministico, com uma memoria adicional, em forma de pilha. Numa pilha,
simbolos novos s6 podem ser acrescentados no topo da pilha; apenas o ultimo
simbolo armazenado, o simbolo que se encontra no topo da pilha pode ser consultado;
esse simbolo deve ser retirado para que os demais possam ser al cangados.

Neste capitulo vamos provar que a classe de linguagens reconhecidas pelos
apnd's é exatamente a classe das |c.

6.2 - Autdmatos de pilha ndo deterministicos

Definicdo. Definimos um autdmato de pilha ndo deterministico (apnd) como uma
construgdo (tupla) A =<K, S, G d,1i, I, F >, formada pelos seguintes elementos:

K - conjunto (finito) de estados
S - afabeto de entrada
G- dfabeto dapilha
d - funcdo de transicéo
dK” (SE{e}) G® PK &)
I - estado inicid
il K
| - simbolo inicial dapilha
1T G
F - conjunto de estados finais
FI K
O dfabeto G contém os simbolos que podem ser armazenados na pilha, ou
sgja, empilhados. Para simplificar a especificagdo da funcdo de transicdo d,
consideramos que a cada passo, um simbolo € lido (e retirado) do topo da pilha, €, no
mesmo passo, uma sequéncia de comprimento qualquer pode ser empilhada. Assim,
se gueremos retirar um simbolo do topo da pilha, basta que a sequéncia a ser

empilhada seja a seqiiéncia vazia e. Por outro lado, se quisermos manter o simbolo do
topo da pilha, ele deve ser re-empilhado.

Escolher de forma n&o deterministica, uma opcéo (p, a) 1 d(qg, a Z) quer dizer
gue a partir do estado g, lendo a da entrada, e lendo Z do topo da pilha, uma transicéo
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possivel para A terd como préximo estado p, e a sequéncia a serd empilhada, depois
daremocéo de Z da pilha.

Da mesma forma que num autdmato finito ndo deterministico (afnd), temos a
possibilidade de executar uma transicdo sem avancar na leitura dos simbolos da
entrada, e essa agdo € representada pela leitura da cadeia vazia e. Por essa razéo, 0
segundo argumento de d pode ser e, além de poder ser um simbolo de S.

Usamos P(K © G*) para representar o conjunto poténciade K~ G*, ou sgja o
conjunto de todos os subconjuntos de K © G*. Como se trata agui de um conjunto
infinito, é necessario especificar que, em qualquer caso, d(g, a, Z) serd sempre um
conjunto finito, de forma a manter finita a descri¢céo do apnd A.

Para descrever 0s passos de uma computagdo realizada por um apnd,
utilizamos configuragdes [g, y, g T K =~ S* “G. Os trés elementos de uma
configuragdo s30 o estado corrente g1 K, a parte da entrada ainda a ser lida, y 1 S*,
e o contetido g G* da pilha. Por convencao, o topo da pilha fica & esquerda, isto é, o

primeiro simbolo de g é considerado como sendo o simbolo do topo da pilha. A
configuragdo inicial correspondente aentrada x é[i, x, 1].

Vamos definir a relagdo mudanca de configuracgao, representada por [¥% ou
por ¥ a, se quisermos explicitar o apnd A considerado. Para isso utilizamos a fungdo
de transicdo d. Suponha uma configuracd [q, ax, Zg), com (p, a) 1 d(qg, a 2).
Escolhida esta opg¢éo, o proximo estado sera p, e a cadeia a deve ser empilhada, apds
aleiturade Z. Assim, podemos passar da configuracéo [q, ax, Zg|para a configuracéo
[p, X, ag], em que o estado passou a ser p, 0 "simbolo" a da entrada e 0 simbolo Z da
pilha foram lidos, e a sequénciaa foi empilhada. Ou sgja,

e (pa)l dg a2z)
entdo [q, ax, Zg| [¥ [p, X, ad]

Temos duas situagdes em que se pode dizer que um apnd aceita sua entrada,
gue correspondem a duas defini¢oes independentes do que se entende por linguagem
reconhecida por um apnd. A primeira € semelhante & usada nos afnd: o apnd aceita se,
apos ler sua entrada, o estado é um estado final; a segunda é mais caracteristica dos
apnd: o apnd aceita se, apods ler sua entrada, a pilha esta vazia. Assim, podemos
definir alinguagem de um apnd A (a linguagem aceita, ou reconhecida por A) de duas
maneiras diferentes:

aceitacdo por estado final:
Le (A)={ xT S*|[i,x, ] |3%* [f,e d,comfl Fedg G qualquer}
aceitacdo por pilhavazia
Lov (A) ={ xT S*|[i, x, 1] |34* [f, &, €], com gl K qualquer}
S8, portanto, duas as definic¢bes de configuracdo final:
[0, & d éuma configurac3o final para aceitagdo por estado final seql F;
[0, & g €uma configuragdo fina para aceitagdo por pilhavazia, seg=-e.

No primeiro caso, 0 contelido g da pilha é irrelevante; no segundo caso, 0
estado g € irrelevante. Note-se que o0 conjunto de estados finais F de um apnd A ndo é

Linguagens Formais, J. L. Rangel, 6-2



utilizado na definicdo da linguagem que A aceita por pilha vazia. Por essa razéo
costumarse, neste caso, fazer F = A, sem perda de generalidade.

Um ponto importante a observar é gque, no caso gera, as linguagens L«(A) e
Lov(A) podem ser distintas.

Exemplo 6.1: Sgaoagond A =<K, S, G d,1i, I, F>, com
K={0,1,2} i=0
S={a b} | =X
G={X,A} F={2}

A funcéo d:{0,1,2}  {ab,e}” {X,A} ® P({0,1,2}" {X,A}*) é dadapor
d(0, a X) ={(0, AX)} d(1, b, A)={(1 )}
d(0, a A) ={(0, AA)} d(1, e X) ={(2, X)}
d0, b, A) ={(1 &)}

Convencionamos, neste exemplo, e nos seguintes, que o valor da fungdo d, para as

combinagles de valores ndo especificadas, € sempre o conjunto vazio £ No caso
presente, portanto,

d(0, b, X) =d(0, & X)=d (0, e, A)=d (L a X)=d (L, aA)=d (L b, X)
=d(LeA)=d2aX)=d(2 aA)=d(2 b X)=d(2 b, A)
=d(2,eX)=d(2 e A) = /£

Suponhamos agora que a entrada do apnd A é x=aaabbb. A configuracdo inicial
correspondente é [0, aaabbb, X]. A partir dessa configuragdo, 0s seguintes passos sao
possivels:

[0, aaabbb, X] [% [0, aabbb, AX] [%4 [0, abbb, AAX] [% [0, bbb, AAAX]
[ [1, bb, AAX] [% [1, b, AX] % [1, & X] [ [2, & X]

A Ultima configuragdo indica que o estado fina 2 foi atingido e que toda a entrada foi
lida. Podemos assim dizer que aaabbb T Le(A).

Se examinarmos o funcionamento de A para a entrada acima, e, através da fungdo d o
funcionamento para as demais sequéncias em { a, b}*, podemos verificar:

o primeiro simbolo deve ser um a
0 nUmero de as deve ser igual ao deb's.
apo6s o primeiro b, nenhum outro a pode ser aceito.

apos o ultimo b, uma transicdo-e leva A para uma configuragdo em que o
estado € 2, e nenhuma transi¢do adicional € possivel.

Portanto, L (A) = { d b | j31 }. Por outro lado, nenhuma das transicdes prevé a
retirada de X do fundo da pilha, de forma que Lp/(A)=/A
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Exemplo 6.2: Sgaoagond A =<K, S, G d,1i, I, F>, com

K ={0, 1} i=0
S={a b} | =X
G={X, A} F=/A&
sendo afuncdo d:{0,1} " {ab,e}” {X,A} ® P({0,1}  {X,A}*) dada por:
d(0, a X) ={(0, A)} d(, b, A) ={(1, &)}
d(0, a A) ={(0, AA)} d(1 b, A)={(1, &)}

Com entrada aaabbb, 0s seguintes S0 passos possiveis.
[0, aaabbb, X] |%4 [0, aabbb, A] |%4 [0, abbb, AA] |34 [0, bbb, AAA]
[%2 [1, bb, AA] |34 [1, b, A] |34 [1, € €]
Como toda a entrada foi lida e a pilha esté vazia, temos aaabbb T Ly (A).

Examinando o funcionamento de A, podemos verificar que Lp,(A) ={ d b |j321}, ou
sgja, que a linguagem aceita por pilha vazia por este autdmato de pilha é idéntica a
linguagem aceita por estado final pelo autdbmato do exemplo anterior. Por outro lado,
F=AEfaz com que L«(A)=A

Exercicio 6.1: Construa um autbmato de pilha A que aceita a linguagem dos dois
exemplos anteriores, simultaneamente, por pilha vazia e por estado final, ou sgja,
construaum apnd A tal que L«(A) = Lp(A)={ab'|i3 1}

Exemplo 6.3: SgaaglcGo=<N, S, P, S>,comN =<{E, T, F},
S={+"%*(), a, P, E> S=E e P composto pelas regras:
E® E+T|T
T® T*F|F
F® (E)|a
O apnd A, aseguir, aceita L (Gy), por pilhavazia
A=<{q}, S,NES, d, g, E, £>,
sendo d dada por:
da. & E) ={(a, E+T), (q, T)}
d(a. e T)={(a, T*F). (q, F)}
d(a. & F) ={(a, (B)). (a, &)}
da, +,+)=d(a,*,*)=d(q,(.()=d(q),)) =d(a a a ={(q €)}

De acordo com a especificagdo da funcdo d acima, vemos que ha dois tipos de

transigBes possiveis neste apnd, conforme o simbolo de NE S que aparece no topo da
pilha:
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se 0 simbolo do topo da pilha € um ndoterminal de Gy, nenhum simbolo da entrada
é lido, e ha uma possibilidade para cada regra do naoterminal.

O apnd A depende do n&o-determinismo para escolher entre as diversas
possibilidades aquela que corresponde a regra de Gp usada no passo
correspondente numa derivacao esquerda da entrada x.

se 0 simbolo do topo da pilha é um terminal de Go, € 0 mesmo simbolo € lido da
entrada.

Esta transi¢éo sd pode ser feita se a escolha (ndo-deterministica) das transicdes do
primeiro tipo foi feita de forma correta para a entrada.

Por exemplo, para a entrada (a+a)* a, temos a derivagao esquerda
EP Th T*FP F*Fb (E)*FP (E+T)*Fb (T+T)*FP (F+T)*F
P (a+T)*Fb (atF)*Fb (ata*Fb (atd)*a

A mesma seqliéncia de regras € usada, e passos dos dois tipos sdo intercalados, de
acordo com a natureza do simbolo que aparece no topo da pilha:

[q, (a+a)*a E] [%4 [q, (a+a)*a, T] %4 [q, (a+a)*a T*F] %4 [q, (a+a)*a F*F]
% [a, (a+a)*a (E)*F] [%4 [q, ata)*a E)*F] %4 [q, ata)*a, E+T)*F]
%4 [0, ata)*a, T+T)*F] %4 [q, ara)*a, F+T)*F]
%2 [, a+a)*a a+T)*F] [¥4 [q, +a@)*a +T)*F] [%2 [q, @*a T)*F]
%2 [q, @*a F)*F] |74 [q, @*a, &*F] ¥4 [q, )*a )*F] [%4 [, *a *F]
% [0, a F] [%2 [q, & @ [% [q, &, €]

(Usamos aqui colchetes para representar as configuracOes, para evitar confusdo com
os paréntesesde S.)

Veremos posteriormente que € possivel construir, para qualquer glc G, de
forma semelhante a utilizada neste Ultimo exemplo, um apnd que aceita L(G) por
pilhavazia.

6.3 - Equivaléncia das duas formas de aceitacao

Mostraremos agora que as duas formas de aceitagdo sd0 equivalentes, no
sentido de gque definem a mesma classe de linguagens. Naturalmente, isto ndo quer
dizer que para 0 mesmo apnd A as linguagens L«(A) e L (A) sdo iguais. A idéia aqui
équeselL =Lg(A), entdo existe um apnd B (possivelmente diferente de A) tal que
Lw(B) =L, evice-versa

Teorema 6.1 Para qualquer apnd A, existe um apnd B tal que B aceita por estado
final a mesma linguagem que A aceita por pilhavazia

Dem.: Sgjaoapnd A =<K, S, G d, i, |, F>.

DefinaB =<K E {i', f}, S, GE{I'}, d, i', I', {f} >, com d dada por
d(i', e 1Y ={G, 11}
paraqgl K, al SE{e}, Zl G d(qg, a Z) =d(q, a Z)

paraql K, d(qg, e I') ={(f', &)}
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A idéiafundamental da construcéo de B € que, com entrada X,

B passa de sua configuragdo inicia [i', x, '] paraa configuragdo [i, x, | I'], idéntica
a configuracdo inicial de A, exceto pelo simbolo |I' acrescentado no fundo da
pilha;

B simula todas as transi¢cOes de A (exceto pela presenca de I' no fundo da pilha), e
guando A atinge uma configuragdo [q, e, €], indicando a aceitacdo de x, B atinge a
configuragdo [q, €, I'], com apenas o simbolo I' na pilha;

B passa entdo dessa configuragdo para a configuragdo [f', e, €], que indica a
aceitacdo da entrada x.

Esquemati camente, temos:

configuracOes de A configuracdes de B
[i, %, 1

[i, x, 1] [i, %, 11

[9. 27 [9, 2 1]
[, 27

Portanto, se A aceita x por pilha vazia, B aceita x por estado final. Para a
reciproca, observamos que A pode esvaziar a pilha sem completar a leitura de sua
entrada x, atingindo uma configuragéo [q, Y, €], com y! e, que ndo € uma configuragcdo
final. Simulando A, B pode atingir configuracfes [q, v, I'] e [f', y, I'], mas esta Ultima,
apesar do estado final, ndo € uma configuragdo de aceitacdo, pela mesma razéo
anterior.

Teorema 6.2: Para qualgquer apnd A, existe um apnd B tal que B aceita por pilhavazia
amesma linguagem que A aceita por estado final.

Dem.: SgaA =<K, S, G d, i, 1, F>.
DefinaB =<K E {i',d}, S, GE{I}, d, i", I', ££>, com d' dada por
d@', e 1IN ={@,11}
paraqgl K, al SE{€}, Z1 G d(q, a Z) =d(q, a 2)
parafl F, Z1 GE{I'}, d(f, e Z) = {(d', Z)}
paraZl GE{I},d(d, e Z) ={(d, e)}
A idéiafundamental da construcéo de B € que, com entrada X,

B passa de sua configuragdo inicia [i', x, Il paraa configuragdo [i, x, | I'], idéntica
a configuracdo inicial de A, exceto pelo simbolo |I' acrescentado no fundo da
pilha;

B simula todas as transi¢cOes de A (exceto pela presenca de I' no fundo da pilha), e
guando A atinge uma configuragéo [f, e, g, indicando a aceitacéo de x, B atinge a
configuragdo [f, e, g'], com o simbolo I' acrescentado no fundo da pilha;
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B passa entdo dessa configuragdo para a configuracdo [d', e, d'], preparando-se
paraesvaziar apilha, paraindicar a aceitagdo da entrada x.

A Unica agdo possivel no estado d' é a remocéo do simbolo do topo da pilha, de
forma que B atinge finalmente a configuracéo de aceitacéo [d', €, €].

Esquematicamente, temos

configuracOes de A configuracdes de B
[i, %, 1
[i, x, 1] [i, %, 11
[f.ed [f.e d7
[d'. e d]
[d, e I
[d', e €

Portanto, se A aceita x por estado final, B aceita x por pilha vazia. Para a reciproca,
observamos que A pode esvaziar a pilha sem aceitar sua entrada x, atingindo uma
configuracdo [q, y, €, com gl F, que ndo é uma configuragdo final. Simulando A, B
pode atingir a configuracdo [q, y, I'], mas, como g ndo é final, o estado d' ndo pode ser
atingido, e l' ndo pode ser removido da pilha.

6.4 - Equivaléncia das classes de linguagens definidas por apnd's e
glc's

Esta secdo mostra que os apnd's reconhecem exatamente as lIC's, isto €, as
linguagens definidas por glc's. Devido aos resultados da secdo anterior, basta

considerar aqui uma forma de aceitagdo, no caso, a aceitagdo por pilha vazia. O
primeiro resultado corresponde ao Teorema abaixo.

Teorema 6.3: SejaL umallc. Entdo existe um apnd que aceita L por pilha vazia.

Dem.: SeL é umallc, entdo exisseumaglc G=<N, S, P, S> ta que L=L(G). A
demonstracdo € feita através da construcdo de um apnd A que aceita L por pilhavazia
a partir da gramética G, de forma semelhante a utilizada em um dos exemplos vistos
anteriormente.

O apnd em questdo tem apenas um estado: A = <{q}, S, NES, d, g, S>, com d como
se segue:

para cada ndoterminal A, se asregras de A sGo A® a3, A® a,, ... A® a,, temos
d(q1 € A) :{ (ql al)! (q! a2)’ (q! an) }
para cadaterminal a, temosd(qg, a,a) ={ (g, €) }.

A provade que Lp,(A) = L(G) se baseia na relagdo entre uma computacdo de A (uma
sequéncia de configuracbes sucessivas de A) que aceita uma cadela X, € uma
derivac@o esguerda da mesma cadeia X. Deixamos como exercicio completar os
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detalhes da demonstracdo. O Exemplo 6.3 permite ver, para um caso particular, a
correspondéncia entre os passos da derivacdo de uma cadeia x em G e as
configuragBes assumidas por A até a aceitacdo de Xx.

O segundo resultado corresponde ao Teorema 6.4. A demonstragdo encontrada
na referéncia citada anteriormente difere ligeiramente da apresentada aqui.

Teorema 6.4: Se L é uma linguagem aceita por pilha vazia por um apnd A, entdo L é
umallc.

Dem.: o teoremadecorredos Lemas 1 e 2 a seguir.
Lema 1: Para cadaapnd A, existe um apnd B satisfazendo as duas condi¢oes:

Lov (B) = Lo (A).

B s6 tem um estado.
Dem.: SgaA =<K, S, d,i, I, >. Vamos construir o apnd equivalente

B=<{u},S G, d,uX,£>comG={X}E (K GK).
Como o estado do apnd B ndo contém nenhuma informac&o (é sempre u), durante a
simulacéo de A por B, ainformagdo sobre o estado de A deve ser anotada na pilha de
B. A primeira vista, bastaria anotar 0 estado s; de A no topo da pilha de B, no
momento do empilhamento de um simbolo Z, juntamente com esse simbolo: [si, Z].
Entretanto, neste caso, quando Z fosse desempilhado, toda a informagdo sobre o
estado de A se perderia. Por essarazéo, vamos anotar também, com cada simbolo Z, o
estado s;, 0 estado assumido por A quando esta particular instéancia de Z for

desempilhada. Note que se Z € substituido por outro simbolo Z', 0 mesmo estado s,
serd descoberto quando Z' for retirado.

Os simbolos do afabeto G sdo triplas [s1, Z, S ], com um simbolo Z de G e dois
estados s; € . O simbolo X de B serd usado apenas como simbolo inicial, e ndo
precisa ser tratado da mesma forma.

Assim, a cada simbolo Z s8o acrescidos dois estados s; € s,: S1 Seré 0 estado de
A gquando esta ocorréncia de Z aparecer no topo; s, sera o estado de A quando o
simbolo do topo passar a ser aquele imediatamente abaixo de Z. Para garantir a
correcdo da simulacdo de A, dois simbolos [s, Z1, S ] €[Ss, Z2, &4 ], que aparecam em
posi¢Oes consecutivas na pilha de B, devem sempre satisfazer a propriedade s, = ss.
Assim, quando Z, se tornar o estado do topo, o estado serd s, aquele estado previsto
(de forma néo deterministica) por ocasido do empilhamento de Z;.

Adicionalmente, se apilha sd contem um simbolo [s;, Z, S, ], S sera o estado de A em
que a pilha ficard vazia. A definicdo da funcdo de transicdo d' de B garante estas
propriedades:

transicdo geral:
Se (G Z1Z2 ... Z) 1 d(q, a 2),
entdo (U, [0y, Z1, Q][0 Z2, Q] -+ [Ony Zny Onea]) T (U, @ [Q, Z, Cnea]),
para quaisquer valoresde qp, ..., gn escolhidos em K.

caso particular n=0:

Se (0w, €)1 d(g, a 2), entdo (u,€) T d(u, a [g, Z, aul)-
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inicio da simulagéo:
paracadaql K, (u,[i,1,q)1 d(u, e X).

Note que B prepara a simulagdo, colocando na pilha de B um simbolo [i, I, q], com a
seguinte informagdo: o estado inicia i de A, o simbolo inicia | de A, e aindicagdo de
gue eventualmente, quando a pilha se tornar vazia, o estado sera o estado g. O estado
g € escolhido de forma ndo deterministica, razéo pela qual todas as possibilidades
estéo previstas no caso do inicio da simulagéo.

O restante da demonstragdo consiste em mostrar que a cada computagéo de A
corresponde uma computacdo de B, e vice versa, de forma que A e B aceitam a
mesma linguagem por pilha vazia. Novamente, os detalhes sdo deixados como
exercicio.

Exemplo 6.4: Sgaoapnd A =<K, S, G d, i, |, £>, com K={0,1}, S={a, b} e
G={l, a, b}, sendo d dada pela tabela a seguir. Cada linha descreve um elemento (p, a)
de d(q, a, Z). Aslinhas estdo numeradas para referéncia posterior.

O 0O ~NO OIS, WN P

=
o

ole|oT|e|—|olw| oo |—|—|N
Pk Rk r|o|ojojo|ololo
oo |0 ST 88 o|w

PP OOOO0O00|0|0|0Q
| |®D|(D|D|T|T|||ITD|D

[ —
[ —

O apnd A é essencialmente ndo deterministico, e aceita por pilha vazia a
linguagem { xx® | x T {a b}* }. Lembramos que x indica a cadeia reversa ou
refletida de x: se tivermos X = X1Xa...Xn, €ntdo XX = Xq...XoX1.

Vamos construir o apnd B que deve aceitar por pilha vazia a mesma
linguagem. TemosB =<{ u}, S, G, d, u, X, A£>, onde

G={X,[01,0][01,1],[1,1,0],[1,1,1],]0, & 0], [0, a 1],
[1.80],[1,a1],[0,b 0] [0 b, 1],[1,b,0][1b,1] },
e d édescrita pelatabelaa seguir:

g| a Z p a comentarios
ul e X u [O, I, O] iniciagdo

u [0, 1, 1]
ulajl[01,0 |u [0, & Q] 1
ulaj 01,1 |u [0, & 1]
ulb] [010 | u [0, b, O] 2
ulb|[01,1 |u [0, b, 1]
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g| a Z p a comentarios
ulaj|l[0a0 |uj[0,a0][04a0 |3

u | [0,a1][14a0]

[0,a1] | u|[0a0][0a1]

ul[0al]flal]
ulall[0b0Q | uj[0a0][0Db0 |4

u | [0,a1][1b0
ulaljll0b1 | uj[04a0]][0b,1]

u | [0,a1][1 b, 1]
ulb|[0a0 |u|[0bO0][0&a0 |5

u | [0,b,1][1, 4 Q]
ulb|[0al] | ul[0bQ]]0a1]

u | [0,b, 1][1, 4 1]
ulb|[0bO0 | ujl0b0[0b0O |6

u | [0,/b 11 b0
ulb|[0b1 | ujl0bOQ]IO,b,1]

u | [0,b 1][1,b,1]
ul el 01,1 |u e 7
ulel|[0a0 |u [1,a 0] 8
ule|[0al |u [1, & 1]
ulel[0b0Q |u [1, b, O] 9
ulell0b1 |u [1, b, 1]
ulajll[lLal |u e 10
ulalillb1 |u e 11

A Ultima coluna indica a associagdo das linhas da tabela de d' com as linhas da tabela
ded.

Suponhamos agora que as maquinas A e B recebem como entrada x = aabaabaa.
Vamos mostrar as configuragdes assumidas pelas duas méquinas, durante a andlise de
X.

A B

[u, aabaabaa, X]
[0, aabaabaa, ]| [u, aabaabaa, [0, 1, 1]]
[0, abaabaa, al | [u, abaabaa, [0, a, 1]]
[0, baabaa, ad) | [u, baabaa, [0, & 1][1, & 1]]
[0, aabaa, baa] | [u, aabaa, [0, b, 1][1, & 1][1, & 1]]
[0, abaa, abag] | [u, abaa, [0, & 1][1, b, 1][1, & 1][1, & 1J]
[1, abaa, abag] | [u, abaa, [1, & 1][1, b, 1][1, & 1j[1, 3 1J]
[1, baa, baa] | [u, baa, [1, b, 1][1, & 1][1, & 1]]
[1, aa, aal | [u, aa [1,a 1[1, & 1]
[1, & a|fu a [1, & 1]]
[1, e g | [u, e €]

Como se pode ver, cada terceira componente de simbolo da pilha de B
corresponde exatamente ao estado de A, no momento em que o simbolo (ou aguele
gue o substituiu) é retirado da pilha.
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Lema 2: Se 0 apnd A tem apenas um estado, L, (A) éumallc.

Dem: SgaA =<{u}, S Gdul A£>um apnd com apenas um estado u.
Construimos umaglc G tal que L(G) = Ly (A):

G=<N,S P, 1>
sendo as seguintes as regras de P:
se(u, g1 d(u, a Z), entdo Ptem umaregraZ ® ag.

A demonstracéo consiste na verificacdo de que a cada computagdo (sequéncia de
configuragdes) de A, corresponde uma derivacgao (esquerda) de G.

Exemplo 6.5: Considere o apnd B do Exemplo 6.4. A gramética G pode ser construida
COMO Se Ssegue;

X® [0,1,0] |[O0, I, 1]

[0,1,0] ® a[0, a Q]

[0, 1,1] ® a0, a 1]

[0,1,0] ® b[O, b, O]

[0,1,1]® b0, b, 1]

[0,8 0] ® a[0,a 0] [0,a0] | a[0,a 1] [1,a (]
[0,8 1] ® a[0,3 0] [0,a 1] | a[0,a 1] [1,a 1]
[0,b,0] ® a[0,a 0] [0,b,0] | a[0, a 1] [1, b, O]
[0,b, 1] ® a[0,a 0] [O,b,1] | a[0, & 1] [1, b, 1]
[0, 0] ® b[0,b,0][0,80] | b[0,b,1][1,a0]
[0, 1] ® b[0,b,0][0,a 1] | b[0,b,1][1, & 1]
[0,b,0] ® b[0,b,0][0,b,0] | b[O, b, 1] [1, b, O]
[0,b,1]® b[0,b,0] [0,b,1] | b[O, b, 1] [1, b, 1]
[0,,1]® e

[0,a 0] ® [1, 40

[0,.81]® [1,a1]

[0,b,0] ® [1, b, 0]

[0,b,1] ® [1, b, 1]

[1,8 1] ® a

[1,b,1]® b

Assim, podemos derivar x=aabaabaa, pela derivacdo correspondente as
computacOes de A e de B vistas no exemplo anterior:

Xpb [0,1,1] b a[0,a 1] P aal0,4a 1] [1, & 1]
P aab[0,b,1][1 4 1] [1, & 1]

P aabal0,a1][1,b1][1,a1][1a1]
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aaball,a1][1,b1][1 & 1][1, & 1]
aabaall,b, 1] [1 & 1] [1, & 1]
aabaab|[1,a 1] [1, & 1]
aabaaball, a 1]

U U U U

P aabaabaa

Exercicio 6.3: Verificar se a gramética acima tem regras indteis, isto &, regras que
nunca sdo usadas na derivagao de alguma sentenca da linguagem.

Um assunto que ndo serd discutido neste capitulo é a definicdo de um
autdbmato de pilha deterministico (apd), a partir do qual sdo definidas as linguagens
deterministicas. Esta classe € um subconjunto proprio da classe das (de todas as) lIc's.
A importancia das linguagens deterministicas, pode ser deduzida do fato de que todas
as linguagens de programagdo sdo tratadas como linguagens deterministicas pelos
compiladores.

(maio 99)
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