Capitulo 9: Linguagens sensiveis ao contexto e autdmatos
linearmente limitados.

José Lucas Rangel

9.1 - Introducéo.

Como ja vimos anteriormente, a classe das linguagens sensiveis ao contexto
(Isc) é uma classe intermediaria entre a classe das linguagens recursivas e a classe das
linguagens livres de contexto (lIc). Ja vimos anteriormente que a classe das lic esta4
propriamente contida na classe das Isc's: como aplicagdo do Lema do Bombeamento,
provamos que alguns exemplos de linguagens geradas por gramaticas sensiveis ao
contexto ndo sdo lIc's.

Neste capitulo, queremos apresentar os autdmatos linearmente limitados, uma
classe de maguinas de Turing cuja operacao € restringida, de forma a aceitar apenas as
Isc's. Adicionamente, queremos mostrar que a inclusdo da classe das Isc's na classe
das linguagens recursivas € propria, através de um exemplo de linguagem recursiva
gue ndo € umalsc.

9.2 - Autbmatos linearmente limitados.

Um autbmato linearmente limitado (all) € uma maguina de Turing ndo
deterministicaA =<K, G 'S, d, i, F>, que satisfaz certas restri¢oes:

- dois simbolos especiais, um marcador esquerdo [ e um marcador direito ],
sdo incluidosem G,
quando [ é lido, a méquina ndo pode se mover para a esquerda, nem
escrever um simbolo distinto de [;
quando ] é lido, a méquina ndo pode se mover para adireita, nem escrever
um simbolo distinto de].
[ e] ndo podem ser escritos em nenhuma outra situagéo.

Supondo que a fita de um al contém inicialmente uma sequéncia da forma
[ x ], estas restrigbes fazem com que o all ndo possa abandonar a regido entre os dois
marcadores [ e ], nem apaga-los ou mové-los. Portanto, todas as computacdes de um
all devem ser feitas no espaco gque originamente contém sua entrada x.

Como javimos anteriormente, é possivel definir uma fita com k trilhas, €, num
trecho da fita de comprimento n, podemos armazenar kn simbolos. Esta é a origem do
nome "linearmente limitado": o al pode manipular em sua fita informagdo com
tamanho limitado por uma funcéo linear do tamanho de sua entrada.

Definimos configuracoes e transicOes para um al da mesma forma que para
uma mT. Entretanto, a configuragdo inicial associada a entrada x T S* éi [ x ].
Definimos a linguagem de um all A, por

L(A)={x] S*|i[x]Ps*[afb],comfl F}

Exemplo: Vamos descrever informamente um al A que aceitaalsc { x x | xI S* },
sendoS={ab}.

Iniciamente, a fita de A contém [ y ]. Em seguida, A marca o primeiro
simbolo dey, e o primeiro simbolo da segunda metade de y, que verifica ser igual ao
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primeiro. (A posicdo iniciadl da segunda metade é escolhida de forma ndo
deterministica) A seguir, 0 processo se repete com os demais simbolos das duas
metades, marcando o primeiro simbolo ndo marcado da primeira metade e o primeiro
simbolo ndo marcado (igual) da segunda metade, até que nenhum simbolo néo
marcado reste nafita

Atingido este ponto, A verificou que o ponto escolhido como inicio da
segunda metade era o correto, porque havia um nimero igual de simbolos nas duas
metades, e além disso, que os simbolos correspondentes das duas metades eram iguais
em todos os casos. Portanto, a cadeia de entrada y pertence a linguagem, e pode ser
aceita por A, que passa para um estado final, onde para.

Exercicio: Construa um all que aceite alinguagem {x x | xI S*}, onde S = {a, b}, em
todos os detal hes.

9.3-All'selsc's

Vamos agora provar dois teoremas que mostram que a classe das linguagens
aceitas por al's ndo deterministicos e a classe das linguagens sensiveis ap contexto
(Isc's) séo idénticas.

Teorema 9.1: Toda Isc é reconhecida por um al ndo deterministico.

Dem.: SgjaL umalsc, e G umagsc que gera L. Vamos mostrar como construir um all
A, que aceita L(G). Para verificar que xi L(G), A simula uma derivacdo SP *x em
suafita.

Primeiro, observamos que, se G tem umaregraS® e, A deve aceitar a entrada vazia,
identificada pelo contetido de fita []. Este caso deve ser tratado especialmente, porque
aderivacdo SP e ndo pode ser simulada sem um espaco de comprimento pelo menos
IS = 1.

Para considerar as demais entradas X = X1 Xz ... Xn, A iniciadmente divide sua fita em
duas trilhas, copiando x na primeira trilha, e preparando a segunda para smular uma
derivagdo de x. Para representar as duas trilhas, vamos usar pares de simbolos, de
forma que

(20, b1) (22, b2) ... (&, bn)

representa uma fita com duas trilhas, que contém, respectivamente, aa&...a, €

Inicialmente, afitade A contém
[ X2 X2 ... Xn].
Dividindo afita em duas trilhas, temos
[ (X1, S) (X2, &) ... (Xn, &) ]
Na segunda trilha, que contém inicialmente Sa...a, A simula uma derivagdo em G,
sem alterar o conteldo da primeira trilha, escolhendo as regras de forma néo
deterministica. Supondo-se, naturalmente, que xi L, uma derivaco de x pode ser
simulada, e ao final da simulacdo, a fita contera duas cdpias de X, uma em cadatrilha:
[ (X1, X1) (X2, X2) ... (Xn, Xn) ]

Neste ponto, A verifica que o contelido da primeira trilha € idéntico ao da segunda, e
passa para um estado final.
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A idéia central da demonstracéo é a de que, como G € uma gsc, as formas sentenciais
intermediérias entre S e x, na derivacdo S b * X, tem todas comprimento menor ou
igual ao de x, e podem portanto ser escritas na segundartrilha.

Nota: a demonstracdo acima usa o fato de que o al A é ndo-deterministico de forma
essencial, e essa hipétese ndo pode ser retirada, pelo menos de forma simples. Na
demonstracdo, apenas uma forma sentencial é construida a cada vez, sendo a escolha
da regra e da maneira de sua aplicacdo feita de forma ndo-deterministica. A
verificagdo final de que a cadeia x foi obtida, verifica a correcéo da escolha. (Escolhas
erradas ndo poderiam derivar x, e portanto ndo levariam a aceitagdo.)

No caso de um all deterministico, entretanto, isto ndo seria possivel, e seria
necessario, em principio, examinar todas as formas sentenciais possiveis, até o
comprimento n da entrada, como foi feito no algoritmo usado para demonstrar que
todas as linguagens sensiveis ap contexto sdo conjuntos recursivos. N&o é possivel,
entretanto, considerar todas as formas sentenciais simultaneamente por causa da
restricdo de espago, porque o nimero de formas sentenciais de comprimento menor
ou igual a n pode ser exponencial em n. Uma outra alternativa seria tratar uma forma
sentencial por vez, e anotar apenas o caminho percorrido durante a derivacdo da
forma sentencial corrente (que regras foram aplicadas em que pontos, por exemplo),
de forma a recuar (backtrack) posteriormente, se a cadeia x ndo for atingida, para
voltar e considerar as aternativas restantes. Isto também ndo é possivel, pois o
comprimento do caminho também pode ser exponencial em n.

Como esta demonstracéo ndo pode ser adaptada para o caso deterministico,
pelo menos de forma simples, e nenhuma outra demonstracdo alternativa foi
descoberta, o problema da equivaléncia das classes das linguagens aceitas por al's
deterministicos e al's ndo deterministicos € um problema ainda em aberto.

Teorema 9.2: Toda linguagem aceita por um all é umalsc.

Dem.: Sgja A um al (ndo deterministico). Para aceitar uma entrada x, A realiza uma
computagao
i[x]Pa*afb

onde i é o estado inicial, e f um dos estado finais de A. Vamos construir uma gsc G
gue simula esta computacéo em cada derivacdo. Note, entretanto, que uma derivacéo
de x em G deve partir do simbolo inicial S, e terminar com X, e que a computacdo
acima sO pode ser iniciada apos a definicdo de x. Usando simbolos nédo terminais da
forma (a, b, c, d), podemos simular quatro "trilhas":

aprimeiratrilha guarda uma copia de x, que ndo sera aterada;

a segunda guarda outra copia, que serd usada na simulacao;

aterceiraguarda o estado corrente e a posi¢céo da cabeca, durante a

simulagéo;

a quarta tem as marcas gque indicam as extremidades da fita.
A derivacdo se ddem vérias fases:

fase 1: SP * (X1, X1, i, [) (X2, X2, &, ) ... (Xn, Xny &, ])

Nesta primeira fase, sdo geradas as duas cOpias de X=X1X»...X,, € € preparada a
configuragdo inicial, com o estado i na primeira posi¢ao.

José Lucas Rangel — Linguagens Formais — 9-3



fase 2: (X1, X1, 1, [) (X2, X2, & &) ... (Xn, Xn, &, ])
P*(Xy,zna )Xo 22,8 @) ... XmyZm, T,d) ... (Xn, Zny &, ])

Na segunda fase, é feita a simulacéo de A até que uma configuracdo final afb sga
obtida, com a = z12;...Zn1 € b = ZmZme1... Zn.

fase3: (X1, 2, &, [) X2, 22, 4, @) ... Xmy Zm, T, Q) ... (Xn, Zny & ]) P * X1Xo... Xn

Na Ultima fase, a partir dos simbolos em que o estado (a terceira componente) é final,
é feita a substituicdo, de forma a deixar apenas os simbolos da primeira "trilha’.

Os deta hes da construcéo da gramatica ficam como exercicio parao leitor.

9.4 - Uma linguagem recursiva que ndo é sensivel ao contexto.

Vamos agora apresentar uma linguagem L., definida a seguir, que € recursiva,
mas ndo é uma Isc. Para definir L, vamos iniciamente supor uma enumeracéo das
gsc's, Go, Gi, Gy, ..., limitadas a0 caso em que o afabeto dos terminais contém
apenas 0 e 1. Como feito anteriormente com méaquinas de Turing, essa enumeracao
pode ser baseada na codificacdo das graméticas em cadeias em um alfabeto adequado.

Apenas para fixar as idéias, podemos supor que os simbolos ndoterminais sao
codificados como n, n|, n||, ..., sendo o ndoterminal inicial indicado apenas por n.
Dessa forma, para codificar uma graméticaG = <N, S, P, S >, ndo ha necessidade de
incluir na codificacdo de uma gramatica o conjunto S de seus terminais (O e 1 podem
ser representados ssmplesmente por 0 e 1), o conjunto de ndoterminais N (sempre
representados por n, n|, n||, ..., ou o simbolo inicia S (codificado como n). Basta
assim apenas codificar as regras da gramética, que podem ser separadas por #.

Com isso, o afabeto pode ser D = {0, 1, n, |, ®, #. Como fizemos na
enumeragdo das maquinas de Turing, a enumeracdo deve eliminar as cadeias de D*
gue ndo correspondem a gsc's, e substitui-las por alguma gsc, por exemplo e, que
representa a gsc "vazia', que ndo tem nenhuma regra, € que gera a linguagem vazia
yi

Para cada gramética G;, é possivel construir uma mT que sempre para e que
reconhece a linguagem de G;. Sgja M; a mT construida a partir de G;. Portanto, a
enumeracaéo Mo, M1, My, ... inclui mT's que aceitam todas as Isc's.

Defina a linguagem L por
L ={ x | M; ndo aceitax; }
Fato: L érecursiva
Dem.: Note que, por construcao, todas as maquinas M; aceitam conjuntos recursivos,
e param para todas suas entradas. L é aceita por umamT M que
- apartir de suaentrada x, M determinai tal que x=x;, e constréi uma
representacéo de M;.
simula M; com entrada x;.

M aceita x=x; se e somente se M; ndo aceitax;, ou sgja, se M;, com entrada
Xi, paraem um estado que ndo é final.

Fato: L ndo é umalsc.

Dem.: Por contradi¢do. Suponha que L é umalsc. Neste caso, L tem uma gsc G=G;, e
€ aceita pelamaquinaM;: L = L(G)) = L(M;). Mas entdo
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xil LU M; ndo aceitax; U x1 L(M) U xT L,
estabel ecendo uma contradicdo. Concluimos, portanto, que L ndo é umalsc.

As duas propriedades acima estabelecem que a classe das linguagens sensiveis
ao contexto esta propriamente contida na classe das linguagens recursivas.

(julho 99)

José Lucas Rangel — Linguagens Formais— 9-5



