Linquagens Formais

Capitulo 4: Autdbmatos finitos e expressoes reqgulares

—com Luiz Carlos Castro Guedes
4.1 - Introducao

Neste capitulo estudaremos uma maquina (um procedimento aceitador, ou
reconhecedor), chamada autémato finito (af). A palavra finito € incluida no nome para
ressaltar que um af sO pode conter uma quantidade finita e limitada de informacdo, a
qualquer momento. Essa informagdo € representada por um estado da méaquina, e sb
existe um nimero finito de estados.

Essa restrigdo faz com que o af sgja severamente limitado na classe de linguagens
gue pode reconhecer, composta apenas pelas linguagens regulares, como mostraremos
neste capitul o.

Duas versdes do af sdo estudadas agui: o af deterministico (afd) e o af ndo
deterministico (afnd). Este capitulo mostra que uma linguagem regular pode ser definida
de quatro formas:

através de uma gramatica regular (definicéo);

através de um afd que reconhece a linguagem;

idem, através de um afnd;

através de uma expressao regular, um mecanismo a ser introduzido com essa
expressa finalidade.

4.2 - Autdomato finito deterministico

Como observado acima, a informacéo que um af guarda sobre a entrada (mais
precisamente sobre a parte da entrada ja lida) é representada por um estado, escolhido
em um conjunto finito de estados. A definicdo formal de automato finito, na sua versao
deterministica é dada a seguir.

Definicdo. Um Autdmato Finito Deterministico (afd) M, sobre um afabeto S € um
ssema(K, S, d, i, F), onde

K € um conjunto de estados finito, ndo vazio;

S é um alfabeto de entrada (finito)

d: K" S® K éafuncéo detransicdo

il K éo estado inicial

Fi K é o conjunto de estados finais.

O nome deterministico faz referéncia ao fato de que d € uma funcdo (também
chamada fungdo proximo-estado), que determina precisamente o proximo estado a ser
assumido quando a méguina M se encontra no estado g e 1€ da entrada o simbolo a o
estado d(q, a).
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De forma simplificada, podemos dizer que um afd aceita uma cadeia se, partindo
do estado inicial, e mudando de estado de acordo com a fungdo de transi¢ao, o afd
atinge um estado final ao terminar de ler a cadela. Uma das maneiras de visualizar o
funcionamento de um afd é através de um controle finito que |1€é simbolos de uma fita de
entrada (onde se encontra a cadeia de entrada), sequencialmente, da esquerda para a
direita. Os elementos do conjunto de estados K representam os estados possiveis do
controle finito. A operagdo se inicia no estado inicia i, lendo o primeiro simbolo da fita
de entrada. Por conveniéncia, considera-se que a cabega de leitura se move sobre a fita,
ao contrério do que seria de se esperar.

A Figura 4.1 representa um afd cujo controle esta no estado g, e que estalendo o
guarto simbolo da cadeia de entrada, um b.

a b a b a a a
N—

Controle Finito
estado q

Fig. 4.1 - Autdbmato Finito
Exemplo 1: Consdereo afd M = (K, S, d, i, F), onde temos

K={d0 d1, 02 g3}

S={ab}

i=q0

F={a3}
eondeafuncdo detransicdod: { 90, q1,92,93} " { a b} ® { g0, ql, g2, g3} édada
pelatabela abaixo

d a b
qo ql g2
ql qo g3
02 a3 a0
g3 g2 ql

Alternativamente, podemos representar o afd M por um diagrama de transi¢oes,
ou diagrama de estados, como o da Fig. 4.2. Note que o diagrama de transicOes
determina completamente o automato M, através de algumas convencgoes:

0s estados sa0 0s nos do grafo, ou sgja, K ={ g0, q1, 92, g3 };

o estado inicial éindicado pela seta, ou sga, i = qQ;

os estado finais sdo indicados pelo circulo duplo: g3 é o unico estado final, ou
sga F={ 03},
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as transi¢des sdo as indicadas pelas arestas: d(q0, a) = g1, d(q0, b) = g2,

d(ql, a) = q0, etc, ou sgja, d € amesma fungdo representada pela tabela acima.
Cada estado de um af corresponde a uma determinada informacdo sobre a parte da
cadeia de entrada j& lida. No caso do exemplo, ainformac&o pode ser descrita em frases
curtas, mas isso nem sempre acontece. Para o estado g2, por exemplo, podemos dizer

"se 0 estado atingido € g2,
0 nimero de simbolos ajalidos é par, e
0 numero de simbolos b jalidos é impar”.

(Note que 0 é par.)

Fig. 4.2 - afd para o Exemplo 1

Em resumo, temos:

nimero de as nimero de b's
qo par par
gl impar par
g2 par impar
g3 impar impar

A linguagem aceita ou reconhecida por M (ver definicdo abaixo) é a linguagem formada
pelas cadeias em que os nimeros de as e de b's sGo ambos impares. 1sso se deve ao fato
de que o Unico estado final € g3.

Por exemplo, a cadeia abaa é da linguagem de M, porque, com essa cadeia, 0s seguintes
estados sdo atingidos. g0, g1, g3, g2, g3. Como o ultimo estado é final, a cadeia é aceita.
o}

A linguagem de um afd. Para definir a linguagem L(M), a linguagem das cadeias aceitas
ou reconhecidas pelo afd M, podemos definir inicialmente uma configuragcdo de M como
sendo um par (g, x) T K~ S*, composto pelo estado corrente (0 estado atual da
maquina) e pela cadeia X, a parte da entrada que ainda néo foi lida. Como observado, o
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estado representa a parte ja lida da cadeia de entrada. A configuracdo (i, X) é a
configuracdo inicial de M para a cadela x; qualquer configuragdo (g, € é uma
configuracéo final se g1 F. A mudanca de configuracio ¢ caracterizada pela relacéo
|—, definida abaixo:

(, &) —(p,x) seesomentese d(g,a) =p

ou sgja, setivermos d(q, a) = p, e se M estiver no estado g, lendo um simbolo a da cadeia
de entrada, M movera a cabeca de leitura uma posi¢cdo para a direita e ird para o estado
p. O simbolo a, depois de lido, ndo precisa mais aparecer na configuragdo. Podemos
agora definir alinguagem L(M) por

LM)={xT S"|(i,x) =" (f, €, comfi F}

Como em casos anteriores, |—" indica o fechamento reflexivo-transitivo da
relacdo, no caso a relacdo |— de mudangca de configuragdo, indicando que a
configuragdo final pode ser atingida em zero ou mais passos.

Exemplo 1: (continuag&o) Para mostrar que abaal L (M), basta observar que

(90, abaa) |— (a1, baa) |— (93, aa) |— (92, &) |— (a3, e),
porgue g3 é final. Por outro lado, como

(90, abab) |— (q1,bab) |— (03, ab) |— (a2, b) |—(q0, e),
abab n&o pertencea L(M).

0

Uma caracterizacdo aternativa de L(M) pode ser baseada em uma extensdo d da
funcdo d, feita de forma a aceitar cadeias no segundo argumento, isto € com dominio

K™ S*emvezdeK "~ S. Pode-se definir a nova fungéo d:K” S*® K por
d@e)=q, "qlK
d(q,ax) =d(d(q,a),x), " ql K," xT S*," al S.

Eato: A fungdo d é reslmente uma extensio de d, isto &, sempre que d é definida, d
também é, etem o mesmo valor. Ou sgja, seql Keal S, d(qg, a) =d(q, a).
Dem. Exercicio.
Eato: A funcédo d e arelagdo |— serelacionam por
d(g,x)=p seesomentese (q,X) —" (p, &
Portanto, temos
L(M)={xT S |d(@x)1 F}
Demonstracdo: Exercicio.
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Exemplo 1: (continuago) Para mostrar que abaal L(M), bastaver que
d (0, abaa) = d (q1, baa) = d (g3, a8) = d (q2, & = d (93, &) =31 F

Como d (q, abab) = g0 F, ababi L(M).

Exercicio 1: Mostre que o afd M do Exemplo 1 aceita alinguagem
L(M)={ xT {a b}* | os nimeros de as e de b's em x 30 impares}

Sugestdo: indugdo no comprimento de Xx.

Exercicio 2: Mostre que a defini¢do anterior de d pode ser substituida pela equivalente
d@e)=g, "qlK
d(g,xa) =d(d(q,x),a, " qi K," xT s*," al s.

Exercicio 3: Modifique a definicdo do af M do Exemplo 1, fazendo F= { i, g2 }
Descreva a linguagem aceita por M assim modificado.

Exercicio 4: Descreva alinguagem do afd M dado pelo diagrama de estados da Fig. 4.3.

Fig. 4.3 - afd para o Exercicio 4

Exercicio 5: Descrevaalinguagem do afd M = (K, S, d, i, F), onde K={q0, g1, g2, 3},
S={ab},i=q0,F={ g2}, eddada pelatabela abaixo:

d a b
q0 ql a3
ql g2 q0
g2 a3 ql
a3 g4 g2
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4.3 - Autdomato finito ndo deterministico

Passaremos agora a0 estudo do af ndo deterministico. Em oposicdo ao que
acontece com o afd, afungéo de transi¢céo de um afnd ndo precisa determinar exatamente
qual deve ser o préximo estado. Em vez disso, a fungdo de transicdo fornece uma lista
(um conjunto) de estados para 0s quais a transi¢cao poderia ser feita. Essa lista pode ser
vazia, ou ter um ndimero qualquer positivo de elementos.

Essa possibilidade de escolha entre varios caminhos a serem seguidos nos leva a
modificar a definicdo de aceitagdo. Um afd aceita se "o Ultimo estado atingido é fina";
mas um afnd aceita se "existe uma sequéncia de escolhas tal que o Ultimo estado
atingido é final". Podemos alternativamente imaginar que o afnd "escolhe", "adivinha', o
caminho certo para a aceitacdo, uma vez gque a existéncia de escolhas erradas, que néo
levam aum estado find, é irrelevante.

Exemplo 2: Considere o afnd dado pelo diagrama da Fig. 4.4 e a cadela de entrada
ababa.

Fig. 4.4 - afnd para 0 Exemplo 2

A cadela ababa é aceita, porque uma das possibilidades é a sequéncia de estados O,
ql, g1, g1, g1, g2. Naturalmente, com a mesma cadeia, poderiamos escolher a sequéncia
go, g1, q1, g1, g1, g1, que ndo leva a um estado final. Ou a sequéncia q0, g1, g1, g2,
interrompida, porgque g2 n&o prevé uma transicdo com o segundo b. Mas estes casos em
gue "o automato adivinhou errado” ndo criam problemas para a aceitagéo, porque "existe
um caminho certo".

Este afnd aceita a linguagem das cadeias (de comprimento maior ou igua a 2), cujo
primeiro e Ultimo simbolos sdo a, sendo os restantes quaisquer. (Compare este afnd com
o afd de um dos exemplos anteriores, que aceita a mesma linguagem.)

0

Definicdo. Formamente, um Autémato Finito ndo Deterministico (afnd) M, sobre um
afabeto Séumsstema(K, S, d, i, F), onde

K € um conjunto (finito, ndo vazio) de estados,

S é um alfabeto de entrada (finito),

d: K (SE { e})® P(K) éafuncdo de transicéo,
il K é0 estado inicial,

Fi K é o conjunto de estados finais.
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A notacdo P(K) indica o conjunto "partes’ de K (conjunto poténcia de K, ou, ainda,
"powerset” de K), o conjunto de todos os subconjuntos de K.

Pela definicdo, portanto, d € uma fungdo que aceita como argumentos g e a onde g é
um estado e a pode ser um simbolo de S ou a cadeia vazia e. Em qualquer caso, d(q, a) é
sempre um conjunto de estados, ou sgja, um subconjunto de K.

Setivermos d(q, a) = {p4, Py, ..., Pk}, entendemos que o autdmato M, a partir do estado
g, pode escolher um dos estados pq, Py, ..., Pk Para ser o proximo estado. Se a = g,
nenhum simbolo da entrada é lido; se a! e, 0 simbolo a da entrada é lido. Podemos
considerar 0 caso a=e como correspondendo a transicdes esponténeas: M muda de
estado sem estimulo da entrada. Se tivermos d(q, @) = A, ndo ha transi¢es possiveis a
partir do estado g com o simbolo a.

Definimos configuragdes para o caso do afnd da mesma forma que anteriormente. A
mudanca de configuracéo € dada pela relacdo |—, definida abaixo:

(0, ax) |— (p, x) seesomentese pl d(q, a)

Note gue a pode ser a cadeia vazia, caso em que temos, particularizando,
(0, X) |— (p, X) seesomentese pl d(q, €

Podemos agora definir a linguagem L(M) por
LM)={ xT S"|(i,x) —" (f, &), comfl F}

Exemplo 2: (continuagéo) Temos, para a mesma cadeia ababa de entrada,
(90, ababa) |[— (g1, baba) |— (g1, aba) |— (g1, ba) |— (a1, &) [— (a2, €)
e, portanto, ababal L(M). Temos também o "caminho errado”
(90, ababa) |[— (g1, baba) |— (g1, aba) |— (g1, ba) |— (a1, &) [— (a1, €)
que leva a configuragdo néo final (g1, €), e ndo permite nenhuma conclusao.
Cadeias como bab e abab ndo levam a configuragtes finais e ndo sdo aceitas. Da
configuragdo (g0, bab) nenhuma configuracdo € atingivel; para abab temos:
(90, abab) |— (g1, bab) |— (g1, ab) |— (g1, b) |—(ql, €)
Adicionamente, temos um outro caminho
(90, abab) |— (a1, bab) |— (g1, ab) |— (g2, b)

que também ndo atinge nenhuma configuragdo final. Assim, as cadeias bab e abab ndo
S80 aceitas e ndo fazem parte de L(M).
o}

Exemplo 3: Considere o afnd M da Fig. 4.5. M aceita cadeias da forma c y ¢, onde ¢
pode ser aou b ey pode ser qualquer cadelade aseb's.

A cadela ababa = c¥c = ababa € aceita por M, através da sequéncia de configuractes
abaixo, em que a primeira e a Ultima transi¢des sdo redlizadas através de transi¢des-e.
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(A, ababa) M |é e e adivinha que c=a

|— (B, ababa) M |é ae confere que c=a

|— (C, baba) MIéb

|— (C, aba) M |é ae adivinha que este afaz parte de y
|— (C, ba) MIéb

— (C, @) M Iéae adivinhaque esteaéo Ultimo c
|— (D, €) M I|é e e adivinha que a cadeia acabou

— (1, e M aceita

Fig. 4.5 - afnd para o Exemplo 3

Todas as configuragdes atingiveis (caminhos certos e errados) estdo indicadas abaixo:

(A, ababa)
|— (B, ababa)
|— (C, baba)
|— (C, aba)
|— (C, ba)
—(C.a)
—(C, e -- ndo aceita
I—(D, e
: [— (1, e -- ok! aceital
|— (D, ba)
: |— (1, ba) -- bloqueado
|— (F, ababa) -- bloqueado

0

Exercicio 6: Considere a linguagem composta pelas cadeias no afabeto {a, b} que
contém a cadeia aaa ou a cadeia bb. Ou sgja, alinguagem

L={xyz|xzl {ab}* e (y=aaa ou y=bb)}
Construa um afnd M que aceite L.
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Sugestdo: M adivinha se a cadeia de entrada contém aaa ou bb, e apenas verifica esse
fato.

ox

4.4 - Equivaléncia dos afd's e dos afnd's

Mostraremos nesta secéo que uma linguagem € aceita por um af deterministico se
e somente se ela é aceita por um af ndo deterministico. A classe de linguagens
reconhecidas por afd's e afnd's é a classe das linguagens regulares (ver secéo 4.6).

Teorema: Todalinguagem reconhecida por um afd é reconhecida por um afnd.

Demonstracdo: Exercicio.
Sugestdo: Basta definir um afnd em que a Unica transi¢éo possivel em cada caso é aquela
especificada no afd.

o}
Teorema: Todalinguagem reconhecida por um afnd é reconhecida por um afd.
Demonstragéo: ver Lemas 1 e 2 abaixo.

ox

Lema 1: Toda linguagem reconhecida por um afnd é reconhecida por um afnd que ndo
tem transicOes com e.
Demonstragdo: SgjaM = (K, S, d, i, F) um afnd qualquer. VVamos construir um afnd
M'=(K, S, d,i, F) equivalenteaM, isto é L(M") = L(M). Paraisso vamos "simular" o
efeito das transi¢cbes com e de duas maneiras:
setivermosal S, d(py, €) = p,, e d(p,, &) = q, acrescentaremos ad' uma
transi¢éo de p4 para g com a, ou sgja, acrescentaremos g ao conjunto d'(pq, a);
setivermos d(py, €) = pp, €p, 1 F, acrescentaremos p; aF.
(ver figura abaixo)

a

Isso deve ser feito repetidamente enquanto novas transi¢coes forem acrescentadas ad', e
enguanto novos estados forem acrescentados a F. Apds isso, retiramos de d as transi¢es
com e, e chamamos os resultados de d' e F.

ox

Exemplo 4: Considere 0 afnd M do Exemplo 3 (Fig. 4.5). A construcéo descrita na
provado Lema 1 permite construir o afnd equivalente M' (Fig. 4.6), que ndo tem
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transi¢cOes com e. Note que M' tem estados inGteis. B, F e | passaram a ser inacessiveis a
partir do estado inicial.

Para aceitar a cadeia ababa, as configuragtes de M esté&o natabela a seguir:

Configuracbes de M Configuragtes de M'
(A, ababa) (A, ababa)
(B, ababa)
(C, baba) (C, baba)
(C, aba) (C, aba)
(C, ba) (C, ba)
(C. 8 (C. &)
(D, e (D, e --- find
(1, e --- find

Fig. 4.6 - afnd sem transi¢Oes-e
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L ema 2: Toda linguagem aceita por um afnd sem transi¢cdes com e é aceita por um afd.

Demonstragdo. SgaM = (K, S, d, i, F) um afnd sem transi¢bes com e. Vamos construir
um afd M' = (K', S, d, i', F), equivalente a M, isto €, M' também aceita L. A idéia da
demonstracdo € que os estados de M' sdo conjuntos de estados de M: a cada momento o
estado de M' contém todos os estados em que M poderia se encontrar. Desta maneira,
M' pode seguir ab mesmo tempo todos os caminhos percorridos por M. Temos:

K'= P(K); estados de M' sdo conjuntos de estados de M
i'={i} o estado inicia de M' contém apenas o estado inicial de M
F={Ql K|QCF* £}
os estados finais de M' sd0 0s conjuntos de estados de M
gue contém pelo menos um estado final de M
d:K'" S® K'
A funcdo d' deve cobrir todas as possibilidades: d'(Q, a) deve incluir todos os estados em
todos os conjuntos d(qg, @), paracadag em Q, ou sga,
d¢Q,a)=U d(a.a)
al Q
paracadaal S.A aceitacio nas duas maguinas se da de forma paraela:

M aceitax, etemosem M (i, X) |—* (f, €), comfl F
M' aceitax, e temosem M’ (i', X) |—* (Q,€),comQC F1 A

A ligac3o entre as duas sequéncias de configuragdes é feitapelo estado f T Q.

O restante da demonstracdo consiste na prova de que dada uma das sequéncias de
configuracOes, € possivel construir a outra, e vice-versa.

Observamos que em geral ndo € necessario levar em consideragdo todos os estados de
M', bastando apenas considerar aqueles que sd0 acessivels a partir de i'. Se M tem n
estados, M' tem um méximo tedrico de 2" estados, mas em gera apenas uma fragdo
desses estados é acessivel a partir do estado inicial i'.

0
Exemplo 4 (continuacdo): Podemos construir um afd M" a partir de M', como descrito
na demonstracéo do Lema 2. M" seraequivalente aM (Exemplo 3) eaM".

Temos: i" = { A }. A tabela abaixo mostra a funcdo d". Note que os 251 estados néo
acessiveisapartir de{ A } foramignorados. O afd pode ser visto também naFig. 4.7.

d a b
{A} {C} {G}
{C} {CD} {C}
{G} {G} {GH}
{CD} {CD} {C}
{GH} {G} {GH}

Os estados finais de M" que precisam ser considerados séo, portanto, {C, D} e{G, H},
que contém os estados finais D e H de M'. Para comparac&o, a tabela abaixo apresenta as
configuragdes assumidas por M, M' e M" na aceitagéo de ababa.
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Fig. 4.7 - afd para o Exemplo 4

M M' M"
(A, ababa) (A, ababa) ({A}, ababa)
(B, ababa)
(C, baba) (C, baba) ({C}, baba)
(C, aba) (C, aba) ({C}, aba)
(C, ba) (C, ba) ({C, D}, ba)
(Ca (Ca {Ch.a)
(D.9 (D.9 {C.D}. ¢
(1, €
o)
Exercicio 7: Construaum afd equivaente ao afnd do Exercicio 6.
o)

4.5 - Minimizagao de autématos finitos

Para af deterministicos, é possivel fazer uma minimizagdo: dado um afd M, é
possivel construir um afd M', que é equivalente a M, e que tem o menor nimero de
estados possivel para todos os afd's que aceitam L(M). (Esta construgdo ndo se aplica a
af ndo deterministicos.)

Uma propriedade adicional, que ndo demonstraremos aqui, € que o afd minimo é
unico, exceto pelos nomes dos estados, que podem ser escolhidos arbitrariamente. Ou
sgja, 0 mesmo afd minimo € obtido, a partir de qualquer afd que aceite a linguagem
considerada.
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A maneira de construir o afd minimo é baseada na idéia de estados equival entes,
gue podem ser reunidos em um sb. Dois estados p e q sdo equivalentes quando as
mesmas cadeias levam dos dois estados até a aceitagdo (até um estado final). Temos:

p° g seesomentese
paratodacadeiax | S*,

d(p,x)T Fseesomentesed(q, x)T F
A ultimalinha pode ser substituida por
ou d (p, x) e d (g, X) sGo ambos finais, ou sdo ambos ndo finais.

A relagio © é uma relagio de equivaléncia. Portanto, trivialmente, para estados
p, g e r quaisquer, temos

pep (reflexividade)
sep®qg,entdoqg® p (Smetria)
sep®qeqr,entdopOr (trangitividade)

(Demonstragdo: exercicio.)

O dgoritmo que vamos descrever aqui se baseia no fato de que é mais fécil
provar que dois estados p e g ndo sao equivalentes do que provar que séo. Para mostrar

gue p e g ndo sdo equivalentes, basta achar uma cadela x tal que él(p, x) € find e

él(q, X) ndo é final, ou vice-versa. Dizemos que essa cadela x distingue o estado p do
estado g, e que p e g sdo distinguivels.

As propriedades que vamos usar no algoritmo sdo:
P[ opriedade 1. (Equivaléncia se propaga para a frente.) Sep® g, entdo para qualquer
al S, osestadosp' =d(p, @ eq =d(qg, a) sdo equivalentes.
Dem. Sgjax 1 S* uma cadeia qualquer. Devemos mostrar que p" =d (p,x)e
q'= d (', X) séo ambos finais ou ambos n&o finais.

Sgay = ax. Temos
p*=d(p,x)=d(d(p,a),x)=d(p,ax)=d(p,y)

q'=d(q,x = d(da a x) =d(g a) =d(ay)
Comop®° g, p"eq" sdo ambos finais ou ambos ndo finais.
Propriedade 2. (Distinguibilidade se propaga para tras.) Paraqualquer al S,
sep' =d(p, @ eq = d(g, @ ndo sdo equivaentes, entdo p e g também ndo sdo
equivalentes.

Dem. Se p'e ' ndo sdo equivaentes, existe uma cadeia x que distingue p' e . Ou sgja,
chamando p" = d (p,x)eq" = d (g, x), temos que um deles é fina e o outro ndo.
Fazendoy = ax, temos

p'=d(p,x) =d(d(p,a),x)=d(p ax)=d(py)
q'=d(d,x) = d(d(,a),x) = d(q a) =d(qY)
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evemos quey = ax distingue p eq.

Propriedade 3. (Iniciagdo) Um estado final e um estado ndo fina ndo podem ser
equivalentes.

Demonstragio: Sdampi F,eql F. A cadeiavaziaedistinguepdeq:p=d(p,e 1 F,
eq=d(q el F.

0

Para minimizar um afd M, comegamos por determinar quais s80 oS pares de
estados de M que sdo equivalentes, isto é, que podem ser reunidos em um Unico estado.
Como é mais facil descobrir quais sGo os pares de estados ndo equivalentes,
consideramos que estados p e g S0 equivalentes se Ndo conseguirmos mostrar que séo
distinguiveis (ndo equivalentes). As estruturas de dados usadas pelo algoritmo sio:

para cada par (p, g) de estados distintos,

um vaor booleano marca(p, q), inicialmente com o valor false.

Se marca(p,q) = true, p e q sdo distinguiveis.

uma lista de pares de estados, inicialmente vazia.

Se(r, s) etanalistade (p, g), isto significaquer e s serdo digtinguiveis, sep e
g forem distinguiveis.

Se marca(p, q) = true, dizemos que o par (p, g) estd marcado. Note que o par
identificado como (p, q) € o mesmo par identificado como (q, p), €, portanto, tanto faz
marcar (p, g), como marcar (g, p).

Note que o algoritmo que determina os pares de estados equivalentes é baseado
nas propriedades vistas acima. As listas sd0 usadas para evitar a necessidade de passar
mais de uma vez por cada par de estados. Ao final da execugdo do algoritmo, os pares de
estados equivalentes s80 0s que ndo estdo marcados. A prova de correcdo do agoritmo,
pode ser encontrada, por exemplo, em [HopUII79]1.

Algoritmo. Determinagéo dos estados equivalentes em um afd M.

procedimento mark(p, q);
sep! gentéo
marca(p, q) := true;
para cada par (r,s) nalistade (p, Q)
execute mark( r, s);

1John E. Hopceroft, Jeffrey D. Ullman, I ntroduction to Automata Theory, Languages and
Computation, Addison-Wedley, 1979 - Sec. 3.4, p.68
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{parte principal do algoritmo}
paracadap find,
para cada q ndo fina,
marca(p, q):= true;
para cada par (p, ) ndo marcado,
se existe um simbolo atal que o par (d(p,a), d(g,a)) esta marcado,
execute mark(p, Q)
sendo, para cada simbolo afaga
p' :=d(p, a);
q :=d(q, a);
septge( gt (p.d),
acrescente (p, q) alistade (p', ).

0

O teste da pendltima linha ndo é realmente necessario, e pode ser considerado
COMO uma otimizagao.

Dado M = (K, S, d, i, F), usamos como estados as classes de equivaléncia de °,
obtidas paraM para a construgdo do afd minimo M' = (K", S, d, i', F). Temos:

K'=KP ={[d|ql K}

d:K'" S® K', dadapor d([q], a) =[d(q, a)]

i"=[i]

F={[f]|fT F}

Deixamos como exercicio demonstrar a consisténcia da definicdo de d', isto é, a

demonstragdo de que o resultado da aplicacdo de d' independe da escolha do
representante g da classe de equivaléncia[q].

Exemplo 5: SgjaM um afd com estados A, B, C, D, EeF, sendo A o estado inicial; C e
F s80 os estados finais. Os simbolos de entrada séo a e b, e d como na tabela abaixo. M
aceita as cadelas que tem um numero de as da forma 6n+2 ou 6n+5. Na realidade,
bastaria exigir que o niUmero de as fosse da forma 3n+2, o que corresponde a um afd
com apenas 3 estados, e, por essa razdo, M ndo € minimo, e deve ter estados
equivalentes.

A tabeladetransicdo de M é

MO0 |W|>|a
>Imm[O|O]|m]|o
Mm|OO|w|>]|o

Os pares de estados (representados em ordem alfabética sem o0s parenteses) a
serem considerados séo AB, AC, AD, AE, AF, BC, BD, BE, BF, CD, CE, CF, DE, DF,
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e EF. Néo h& necessidade de incluir pares como AA por causa da reflexividade, nem
pares como BA por causa da simetria: bastaincluir AB.

Vamos aplicar o algoritmo acima para determinar os pares de estados
equivalentes.

(marcacdo dos pares final / ndo final)
marcamos AC, AF, BC, BF, CD, CE, DF eEF.
(exame de cada par ndo marcado)

AB: Temos d(A, a)=B, d(B, a)=C, e BC esta marcado. L ogo, marcamos AB.

AD: Temosd(A, =B, d(D, a)=E, ed(A, b)=A, d(D, b)=D. Como BE néo esta
marcado, incluimos AD nalista de BE. (Note que ndo ha necessidade de
incluir AD nalistade AD.)

AE: Temosd(A, a)=B, d(E, a)=F, e BF esta marcado. Logo, marcamos AE.

BD: Temos d(B, a)=C, d(D, a)=E e CE esta marcado. L ogo, marcamos BD.

BE: Temos d(B, a)=C, d(E, a)=F, ed(B, b)=B, d(E, b)=E. Como CF néo esta
marcado, incluimos BE na lista de CF.

CF: Temos d(C, a)=D, d(F, @=A, e d(C, b)=C, d(F, b)=F. Como AD néo esta4
marcado, incluimos CF nalistade AD.

DE: Temos d(D, a)=E, d(E, a)=F e EF estd marcado. Logo, marcamos DE.

(os pares restantes s&o equival entes)

Os pares marcados aparecem na tabela abaixo:

A
B X
C X X
D X X
E X X X
F X X X X |
A B C D E F

Os pares restantes (ndo marcados) séo AD, BE, CF. Logo,A° D,B° EeC° F.
Naturalmente, aém disso, A © A, D °© A, etc. Note gque as cadeias que distinguem os
pares de estados ndo equivalentes podem ser deduzidas da ordem de marcagdo: para 0s
pares final/ndo final, a cadeia é e. Para 0s demais pares, neste exemplo, a cadeia é a. Por
exemplo, marcamos AB porque BC estava marcado, e porque de A e B passamos com 0
simbolo aparaB e C. A cadeia correspondente a AB € portanto a xe = a.

Podemos agora construir o afd minimo: o conjunto de estados é o das classes de
equivaléncia. Como previsto, tem apenas 3 estados. Temos:

K'={[Al. [B], [C]. [D]. [E]. [F1 } ={ {A, D}, {B, E}, {C, F} }
i'=[A] ={A, D}
F={I[Cl[FI}={C R
Para calcular as transi¢cdes, escolhemos representantes das classes. Por exemplo, como
[A] =[D] ={A, D}, d({A, D}, a) pode ser caculadacomo d( [A], a) =[d(A, a)] =[B]
= {B, E} ou como d( [D], a) = [d(D, @] = [E] = {B, E}. Quaquer que sga o
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representante escolhido, o resultado sera 0 mesmo, porgue, como vimos na propriedade

1, "aequivaléncia se propaga para afrente".

A funcdo de transi¢do pode ser vista na tabela abaixo:

d a b
{A, D} {B, E} {A, D}
{B, E} {C F} {B, E}
{C F} {A, D} {C F}

0

Um resultado interessante, cuja demonstracgéo pode ser encontrada na referéncia
citada, € o de que o afd minimo que aceita uma dada linguagem € Unico, exceto por
isomorfismo. Neste contexto, isomorfismo quer dizer simplesmente re-nomeacéo de
estados: dados dois afd's M, e M, que aceitam a mesma linguagem L, se construirmos os
afd's minimos associados ao dois afd's, encontraremos dois afd's M4" e My' que sdo, na
prética, idénticos: M;' e M,' s0 se distinguem pelos nomes de seus estados. Ou segja, € a
linguagem L que define o afd minimo que a aceita, e o resultado é sempre o mesmo,
independente do afd aceitador de L do qual partimos.

Isso pode ser usado para resolver dois problemas interessantes. Primeiro, se
quisermos determinar se dois afd's M, e M, sdo equivalentes, basta construir os afd's M’
e M, minimos correspondentes. Se M4, e M, forem isomorfos, M; e M, sdo
equivalentes. Segundo, se quisermos mostrar que um afd M dado é minimo, basta aplicar
aM o processo de minimizacdo, e verificar que o resultado M' é isomorfo de M. Isto é
feito no Exemplo 6, onde, adicionalmente, para cada par de estados (p, q) distintos de
M, deduzimos exemplos de cadeias que os distinguem.

Exemplo 6: Vamos verificar que um afd é minimo, aplicando a €le o processo de
minimizac&o, e mostrando que o resultado final é isomorfo do afd inicid. Sgja M o afd
com estados A, B, C, D, E e F, sendo A o estado inicid; e F o Unico estado final. Os
simbolos de entrada so aeb. A tabeladetransicdo de M é

MO0 |W|>|a
>Imm[O|O]|m]|o
Mm|OO|w|>]|o

Aplicando o processo de minimizagéo, temos:
(marcacdo dos pares final / ndo final)

marcamos AF, BF, CF, DF, EF.
(exame de cada par ndo marcado)

AB: incluimos AB nalistade BC;
AC: incluimos AC nalistade BD;
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AD: incluimos AD nalistade BE;

AE: como BF estd marcado, marcamos AE;

BC: incluimos BC nalista de CD;

BD: incluimos BD nalistade CE

BE: como CF esta marcado, marcamos BE; portanto, marcamos AD
(dalistade BE);

CD: incluimos CD nalista de DE;

CE: como DF esta marcado, marcamos CE; portanto, marcamos BD
(dalistade CE) e AC (dalistade BD);

DE: como EF estd marcado, marcamos DE; portanto, marcamos CD
(dalistade DE), BC (dalistade CD) e AB (dalistade BC).

Os pares marcados aparecem na tabela abaixo:

A
B X
C X X
D X X X
E X X X X
F X X X X X |
A B C D E F

(os pares restantes s&o equival entes)

N&o ha pares de estados distintos restantes. Ou sgja, cada estado é equivalente
apenas a e mesmo. O afd minimo é idéntico a M, apenas tem estados {A}, {B}, {C},
{D},{E}, {F}. Ascadeias d(XY) que distinguem os pares de estados XY sao:

d(AF) = d(BF) = d(CF) = d(DF) = d(EF) = e.
d(AE) =axd(BF) =axe=a
d(BE) =axd(CF) =axe=a
d(AD) = axd(BE) =axa=aa
d(CE) =axd(DF) =axe=a
d(BD) = axd(CEF) =axa=aa
d(AC) =axd(BD) = axaa=aaa
d(DE) =axd(EF) =axe=a
d(CD) = axd(DE) =axa=aa
d(BC) = axd(CD) = axaa= aaa
d(AB) = axd(BC) = a xaaa = aaaa

Naturamente, as cadeias d(XY) podem também ser obtidas por inspecdo, sem executar o
algoritmo.

o}
Exercicio 8: Construa um afd minimo que aceite alinguagem L no afabeto S = {3, b},
comL ={ cdxed|c,dl S, xT S*}

o}
Exercicio 9: Construa um afd minimo que aceite 0 complemento da linguagem L do
Exercicio 8.

o}
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4.6 - Equivaléncia entre autébmatos finitos e gramaticas regulares

Um dos resultados que devemos estabelecer neste capitulo € que a classe de
linguagens reconhecidas por automatos finitos é a classe das linguagens regulares. Ja
sabemos, da seco anterior, que a classe das linguagens aceitas por af deterministicos €
exatamente a mesma classe das linguagens aceitas por af ndo deterministicos. Trata-se,
portanto de estabelecer dois resultados simples, expressos através dos Teoremas 4.6 e
4.7, aseguir.

Teorema 4.6: Toda linguagem regular € aceita por um afnd.

Demonstragdo: Seja L uma linguagem regular. Portanto, L = L(G), para aguma
gramaticaregular G= (N, S, P, S). Vamos construir um afnd M = (K, S, d, i, F) que
aceitaalinguagem L(G). Temos. K =N U{f},i=S F={f}. Ou sga, os estados de
M serdo os ndo terminais de M, mais um estado f criado para ser o Unico estado final. O
estado inicial € o simbolo inicial de G. (Note que f deve ser um simbolo novo, para ndo
causar confus&o.)

As transicoes de M sdo dadas pelas regras de G:

Inicidmente, faca d(A, @)= A, paratodos os ndoterminais A e para todos os simbolos a,
eparaa=e. A seguir, paratodas as regras de G,

se GtemumaregraA ® aB, acrescente umatransi¢céo de A paraB com o
simbolo a, ou sgja, acrescente B ad(A, a).

se G temumaregraA ® a, acrescente umatransicdo de A paraf com o simbolo
a, 0u sgja, acrescentef ad(A, a).

se GtemumaregraA ® e, acrescente umatransicdo de A paraf com e, ou sgja,
acrescentef ad(A, e).

Devemos mostrar que, paraqualquer x T S*, M aceitax ssex 1 L(G). A demonstracéo
se completa pela verificagdo de que a sequéncia de configuragoes (S, x) |—* (f, €) em M
corresponde exatamente a sequéncia de passos da derivacdo Sb * x em G.

Exemplo 7: Sejaagramaticaregular G, dada por suas regras.

S® aA|bB
A® aA|bA]a
B® aB|bB|b

que geraalinguagem{ cxc|cl {a b} ex 1 {a b}*}. O afnd descrito na prova do
teorema anterior éeM = ({ S, A, B, f},{a b}, d S { f}) com d dada pela tabela
abaixo.

d e a b
S A {A} {B}
A /E {Af} {A}
B /E {B} {B,f}
f A A A
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Sgja a cadeia x=ababa. A cadela x pertence a linguagem, como se pode ver pea
derivagé@o
Sb aAb aA b abaA b ababA b ababa
A cadeia x também é aceita por M, como se pode ver pela sequéncia de configuractes
(S, ababa) |— (A, baba) |— (A, aba) |— (A, ba) |— (A, @) |— (f, e

Note que os estados e 0s simbolos ndo terminais aparecem na mesma ordem, exceto por
f, que ndo aparece na derivacdo. Os simbolos terminais, entretanto, tem tratamento
diverso: sdo gerados na derivacdo, e aparecem desde sua introdugéo até a cadeia fina, e
sdo consumidos nas transicdes do afnd, aparecendo desde a configuracdo inicial até o
momento de sua leitura

Exemplo 8: Seja a graméticaregular G, dada por suas regras.

S® aA|bA]e
A® aS|bS

TemosL(G) ={ x1 {a b}* | |x| € par }. O afnd descrito na prova do teorema anterior é
M= S A,f},{ab},dS{f}), comddadapelatabelaabaixo.

d e a b

S {f} {A} {A}
A A { S} {S}
f £ i i

Sgaacadelax = abba, de comprimento par. Temos:

SPb aAb aSb abA b abaSh abba
emG,e

(S, abba) |— (A, bba) |— (S, ba) |— (A, &) |— (S, €) | (f, €)
em M.

Teorema4.7: SeL éaceita por um automato finito, entéo L é regular.

demonstracdo: Podemos supor que L é aceita por um afd M = (K, S, d, i, F). Vamos
construir uma gramética regular G para L. A gramatica G = (K, S, P, i) tem como
simbolos ndo terminais os estados de M, e como simbolo inicial o estado inicia i de M.
Asregras de G so dadas pelas transi¢coes e pelos estados finais de M:

sep=d(g,a emM, Gtemumaregraq® apemP.
seqéfina (qT F), Gtemumaregrag® eemP

A demonstraciio é semelhante a anterior: devemos mostrar que, paraqualquer x I S*, M
aceitax ssex1 L(G).

0

Exemplo 9: Sga o afd M = ({qg, 91}, {a b}, d, dg, {a4}), com d dada pela tabela
abaixo.
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d a b

do d d
dy o o

M aceita as cadeias de { a, b} * que tem comprimento impar.

A gramética G correspondente, de acordo com o teroema acima, é

Jo® adqp|bagp
1 ® agp|bgple

Para a cadeia x= ababa, temos
(9o, ababa) |— (g, baba) |— (g, aba) |— (g1, ba) |— (gp, @) |— (93, €)

Jdo P ajq b abqo b abaql b ababqo b ababaql b ababa

4.7 - Expressdes regulares

Vamos agora definir expressao regular. A expressdo regular € a maneira mais
compacta e mais simples de descrever conjuntos regulares, e € usada com essa finalidade
em construcdo de compiladores, editores, sistemas operacionais, protocolos, etc. A
definicdo abaixo é uma definicdo recursiva, e serd usada como base para outras
definigdes, e para as demonstragdes.

Definicdo. Definimos uma expressdo regular (er) em um afabeto S através de ERL V4
ERG6 abaixo:

ER1. Aéumaer.

ER2. eéumaer.

ER3. paracadaal S,aéumaer.

ER4. Sea eb sfoer's, entdo (a Ub) éumaer.
ER5. Seaebsidoe's entdo(a - b) éumaer.
ER6. Sea éumaer, entdo (a*) éumaer.

Naturalmente, a € umaer se e somente se isso pode ser provado a partir de ER1 %2 ERG.
Usualmente, sdo omitidos os parenteses de er's, de acordo com a ordem de precedéncia
*® U® o

e considerando os operadores como associativos a esquerda. Além disso, o simbolo - é
frequentemente omitido.

Exemplo 10: Seja S = {a, b} e seja a expressio regular a = (aUb)* a b b, ou sgja, com
todos os parénteses, a = (((((aUb)*)ea)ob)ob). Mostramos que a é uma er, mostrando
sucessivamente que S8o er's as expressoes a seguir:

1. a de ER3

2. b de ER3

3. (alb) del, 2 e ER4
4. (alp)* de3eER6
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5. (aJb)*oa de4,1eER5
6. (aJb)* oacb de5, 2 eER5
7. (aJb)* oachob de 6, 2 e ER5.

Definicdo. A linguagem L[a] associada a umaer (ou denotada pela er) € definidade
forma recursiva, seguindo a definicéo de er:

ERL. L[A =A&

ER2. L[e] ={€};

ER3. paracadaal S, L[a ={a};

ER4. L[(aUb)] =L[a] E L[b];

ER5. L[(acb)] =L[a] ° L[b];

ER6. L[(a*)] = (L[a])*.

Exemplo 11: Sga a = (alb)*cacbeb, como acima. Podemos determinar a linguagem
L[a] seguindo o mesmo caminho usado para provar que a € umaer.

1. L[a] ={a} de ER3
2. L[b] ={b} de ER3
3.L[aUo] =L[a] E L[b] ={a} E {b} ={a b} del, 2 e ER4
4. L[(aUb)*] = (L[aUb])* ={a, b}* de 3 eERG
5. L[(aUb)*oa] = L[(aUb)*] o L[a] ={a b}*o{a}  de4, 1eER5
6. L[(aUb)*oacb] = L[(aUb)*°a] o L[b] =

={a b}*-{a}-{b} ={a b}*-{ab} de5,2eERS
7. L[(aUb)* cacbeb] = L[(alUb)*cacb] o L[b] =

={a, b} *o{ab}{b} ={a, b}*o{abb} de6, 2 e ER5

Assm, L[a] € alinguagem das cadeias que terminam em abb.
0

Uma outra forma de indicar as mesmas propriedades de pertinéncia vistas acima,
mais adequada para provar a pertinéncia em casos isolados &

ER1. Naoexistexta quex| L[A.

ER2. Sex1 L[g], entiox=e

ER3. SexI L[4 (paraal S), entdo x=a.

ER4. Sex1 L[aUb],entioouxi L[a],ouxT L[b].

ER5. Sex1 L[a - b], entdox=yz,comy1 L[a] e zT L[b].

ER6. Sex1 L[a*], entdo oux=e, oux=yz, comy| L[a] e zT L[a*].

Os casos 1.5 sdo autoexplicativos, para 0 caso 6, basta observar a propriedade
apresentada no Exercicio 10.
Exercicio 10: Mostrar que, para qualquer linguagem L , L* ={&} E (L o L*).

Exemplo 12: Suponhamos que desgjamos provar que x = abaabb T L[a], para a er
a=(alb)* cacbeb, usando as propriedades acima. Os passos intermediérios da prova estdo
indicados abaixo:

1. al L[a
2. al L[aUb] del
3. bl L[b]
4 b1 L[aUn] de3
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5 el L[(aUb)*]

6. al L[(aUb)*] de2e5
7. bal L[(aUb)*] dedeb6
8 abal L[(aUp)*] de2e7?
9 abaal L[(alUb)*-q] de8el

10.  abasb1 L[(alb)*oach] de9e3
11.  abasbbl L[(aUb)*cacbeb] del0e3

Note que cada ocorréncia de um simbolo (a ou b) em x fica associada a uma ocorréncia
do mesmo simbolo em a. No fundo a construgdo da prova de que x 1 L[a] consiste
exatamente na descoberta de uma associacdo adequada. No exemplo acima, a Unica
associacdo possivel esta indicada abaixo, pela numeragdo das ocorréncias de simbolos, na
er e na cadeia considerada:

a = (ag Uby)* agobyobs, x =2 byag agbybs
Em outros casos, podem ser possiveis varias associagOes. Por exemplo, considere o
afabeto S={a, b, c}, aer b = (alb)* » (bvc)* eacadeiay = bb. Neste caso, temos

b= (g Uby* o (b3Ucy*
e podemoster y = by by, ou'y =b, b, ou ainda, y =b3 b3 .
0

Definicdo. Dizemos que duas er's a e b sdo equivalentes se as linguagens a elas
associadas sfo iguais: L[a] = L[b]. A equivalénciaéindicadapor a © b.

Exercicio 11: Mostre que, dada uma er a, € sempre possivel construir uma er b
equivalente aa, de formaque ou b = A, ou b ndo contém o simbolo A&

Sugestdo: considere as equivaéncias
FUa°aUAL°a
Eca®a-E° A
A Ce
o}

Exercicio 12: Mostre que, dada uma er a, é sempre possivel congtruir uma er b
equivalente aa, deformaqueoub =eUg, ou b = g, e gndo contém o simbolo e.

Sugestdo: considere as equivaéncias

eca‘a

(eUa)*° a*

(eUa)ecb°bU(ach)

(eUa)Ub° eU(a Ub)

o}

Exer cicio 13: Suponha a seguinte definicdo: umaer a é ambigua se para algum xi L[a],
existe mais de uma associagdo possivel entre as ocorréncias de simbolos em x e em a.
Sejam as expressoes

b=(@Ub)* o (b Uc)*
g=(aUb)* o (aaUbeb) - (aUb)*
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- Mostre que b e g so ambiguas, de acordo com a defini¢cdo dada.
- Congtrua er's equivalentes ab e g que ndo sgjam ambiguas.

Teorema 4.8: Toda linguagem denotada por uma expressao regular é regular.

Demonstracdo. Seja a uma er qualquer. Vamos mostrar que L(a) é regular construindo
um afnd M(a) que aceita L(a), preparando para uma demonstragdo por indugdo na
estrutura de a.

Por smplicidade, vamos construir todos os afnd M(a) considerados nesta demonstracéo
com exatamente um estado final, distinto do estado inicial. Paraumaer a ndo elementar,
o afnd M(a) sera construido a partir dos afnd's das er's componentes. Para evitar a
necessidade de nomear cada estado de cada uma dessas maguinas, vamos indicar aforma
de composicdo graficamente. Por convencgdo, sempre representaremos o estado inicia a
esguerda, e o estado fina adireita.

ERL. O afnd M(4) que aceita A é

O O

ER2. O afnd M(e) que aceitalL[eg] €

ER3. O afnd M(a) que aceitaL[a], al Sé

a

ER4. Se a e b sdo er's, podemos supor (pela Hipotese de Indugdo) que ja estdo
construidos M(a) e M(b). O afnd M(a U b) que aceita L[a U b] é obtido acrescentando
um estado inicial e um fina novos a M(a) e M(b). As novas transicbes sdo transicoes
com entrada e do estado inicial novo para os antigos estados iniciais de M(a) e de M(b),
e dos antigos estados finais de M(a) e de M(b) para o novo estado final. O resultado é
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ER5. Se a e b sdo er's, podemos supor (pela Hipotese de Indugdo) que ja estdo
construidos M(a) e M(b). O afnd M(a » b) que aceita L[a - b] € obtido acrescentando
um estado inicial e um fina novos a M(a) e M(b). As novas transicbes sdo transicoes
com entrada e do estado inicia novo para o0 antigo estado inicia de M(a), do antigo
estado final de M(a) para o antigo estado inicia de M(b), e do antigo estado fina de
M(b) para o novo estado final. O resultado é

ER6. Se a é uma er, podemos supor (pela Hipdtese de Indugdo) que ja esta construido
M(a). O afnd M(a*) que aceita a* é obtido acrescentando um estado inicial e um fina
novos a M(a). As novas transi¢des sdo transicdes com entrada e do estado inicial novo
para 0 antigo estado inicial de M(a) e para 0 novo estado final e do antigo estado final

de M(a) parao novo estado inicial.
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O restante da demonstracdo € deixado como exercicio.

Exemplo 13: Sga aer a = (a U b)* a Vamos construir um afnd que aceita L(a),
seguindo a construgdo indicada na demonstraco acima. Os passos intermediarios e 0s

€

resultados est&o indicados nas tabel as a seguir

M(a)

inicid:
final:

M(b)

inicid:
final:

M(aUb)

inicid:

final:

e a b
A yis {B} FE
B yis FE FE

e a b
C £ £ {D}
D yis FE FE

e a b
E {A, C} yis FE
A yis {B} FE
B {F} yis FE
C yis £ {D}
D {F} yis FE
F yis FE FE
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M((aUb)*) e a b
inicid: G {E, H} yis /E
E {A, C} £ A

A yis {B} /E

B {F} /E /E

C /E /E {D}

D {F} /E /E

F {G} yis A

find: H yis /E /E
M((aU b)*-a) e a b
inicid: I {G} FE /e
G {E, H} yis /E

E {A, C} £ A

A yis {B} /E

B {F} /E /E

C yis £ {D}

D {F} /E /E

F {G} yis /E

H {A} £ yis

A yis {B'} /E

B' {3} /E /E

find: J yis /E /E

Note que a sub-expressao a ocorre duas vezes em M(a), e porisso foi necessario incluir
duas vezes M(a); para a segunda vez renomeamos os estados, que passaram aser A' e B'.

o}
Exercicio 14: Construa um afd minimo para a linguagem denotada pela er a do Exemplo
13, apartir do afnd M(a) construido no exemplo.

o}
Exercicio 15: Construa afd's minimos gque aceitem as linguagens denotadas pelas
expressdes regulares do Exercicio 13,
b=(@Ub)* o (b Uc)*
g=(aUb)* o (araUbeb) - (aUb)*
o}
Teorema 4.9: Toda linguagem regular é denotada por uma expressao regular.
Demonstracao: ver referéncia citada
o}

A demonstraco do Teorema 4.9 constrGi a expressdo regular que representa a
linguagem aceita por um afd examinando os caminhos entre o estado inicial e os estados
finais do afd. O operador U é usado para tratar caminhos alternativos, o operador o para
tratar caminhos de comprimento maior que 1, e o operador * paratratar lagos. Embora a
construgdo segja interessante, na prética o uso normalmente feito de er's € para
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especificagdo de linguagens regulares, e € muito mais frequente a construgéo de afd's a
partir de er's, do que a construgcdo inversa.

4.8 - O Lema do Bombeamento para linguagens regulares

Como mencionado anteriormente, precisamos de um resultado que nos permita
demonstrar que algumas linguagens ndo sdo regulares. Este resultado € o "Lema do
Bombeamento”, ou "Pumping Lemma’, que nos diz que qualquer cadeia suficientemente
longa z de uma linguagem regular pode ser decomposta em trés partes. z = uvw, de
maneira que podemos construir outras cadeias da linguagem pela repeticdo da parte
central v: todas as cadeias da forma u vi w sfo também da linguagem. Ou sgja, podemos
acionar a bomba quantas vezes quisermos, para criar quantas sentencas novas da
linguagem desgjarmos. uw, UVVW, UVVVW, ... .

Para mostrar gue uma linguagem ndo € regular, mostramos que ndo ha como
decompor uma cadeia (qualquer, arbitrariamente longa) da linguagem de forma que sgja
possivel bombear e continuar na linguagem.

Teorema 4.10: (Lema do Bombeamento) Seja L uma linguagem regular. Entdo, existe
um natural n tal que qualquer cadeia z de L com comprimento maior ou igual a n pode
ser decompostaem trés cadeias u, v e w (z = uvw) de forma que

[uv]£n
vie _
paraqualqueri3 0, uviwi L

Demonstragdo: A demonstragdo se baseia no fato de que para as cadeias longas z é
necessario usar pelo menos um loop de estados num afd que aceite a linguagem. Assim,
os simbolos de u sdo usados para chegarmos a um estado g do loop; os simbolos de v
s80 usados para dar a volta no loop, de volta ao estado g; os simbolos de w sdo usados
para ir de g até um estado final. Portanto, podemos dar quantas voltas no loop
quisermos, e repetir v um nimero qualquer i de vezes: u vi w.

As cadeias curtas (comprimento < n) devem ser excluidas porque podem ser
aceitas sem passar por nenhum loop.
A demonstragdo completa pode ser encontrada em [HopUII79].
o}

Exemplo 14: Sgjaalinguagem regular L = L[a] = L[b], com a = 1(01)* e b = (10)*1.
Considere a cadeia z=10101, pertencente a L. Podemos decompor a cadeia, da forma
descrita no teorema acima, de diversas formas. Por exemplo:

u=1 v=01 w =01
u=10 v=10 w=1
u=e v =1010 w=1

Note que todas as cadeias das formas 1(01)101, 10(10)i1, (1010)/1 pertencem alL.
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Exercicio 16: (baseado no Exemplo 14)

Mostre que a e b sdo equivalentes.
Estime o valor de n (Teorema 4.10) para L.
Mostre todas as formas de decomposi o de z que satisfazem o Teorema.
o}

Exemplo 15: A linguagem L ={ & b' | i 3 0} ndo é regular. (Javimos que L € umallc.)
Vamos mostrar agui que L ndo é regular. A demonstracéo € por contradi¢do. Suponha
gue L é regular. Se L é regular, o Teorema acima se aplica, e existe n ta que a
decomposic¢ao descrita pode ser realizada para qualquer cadeia de comprimento igual ou
maior que n.

Sgjak=n+1. Considere a cadeia z=ak bK. Qual quer decomposicio z=uvw deve ter emv o
mesmo numero de as e de b's, para que a propriedade de que o nimero de as é igual ao
de b's se mantenha nas cadeias u Vi w. Se isso ndo acontecer, quando acrescentarmos
mais um v (aumentando i de 1), obteremos uma cadeia fora da linguagem. Portanto, v
deve ser da forma a bj, com j>0, ja que v ndo pode ser vazia. Mas nesse caso, U V2 w
contera a cadeia d b @ bi, com pelo menos um a depois de um b, o que ndo pode
acontecer na linguagem.

Ou sga, nenhuma decomposicdo € possivel, contrariando o Teorema, e podemos
concluir que L ndo éregular.

Exercicio 17: Mostre que alinguagem L ={ x xR |x 1T {0, 1}* } ndo éregular.

4.9 - Propriedades de fechamento das linguagens regulares

Vamos ver agora algumas propriedades de fechamento da classe das linguagens
regulares. A maioria das provas pode ser feita usando mais de um dos formalismos
usados para definir linguagens regulares. gramaticas regulares, afd's, afnd's e expressdes
regulares — veja o Exercicio 18.

Teorema 4.11: A classe das linguagens regulares no afabeto S é fechada para as
operagOes de (a) unido, (b) intersecdo, (c) complemento em relacéo a S*, (d)
concatenacéo e (e) fechamento transitivo (estrela).

Demonstracéo:
(a) Vamos mostrar que se L1 e L, sfo linguagens regulares, entdo L1E L, é uma
linguagem regular. S§am a e b er'staisque L(a)=L, eL(b) = L».
Portanto, L1 E L, = L(a Ub) também é regular.
(b) Vamos mostrar que se L4 e L, sdo linguagens regulares, entdo L1CL, éuma
linguagem regular. S§am M = (K1, S, dq, i1, F1) e Mo = (K5, S, dy, i, Fy), afd'stals
que L(M 1):|_1 e L(Mz) = |_2.
SgaM = (Kl ’ K2, S d, (il’ i2), Fl ’ F2), com d definida por

d( (g, o), @ = (dy(ay, 3, dx(ap, @) )
M aceitalL1CL», porque
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((i1,12), X) = ((f1, f2), € em M sse
(i1, X) =" (f1, ey emM;
e (i X) |—* (fo, € em M,

(f1, f,) éfind em M sse
fl éfind em Ml
ef, éfind em M.

L é aceitapor M, e portanto, é regular.

(c) Vamos mostrar que se L é regular, o complemento L = S* - L também é regular.
SgaM =(K, S, d, i, F) um afd que aceita L. Entio M' = (K, S, d, i, K-F) aceita L.
Temos:
M'aceitax U d(i,x) 7 K-FO d(i,x)i FO M n3o aceitax
U xT LO xT L.
(d) Vamos mostrar que, seL; el sdoregulares, L, o L, éregular. S§am a eb er'stais
queL(a)=L; eL(b) = L,. Portanto, L L, = L(a ° b) também éregular.

(e) Vamos mostrar que se L é regular, o fechamento L* também é regular. Seja a uma er
tal queL(a) =L. Entdo L(a*)* = (L(a))* = L* também éregular.

0

Exercicio 18: Considere o Teorema 4.11. Construa demonstracdes alternativas para os
casos indicados:

(&) construindo uma gramética regular paraaunido deL, e Lo, apartir de
graméticas regularesde L4 e L.

(b) usando (@), (c), e a propriedade de conjuntos (de Morgan) que diz que
XCY=XEY

(d) construindo uma gramética regular para a concatenacdo de L, e L, apartir
de graméticas regularesde L e L.

(e) construindo uma gramatica regular para o fechamento de L, a partir de uma
gramaticaregular de L.

o}

Exercicio 19: Mostre que, na constru¢cdo usada na demonstracdo do Teor. 4.11 parte
(c), n&o pode ser usado um afnd.

Sugestéo: Considere 0 afnd

(revisdo de 27fev97)
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