Linguagens Formais
Capitulo 5: Linguagens e gramaticas livres de contexto

José Lucas Rangel, maio 1999

5.1 - Introducéao

Vimos no capitulo 3 a definicdo de gramatica livre de contexto (glc) e de
linguagem livre de contexto (lic). Asregras de umaglc sdo daformaA ® a, ondea &
uma cadeia qualquer de terminais e ndoterminais, possivelmente vazia. Como vimos,
0 que caracteriza a gramética livre de contexto é a propriedade de que o simbolo nédo
terminal A pode ser substituido pela cadeiaa do lado direito da regra, onde quer que
A ocorra, independentemente do contexto, isto &, do resto da cadeia que esta sendo
derivada. Por essa razdo, é possivel representar derivacfes em glc's através de &rvores
de derivacdo: parausar aregraA ® a, acrescentamos a arvore, como filhos de A, nés
correspondentes aos simbolos de a.

5.2 - Arvores de derivacio

Uma arvore de derivagao € uma arvore composta da seguinte maneira:
araiz tem como rétulo o simbolo inicial S da gramética.

a cada no rotulado por um ndoterminal A corresponde uma regra de A. Se a
regrafor A ® XX ... Xp, 0s filhos do né sdo rotulados, da esquerda para a
direita, por X1, Xz, ..., Xm. (cada um dos X; pode ser um termina ou um
naoterminal .)

um no rotulado por um terminal € sempre uma folha da arvore, e ndo tem
filhos.

Os nés interiores da arvore sdo sempre (rotulados por) ndoterminais. Se a um né
rotulado pelo nadoterminal A for aplicada a regra A ® e, considerase 0 né como
interior, embora ele tenha zero filhos. Na representagdo gréfica da arvore, € costume
indicar, neste caso, os zero filhos através de um nd e, que ndo contribui para o
resultado da arvore.

Uma sub-arvore de uma érvore de derivagdo € um no da arvore com todos seus
descendentes, as arestas que 0s conectam e seus rotulos. Uma sub-arvore sempre
corresponde a uma derivacdo parcial, a partir do simbolo que rotula a raiz da sub-
arvore. O resultado de uma érvore de derivacéo é a cadeia formada pelos terminais
(que aparecem como folhas da érvore), lidos da esquerda para a direita. Note que a
ordenagdo dos filhos de cada n6 é fundamental para que se possa definir a ordenagdo
das folhas da érvore.

Exemplo 5.1: Sejaa gramética G, dada por suas regras:

S ® AB
A® aaA | e
B® Bbb | e

A é&vore de derivagdo para a sequéncia aaaabb estd representada na Fig. 1. O
resultado da &rvore é aaaabb, sendo as regras escolhidas de acordo com a derivagdo
S P B b aaAB b aaaaAB b aaaaB b aaaaBbb b aaaabb.
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Fig. 1 - Arvore de derivagio de aaaabb

Teorema5.1: SeaG = (N, S, P, S) umaglc. Entdo, para qualquer cadeiax 1 S*,

x T L(G) se e somente se existe uma érvore de derivacio A na gramética G, cujo
resultado é x.

Demonstracéo: Basta observar a correspondéncia entre a substituicéo de ndoterminais
pelos lados direitos de suas regras na derivagao e a criagdo dos filhos correspondentes
na arvore. Usando essa correspondéncia é possivel construir uma érvore de derivagdo
cujo resultado € x a partir de umaderivacdo S b * x; € possivel também construir uma
derivacdo S P * x a partir de uma arvore de derivacdo cujo resultado € x. Os detalhes
da demonstracdo sdo deixados como exercicio.

Observacdo. A partir de uma derivagdo. s é possivel construir uma &rvore; entretanto,
na direcdo oposta, € possivel construir vérias derivacles, dependendo da ordem em
gue os nés sdo considerados. O Exemplo 5.2 mostra algumas das varias derivagdes
gue correspondem a mesma arvore.

Derivagdes esquerdas e direitas.

Diz-se que uma derivacdo é uma derivagdo esquerda (leftmost derivation) se a cada
passo da derivagdo o ndoterminal A escolhido para aplicagdo de umaregraA ® a for
sempre aquele que fica mais a esquerda. Simetricamente, fala-se em derivacéo direita
(rightmost derivation) se 0 ndoterminal escolhido é sempre o que estiver mais a
direita.
Exemplo 5.2: Sgja a gramatica Gy abaixo, dada por suas regras. (Esta gramética sera
usada em varios exemplos, no que se segue.

E® E+T| T

T® T* F| F

F® (E) | a

Considere acadeia x = a*( a+a) +a. Temos abaixo trés derivagdes de:
EP E+T P T+T b T*F+T b F*F+T b a*F+T b a*(E)+T
P a*(E+T)+T b a*(T+T)+T P a*(F+T)+T b a*(a+T)+T
P a*(a+F)+T b a*(at+a)+T b a*(ata)+F P a*(a+a)+a
EP E+T P E+F b E+ta b T+a b T*F+a b T*(E)+a
P T*(E+T)+a b T*(E+F)+a b T*(E+a)+a b T*(T+a)+a
p T*(F+a)+a b T*(ata)+a P F*(ata)+a b a*(a+a)+a
EP E+T b T+T b T+F P T*F+F P T*F+a P F*F+a
P F*(E)+a P a*(E)+a P a*(E+T)+a b a*(T+T)+a
P a*(T+F)+a b a*(F+F)+a b a*(atF)+a b a*(a+a)+a
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Note que a primeira derivacdo é uma derivagdo esquerda, e a segunda é uma
derivagdo direita Todas as trés derivagBes correspondem & mesma arvore de
derivagdo, apresentada na Figura 2. Como se pode observar, em todas elas aparecem
as mesmas regras, aplicadas nos mesmos lugares, variando apenas a ordem em que as
regras sao aplicadas.

Fig. 2- Arvore de derivagio de a* (a+a) +a

Como todas as derivagfes correspondentes & mesma arvore de derivagdo
descrevem a mesma forma de construgcéo da cadeia derivada - as mesmas regras
aplicadas nos mesmos lugares - consideramos que a forma de construgdo da cadeia
pode ser representada pela arvore ou por uma derivagdo esquerda, ou por uma
derivagdo direita. Entretanto, se existem duas ou mais arvores de derivagdo (duas ou
mais derivacOes esquerdas, duas ou mais derivagoes direitas), para a mesma cadeia,
consideramos que a gramética ndo define de forma Unica a maneira pela qual a cadeia
€ derivada, e dizemos que a gramética € ambigua.

Exemplo 5.3: Sgja a gramética G;, dada por suas regras.
E® E+E| E*E| (E) | a

Pode-se verificar que G; é equivaente a Gy, vista no exemplo 5.2 acima. Entretanto,
diferentemente de Gy, G; é uma gramética ambigua. Considere, por exemplo a cadeia
a+a*a. As duas derivacOes (esquerdas) abaixo correspondem a duas &rvores de
derivagdo distintas.

EPpP E+tE b atE b a+E*E b ata*E b ata*a

E P EXE P E+E*E P a+E*E b a+a*E b ata*a

A construgdo das duas arvores fica como exercicio.

Uma linguagem livre de contexto cujas gramaticas sd0 todas ambiguas é
chamada uma gramética inerentemente ambigua.
Exemplo 5.4: Sgjam L; = {a' b’ ¢/ i5j } e L, = {a' b’ c¥ j=k }. A linguagem L
definida por L = L1 E L, é inerentemente ambigua. As linguagens L; e L, ndo sio
inerentemente ambiguas, como se pode ver pelas suas respectivas graméticas G; e Go.
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Gy S ® TC Ga: S ® AV
T® aThb| e A®aA]| e
C® cC| e V®b Vc | e
E facil construir um exemplo G de gramética ambigua para L, a partir de G; e Gy:
G: S® S| S

SS® TC S, ® AV
T® aTb | e A®aA]| e
C® c C| e V®DbVc| e

Para verificar que G é ambigua, basta observar que todas as cadeias pertencentes a
intersecdo M = L; C L, = {a' b’ c* | izj=k } podem ser derivadas de duas formas
distintas, dependendo da regra inicial escolhida para a derivacdo. Por exemplo,
aabbcc pode ser obtida por uma das duas derivagdes esquerdas abaixo:
SpP S b TC b aTbC b aaTbbC b aabbC b aabbcC
P aabbccC b aabbcc
SPb S P AV b aAV b aaAVv b aaV b aabVc b aabbVcc
p aabbcc

Naturalmente, isto prova apenas que G € ambigua, e ndo que todas as graméticas de L
sdo ambiguas. Esta demonstracdo ndo seraincluida aqui.

Observamos também que M ndo é umallc. Isto seravisto no Exemplo 5.7.

5.3 - Simplificacdo de gramaticas livres de contexto

N&o existe a possibilidade de ssmplificagdo de graméticas livres de contexto,
no mesmo sentido da minimizagdo de automatos finitos vista anteriormente. E,
entretanto possivel fazer uma simplificagdo que elimina todos os simbolos e regras
indtels da gramética. Podemos dizer que um simbolo terminal € indtil quando néo
aparece em alguma cadeia da linguagem; podemos dizer que um simbolo néo terminal
€ indtil quando ndo aparece em alguma derivagdo de alguma cadeia da linguagem.
Umaregra é indtil contém algum simbolo indtil.

Em alguns casos, a gramética é ambigua, e algumas regras podem ser
removidas sem que a linguagem se altere, mas pode néo ficar claro qual regra deve ser
considerada intil. Por exemplo, se tivermos

1,2 S® AX| YC

3. X® BC

4, Y® AB

ha duas maneiras de gerar ABC a partir de S. Quais as regras que devem ser retiradas?
1le3o0u2e4? Tanto faz.

Todas as smplificagdes que podem ser feitas, entretanto, ndo ateram a
esséncia de uma gramética: apenas a tornam mais limpa. Algumas transformactes de
gramaticas visam obter uma gramatica equivalente a inicial que tem alguma forma
particular, por exemplo, que simplifique a demonstragcdo de algum teorema. Para ver
alguns agoritmos para simplificacdo ou transformacdo de gramaticas sugerimos a
mesma referéncia citada anteriormente.
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O exemplo a seguir procura esclarecer alguns dos conceitos mencionados.
Exemplo 5.5: Uma gramética com regras e simbolos inGteis. Seja a gramatica

1,2,3: S® AB| AC| BD
4.5 A® aA]| a
6,7 B® bB]| b
89 C®cD| dC
10,11: Y® y | z Z
12,13: z® z | y Y

Simbolos ndo terminais acessivel's.
Em derivacOes a partir de S podem aparecer S A B C D(regrasl, 2, 3).
Simbolos ndo terminais produtivos:
Derivagdes que levam a cadeias de terminais. A (regra 5), B (regra7), Y (regra
10), Z (regra1l), S (regra 1, jaque A e B sdo produtivos.)

Logo, todos os ndoterminais, exceto S A B sdo indteis. Retirando todas as regras que
fazem referéncia a ndoterminais inlitels, temos:

1: S® AB
4.5 A® aA]| a
6,77 B® bB| b

Os simbolos restantes podem ser consideradosiniteis C DY Z ¢ d y z.

5.4 - O lema do bombeamento paralinguagens livres de contexto.

Vamos examinar agora um resultado que nos permitirA provar que algumas
linguagens ndo sdo livres de contexto. O resultado € conhecido como Lema do
Bombeamento, ou Pumping Lemma, e é semelhante ao resultado correspondente visto
para linguagens regulares.

Teorema 5.2: Lema do Bombeamento. Sgja L uma llc. Entdo, existe um ndmero n,
gue sO depende de L, tal que qualquer cadeia z de L com comprimento maior ou igual
an pode ser decomposta de maneira que z = uvwxy e

[vx| 31

[vwx| 3 n

paratodoi 3 0, uv'wx'y pertenceal..

Demonstracéo (simplificada). Se L é umallc, existe umaglc G tal que L(G)=L. Se z
tem um comprimento suficientemente longo, ndo sera possivel gerar z sem que na
derivacdo de z ocorra um ndo terminal A repetido, de forma que a partir de A é
derivada uma cadeia que contém outra ocorréncia de A. Para que isto ocorra, as duas
ocorréncias de A devem estar num mesmo caminho da raiz da arvore de derivagéo até
as folhas. (Cadeias mais curtas podem ser geradas sem que essa repeticdo acontega.)
Através (possivelmente) de uma rearrumagdo dos passos da derivacdo, temos

SPb * uAy b * uvAxy b * uvwxy
Ou sgja,
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SP * uAy,

A P * VAX,
Ab*w
Portanto, podemos derivar
i=0:  uwy SP * UAy b * uwy
i=1.  uvwxy SP * uUAy b * uvAxy b * uvAxy P * uvwxy
=2 UVWWXXY SP * UAy b * uvAxy b * uvwAXXy b * uvwwxxy

I=3:  UVVVWXXXY SP * UAy b * uvAxy P * uvwAxxy

P * UVWWAXXXYP * UVVVWXXXY

Uma demonstracéo completa do Lema do Bombeamento pode ser encontrada na
referéncia citada.

Observacdo. A reciproca do Lema do Bombeamento ndo é verdadeira, isto €, existem
linguagens que ndo sdo livres de contexto, mas que tem a propriedade da
decomposi¢éo.

Exemplo 5.6: Considere a gramética Gy, a cadeia z = a*(a+a) +a, € a arvore de
derivagdo correspondente a z (Exemplo 5.2), reproduzida na Figura 3. Podemos ver
gue existem varios casos de repeticdo de ndoterminais da forma indicada no teorema
acima. Por exemplo, vamos considerar as duas ocorréncias de T indicadas pelas setas.
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Fig. 3- Arvore de derivagio de a* (a+a) +a

Temos.E b* T+a, T b* a*(T+a), T P* a.Ousgau=ev=a*(,w=a,X=
+a) , y=+a. Ou sgja, as seguintes cadeias devem ser da linguagem:
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i=0:  uwy a +a

i=1.  uvwxy a*( a +a) +a
i=2: uvzwxzy a*( a*( a +a) +a) +a
i=3:  wiwxly a*( a*( a*( a +a) +a) +a)+a

Exercicio 5.2: (Ver Exemplo 5.3)

1. Construa &vores de derivacdo para as cadeias uv'wx'y, para i=0, 1, 2, 3,
observando que essas &rvores sdo construidas de pedagos da arvore de derivacdo
de x. (Nem todos esses pedagos sdo sub-arvores.)

2. Verifique todas as combinacbes de ndoterminais repetidos que satisfazem as
condicdes do teorema, e quais as decomposi ¢oes possiveis para a cadeia z.

3. Estime o valor de n para alinguagem considerada.
Exercicio 5.3: Considere allc
L={ xx7|x1 {a,b}*} E { aaaab}

e a cadela z = aabaabaa. Estime n para essa linguagem. Determine todas as
decomposi¢des possiveis de z, de acordo com o teorema.

Exemplo 5.7: Vamos agoramostrar que L ={ a™™c™ | n30} nao é livre de contexto,
usando o teorema acima. A demonstragdo € por contradi¢do: suporemos que L é livre
de contexto, e deduziremos um absurdo.

SeL éllc, L satisfaz o teorema acima para algum n. Suponha que a cadeia z=a*b*ck é
suficientemente longa: | z | 3 n. Entéo z pode ser decomposta, z = uvwxy, de forma
que para qualquer i, z = uv'wx'y pertence aL. A contradicdo estd em que qualquer
decomposicéo, existem cadeias z que ndo pertencem aL: ou tem o nimero errado de
a's, b's, ec's, ou aparecem simbolos foradaordema - b - c: ascombinagfes ba,
cb e ca ndo podem ocorrer em L.

Para eliminar todas as decomposi ¢des:

se v e X ndo tem 0 mesmo nimero de a's, b's e ¢'s, dgum z ter4d nimeros
diferentes dos trés simbol os;

sev ex tem o mesmo nimero dea's, b'sec's, devemoster v=a' ex=b'c’,ouv
= a'bl e x=c' . No primeiro caso, z, contém x* = bicibic/, que contém a
combinag&o cb, que ndo ocorre em L; no segundo caso, de forma semelhante,
ocorre a combinagdo ba.

Logo, L ndo éumallc.

Exercicio 5.4: Mostre que alinguagem { x x | xT {a, b}* } ndo éumallc.

Nota: a primeira versdo deste capitulo contou com a colaboracao de Luiz Carlos Castro Guedes

(maio 1999)
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