CAPITULOV

V.1- ALGORITMOSDE COMPLEXIDADE POLINOMIAL (Introducéo):

No desenvolvimento de agoritmos polinomiais de fluxo em rede quatro abordagens
principais sdo utilizadas: incremento geométrico, escaa de capacidade (ou custo), programagdo
dindmica e busca bindria. Fazemos agqui uma abordagem sobre a escala de capacidade, daremos
iniciamente uma descricdo do método através de um exemplo (bit scaling), e posteriormente
apresentamos o algoritmo de caminhos minimos suscessivos utilizando a escala de capacidade.

A utilizacgo da escaa é uma técnica poderosa em varios problemas combinatorios.
Os dgoritmos assm implementados, comegam satisfazendo condigdes de otimalidade de forma
relaxada, obtendo, dessa forma, uma solucdo inicia aproximada. Se as condigdes de otimalidade sio
violadas D unidades inicialmente (onde D pode ser consideravelmente grande: C ou U por exemplo),
no passo seguinte reduzimos D ametade e reotimizamos o problema. Reduzimos novamente D pda
metade e fazemos uma nova reotimizagdo até que D segja t&o pequeno quanto se queira. Esta
edtratégia € bastante flexivel e permite a construcdo de agoritmos distintos dependendo das
condicdes de otimalidade a serem relaxadas e da forma de se fazer as reotimizagoes.

Trabalharemos com uma ersdo modificada do agoritmo de caminhos minimos
suscessivos. Na fase D-escala permitimos que as restricdes de oferta/demanda sgjam violadas D
unidades de fluxo e que a rede residua contenha ciclos de cuto negativo. O agoritmo resultante
reduz o nimero de calculos na obtencéo do caminho minimo de nU para mlogU.

V.2 - ESCALA DE CAPACIDADE: (Descri¢do do Método)

Descrevemos iniciamente a forma mais simples de escala, chamada bit-scaling.
Neste método representamos os dados como numeros bin&rios e resolvemos um problema P
parametricamente como uma sequéncia de problemas P, B,,..., B.. O problema P, toma sempre o
primeiro bit (mais significativo), o problema P, toma os dois primeiros bits (mais significativos) e
assim sucessivamente até obtermos B, = P. Se considerarmos um problema de fluxo em rede onde
U é o vaor do arco de maior capacidade, teremos k = [IogU'| "serd’' o nimero de bits para se
representar U. Representaremos também os demais arcos com k-bits adicionando-se zeros a
esguerda de cada capacidade. Desta forma o problema P, considera problemas cuja capacidade de
cada arco é representada pelos k-bits mais significativos. Abaixo representamos um exemplo deste
tipo de escala



(©) (d)

FiguraV.1: (a) Rede com Capacidades; (b) Representacdo em Binario;

(c)-(e) Problemas P1,P2 e P3
Para k=2,3,... K, a solugdo étima do problema P,_; serve como ponto de partida
para a solugdo de P,. A técnica de escala é (til sempre que uma reotimizagcdo a partir de

subproblemas mais faceis € mais eficiente que a resolucéo do problema origina diretamente.

Importante! Observe que a capacidade de um arco no subproblema P, € o dobro da capacidade do
arco correspondenteem P,_, maisOou 1.

O dgoritmo abaixo descreve genericamente a idéia presente na técnica bit-scaling:

Algoritmo: Bit-Scaling;



Inicio
Obter uma solucdo 6timade F;;
Parak:=2 até K faca
Reotimize B, utilizando uma solucéo otimade B,_;;

fim.

Note que o nimero de reotimizages é de ordem O(logU) passos (nimero de bits
do maior arco). Desta forma, a reotimizacdo precisa ser apenas um pouco mais eficiente que a
resolucdo do problema origina diretamente (otimizagéo).

Exemplo V.1: Vgamos, por exemplo, o problema de fluxo maximo. Sga v, o vaor do fluxo
maximo para o problema B, e sgja X, o fluxo maximo correspondente a Vv,. No problema B, a
capacidade de cada arco sera duas vezes sua capacidade em P, ; mais 0 ou 1. Se multiplicamos o
fluxo méximo x,_, de B _; por 2, obtemos um fluxo viavel para B, (verificagéo trivia). Observe que
Vi £2v,_,+m, pois multiplicando-se por 2 o fluxo de cada arco de X,.; e somando 1 unidade
teremos uma cota superior para o fluxo maximo de B, , assim Vv, - 2v,_, £ m (a variagéo entre 2
fluxos consecutivos serd no maximo m).

Em gerd é mais fé&cil a reotimizacdo do problema de fluxo méximo do que a
resolucdo do problema diretamente. Por exemplo, o agoritmo classico de rotulagdo (Ahuja, secéo
6.5) redliza a reotimizagBo em no méaximo m acréscimos de fluxo requerendo um total de O(nT)
operagdes. Desta forma o agoritmo bit-scaling executara um total de O(nf logU) operagdes, o
gue significa uma grande melhora na complexidade ja que o agoritmo classico de rotulagdo tem
complexidade total de O(mnU) operacOes.

V.3) CAMINHOS MINIMOS SUSCESSIVOS COM ESCALA DE CAPACIDADE:

Uma abordagem dternativa da utilizaco da escala é considerar uma sequéncia de
problemas P(1), P(2),...,P(k) cada um manipulando os dados originais do problema. Neste caso
entretanto, resolvemos cada problema P(k) aproximadamente com erro D,. Fazemos inicialmente
D, suficientemente grande e ent&o reduzimos sucessivamente este valor.

Podemos imaginar que se X, € uma solugéo otima associada ao problema B, (erro
D, ..), modificando-se os dados (capacidades) em no méximo D, . unidades e resolvendo este novo
problema, teremos chegado a uma nova solucdo 6tima. Em outras palavras, comecamos com as
condicdes de otimalidade (p/ o problema de fluxo minimo), mas, ao invés de obter estas condigdes



de forma exata, geramos um problema "aproximado” ao original onde as condi¢des de otimaidade
devem ser satisfeitas. Inicialmente escolhemos D suficientemente grande (por exemplo U) e
facilmente encontramos uma solucdo inicid que satisfaz as condigbes de otimaidade para o
problema relaxado. Trocamos o0 parémetro D por D/2 e reotimizamos 0 novo problema utilizando a
solugdo anterior. Repetimos 0 processo reduzindo-se D até obtermos D£1 (como serd visto
adiante). Abaixo definimos a rede residual associada ao parémetro D.

Definicdo V.1: Dados um fluxo x e um parémetro D definimos rede D-residual como uma rede
gue contém arcos com capacidade residua pelo menos D.

Exemplo: Abaixo observamos uma rede onde s20 representados apenas as capacidades ao lado de
cada arco.

() Rede Residual G(x) (b) Rede D-Residual G(x, D) p/ D=8

Na rede 8-residua as capacidades de cada arco sdo de pelo menos 8 unidades.
Note que se D=1 teremos G(x, D) = G(X) (G(x, D) € um subgrafo de G(x)). Os custos associados a
cada arco permanecem inalterados em G(X, D). N

O agoritmo com escala de capacidade é uma variante do algoritmo de caminhos
minimos suscessivos. Utilizamos um pseudofluxo x e desgjustes €(i) como definido no capitulo
anterior. Dado um pardmetro D inicid o agoritmo mantém um pseudofluxo satisfazendo as
condigdes de otimalidade de custo reduzido em G(x, D) e gradualmente converte este pseudofluxo
em fluxo identificando caminhos mais curtos de nés com excesso (neste caso €(i) 2 D) a nés com
déficite (e(i) £ -D ) e aumentando o fluxo nestes caminhos. Denominaremos esta fase de fase D-
escala (D fixo). Iniciamente fazemos D = olewl o algoritmo faz com que em cada fase D-escala
a variagéo de fluxo em cada caminho aumentante sgja de D unidades de fluxo. Quando néo for
possivel (nenhum n6 tem excesso €(i) 3 D ou déficite &i) £ -D) trocamos D por D/2 e continuamos
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0 processo até obtermos D=1. Resolvendo-se G(x, D) para D = 1 teremos chegado ao fluxo étimo.
Note que teremos satisfeito as condicdes de otimalidade de custo reduzido.
Dado um pardmetro D definimos S(D) e T(D) como:

S(D)={i: &) * D}
T(D)={i : &i) £ -D}

Na fase D-escala, cada aumento de fluxo deve comecar em um n6 de S(D) e
findlizar em um no de T(D) (caminho mais curto). Note ainda que cada aumento de fluxo ocorre em
arcos com capacidade pelo menos D.

Cada arco de G(x, D) sdatisfaz as condicBes de otimaidade de custo reduzido,
entretanto, 0s arcos que estédo em G(x) e ndo estdo em G(x, D) podem violar estas condigdes de
otimalidade.

Abaixo apresentamos o agoritmo de caminhos minimos suscessivos com escala de
capacidade. Os valores r; representam as capacidades dos arcos na rede residual. Como descrito

abaixo, caso tenhamos r2Dec;<0 enviamos q unidades de fluxo no arco (i,j), satisfazendo

assm as condigdes de otimaidade de custo reduzido na rede D-residua (ou sgja, devemos ter
G0 " (i,T G(x,D)).

Algoritmo: Escala de Capacidade
Inicio
X:=0;
D = llowl.
Enquanto D3 1faca
Inicio
Para todo arco (i,j) narede residual G(x) faca
Ser; ® D e ¢ <0 entéo envie r; unidades de fluxo no arco (i j);
Atudize x e e(i);
fim;
S(D) ={i : €(i) * D};
T(D) ={i: &) £-D};
Enquanto S(D)* A£eT(D)! A faca
Inicio
Sdecionek1 S(D) el T T(D);
Determine os rétulos d(.) do n6 k atodos os outros nds em G(x,D) com respeito a G ;

SgaP o caminho maiscurtodoné k aono | em G(x, D);
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Atudizep = p-d;
Aumente D unidades de fluxo no caminho P;
Atudize x, S(D), T(D) e G(x, D);
fim;
D=D2;
fim;
fim.

Como observado acima na fase D-escala, o agoritmo primeiro verifica se todos os
arcos (i,j) narede D-resdua satisfazem as condigdes de otimalidade de custo reduzido, ou sgja,
G 20" (i,]))I G(x,D). Os arcos (i,j) darede D-residua que ndo satisfazem as condigdes de
ofimdidade de custo reduzido (g;<0) s imediatamente saturados e eliminados (pois
L, =u; - %; =0). O arco contrario (j,i) possui custo ¢;; =-¢; >0.

Na fase D-escala, cada incremento de fluxo comega em um n6 K S(D) e termina
em umno [ T(D), transportando D unidades de fluxo. Supondo que G(x, D) contém um caminho
direcionado sem restrigdes de capacidade entre cada par de nés (hipéteses adicionais, capitulo 111

item iii) sempre teremos um caminho minimo entrek e .

V.3.1 - Analise de Complexidade:

Comparativamente aos agoritmos de caminhos minimos suscessivos (Visto no
capitulo anterior) este algoritmo de escaa de capacidade permite que uma quantidade maior de
fluxo sgja enviada a cada fase D-escala diminuindo consideravelmente o nimero total de iteragOes
No pior Caso.

Este méodo permite uma mehora na complexidade de O(NUS(nm,nC)) para
O(mlogu.S(n,m,C)) (vide Ahuja) onde U é o valor do arco de maior capacidade e S(n,m,C) é a
complexidade do problema de caminho minimo da rede com n nGs e m arcos sendo todos 0s custos
ndo negativos e limitados por C (observe, analogamente ao capitulo anterior que na avaiacdo da
complexidade S(n,m,nC) é utilizada no lugar de S(n,m,C) pois os custo reduzidos séo limitados por
nC)



