CAPITULO I

I1.1) PROBLEMA DE CAMINHO MiNIMO (Introdugo)

Faremos inicidmente uma abordagem de problemas de caminho minimo,
NEecessarios, como veremos, em varios agoritmos de fluxo de custo minimo. Os algoritmos utilizados
nos problemas de caminho minimo s&o, em geral, muito €ficientes quando aplicados a redes aciclicas
e sem arcos de comprimento (ou custo) negativo. No caso mais geral o problema se torna bem mais
dificil de resolver em "tempo satisfatério”, dizemos neste caso que o problema e NP-Compl eto!

Em gera, os algoritmos de caminho minimo se baseiam em rétulos (associados a
cada nd) que expressam distancias. Se o rétulo de um determinado n6 € infinito devemos ainda
encontrar um caminho ligando a fonte a esse nG. Se o rétulo é finito ele representa a distancia
através de um caminho qualquer.

Classificamos os algoritmos de caminho minimo em dois grupos. agoritmos de
atualizacdo de rétulos (label setting) e algoritmos de correcdo de rétulos (label correcting). As duas
abordagens sdo iterativas. Na atualizacdo de rétulos designamos um n6é como permanente (6timo) a
cada iteracd0. Na correcdo de rétulos todos os rétulos sdo temporérios até a Ultima iteracéo quando
se tornam permanentes (6timos) simultaneamente. Os agoritmos de atualizagcdo de rétulos sdo
utilizados apenas em redes aciclicas e sem arcos de custo negativo.

Estudaremos o0 caso mais gera, os agoritmos de correcdo de rétulos onde se
admite a presenca de ciclos de custo negativo. Mostraremos como obter modificagdes no agoritmo
de corregdo de rétulos de forma a detectar e identificar a presenca destes ciclos (caso existam).

11.2) FORMULACAO DO PROBLEMA:

Sgja G=(N,A) uma rede direcionada com arcos de comprimento C; associados a
cadapar (i,j)] A esl N on6 fonte darede.

Definimos também C =max{ c;:(i,]) | A} para fins de andise de complexidade
Como serd visto posteriormente.

No problema de caminho minimo abordado agui buscamos o menor caminho da
fonte s aos demais nos da rede. Alternativamente este problema pode ser formulado como um

problema de programacdo linear onde desgjamos enviar uma unidade de fluxo pelo caminho mais
barato (G; denotando custos) aos demais nds da rede (N-{s}). Formalmente temos:
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Em nosso estudo do problema de caminho minimo faremos algumas "restrigdes':

i) Todos os arcos sio de comprimento inteiro positivo.

Algoritmos cuja complexidade depende de C (p.ex: agoritmos de corregdo de
rétulos) assumem tal condicdo em funcdo do modelo tedrico de maquina (em nosso caso
maquina RAM). A Random Access Machine (RAM) exige que todos os dados envolvidos no
problema sgjam inteiros. Pode-se mostrar que a utilizacdo da RAM é equivalente autilizagdo
de outros model os tedricos de computador (vide [3]).

Note que sempre podemos tranformar nUmeros racionais em nUmeros inteiros
fazendo a multiplicagdo por um inteiro escolhido convenientemente. Desta forma esta
hip6tese ndo se torna realmente restritiva.

ii) A rede contém um caminho direcionadode s a todos os demais nés (N-{s}) da rede.
Esta hip6tese pode ser satisfeita considerando-se um arco ficticio (s,i) com custo
suficientemente grande para cada né i ndo conectado a s por um caminho direcionado.

iii) A rede ndo contém ciclo de custo negativo.
Na presenca de ciclos negativos 0 custo pode ser reduzido indefinidamente
(verificagao trivial). Neste caso, precisamos impor certas condicdes para se evitar a repeticéo
de n6s no caminho minimo. A adi¢do destas "simples’ condigdes trazem sérias implicactes
computacionais. Como discutido anteriormente este problema e NP-Completo.

iv) A rede é direcionada.

Se a rede ndo é direcionada e todos os arcos de comprimento ndo-negativo
podemos tranforméla em direcionada. Essa tranformacdo ndo pode ser feita na presenca de
arcos de comprimento negativo ja que cada arco de comprimento negativo produziria um ciclo
negativo. Uma transformacdo mais elaborada € realizada para contornar essa situacdo (vide

[Ahuja; secéo 2.4]).

Note que se desgjamos enviar apenas uma unidade de fluxo de sat temos a
seguinte formul agao:
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Como a matriz A é unimodular e temos 1 e -1 em cada uma de suas colunas
podemos escrever aformulagdo dua como:

max(d(t)- d(s))
sa d(j)-di)Ec, "(@,j)T A

onde d(i) e d(j) representam as distécias de i e ] respectivamente até s (Ahuja,
secdo 9.4). Note que obtemos a distdncia minima entre s e t resolvendo-se um problema de

maximizagao!!
11.3) CONDICOES DE OTIMALIDADE:

Abaixo, descrevemos as condi¢des de otimalidade do problema de caminho minimo.
Como veremos, aém de servir como critério de parada de um determinado agoritmo, nos sugere o
desenvolvimento e criaco de novos agoritmos.

Teorema ll.1: (Condigdes de Otimalidade do Problema de Caminho Minimo)

Sgja G=(N,A) um grafo direcionado. Para cada n6 p##N, sga d(j) o comprimento
de algum caminho direcionado da fonte s a0 no j e G; o comprimento de um arco (i,j)###A. Desta

forma os nimeros d(j) representam caminhos minimos se e somente se eles satisfazem as seguintes
condigdes de otimalidade:

d(ped@)+g, " (.)T A

Demonstracao: Mostraremos inicialmente que se os rétulos d(j) p/ cada p##N, definem caminhos
minimos a partir da fonte s eles devem satisfazer a desigualdade acima.



Caso tenhamos algum no ji N ta que d(j)>d(i)+¢ ; podemos obter um caminho mais
curto passando pelo no i, basta fazer d'(j) =d(i)+c;. Logo, d(j) néo representa um caminho
minimo a partir de s, ou sgja, obtemos d'(j) < d(j). Chegamos portanto a uma contradicéo.

Reciprocamente, sgga d(j) um rétulo qualquer satisfazendo:

d(p£d@+c. " (.)T A 0

Mostraremos que cada um desses rétulos d(j) definem um caminho minimo des até
j.Sgas=i;- i,-...-i, =] um caminho direcionado P de s até j. Da desigualdade (i) temos:
dG)=d(,) £d(, ,) TG

d(i.,) £d(i,.,)+6, G,

d(i,) £d(i,) +c,, =c,
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Observe na Ultima desiqualdade que: d(i;) =d(s)=0. Fazendo a substitui¢éo
sucessiva dessas i nequagdes obtemos:

d(j))£G, , +G . +-+C, = A G

(iLptp

Note agora que d(j) € um limite inferior para qualquer caminho direcionado da fonte
s até j, sendo portanto um caminho minimo.

Observacao: Vea que estas condi¢ies de otimalidade equivalem aobtengdo de uma solugdo dual
viavel para o dud do problema de caminho minimo.

Baseado nas condi¢les de otimalidade expostas acima ja temos a base necessaria
para formular um agoritmo geral para obtencéo do caminho minimo:
I1.4) ALGORITMOS DE CORRECAO DE ROTULOS: (Labe Correcting)

Assumiremos inicidmente que nossa rede ndo admite ciclos de custo negativo.
Posteriormente, quando trabalharmos com problemas de custo minimo (no proximo capitulo)

estaremos interessados em casos mais gerais e a determinagdo desses ciclos de custos negativos
sera fundamental em alguns algoritmos.
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Os agoritmos de correcéo de rétulos mantém um conjunto de rétulos a cada etapa.
O rétulo d(j) € infinito quando ndo descobrimos ainda um caminho direcionado de s até j. Para cada
no j, definimos um indice pred(j) que denota 0 NG anterior a j no caminho correspondente ao
comprimento d(j). Isto nos gudard determinar explicitamente o caminho minimo ao fina das
iteracOes.

O agoritmo genérico de correcéo de rétulos procura atualizar sucessivamente 0s
rétulos até que as condigdes de otimalidade sgjam satisfeitas.

Algoritmo: (Correcéo de Rotulos)
Inicio
d(s):=0;
pred(s):=0;
d(j):=¥ paracadajl N-{s};
Enquanto algum arco (i,j) satisfaz d(j)>d(i)+¢; faca
d():=d(i)+g; ;
pred()):=i;
fim enq;
fim.

Exemplo: Abaixo apresentamos um exemplo de um grafo com 5 nés e 6 arestas. 0s rotulos séo
representados ao lado de cada no:

Figurall.l: Algoritmo de Correcéo de Rotulos

Andisando os arcos (i,j) ha sequéncia: (1,3); (1,2); (24); (4,5); (2,5) e (3,5) obtemos
a seguinte configuragéo final:

1
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Figurall.2: Algoritmo de Correcdo de R6tulos

Note que para cada arco (i,j) (na ordem descrita acima) fizemos a atualizagéo de
d(j) se d(j)>d(i)+cij. Ao lado do né 5, por exemplo representamos todas as ateragdes do rétulo d(j).

Observe que o vetor de predecessores nos permite obter explicitamente o caminho
minimo dafonte (N6 1) aos demais nés. No caso acima: 1-3-5.

O agoritmo genérico para correcdo de rétulos ndo especifica nenhum método para
selecdo dos arcos a serem andisados. Uma estratégia € "varrer” uma lista arbitréria de arcos
sequenciamente para cada no e verificar os arcos que violam as condi¢des de otimalidade. Dessa
forma teriamos O(m) passos a cada iteracdo. E possivel reduzir este limite para uma média de
O(n/m) passos por iteragdo. Em Ahuja (secdo 5.3) € descrito um algoritmo de corregdo de rétulos
modificado cuja complexidade fina é O(nmC) , sendo portanto pseudo-polinomid. Outras
implementagOes mais sofisticadas podem ainda ser utilizadas.

[1.4.1) Analise de Complexidade:

Observe que no agoritmo genérioco de correcdo de rétulos cada atualizacdo de d(j)
pode ser considerada como operacdo elementar. Desgamos entdo calcular o nimero de
atualizagBes desses rétulos no pior caso (Nimero maximo).

Note que cada caminho de s aj tem no maximo n-1 vértices. Como cada arco tem
o comprimento limitado por C, cada rétulo d(j) serd limitado superiormente por nC-C. Da mesma
forma se supomos a existéncia de arcos de comprimento negativo (mas ainda ¢ ciclos de custo
negativo) temos que -nC+C sera um limite inferior para um rétulo qualquer d(j) onde
C= max{|qj |: (i,j)T A}. Desta forma, se tivermos o acréscimo de apenas uma unidade de
comprimento a cada iteracéo teriamos 2nC-2C atuaizagdes de d(j) no pior caso. Como podemos
fazer tais atuaizagbes em todos os vértices distintos de s, a complexidade local serd4 dada por:



2n° - 4nC +2C (multilpicamos 0 nimero de atudizagdes de d(j) por n-1), logo a complexidade
assintética sera O(n°C).

Note que se todos os arcos forem de comprimento positivo teremos também
O(n*C) iteragBes (verificaco andoga). Logo, o agoritmo acima tera complexidade assi~tética
pseudo-polinomial, observe que ndo temos um polindmio definido no tamanho do problema (observe
que poderiamos fazer C =2"1).

[1.5) GRAFOS COM CICLOSDE CUSTO NEGATIVO:

Assumimos anteriormente que a rede G=(N,A) ndo continha ciclos de custo
negativo e descrevemos um agoritmo que resolve o problema de caminho minimo. Veamos agora
como fazer dteracfes neste agoritmo de forma aidentificar a presenca dos ciclos de custo negativo
(caso existam). Para tanto, consideremos inicia mente a seguinte definicéo:

Definicao 11.1: Definimos o custo reduzido ¢; de um arco (i,j) com respeito aos rétulos d(.) como:

G =g +d(i)- d(j).

Vegamos entdo as modificacBes exigidas pelo agoritmo genérico de correcdo de
rétulos. Se a rede G=(N,A) contém um ciclo de custo negativo, o conjunto de rétulos d(j) néo ir4
satisfazer as condicBes de otimalidade. Note que para um ciclo qualquer direcionado wi W (onde w
€ 0 conjunto de todos os ciclos em G) temos:

onde T, = ¢, +d(i)- d(j) (verificagéo trivia). Observe que  § ¢, <O, desta
i.)iw
forma teriamos algum T | w negativo e conseguentemente d(j) > d(i) +C, contrariando o
teorema ll.1 (condicBes de otimalidade).

Desta forma o agoritmo gené&ico de correcdo de rétulos ird reduzir
indefinitivamente o vaor dos rétulos d(j) do ciclo w e nunca terminard. Note entretanto que -nC é
um limite inferior para os rétulos d(j) caso a rede G=(N,A) ndo contenha ciclos de custo negativo.
Conseguentemente, se encontrarmos algum nd k cujo rétulos sga inferior a -nC  teremos
encontrado um ciclo negativo. A obtencdo explicita deste ciclo pode ser feita através do vetor de
predecessores iniciando-se no vértice k.
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Podemos obter, evidentemente, formas aternativas mais eficientes para a detecgdo
de ciclos com custo negativo. Algoritmos baseados na idéia de grafo predecessor ou algoritmos
de correcdo de rotulos FIFO (first-in first-out) sdo analisados em (Ahuja, segéo 5.5).
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