CAPITULO IV

IV .1- ALGORITMOS NAO-POLINOMIAIS (Introducso):

Trataremos neste capitulo de dois algoritmos de fluxo de custo minimo: o agoritmo
de ciclos de custo negativo e o agoritmo de caminhos minimos suscessivos. O primeiro  é
consequéncia imediata das condigbes dos ciclos de custo negativo e 0 segundo (embora n&o
imediato) das condi¢fes de otimalidade de custos reduzidos. A abordagem € um pouco diversa ja
gue no agoritmo dos ciclos de custo negativo mantemos sempre a viabilidade primal buscando obter
viabilidade dua. No dgoritmo de caminhos minimos suscessivos 0 processo € justamente o
contrério, ou sgja, mantemos viabilidade dua buscando obter viabilidade primad. Os dois agoritmos
apresentados sdo ndo polinomiais.

IV.2- ALGORITMO DE CICLOSDE CUSTO NEGATIVO:

Este dgoritmo mantém a viabilidade prima x e busca obter viabilidade dual. O fluxo
inicia X, pode ser obtido através da solugdo de um problema de fluxo méximo (se¢éo 11.2). O
algoritmo procura determinar ciclos direcionados na rede residua G(x) e aumentar o fluxo nestes
ciclos. Ele termina quando ndo existirem mais ciclos de custo negativo na rede residua (satisfazendo

portanto as condi¢des de otimalidade).
No algoritmo abaixo r; representa a capacidade do arco (i,j) narede residual:

Algoritmo: Ciclos Negativos;
Inicio
Obter fluxo x viavel;r,
Enquanto G(x) possuir algum ciclo negativo faca
Identificar ciclo w de custo negativo;
d=mir{ rij:(i! DT w
Aumentar d unidades de fluxo no ciclo w e atudizar G(x);
fim;
fim.

A determinacdo dos ciclos de custo negativo € discutida na se¢do 11.6. Para
maiores detalhes vide Ahuja, secdo 5.5. Abaixo representamos um exemplo ilustrando a execucéo
do dgaritmo:



Exemplo 1V.1) Seja o grafo abaixo com 4 nos e 6 arcos. Desgjamos enviar 2 unidades de fluxo de
sat com o menor custo possivel. Os pares ordenados ao lado de cada arco representam o custo e
a capacidade respectivamente:

FiguralV.1l: Rede Original

A primeira coordenada de cada par (i,j) representa o custo, a segunda representa a
capacidade de cada arco.

Suponha que exista uma unidade de fluxo ao longo do caminho (s,at) e uma unidade
a0 longo de (s,ab,t). Observe que o cuto total serd 17. Logo, a rede residua correspondente ao

fluxo: Xg, = 2, Xy = Xy = X =1, Xy = Xy =0 ser&:

FiguralV.2:Rede Residual ¢/ Ciclo Negativo

Note que podemos enviar um fluxo de uma unidade (d=min{r,:(i, j) I w}) ao
longo do ciclo (s,b,a,5). Observe que o custo correspondente sera -5. Chamando de X, o fluxo inicid
ey o fluxo unitério ao longo do ciclo (sb,a,), 0 novo fluxo x seradado por X = X, + Y.

Desta forma, no novo fluxo enviaremos uma unidade no caminho (sat) e uma
unidade no caminho (s,b,t). A rede residual correspondente sera
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Figura IV.3: Rede Residual s/ Ciclo Negativo

Neste caso ndo temos mais nenhum ciclo de custo negativo, chegando portanto a
uma solucdo étima.

IV.2.1 - Anélise de Complexidade:

Para 0 cdculo de complexidade do algoritmo acima, é necessario inicialmente que
se analise a complexidade de um agoritmo para a determinacéo do ciclo de custo negativo na rede
residual. Como mencionado no capitulo I1, o agoritmo de correcdo de rétulos FIFO (que requer no
pior caso O(nm) passos) poderia ser implementado. Uma outra alternativa seria utilizar o smplex de
rede (de complexidade pseudo-polinomial, vide Ahuja secéo 11.7).

Note que mCU é uma cota superior para o fluxo inicid do problema de fluxo de
custo minimo (c; £C e x; £U," (i,j)I A). A cada passo do agoritmo o vaor da fungéo

objetivo sofre uma ateragéo de:

X, 0
¢a c;-d
Eipiw @

unidades (observe que este valor € estritamente negativo). Como, por hipétese,
todos os dados do problema sdo inteiros o agoritmo termina em no méximo O(MCU) iteracOes
totalizando portanto O(Nm*CU) unidades de tempo. Note que estamos supondo que o agoritmo de

correcao de rétulos FIFO esta sendo utilizado na determinacéo dos ciclos de custo negativo.

IV.3- ALGORITMO DE CAMINHOS MINIMOS SUSCESSIVOS:

No agoritmo de ciclos de custo negativo mantinhamos a viabilidade da solucéo
(viabilidade primal) buscando satisfazer as condigdes de otimalidade (viabilidade dua). No agoritmo



de caminhos minimos suscessivos mantemos a viabilidade dud (T; ® 0," (i, i) T G(x) onde x n&o

€ necessariamente viavel) e tentamos obter viabilidade primal.
Nosso problema de fluxo de custo minimo, como vimas, pode ser formulado como:

min z(x) = é G; X;

(. A
sa  AX - ax=bd, "il N ()
(T A (kK A
0E£x, £u;, "(i,j)T A

Em nosso caso o vetor x deve satisfazer apenas as restri¢es de capacidade e ndo-
negatividade, violando portanto, as restri¢des de conservacdo de fluxo em cadand. Temos assm as
seguintes definigoes:

Definicdo IV.1: Um pseudofluxo é uma funcdo f:xT A" ® A* saisfazendo somente as
restricbes de capacidade e ndo-negatividade (m representa o nimero total de arcos da rede
origind).

Definicdo 1V.2: Para cada pseudofluxo x definimos o desajuste de cadand i como:

i) =b(i)+ @ x- ax; "IN

Gant A k@l A

Se &i)>0 para dgum i, nos referimos a (i) como excesso do no i, se &(i)<0 nos
referimos a -e(i) como déficite do n6 i. Um nd estara balanceado quando €(i)=0. Segjam
E={i:g(i)>0} e D={i:g(i)<0} conjunto de nds com excesso e déficite respectivamente.

Importante: A rede residual G(x) correspondente a um pseudofluxo x é definida de maneira
idéntica a que definimos anteriormente para um flluxo viavel x qualquer.

Utilizando o conceito de pseudofluxo e as condigbes de otimalidade de custo
reduzido provamos o importante resultado que serd utilizado na elaboracdo do agoritmo de caminhos
mMinimo suscessivos.

Teorema 1V.1: Suponha que um pseudofluxo (ou fluxo) x satisfaca as condigbes de otimaidade

com respeito &s variaveis duais p, ou sgja, G; =¢; - pi)+p(j)2 0 ", )T G(X),ousda p é
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um vetor dua viavel em G(x). Sgja d o caminho mais curto de s aos demais nés em G(x) com
respeito aos custos reduzidos G; . Assm, temos 0 seguinte resultado:

a) O pseudofluxo x também satisfaz as condigdes de otimalidade com respeito as varidvels
duais p'=p-d, ousgag;'3 0," (i,j) T G(x).
b) Os custos reduzidos G,'=G,- P'(i)+p'(j) sho zero para todos os arcos (i,))

pertencentes ao caminho mais curto do né s aum outro nd qualquer de G(X).

Demonstracao: Como x satisfaz as condi¢des de otimalidade de custo reduzido com respeito a p,
temos G, 2 0," (i, ]) I G(X).

O vetor d representa 0 caminho mais curto do no s a todos os outros nés sendo G
0 comprimento de cada arco (i,j). Neste caso, como ndo temos ciclos de custo negativo o vetor d ira
satisfazer as condicles de otimalidade, ou sga

d(p£d@)+g, " (@(,)1 G(x)

Subdiituindo T, =¢; - p(i)+p(j) na desiguddade acima temos:
d(j)£d(i)+g - p(i)+p(j). Ou anda G- (p(i)- d(i))+(p(j)-d(j))* 0. Como
p'(i)=p()- d@i) ep'(j)=p(j)- d(j) temos T, * 0. Terminamos portanto a parte a.

Para demonstrar a parte b basta observar que d(j) =d(i)+G, no caminho
minimo de a a um n6 quaguer | (note que i e j devem pertencer a este caminho minimo).
Subdtituindo G, = ¢; - P(i) + p(]) naequagdo acimatemos d(j) =d(i) +c; - p(i) + p(j).
Portanto: T;'=c, - P'(i)+pP(j) =0, " (i,]) no caminho minimo de s a outro N0 quaquer da

rede.

O préximo resultado nos fornece uma maneira de atudizar o pseudofluxo x (ou
fluxo x) mantendo as condic¢Bes de otimalidade de custo reduzido.

Teorema |V.2: Suponha que um pseudofluxo (ou fluxo x) satisfaca as condicBes de otimdidade de
custo reduzido, e sgja X' um pseudofluxo (ou fluxo) obtido com envio de fluxo através do caminho
mais curto da fonte s a um outro n6 qualquer k. Entdo x' também satisfaz as condigdes de
otimalidade de custo reduzido.

Demonstracdo: Sgam p e p' varidveis duais obtidas como no teorema anterior. Temos também
que qualquer arco (i,j) pertencente ao caminho minimo P de s ak satisfaz G;'=0.

Aumentando-se o fluxo neste caminho a rede residual sofrera alteracdo somente ao
longo de P permanecendo constante nos demais arcos da rede residual .
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Observe que aumentando o fluxo em um arco (i,j)T P poderiamos criar um arco
contrério (j,i) na rede residua. Como G,'=c; - P(i)+pP(j)=0" (i,j)1 P teremos T,;'=0,

assm, o arco (j,i) ira satisfazer também as condi¢des de otimalidade com respeito ao novo fluxo -

Note que esse dois teoremas nos dao as condigdes necessérias para elaboracdo de
um novo agoritmo de fluxo de custo minimo. Tomamos primeiramente um pseudofluxo X, obtendo
portanto uma rede residud G(X,). Escolnemos uma solugdo dua inicid P, onde
G =G - P(i)+P,(J)2 0" (i,])1 G(x,). Caculamos agora d com respeito aos custos
reduzidos q_] e atualizamos p segundo o teorema I1V.1.a, ou sgja, fazemos p'=p-d, obtendo desta
forma, umanova solucéo dud viavel (ou sga, G;'? 0). Calculamos agora todos os custos reduzidos
G, em G(X,). Do teoremalV.1b, G;'=0 quaquer que sgfao arco (i,j) a longo do caminho entre s
(n6 com excesso, (s)>0) ao nd t (N6 com déficite, &(s)<0). Enviamos o maior fluxo possivel neste
caminho. Segundo o teorema 1V.2, este fluxo também satisfaz as condicbes de otimalidade com
respeito aos custos reduzidos G *. Calcumos agora a nova rede residual com respeito a este fluxo e
repetimos 0 processo até que todos os nés estejam balanceados.

O algoritmo de caminhos minimos suscessivos é descrito abaixo. Analogamente ao
agoritmo de ciclos de custo negativo, I; representa a capacidade dos arcos (i,j) narede residual:

Algoritmo: Caminhos Minimos Suscessivos,
Inicio
x:=0; p:=0;
&(i) := b(i) paratodo il N;
Inicidizar E ={i:e(i) >0} e D={i:e(i) <0}
Enquanto E! A faca
Selecione ki Eell D;
Determine o caminho mais curto de s a todos os outros nos em G(x) com respeito a G ;
p=p-d; i
Caculamos ;' " (i,]) 1 G(x);
SgaP o caminho mais curto de k atél;
d=min{ e(k),- e(l),min{ r;:(i,j) T P}}
Aumente d unidades de fluxo ao longo do caminhoP;
Atuaize x, G(x), E, D e os custos reduzidos;
fim engq;
fim.



Como observado acima, no agoritmo de caminhos minimos susCessivos
selecionamos sl E ={i:e(i) >0} e t1 D ={i:g(i) <0} eenviamosum fluxo de s at ao longo do
caminho minimo entre estes vértices (na rede residua). O agoritmo termina quando todos os nos da
rede estiverem balanceados (isto € €(i)=0).

Ao inicidizarmos o dgoritmo fazemos x=0 (pseudofluxo inicia). Temos neste caso
gue G(x)=G. Observe que fazendo p=0 as condi¢des de otimaidade de custo reduzido sdo
satisfeitas, G, =G, 3 0 " (i,]) | G(X) (lembre-se que supomos g, 3 0" @(i,j)T A (capitulo 111)).

Note que enquanto E e D forem ndo-vazios néo teremos alcancado a viabilidade
prima, ou ainda, como mantemos sempre a viabilidade dua a cada passo , para E e D vazios
teremos uma solugdo Gtima.

No capitulo 111 supomos a existéncia de um caminho direcionado ente cada par de
nos de G. Logo, os rétulos d(.) estdo bem definidos. A convergéncia do algoritmo esté garantida ja
que a cada atualizagcdo fazemos um decréscimo de E e D respectivamente, na mesma proporcao.

Exemplo 1V.2: Sga G o seguinte grafo com 4 vértices e 5 arestas como abaixo. Os pares
ordenados (T ,I;;) representam custo e capacidade respectivamente na rede residual. Inicialmente

temos. E= {1} eD ={4} (s=1 et=4). Parax=0 e p=0 (solugdo dud vidvd inicid) temos.

e(2)=0
p(2)=0

e(4)=-4
p(4)=0

FiguralV.4: Rede Residual Inicial ¢/ x=0 epP=0

Observe que x=0 ndo é viavel pois &(1)=4 e e(4)=-4. Note que no primeiro passo
temos a rede residual igua a rede origina. Calculando d com respeito aos custos T; e fazendo

p:=p- d, temos



&(3)=0
p(3)=-2

FiguralV.5: Rede Residual apds a atualizagéo dep

Observe que C3=C;, =0 no caminho minimo entre 1 e 4 (vide teorema 1V.2).
Fazemos agora d= mir{ e(1),- e(4),r,3,r5,} (variacdo maxima do fluxo neste caminho). Assim
d=min{ 4,4,2,5=2. O novo fluxo X' serd portanto X;,' = X,,'= X,5'=0, X3'= X3,"=2. Abaixo
calculamos G(x') e fazemos atuaizacdo de E e D:

p(2)=-2
e(2)=0
©4)
e(1)=2 e(d)=-2
p(1)=0 p(4)=3
02
e(3)=0
p(3)=-2

FiguralV.6: Rede Residual apds o acr éscimo de 2 unidades no caminho 1-3-4.

Repetindo o processo entre os vértices 1 e 4 temos d(1)=0, d(2)=0, d(3)=1 e d(4)=1.
Assm, caculando o0 novo p e fazendo a atualizagéo de cada G obtemos:



e(4)=-2
p@A=-3

02

e(3)=0
p(3)=-2

Figura|V.7: Rede apds a atualizagdo ded.

Note que C,, = C,; = C3, =0 no caminho minimo 1-2-3-4 entre 1 e 4. Temos agora
que d=mir{ e(1),- e(4),r,, s l}= mMin{22423}=2. O novo fluxo x' serda portanto:
X' = Xog'= X3 = 2, Xy, = 0€ Xg,'= 4. ApGs a atualizaco de E e D arede residual sera:

p(2)=-2
&2)=0

p(4)=-4
&4)=0

FiguralV.8: Rede Residual ap6s o acr éscimo de fluxo em 1-2-3-4

Como todos os nés estdo balanceados terminamos portanto o algoritmo.

1V.3.1- ANALISE DE COMPLEXIDADE:

A cada iteraco do agoritmo resolvemos um problema de caminho minimo (com
arcos ndo-negativos) e descrevemos estritamente 0 excesso de cada né em E (e obviamente



também de cada n6é em D). Como U (definido anteriormente) € um limitante superior para b(i) "

il N o agoritmo termina em no méaximo nU iteracdes, sendo portanto O(nU) iteragdes. Se S(n,m,C)
representa a complexidade do problema de caminho minimo com arcos ndo-negativos, a
complexidade fina sera de O(nNUS(n,m,nC)) passos, sendo portanto pseudo-polinomial. Observe que

utilizamos nC ao invés de C na expressdo da complexidade acima, pois 0s custos na rede residua
sd0 limitados por nC.
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