CAPITULO lII

[11.1) CONDICOES DE OTIMALIDADE (Fluxo de Custo Minimo):

Com o objetivo de dar suporte ao desenvolvimento de agoritmos de fluxo de custo
minimo, apresentamos, neste capitulo, as condicdes de otimalidade do problema de fluxo de custo
minimo. Na condi¢do dos ciclos de custo negativo discutimos como gerar um novo fluxo X' a partir
deum fluxoinicia X, adicionando-se a este um ciclo de custo negativo, quando isto nd mais puder
ser implementado teremos chegado a um fluxo 6timo. Estudaremos também a formulagdo dua do
problema de fluxo de custo minimo. As varidveis duais deste problema sdo uma generalizacdo do
conceito de rétulos de disténcias utilizados no problema de caminho minimo (condicdes de custo
reduzido). Finadmente, na condicdo das folgas complementares estabelecemos as condigbes de
otimalidade em termos da rede origind.

Veremos como encontrar e interpretar a solugéo 6tima dua do problema de custo
minimo resolvendo um problema de caminho minimo adequado.

111.2) FORMULACAO DO PROBLEMA E REDE RESIDUAL :

Seja G=(N,A) uma rede direcionada com custo ¢; e capacidades Iij eu; (limites
inferior e superior respectivamente) associada a cada arco (i,j))1 A. A cadano il N associamos um
namero b(i), cujo sind indicase i seré fonte (b(i)>0) ou demanda (b(i)<0). Se b(i)=0 teremos ent&o
um no intermediario.

Formulamos o Problema de Fluxo de Custo Minimo (PFCM) como abaixo:

. _ o
min z(x) = q ¢;X,
)1 A

sa  Ax- ax=b@), "iTN ()
{i,n A {ki(k,i)l A}
liiEXijELh’ " J)l A

Sem perda de generalidade assumimos os limitantes inferiores |; iguais a zero (vide
Ahuja, secdo 2.4) e os custos G; ndo-negativos.
Sqa .
C=maqc;:(i,))T A
U = max{ max[b(i):i T N], max[u,:(i, DT A] ey, <¥}



Como veremos posteriormente a definicdo de C e U serdo utilizadas na andise de
complexidade.

Hipoteses Adicionais:

i) Todos os dados (custos, capacidades, valores de oferta e demanda) séo inteiros.
Esta hipotese ndo é realmente restritiva ja que podemos multiplicar os nimeros racionais
(manipulados pelo computador) por um nimero interio suficientemente grande.

ii) A rede é direcionada.
Esta condicéo é satisfeita facilmente ja que podemos transformar arcos ndo-orientados em
orientados.

iii) A oferta total €igual ademanda total.

Assumimos que é_ b(i) =0 e que o problema de fluxo de cuto minimo admite pelo menos
i N

uma solucdo viével.

iv) Existe um caminho direcionado entre cada par de nos.

A rede G=(N,A) contém um caminho direcionado sem restricGes de capacidade entre cada
par de nos (ou sga, cada arco desse caminho tem capacidade infinita). Impomos esta
condicdo, se necessério adicionando arcos artificiais (1)) e (j,1) paracadajl N e aribuindo um
grande custo e capacidade infinita a cada um desses arcos. Tais arcos ndo aparecerdo na
solucdo a menos que o problema ndo contenha solucdo vidvel sem arcos artificiais.

V) Todos 0s custos séo ndo-negativos.

Esta hipétese ndo implica em perda de generdidade, basta fazermos uma simples
tranformacdo que converte arcos com custos negativos em positivos (Ahuja, secdo 2.4). Isto
pode ser feito desde que os arcos tenham capacidade finita. Quando alguns arcos sdo
irrestritos, assumimos que a rede nd contém ciclos direcionados de custo negativo de
capacidade infinita. Se a rede contém tais ciclos o valor étimo do problema de fluxo de custo
minimo é ilimitado. Em (Ahuja, secéo 3.4) é descrito um algoritmo de busca que detecta tal

situacao.

Observacao: Podemos determinar se o problema de fluxo de custo minimo admite uma solucéo
viavel resolvendo um problema de fluxo méaximo (Ahuja, capitulo 7). Para isso, introduzimos um né
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fonte s* e um nO demanda t*. Para cada n6 i com b(i)>0, adicionamos um arco (s*,i) com
capacidade b(i) e para cada n6 i com b(i)<0, adicionamos um arco (i,t*) com capacidade -b(i).
Abaixo representamos um exemplo de um grafo com 6 nds. Suponha que queiramos enviar 7
unidades de fluxo de a até f:

Figuralll.l: Determinag&o da Solucéo Viavel

Resolvemos agora o problema de fluxo méximo de s* até t*. Se o vaor do fluxo

méximo for igud a é b(i) =7 entdo o problema de fluxo de custo minimo serd viavel. Caso
{izb(i)>0}

contrério ndo admitira uma solugdo vidvel inicid.

Como veremos posteriormente, no desenvolvimento de agoritmos de fluxo em rede
e na andlise das condigbes de otimalidade € frequentemente utilizada a avaliacdo do fluxo
incremental sobre um fluxo vidvd inicial. Definiremos abaixo uma rede auxiliar (rede residua) que
nos gjudara na determinacdo deste novo fluxo residual obtido a partir de um fluxo conhecido.

Definicéo |11.1: (Rede Residual)

Definimos rede residual com respeito a um fluxo dado X° da seguinte forma:
trocamos cada arco (i,j) da rede origind por dois arcos (i,j) e (j,i), o arco (i,j) tem custo G; e

capacidaderesidual I, = U, - %’ eoarco (j,i) tem custo -G; e capacidade residual r; = x;. Abaixo

ilustramos a obteng&o de um arco narede residual:

0 (cij i) ® il xi)
(cij,uijxij)

Figuralll.2: Rede Residual

17



Exemplo 111.1) Seja o grafo com 4 vértices abaixo. Os pares ordenados ao lado de cada no
representam o custo e a capacidade de cada arco respectivamente:

Figuralll.3: RedeOriginal

Suponha que enviemos um fluxo x° de aa d da seguinte forma: X, = 2; X,. =3;
Yoo =1 Xy =4 € X,y =1 A rederesidua correspondente seré

Figuralll.4: Rede Residual

NOTACAO: Representamos por G( X°) arede residua com respeito ao fluxo x°.
Note que a capacidade residua representa o acréscimo possivel de fluxo no arco (i) até
sua saturacdo. O arco contrario (j,i) denota o possivel decremento deste fluxo.
111.3) DUALIDADE E CONDICOES DE OTIMALIDADE:
Antes de discutirmos diretamente as condigdes de otimaidade trataremos

inicialmente da obtencé&o do problema dual. Observe que podemos reescrever nosso Problema de
Fluxo de Custo Minimo (I) na forma compacta como abaixo:
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min (c'X)
sa Ax=b (1)
X+zZ=u

X,z3 0 onde x,zul A™ bl Ame AT A™"

A variavel z acima representa as varidvels de folga relativas ao vetor X, e A (matriz
de incidéncia n6 arco) € unimodular com vaores 1 e -1 em cada coluna (verificagdo trivid).
Reescrevendo (I1) de outra formatemos:

min (707 )g%
LA 0emxo_abo

| 1 @&zg &ug
(xT zT)3O

Cujo dua é obtido diretamente como abaixo:

max(bT u’ %2
2

aA" | o el
sago |£E§£§o§('”)

péirr%trito,a3 0

Como A é unimodular e em cada coluna temos exatamente 1 e -1, amatriz A’ tera

exatamente 1 e -1 em cada linha. Fazendo ainda d= - d e reescrevendo (I11) como abaixo temos
finalmente:

max b'p- u'd
sa A'p- IdEc
ds 0

pirrestrito

Ou ainda:
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max s, b(i)p(i) - 8 u,d,?
i=1 (A @

sa p()-p(j)-d;£c; (V)
d, £0," (i, )T A
p(i)irrestrito

Observe que o problema dua do problema de caminho mais curto (vide capitulo 2)
€ um caso paticular do problema dua acimal Note que podemos fazer d, =0 e d(i) =- p(i)

sendo b(s)=1, b(t)=-1eb(i)=Opara il seilt.

Como temos 1 e -1 em cada linha de AT, teremos sempre a subtracdo de duas
variaveis duais p(i) e p(j) em cada linha da formulagdo (IV) acima. Vejamos agora a seguinte
definicéo:

Definicdo 111.2: Analogamente a0 problema de caminho minimo, o custo reduzido q_J (do
problema de fluxo de custo minimo) € definido como: c,_] =¢; - p@)+p(]).

E f&cil ver que uma solugdo dua vidvel (formulagdo IV) implicaem c,_j3 0" (@, A.

Consideremos agora trés condi¢des distintas de otimalidade e equivalentes entre Si:
a) Condicao dos Ciclos de Custo Negativo
b) Condicéo dos Custos Reduzidos
¢) Condigdo das Folgas Complementares

Dependendo do agoritmo utilizado, a escolha de uma das condigdes de otimalidade
poderd ser mais ou menos conveniente na andise do critério de parada e até sugerir novas
estratégias para 0 desenvolvimento de algoritmos.

Vegamos inicialmente as condigdes dos ciclos de custo negativo:
111.3.1) CONDICAO DE CICLOSDE CUSTO NEGATIVO:

Na formulagdo de problemas de fluxo em redes podemos adotar duas abordagens
equivaentes. podemos definir fluxos em arcos (ja visto) ou definir fluxos em caminhos e ciclos.



Exemplo I11.2: Abaixo ilustramos um exemplo onde enviamos 7 unidades de fluxo do n6 1 ao no 6.
Um fluxo vidve no caso a seria por exemplo: X,=4, X3 =0, X3=3, X, =6,
X5 =3, Xg5 = 2, X5 = 4, Xgg =3 € X5, = 2.

4 unidades
~—® O
2
@) :
2unid
3 + 5
3 3 unidades

Figuralll.5: (a) Fluxosem Arcos (b) Fluxosem Caminhose Ciclos

Note que na formulagdo de fluxo em caminhos e ciclos (caso b) enviamos 4
unidades no caminho 1-2-4-6 e 3 unidades no caminho 1-3-5-6 e 2 unidades no ciclo 5-2-4-5. -

Na formulacdo de fluxos em caminhos e ciclos enumeramos todos os caminhos
direcionados p entre quaisquer dois pares de nés e todos os ciclos direcionados w da rede. Seja P a
colecdo de todos os caminhos e W a colecdo de todos os ciclos. As variavels utilizadas na
formulagdo envolvendo caminho e ciclos sfo f(p) (fluxo no caminho p) e f(w) (fluxo no ciclo w).
Definimos estas varidveis para todos os caminhos direcionados p em P e todos os ciclos
direcionadosw em W.

Ofluxo x; no arco (i,j) seraigua a soma dos fluxos f(p) e f(w) para todos os

caminhos p em P e todos os ciclos w em W que contenham este arco.

Notagdo: d,(p) éigua alseoarco (i,j) esta contido no caminho p e 0 caso contrério. Da mesma
forma d; (w) é1seoarco (i,j) esté contido no cilo w e 0 caso contrario. Assim:

x, =a d (p)f(p)+a d(wf(w

pl P wi W
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Desta forma cada fluxo em caminhe s e ciclos determina fluxos em arcos
unicamente. Reciprocamente (Ahuja, secéo 3.5), podemos decompor também fluxos em arcos em
fluxos em caminhos e ciclos.

V gjamos agora a seguinte definicéo:

Definicéo I11.2: (Ciclos Aumentantes)
Um ciclo w com fluxo f(w)>0 é chamado ciclo aumentante com respeito a um fluxo

X se.
OE£x, +d W) f(W)Eu,, "(@i,j)l w

Observe que o custo no ciclo aumentante é definido como c(w) = é_ G, d;(w). A
.07 A

variagdo de fluxo ao longo deste ciclo sera dada por c(w)f(w).

A representacdo de um fluxo em caminhos e ciclos tem importantes consequéncias.
Ela nos permite comparar dois fluxos em uma rede mostrando como obter um fluxo em funcdo de
outro através de uma segquéncia de operagdes simples. V ejamos agora como obter esta fungéo:

Teorema |l1.1 (Teorema dos Ciclos Aumentantes): Segjam x e X, dois fluxos viaveis do
problema de fluxo. Entéo x seraigual a X, mais o fluxo em pelo menos m ciclos aumentantes com
respeito a X, . Além disso, o custo de x € igual a custo de X, mais 0 custo nestes ciclos
aumentantes.

Demonstracéo: Segamx e X, dois fluxos viaveis do PFCM, ou sga

AX =Db e Ax, =b
OEXEu O£ x £u

O vetor diferencay=x- X, satisfaz a equacdo homogénea A(x- X, )=0. Desta forma
0 vetor y podera ser representado por fluxos em no maximo m ciclos. De fato, note que y=x- X, néo
pode ser representado por fluxos em caminhos j& que teriamos 2 nés correspondentes a fonte e a
demanda (b(i)>0 e b(i)<0 respectivamente), ndo obtendo portanto uma equacdo homogénea Ay=0.
Sgaentéo o fluxo neste ciclos definido por: f (w,), f (w,),.., f (w,) onderEm. Assm:

Y = (W) T (w)+.+d(w) F(w), " (0)T A



Como X; = X; +Y; (poisy=x-X,) e O£ x, £u;, " (i,j)T A, temos
O£ X +a d;(w)f(w)Ewy,
k=1
Note que para cadaciclo w,, temos O£ x; +d, (w,) f (W) £ u;, onde (i) T w,.

Assim, se adicionamos qualquer um destes fluxos em ciclos a X, a solugdo resultante continua
viavel em cada arco (i,j). Logo os ciclos w;, W, ,.., W, , S80 aumentantes com respeito a X,. Observe

ainda que:
aGgx = agx* agy
(i.)TA (i,hHiA G, A
= & cx+ acla diw)fw)]
i.)HTA i.DTA k=1
= & X +a cw)f(w)
M)A k=1

Assim, enviando o fluxo através dos ciclos aumentantes estaremos aterando

é_ G,;X; » obtendo portanto uma solugdo viavel melhor (ou pior) que a anterior.
M)A

Importante:

Observe que, em termos da rede residua (definida na secdo 111.2) cada ciclo
aumentante w com respeito a um fluxo X, corresponde a um ciclo direcionado w em G(X,). Vea
que no exemplo I11.1, poderiamos passar um fluxo unitério no ciclo b-d-c-b (observe que este ciclo
tem custo negativo). Desta forma, poderiamos reescrever o teorema anterior (sob as mesmas
condigdes) dizendo que o fluxo x seraigua a X, mais o fluxo em no méximo m ciclos direcionados
em G(X,). Logo, se temos um fluxo X, e ciclos aumentantes w de custo negativo podemos obter
um novo fluxo X' com custo menor ao anterior.

No exemplo 111.1 o custo associado a0 fluxo X, sera f(X, )=36. Se passamos uma
unidade de fluxo (na rede resdud) no ciclo b-d-c-b teremos um novo fluxo x' onde
Xp =2, Xpe=3, Xpq =2, X =3, %, = 0. Note agora que f(x)=25. Observe que houve uma

reducdo no custo ja que o fluxo no ciclo b-d-c-d tem custo negativo.

Desta forma estabelecemos as condigdes de otimalidade baseada na obtencéo da
rede residud:

Teorema I 11.2: (Condigdes de Ciclos de Custos Negativos)
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Uma solucdo viavel x* € uma solucdo 6tima do problema de fluxo de custo minimo
se e somente se arede residual G(x*) ndo contém ciclos de custo negativo.

Demonstracdo: Suponha iniciamente que x* sgja uma solugdo 6tima e G(x*) contenha ciclos de
custo negativo. Do teorema anterior temos:

A cx = &cx +acw)f(w), onde rEm.

(i.)TA G, A k=1

Note que os ciclos w, estdo em G(x*). Desta forma uma variagéo do fluxo nestes
ciclos aumentantes implicard em uma diminuicdo da funcdo objetivo (pois sdo ciclos de custo
negativo). Chegamos portanto a uma contradi¢éo.

Suponha agora x* viavel e que a rede residual G(x*) ndo contenha ciclos de custo
negativo. Sgja X, o fluxo étimo e X, * x*. Do teorema anterior podemos decompor X, = X, - X*

em no maximo rEm ciclos aumentantes com respeito ao fluxo x*. Logo:

Acw)fw)= d6x- &qx

k=1 @0 A (.0 A

Como nd temos ciclos de custo negativo, segue CX,- cx*3 0, ou anda
CX, 3 cx*. Entretanto X, € fluxo 6timo, assm Cx, £CX*, 0 que nos da cx*=cX,. Portanto x*
também é fluxo 6timo, logo se G(x*) ndo admite ciclos de custo negativo, xX* serd solucéo Gtima.-

Exemplo I11.3: Considere o exemplo I11.1 acima. A nova rede residua relativa ao fluxo x' dado
POr Xop = 2, Xoq = 2, %o =0, X, =3, Xy =3 ser&

Figuralll.6: Rede Residual
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Note que o unico ciclo da rede residua acima b-c-d-b ndo € de custo negativo, logo
X' éfluxo étimo.

111.3.2) CONDICOES DOS CUSTOS REDUZIDOS:
Consideremos incialmente o seguinte resultado auxiliar:

Lemalll.1: Paraquaquer ciclo direcionado w em umarede G temos.

ac=ac ondeg =g - pi)+p(j)

(.)Tw (.)Tw

Demonstragdo: Sgam i, - i,-...-i,, 0s vértices de um ciclo w (note que i, =i,). Como
G, =, - P(i)+p(j). temos que:
a c_;lj :C|1i2 - Hil) +p(i2)+q2i3 - p(i2)+p(i3)+...+C|k_lik - p(ik-l)"'p(ik) = a Clj

(i.)Tw (i.)Tw

Note que p(i,) = p(i,)-

Observacdo: Lembre-se que G, =¢;- p(i)+pP(]), € o custo reduzido associado a0 arco (ij).

Formulamos assim 0 seguinte resultado:

Teorema I 11.4: (Condictes de Custo Reduzido)
Uma solucdo viavel x* € uma solucdo 6tima do problema de fluxo de custo minimo
se e somente se 0 conjunto de varidvels duais satisfazem a seguinte condicéo:

G20 "(@,))1 G(x)

Demonstracao: Provaremos este resultado mostrando a equivaléncia entre as condicles de custo
reduzido e as condi¢des de ciclo de custo negativo.

Para mostrar que a condicdo de custo reduzido implica na condicdo dos ciclos
negativos tomamos uma solucgéo étimax* tal que:

ac,=ac-pi)+pj)2o

(.pTw (.)Tw
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para qualquer ciclo direcionado w em G(x*). Logo do lema anterior temos:

ag=ac?0

(.)Tw (.)Tw

portanto G(x*) néo contém ciclos de custo negativo.

Reciprocamente suponha x* uma solugéo viavel e que G(x*) ndo tenha ciclos de
custo negativo. Seja d(.) rétulos parciais que denotam o caminho mais curto do nd 1 a todos os
outros nos em G(x*). Do capitulo anterior (teorema 11.1), temos que se a rede ndo contém ciclos de
cuto negativo, os rétulos d(.) sdo bem definidos e satisfazem as condiges d(j) £d(i) +¢;, " (i)
em G(x*). Definindo p=-d, temos G, =G, - p(i)+p(j)30, " ()i G(x*). Logo x* satisfaz as

condigOes de custo reduzido.

Observe ainda que a demonstracdo acima nos da uma forma de se obter uma
solugdo Gtima dual resolvendo-se um problema de caminho mais curto.

Podemos obter também uma solucdo étima prima a partir de uma solugéo 6tima
dual resolvendo-se um problema de fluxo maximo (Ahuja, capitulo 7).

111.3.3) CONDICAO DASFOLGAS COMPLEMENTARES:

Nas duas secOes anteriores estabelecemos condi¢des de otimalidade baseadas na
obtencdo da rede residual. Estabeleceremos agora as condigdes de otimalidade em termos da rede
origind G=(N,A).

Teorema I11.5: (Condigéo das Folgas Complementares)

Uma solugdo vidvel x* do PFCM € Gtima se e somente se, 0 conjunto de variavels
duais ###, 0s custos reduzidos e os fluxos em cada arco (i,j) satisfazem as seguintes condic¢des de
folgas complementares (qualquer que sgja (i,j) em A):

SeT; 3 Oentdo x; =0 @)
Se0<x; <u;, etdo G =0 (i)
SeT, <0 entdo x; = u, (iii)

Demonstracéo: Mostraremos que a condi¢do de custo reduzido € equivalente & condicdes acima.
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Inicidmente veremos quese as variaveis duais p e um fluxo x satisfazem as
condi¢des de custo reduzido as condigdes das folgas complementares seréo satisfeitas.

Caso 1. Se G, >0 (narede origind), a rede resdua G(x*) néo podera conter o arco (j,i) com
custo G, =- T, <0 pois T, >0," (ij)I G(x*). Teremosentdo x; =0.

Caso 2: Se 0< x” <, (narede origind), a rede residual contera ambos os arcos (i,j) &(j,i). Mas
devemoster G, 2 OeC; ® 0. Temosentdo G, =T; = 0.

Caso 3: Se G; <0 (narede origind), a rede residual G(x*) ndo pode conter o arco (i,j) pois ; <0
narede G(x*). Para se evitar a contradi¢éo devemos ter )gj = U

Mostraremos agora que se um par (p,X) satisfaz as condi¢cbes das folgas
complementares erd satisfazer também as condi¢des de custo reduzido:

Caso a: Se G; >0 temos )g] =0 na rede original. Desta forma teremos G; >0 na rede residua

(vide definicéo).

Caso b: Se 0<xi*]. <u, temos T; = 0 na rede origina. Desta forma G; =0 em G(x*). Teremos
também um arco (j,i) narede resdua onde T; = - G, = O implicandoem T;; = 0 em G(x*).

Caso c: SeT; <0 entéo )g] = ;. Temos um arco (j,i) em G(x*) onde C;; =- G; >0.

Desta forma mostramos que, satisfazendo as condigdes acima G, >0,
" (i,j)T A

Com as condicdes de otimdidade descritas agui, obtemos o0s conceitos
fundamentais que nos pemitiréo elaborar os agoritmos de fluxo de custo minimo.
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