CAPITULOI

1.1) INTRODUCAO: (Problema de Fluxo de Custo Minimo)

Os problemas de fluxo em rede sdo, inquestionavel mente de suma importancia em
vérios setores da investigacdo cientifica Podemos citar por exemplo, aplicacbes em ciéncia da
computacdo, engenharia, pesquisa operacional, matemética aplicada, gerenciamento, entre outras.
Abordamos aqui os problemas de fluxo de custo minimo, ou sga, procuramos enviar um fluxo
constante em umarede G com n nGs e m arestas a0 menor custo possivel.

Discutiremos nesse trabaho adguns dos agoritmos de fluxo de custo minimo,
fazendo, paradamente a isso, uma andlise da "eficiéncia’ computaciona destes algoritmos. Para
tanto, abordaremos inicialmente sobre a complexidade de agoritmos onde enfatizamos a andlise de
pior caso. Utilizaremos um modelo tedrico de computador denominado RAM ( Random Access
Machine). Na verdade este modelo se equivale a outros model os tedricos como maquinas RASP ou
maquinas de TURING.

Abordamos também o problema de caminho minimo (capitulo 1), utilizado
frequentemente como subproblema do problema de fluxo de custo minimo. Estudamos o0s
agoritmos de correcdo de rotulos (label correcting) mais apropriados para redes com ciclo de
custo negativo. Outros métodos mais especificos podem ser utilizados dependendo dos dados do
problema. Caso ndo tenhamos a presenca de ciclos de custo negativo, algoritmos de atualizagdo de
rotulos (label setting) poderiam ser utilizados. No capitulo 1l ndo estaremos preocupados com
aspectos especiais de implementacdo dos agoritmos de caminho minimo, faremos apenas uma
abordagem genérica.

Estudaremos posteriormente (no capitulo 111), as condigdes de otimalidade dos
problemas de fluxo de custo minimo. Como veremos, estas condictes iréo sugerir metodologias
para elaboragcdo de algoritmos aém de serem Uteis como critério de parada. As condi¢fes de
otimalidade servem como um "certificado" atestando a otimalidade ou n&o de uma solucéo.

Apresentamos  posteriormente alguns dos agoritmos de fluxo de custo minimo
(capitulos IV e V). Estudaremos os dgoritmos de ciclos de custo negativo, algoritmo de caminhos
minimos sucessivos e 0 algoritmo com escala de capacidade, sendo os dois primeiros pseudo-
polinomiais e o Ultimo polinomid.

1.2) ANALISE DE COMPL EXIDADE: (Andlise de Pior Caso)



O tempo de execucdo de um agoritmo depende basicamente da "natureza' e
"tamanho" dos dados. Problemas maiores exigem mais tempo de processamento, e diferentes dados
de mesmo tamanho, frequentemente requerem tempos distintos de processamento.

A funcéo de complexidade (de pior caso) de um agoritmo € uma funcéo definida
no "tamanho" do problema (definido na préxima se¢do) e que retorna 0 maior tempo necessario pelo
algoritmo na solucéo de qualgquer insténcia do problema para este tamanho. Em outras palavras, a
funcdo de complexidade mede a velocidade de processamento do algoritmo (no pior caso quando o
"tamanho" do problema aumenta indefinidamente. Por exemplo, se 0 tempo necessario na resolucéo
de um agoritmo de fluxo em redes for cnm para c2 0 (onde n é igual a0 nimero de nés e m o
nimero de arestas) 0 tempo necessario para se resolver qualquer instncia com n nos e m arestas
(tamanho do problema) serd no maximo cmn. Chamamos T(n,m) = cnm (onde ¢3 0), de funcao de
complexidade local.

Em nosso trabaho faremos uso frequente do conceito de complexidade
assintotica, como definido abaixo:

Definicéo 1.1: Um dgoritmo tem complexidade assint6tica O(f(n)) se para alguma constante c e
n,, 0 tempo necessario pelo agoritmo serano maximo cf(n) * N3 n,. Em outras palavras, se T(n)
€ a complexidade loca de um agoritmo, dizemos que T(n) € de ordem O(f(n)) se e somente se
$c,n, talqueT(n) £cf (N)" n3 n,.

A complexidade assintética de um algoritmo € um limite superior para o tempo de
processamento para valores suficientementes grandes de n.

|.2.1) Tamanho de um problema: (Maguina RAM)

Para definir de forma mais precisa o tamanho de um problema consideremos
inicialmente o seguinte modelo matemético de computador conhecido como RAM (Random Access
Machine). Trata-se de um modelo hipotético de maquina congtituido de duas unidades de fita, uma
unidade de controle e processamento e uma meméria. Em uma das fitas sb a operacéo de leitura é
permitida, enquanto que na outra O € permitida a operacéo de leitura:
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Figural .1: Modelo de uma maquina RAM

Cada unidade de fita (assm como a memoria) é formada por uma sequéncia de
células cada uma delas podendo armazenar um nimero inteiro de tamanho arbitrario. N&o ha limite
para o numero de células na meméria. Esta abstracéo é vaida quando:

### 0 tamanho do problema for suficientemente pequeno para ser armazenado na meméria
principa de um computador.

### 0s inteiros utilizados nos caculos sdo suficientemente pequenos para serem armazenados
em uma Unica palavra do computador.

Para determinarmos a complexidade em tempo (ou espaco) devemos especificar o
tempo necess&rio para executar cada instrucdo e o espago utilizado por cada registro. S&o 2 os
critérios usuais:

- Critério de Custo Logaritmo
- Critério de Custo Uniforme

O critério de custo uniforme assume que cada instrugdo RAM consome uma
unidade de tempo e cada célula uma unidade de espaco. Se definirmos "passo” de um agoritmo
como sendo a execucdo de cada instrucdo que o implementa, a complexidade de tempo € o maior
nimero de passos necessarios para a computacdo completa de qualquer problema para o qual se
gplicar o dgoritmo.

No critério de custo logaritmico, levaremos em conta o fato de que para
representar um inteiro ### em uma célula necessitaremos w(j ) bits, onde:
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Portanto, no critério logaritmico, faz-se a hiptese de que o tempo e espaco
NECEeSSArios para executar uma instrucdo s80 proporcionals ao "comprimento” ou "tamanho” dos
dados (nimero de bits necessarios para codificar os dados).

Suponha que queiramos discutir o tamanho de um inteiro x. Podemos analisar
segundo as duas abordagens acima: (1) supor que o tamnho do dado sgja x ou (2), assumir que o
tamnho de x sga aproximadamente log x. A segunda forma é mais conveniente pois reflete de
forma mais exata o funcionamento do computador. Assim, o nimero de operacBes executadas pela
maquina (tempo de processamento) serd proporcional ao nimero de bits dos dados envolvidos. A
representacdo binaria de x requer log x bits, e portanto o0 espaco requerido para se armazenar x €
proporcional a log x. E importante lembrar que a complexidade assintdtica calculada em ambos os
critérios difere apenas de uma constante sendo portanto equival entes.

O tamanho de um problema de fluxo em rede ser& funcéo de como so dados séo
armazenados no computador. Por exemplo, se utilizarmos a representacdo de lista de adjacéncia
(estrutura de dados mais conveniente p/ o problema de fluxo) teremos p/ o grafo G abaixo a seguinte
configuracao:
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Figural.2: ListadeAdjacéncia

Caso utilizemos o critério de custo uniforme teremos que armazenar n nGs (cada
um ocupando uma unidade de espaco), m arestas, m custos e m capacidades. Assm n+3m
células seriam necessarias.

No critério de custo logaritmico o tamanho do problema sera dado pelo nimero de
bits necessérios para se armazenar sua lista de adjacéncia. Como a lista de adjacéncia armazena um
ponteiro para cada né e arco, aém de custos e capacidades associados a estes arcos, teremos



aproximadamente nlog n + nlog m + mlog C + mlog U bits para armazenar todos os dados do
problema de fluxo de custo minimo (verificacgo trivial), onde C representa 0 maior dos custos
envolvidos e U a maior capacidade dos arcos envolvidos na rede. Observe que estamos fazendo
uma majoracao quando supomos que cada um dos custos e capaci dades envolvidos terdo log C e log
U bits respectivamente.

[.2.2: Algoritmos Polinomiais e Exponenciais:

Em principio poderiamos expressar o tempo de processamento de um agoritmo
como funcdo do tamanho do problema (critério de custo logaritmico), isto entretanto seria mais
trabalhoso e desnecess&rio. Com o objetivo de simplificar a idéia acima expressaremos o tempo de
processamento equivalentemente como funcéo dos parametros n, m, log C elog U.

Consideramos "bom"*, um dgoritmo de fluxo, se sua complexidade de pior caso for
limitada por uma funcdo polinomia nos par@metros do problema (ou sga n, m, log C e log U). Este
agoritmo serd chamado polinomial. Como exemplo temos o(n?),
O(n+mlogC), O(nmlog(n®/ m)), etc.

Um adgoritmo tem complexidade assintética exponencial se sua funcdo de
complexidade néo for limitada por um polindmio no tamanho do problema. Por exemplo: O(2"), O(n
###), O(NC) sdo limites exponenciais.

Dizemos que um agoritmo tem complexidade pseudo-polinomial se a fungdo de
complexidade for definida por um polinémio nos parametros nm,C e U. Note que podemos ter
C=0(2") eU =0(2M), destaforma O(nC), O(mU) sdo limites pseudo-polinomiais.

Um agoritmo ser4 fortemente polinomial se sua complexidade depender apenas
dos parametros n e m, e fracamente polinomial se depender de m, n, logC e logU. A vantagem de
termos um agoritmo fortemente polinomia é que e poderd trabalhar tambem com dados
arbitrariamente grandes para o custo e a capacidade!

Importante! Na discussdo acima dissemos que um agoritmo de fluxo tem tempo polinomia se for
limitado por um polindmio nos parametros n, m, logC e logu. Na secéo anterior dissemos que a
complexidade computacional de um agoritmo era definida no tamanho do problema (no caso de
fluxo: nlog n + mlog m + nlogC + mlog U hits). Desta forma um agoritmo de fluxo sera dito
polinomid, se for limitado por um polinmio no tamanho do problema (por exemplo:
(nlogn + mlogm+ nlog C + mlogU )?. Entretanto, é f&cil ver que o tempo de processamento de
um agoritmo de fluxo é limitado polinomiadmente no tamanho do problema (nUmero de bits
necessarios para se armazenar os dados do problema) se e somente se ele for limitado
polinomidmente nos pardmetros do problema. De fato, se 0 tempo de processamento de
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(nlogn + mlogm+ nlog C + mlogU)?,
limtado por  (nlogn+ mlogm+nlogC + mlogU)?
(n* +m* + nlogC +mlogU)?, polinmio nos parametros n, m, logC e logu.



