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Resumo

No Problema da Seqliéncia Mais Préoxima-PSMP Closest Sring Problem) desgjamos
encontrar uma seqiiéncia de caracteres que mais se aproxime, segundo uma dada métrica, de
um dado conjunto S de seqiiéncias de mesmo tamanho. Em outras paavras, desegjamos
minimizar a maior distancia desta seqiiéncia as demais seqiiéncias do conjunto. Este artigo
discute uma estratégia de derandomizacdo para 0 PSMP baseada no método das
probabilidades condicionais. Apresentamos inicialmente um algoritmo randémico aproximado
para o problema, ja proposto na literatura, € mostramos como gerar uma solucdo
deterministica utilizando-se 0 método dos estimadores pessimistas. Esta estratégia é utilizada
normamente em situagdes onde as probabilidades condicionais necessarias na
derandomizac&o ndo podem ser determinadas diretamente.

Palavras-chave — Método Probabilistico, Biologia Computacional, Derandomizago.
Algoritmos Randdmicos Aproximativos.

Abstract

In the Closest Sring Problem — CSP the objective is to find a sequence of characters that
is closer, according to a given metric, to a set S of sequences of the same size. In another
words, the objective is to minimize the major distance between this sequence and the other
sequences of S. In this paper we discuss a derandomization strategy for the CSP based on the
method of conditional probabilities. We first present a randomized approximation algorithm
for the CSP aready proposed in the literature, and we show how to produce a deterministic
solution through the method of pessimistic estimators. This approach is normally used when
the conditional probabilities necessaries in the derandomization process cannot be directly
determined.

K eywords — Probabilistic Method, Computational Biology, Derandomization, Randomized
Approximation Algorithms.

1 INTRODUCAO

Em muitos problemas da biologia molecular desgja-se comparar e encontrar regides comuns ou
gue sgjam préximas a um conjunto de seqiiéncias de DNA, RNA ou proteinas. Estes problemas séo
encontrados em varias aplicacdes importantes como: busca de regifes conservadas em seqiiéncias ndo
alinhadas, identificagdo de drogas genéticas, formulagdo de sondas (probes) genéticas, entre outras
[HS95, LR90O, PBPR89, LBMM91, Stor90, SH91, WAG84, WG86, WP84].

No Problema da Seqiéncia Mais Proxima — PSMP (Closest String Problem) desgamos
determinar uma sequiéncia que mais se aproxime, segundo alguma métrica, de um dado conjunto de
seqiiéncias. Em outras palavras, desgiamos minimizar a maior distancia desta seqiiéncia as demais



seqliéncias do conjunto. O PSMP tem sido bastante estudado na literatura. Frances e Litman [FL97]
mostraram que o problema é NP-dificil. Berman et al. [BGHMS97] apresentaram um agoritmo exato
polinomial de uma versdo parametrizada. Neste caso, a distancia entre a sequiéncia a ser determinada e
0 conjunto dado de seqiiéncias serd no maximo uma constante. Ben-Dor et al. [BLPR97] e Gasieniec
et al. [GJIL99] apresentaram um algoritmo aproximativo, com razdo de performance proxima do valor
otimo quando este é suficientemente grande. Lanctot et al. [LLMWZ99] obtiveram um algoritmo
(4/3+e)-aproximado (para e >0) eLi et al. [LMWO02] apresentaram um esguema de aproximagdo
polinomia para o problema. Finamente, Pardalos et al. [PMLOO04] propuseram métodos exatos
baseados em branch-and-bound e trés novas formulagbes de programacdo linear inteira para o
problema.

Na Secdo 2, definimos formamente o PSMP e apresentamos alguns conceitos basicos
importantes. Posteriormente, nas SegBes 3 e 4, discutimos de maneira sucinta as técnicas de
arredondamento randémico (Randomized Rounding) e uma estratégia de derandomizacdo presente na
literatura conhecida como método das Probabilidades Condicionais. Na Secdo 5, apresentamos o
algoritmo randdmico aproximativo proposto por Ben-Dor et. al. [BLPR97] parao PSMP e mostramos,
na Secdo 6, como aplicar o método da probabilidades condicionais na constru¢do de um agoritmo
deterministico com a mesma razéo de performance. Em nosso caso, as probabilidades condicionais
necessarias para a aplicacéo deste método ndo podem ser determinadas diretamente, apresentamos
entdo estimadores pessimistas (definidos convenientemente) visando a determinacdo de uma nova
solugdo aproximada deterministica para 0 PSMP. Embora o algoritmo proposto em [BLPR97] possua
razéo de performance inferior aos agoritmos randoémicos apresentados em [LLMWZ99] e [LMWO02],
a técnica de derandomizacdo aqui apresentada pode ser adaptada similarmente para estes dois Ultimos
Casos.

2 DEFINICAO DO PROBLEMA E CONCEITOSBASICOS

Varias medidas tém sido propostas para medir a distancia (ou diferenca) entre duas sequiéncias
de caracteres de mesmo tamanho. A distancia de Hamming, por exemplo, é caculada simplesmente
contando-se 0 nimero de posi ¢Bes correspondentes dos caracteres onde estas seqiiéncias diferem. Uma
judtificativa mais técnica para o uso freqliente da distncia de Hamming na comparacéo de sequiéncias
em biologia molecular, pode ser encontrada em [LLMWZ99]. De maneira geral, dado um alfabeto
finito de simbolos & , representaremos a disténcia entre duas seqiiéncias de tamanho k por uma funcéo
di:2%&'® [a,b], onde a e b sfo reais positivos. A distdncia entre dois caracteres sera representada
fazendo-se k=1.

Considere agoraum conjunto S={s;,;,...,Sn} de seqliéncias (todas de tamanho n) sobre S e sga
s[j], 0 j-ésimo caracterede s 1 S. No PSMP desgja-se encontrar uma seqiiéncia s= s, de tamanho n que
minimize d de forma que, paracada s 1 S, tenhamos dy(S4, S) £ d, para i=1...m Salvo indicagdo em
contrério, considere di(s[j],s4[[1)1 [ab] (ondejl {1,..n}), adistinciaentre 0 j-ésmo caractere de s, e
Sy respectivamente. Forma mente, temos:

min d
sa |0S8)ED i=1.m
iSul S

onde S" representa o conjunto de todas as seqiiéncias com n caracteres.

Apresentamos agora aguns resultados auxiliares (Chernoff-Hoeffding bounds), que seréo
utilizados na andlise da razéo de aproximagao do algoritmo proposto por Ben-Dor et. al. [BLPR97].

Lemal: Sgam Xy, X, ..., X,, variaveis 0-1 adeatdrias independentes, onde X, = 1 com probabilidade
pi e 0<p; <1 Considereainda X = &1, X; e m=E[X]. Entdo, " el (0,1], temos:



Pr(X >m+ en) < ap? %nezg.
e

%)

Lema 2. Sgam X, X;, ..., X,, variaveis deatorias independentes, onde X; (p/ i=1,..,n) assume valores
no intervalo redl [a,b]. Além disso, sga x =&, X; ed> 0. Entéo:

Pr(x = (1+d)Elx]) £ e<p(— E[X1d2/3p- a)z).

Definicéo 1: (Algoritmo Randémico a -gproximado)

Dizemos que um algoritmo randémico polinomia A para um problema de minimizacéo p é a-
aproximado se, e somente se, E(Z,) £ a.opt, onde a31, Z, representa o vaor da solugdo heuristica
obtida por A e opt representa o valor 6timo de p. Equivadentemente, dizemos que A sera a-
aproximado para p se, e somente se, Pr(Z, £ a.opt) 3 Y2

3 ARREDONDAMENTO RANDOMICO (Randomized Rounding)

Na técnica de arredondamento randdémico, introduzida inicialmente por Raghavan& Thompson
[RT87], formula-se primeiramente um modelo de Programacéo Linear Inteira— PLI para o problema
original. A solucéo da relaxaco linear associada definira entdo probabilidades a serem utilizadas na
etapa randdmica, buscando-se, dessa forma, a determinacéo de solugdes viaveis de boa qualidade para
o problema origina (solucéo aproximada).

Sem perda de generalidade, considere 0 seguinte modelo de Prog. Linear Inteira 0-1:

opt =minc’x
} A3 b

sa | .
ixI {og"

(PLI')

onde Al A™" ¢l A™ ebl A™'. A RelaxacZo Linear —RL do PLI acima € obtida substituindo-
sesimplesmentexi {0,1}" por xI [0,1]". Uma soluc&o Gtima polinomial para RL pode ser obtida com a
utilizagBo de métodos de pontos interiores [Wrig97]. Assm, seyl [0,1]" representa uma solugéo étima
fracionaria de RL, teremos entdo os seguintes passos no procedimento de Arredondamento
Randdmico:

1. Formule o problema origina como um modelo de Programacéo Linear Inteira (PLI),
2.y - Retorne umasolucdo de RL (em tempo polinomid);
3. Repita

3.1 Utilizey para cacular (através de uma funcdo de arredondamento randdémico linear ou

ndo-linear) uma solucdo inteiraparao PLI
3.2 x,— Savamehor solucdo viavel (de menor custo) do PLI
Até (condicéo de parada)

4. Retornax, ecusto Z,=C'X.

Trata-se na verdade , de uma aplicacdo do método de Monte Carlo [MR95]. Note gque a solucéo
com coordenadas inteiras obtida no Passo 3.1 pode ser inviavel. Assm, se B é um evento
representando a probabilidade de fracasso (solugéo inviavel para o PLI) devemos repetir 0 processo
até que a probabilidade de inviabilidade seja arbitrariamente pequena (condi¢do de parada). Em outras
palavras, see >0 ek representa o0 nimero de repeticdes, a probabilidade de fracasso, deverd ser tal que
Pr(B)<e. Para isso, obviamente, devemos garantir que Pr(B)<l em uma iteracd qualquer do
algoritmo. No caso dos algoritmos randémicos a-aproximados, esperamos ainda que B¢ (evento



complementar de B) represente uma solucéo vidvel com razdo de performance a. Para maiores
detalhes sobre a aplicacdo do méodo de Monte Carlo vide [MR95].

4 PROBABILIDADES CONDICIONAISE ESTIMADORES PESSIMISTAS

Em determinadas situages sera possivel construir algoritmos puramente deterministicos a partir
de agoritmos randdémicos utilizando-se técnicas ou ferramentas probabilisticas. Em outras paavras,
desgja-se construir um algoritmo deterministico sem que se sacrifique muito a qualidade da solucéo
e/ou tempo de processamento obtidos no procedimento randdmico. Infelizmente, ndo se conhece um
mecanismo universal de conversdo que sgja aplicavel atodas as situages.

Apesar de ndo existir um termo apropriado em portugués para esta técnica, iremos chamala
simplesmente de derandomizacéo (semelhante ao termo inglés derandomization). Entre os métodos de
derandomizacdo mais conhecidos na literatura podemos citar: o méodo das probabilidades
condicionais, método das expectancias condicionais, método dos estimadores pessmistas, k-wise
independence entre outros [AS92]. Neste artigo, utilizamos o método das probabilidades condicionais
e 0 método dos estimadores pessimistas introduzido inicialmente por Raghavan [Ragh88]. Em seu
trabalho, Raghavan mostra que, uma vez garantida uma solugdo vidvel com probabilidade de sucesso
estritamente positiva na etapa de arredondamento randémico, uma nova solugdo viavel xi {0,1}" do
PLI podera, em muitos casos, ser obtida de maneira deterministica.

No méodo das probabilidades condicionais € feita uma analogia com &rvores de decisio,
construindo-se, deterministicamente, um vetor xI {0,1}" correspondente ao caminho de descida da raiz
da &rvore de decisdo até uma folha representando um “bom” evento.

BRAARREE
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Figura 1: Arvore de decisio para busca de uma solucgo viavel

A Figura 1 ilustra uma érvore binaria completa T com n niveis. O j-ésmo nivel de T (onde
jT {1..n}) ir&representar uma atribuicao de valores 0-1 a variavel aeatoria x,. Cada folha da arvore ira
corresponder a um bomou mau evento. No caso dos agoritmos randémicos a-aproximados, um
evento Bc serdbom, se a solucdo x obtida for vidvel e seu custo associado estiver dentro da razéo de
aproximagdo a, caso contrério, diremos que o evento B € mau evento. Em outras paavras, um mau
evento B representa uma solucdo inviavel ou uma solucdo que ndo satisfaz a razéo de performance

pretendida. Assim, nosso objetivo sera percorrer aarvore T daraiz até uma folha boa de T em tempo
deterministico polinomid.



A caminhada na &rvore de decisdo € realizada da seguinte forma. Se a variavel deatdria x; é
atribuido o valor 1, percorre-se da raiz para seu filho a direita. Se x;=0, percorre-se para o filho a
esquerda, e assm sucessivamente até que se chegue auma folha da arvore T.

Note que, cada folha de T, corresponde a uma entre 2' seqiiéncias possiveis de X=(X;,%o, ... Xn)
(representadana Figura 1 por X', ondeil {1.. 2}).

No método probabilistico, devemos garantir inicialmente que Pr(B)<1 (probabilidade de um mau
evento), ou equivaentemente, Pr(B¢)>0. A questéo natural que se coloca agora € como percorrer da
raiz aé umafolhaboa de T ?

secao precedente. Da expressao de probabilidade absoluta [Mey83] tem-se que:
Pl = Pr(X]_:l).Pz(Bb(lzl) + PI‘(X1:0).P2(B|X1:O).

No arredondamento randémico, se fazemos Pr(x,=1) = y; e Pr(x;=0) = 1 - y; (arredondamento
I|near) teremos entéo que: Pl 3 y1m|n{P2(B|X1:1), P2(B|X1=O)} + (1'y1)m|n{ P2(B|X1:1); P2(BIX1:0)} =
P,(B|X1), onde X;= 1 se, e somente se, Py(B|x;=1) £ P,(B[x;=0), e X;= 0, caso contrario.

De maneiro geral, sga j um nivel de T, paraagum ji {1..n}, e P;(B[Xy,..., X.1) a probabilidade
condicional de ocorréncia de um mau evento, dado que os vaores Xi,..., X ja tenham sido
determinados. Tem-se entdo que:

Como Pr(folha) < 1, garantimos entéo que a solugéo deterministica sera uma folha boa de T,
visto que P.1(B|Xy,....X,) = Pr(folha) = 0. Em outras palavras, uma solucéo deterministica serd obtida
com probabilidade de erro igual a zero.

Como as probabilidades condicionais nem sempre sdo determinadas facilmente, outras técnicas
de derandomizacdo poderdo ser utilizadas [AS92]. No méodo dos Estimadores Pessimistas por
exemplo, introduzido por Raghavan [Ragh88], as probabilidades condicionais sfo limitadas
superiormente por uma funcédo U:[0,1]"® [0,1) (denominada estimador pessimista) e satisfazendo as
seguintes condigdes:

1) Ui(y,..., Y) <1, ondey é uma solucéo darelaxacdo linear do PLI.

2 Upa(Kyees Xy Yirareeer Yo) 2 Pra(BlXa,..., X) ondejl {1,...n} e X (para k=1,...j) é uma atribuigio
dada as variaveis x 1 {0,1}.

3 Ui(Xiyeres X1, Vjpeews Yn) & MIN{Ujur (Kayeees Xio1, X=1L, Vietyeees Vo) 5 Ujsr(Kaseeey X1, Xi=0, Vie 15005 Yn)} -

A estratégia de derandomizacdo serd idéntica aquela descrita acima, bastando substituir agora as
probabilidades condicionais pel os estimadores pessimistas correspondentes. Obviamente, neste caso, a
funcdo U :[0,1]"® [0,1) devera ser determinada e computada facilmente.

5 ALGORITMO RANDOMICO APROXIMATIVO DE Ben-dor et al. [BLPR97]

Descrevemos nesta se¢éo o agoritmo randdmico aproximado desenvolvido por [BLPR97] para
0 PSMP. Apresentamos inicidmente seu modelo de Programacdo Linear Inteira O-1 e o
arredondamento randémico utilizado.



Sga S={s1,5,,.,5p} um dfabeto finito com p simbolos, S={s:,S,.,S»} um conjunto de m
seqiiéncias de S" e s, , Uma seqiiéncia étima com n caracteres. S0 definidos para cada caracter s (S
e cada caracter s[j] (paraj =1,..n), umavariavel binariax s , onde x; s=1 se, e somente se, Syufj]=S, €
Xjs=0, caso contrario. Considere entdo o seguinte modelo de Programagéo Linear Inteira O-1:

dope =Min d @
1A X =1 ,j=1.n )
IsTa
1 n

sa {4 & Xdifs,slj)Ed ,i=1.m €)
ij=1sTa
%&SI@Q Jj=1n;s1& (4

No modelo apresentado, (1) representa a funcéo objetivo que se desgja minimizar. As restri¢oes
(2) asseguram que somente um simbolo s T S sera selecionado em cada posicao da soluggo Gtima Sy
As desigualdades (3) especificam que a distancia entre cada sequéncia de S e s, deve ser menor ou
igual aum vdor d. As desigualdades (4) indicam que somente valores 0 ou 1 podem ser atribuidos as
variaveis x;s . A seguir apresentamos uma descricéo detalhada do algoritmo randémico aproximado de
[BLPR97].

Entrada: s,,%,....5n1 S’
Saida: sequénciasy 1 S" eadistanciady.
Inicio
1. Resolver o modelo de relaxacao linear, retornando os valores relaxados yjs e d,
2. Construir a seqliéncia s, a partir dos valores relaxados y;s
Paraj=1,..n faca
Pr(sij]=s) =ys, ondes 1 S

3 Calouar adiséndia o, - oo, )= 4o 1}
) iEn

4. Retornar sequéncias, edistdnciady,
Fim
Algoritmo 1: Algoritmo aproximativo de[BL PR97]

No passo (1), resolve-se 0 modelo de relaxacéo linear obtendo-se valores fracionarios para s,
ondel£j£nes T S. Comosvaoresdey;s no passo (2), constréi-se a solugio com coordenadas
inteiras s através do processo de arredondamento randémico. Finalmente, no passo (3), caculase a
maior disténcia dy, comparando a solucdo s com todas as seqiiéncias do conjunto S.

5.1 Andlise de Aproximacdo de Ben-Dor et al. [BLPR97]

Como observado no Algoritmo 1, o vetor y com coordenadas fracionarias y;s (definindo
probabilidades na etapa de arredondamento randémico), representa uma solucdo da relaxacdo de (1)-
(4) e d, representa seu vaor 6timo associado. Note ainda que uma solugdo inteira s; obtida apos o
arredondamento randdmico, serd sempre viavel ja que seu valor associado dy € caculado
posteriormente & obtencdo de sy. Logo, na andlise de aproximagdo, deveremos verificar apenas se o
valor da solugéo inteira dy satisfaz ou ndo arazéo de performance pretendida.

Suponha que s; sga uma solugdo inteira (1+d)-aproximada do PSMP para algum d >0. Da
Definicdo 1, devemos provar entdo que E(dy) £ (1+d)doy para dgum d>0, onde dy=max{d(s4,s)|
i=1,..,m. Equivalentemente, podemos provar que Pr(B)<l onde B°(dy>(1+d)dsy), representa a
probabilidade de falha (ou de um mau evento).

Considere agora X, =d4(s, Su), variaveis aeatdrias representado a distancia entre as sequéncias s
e sy (parai=1,...,m). Temos entdo, o seguinte resultado preliminar demonstrado em [BLPR97]:



Lema3: E[X] £d,, para i=1.m

Note que 0 mau evento B ocorre se, e somente se, B; © (X > (1+d)dyy) ocorre para pelo menos
um indiceil {1..m}. Assm, dado O<e<1, devemos provar que:

Pe)=PrElR %£e <1

i=1 @
Como d, £ dyy temos do Lema 3 que: E[X] £ dop, " il {1,..,m}. Além disso, como d>0, espera-

se entdo que: Pr(B) = Pr(X >(1+d)do) £ Pr(X > (I+d)E(X)) £e/m " i=1,..m
Por outro lado, da desigual dade de Chernoff-Hoeffding (Lema 2), tem-se que:

Pr(x, = @+d)E[x]) £ e (- E[x,]Ja2/aD?), " i=1.m (5)

Onde ><i = é-rjt':1><ij ’ ><|] = dl(S[l] !SH[l]) paaj =1l"!n eD= rrHXa,bT S{dl(a! b)} '

Note da desigualdade (5) que as variavels aleatorias X; (para j=1..n) sdo independentes e
assumem vaores no intervalo rea [0,D], onde D representa a maior distancia entre dois caracteres do
afabeto S (nestecaso, a=0eb=D).

Finalmente, esperamos escolher d e e de maneira que:

oo (- E[x,12/3D?)£e/m , " i=1.m

Novamente do Lema 3, como E[X|] £ d,p , temos:

PI(B) =Pr(X, >[1+d)dyy ) £ L £ L £

; _g &, i=l.m (6)
opg,,d”/3D%¢  epgE X d?/sD?%¢ M

Portanto, de (6) devemoster d: D(aln(m/e)/dopl)“2 ' i=lm

Note que a qualidade da razéo de aproximacdo melhora (peguenos vaores de d) para aquelas
instancias onde o valor da solucdo Gtima d,y, € maior. Note ainda que, como ndo conhecemos doye €
como d, £ dyy, @0 fazermos d =D(3In(m/e)/d,)"? obtemos um agoritmo randémico (1+d)-aproximado,
com probabilidade de sucesso maior ou igua a 1-e. Equivaentemente, Pr(B)=Pr(dy >(1+d)d,y) £ € <1.
Maiores detal hes sobre este assunto podem ser encontrados em [BLPR97].

6 DERANDOMIZACAO

Vegjamos agora como construir uma solucéo deterministica sl S” satisfazendo a mesma razéo de
aproximagao obtida na Secéo 5.1. Entretanto, antes de desenvolvermos um agoritmo derandomizado
pelo método das probabilidades condicionais, considere a seguinte notagcdo auxiliar (definida a partir

de (1)-(4)). Representaremos por x; =(xjs, . Xjs, --Xjs ,) onde jT {1,..,n} e Bl=p, o vetor de varidveis
binarias associado & j-ésima posigio de uma seqiiéncia sl S". Se todas as componentes de x; ja forem

sequéncia de valores onde apenas uma coordenada € 1 e as demais sdo 0. Para construcdo de uma
solucdo deterministica através da técnica de derandomizacdo (como na Segéo 4), € fundamental que se
calcule as probabilidades condicionais Pr(BIA(X)) * XI &, onde Ax)° (%, X, K1, X =16 X6 =0 " s x)
ek=1,..n. Dessaforma, o caracter x1 S escolhido nak-ésima etapa devera ser tal que:



S 122 min{ PE A} = PrEgfRe, . &1, % 8 ™

1 g

s

O processo deverd ser repetido até que tenhamos uma solucdo deterministica x = (§<l>2n)
onde Pr(B|%,.... %,)=0.

Veamos agora 0 seguinte modelo de Programacdo Linear PL(K,x) auxiliar associado a um
indice Ki {1,..n} eumsimbolo xI S:

dk’X =mind 8
Sa
a Xjs =1 cj=k.n ©)
sla
4 & xjsdifss[i])Ed-dijr Li=Ll.m 0)
j=k si &
X =1 , para algumxi & @y
X =0 'St x a2
xjs 1[04 ,j=k..nesia a3

o

~ ~ k- ~ . .
onde dip=0 e dus=a ., 8, % dlssli), para i=1,..m e k=1,.n.

Este modelo é bastante semelhante aguele apresentado em (1)-(4). Neste caso entretanto, deve

ser observado que as constantes diy1 S30 obtidas em funcdo das atribuic¢des dadas aos k-1 primeiros
caracteres de umasolucéo sl S". Asrestrigdes (11) e (12) asseguram que somente o simbolo xI S seré
selecionado na k-ésma posicdo s. Note ainda que resolvendo-se a relaxagdo PL(kx) teremos uma

Kl {1,...n} considere p problemas de programacao linear, ou sgja, faremos x« =1 paracadasimbolo x
emsS.

Agora, s§am dados os valores Xjs paraj=1,.k-1e %, =1 paraagum X S. Representaremos
por:

n

Xik+1= a j:kﬂdl(S[j], sli) paracadai=1,...mek=1,..n-1,

as varidveis al eatdrias associadas a uma solucdo heuristicas|Pi S™ (onde P={k+1,..,n}) obtida
randdmicamente através da solucdo relaxada de PL(kx). Considere entdo o seguinte resultado
preliminar:

Lemad: E[X;y] £x- diyer-disk), " i=1...m ki {1,...n-1} ex] S.

n
Prova: Como Xix.1= a dildilsli), temos que:
j=k+1

E[Xi ] =E§, é"xdl(s[jls[i])g
gi=k+1 a
Das desigua dades (10)-(13) e dalinearidade do valor esperado temos:

E[Xi,k+1] = g & Pr(dj]=s)dis s[i])=

. 8 Aén & Xjs dl(S:S[j])E akx - ai,k—l' dl(x’sl[k])- U
j=k+1s1S j=k+1s

S



Conforme discutido anteriormente, para aplicacéo do método das probabilidades condicionais é
fundamental que se garantainicialmente Pr(B) < 1, onde B representa um mau evento. Assim, se 1+d é
razéo de aproximagio para 0 PSMP (onde d =D(3In(m'e)/d,)”?), um mau evento associado a0
Algoritmo 1 ocorre, sempre que B ° (dy >(1+d)d,y), Sendo dy variavel aleatoria representando o valor

da solucdo heuristica s, (Secéo 5.1).
Sem perda de generalidade, poderemos assumir que um mau evento B ocorre sempre que

B° (dy>(1+d)d,) onded, £ d.x € 0 valor darelaxacéo linear de (1)-(4). Seguindo-se 0 mesmo raciocinio
desenvolvido na Segéo 5.1, obtemos um agoritmo (1+d)-aproximado para o PSMP fazendo-se
d=D(3In(me)/d,)"?, ou sgja, teremos Pr(B)=Pr(d, >(1+d)d,)<1.

Observe que um mau evento (B |A(X)) ocorre para ki {1,..n} e xI &, se e somente se, B
|A(X)) ocorre para pelo menos um indiceil {1,..m onde:

BAK) ° ?ﬂ,k_ﬁdl@gg )+ X s> 0+ D, , 2 B> (L4 )T, - diys- dl&,q[k])g
Temos entdo que:
PrlB|A) = P 1> e - G- cibeslKE, p/i=1,...mek T {1...n.
Logo do Lema 4, temos parai=1,...,m:
Pr(3|A<(X)):PI’§in,k+1>JkYX - dya- dl&,s[k])md_kx%ﬁ Pr?(i,k+l>E[Xi,k+1]+dakyxg

Note que as probabilidades condicionais acima ndo sdo determinadas explicitamente. Entretanto,
limites superiores podem ser obtidos utilizando-se, por exemplo, a desiguadade de Chernoff-
Hoeffding como descrita no Lema 2. Contudo, neste caso, observe que as expectancias condicionais
ndo sdo conhecidas explicitamente, significando portanto que os estimadores pessimistas ndo podem
ser determinados diretamente. Para contornar esse problema, consideraremos iniciamente o caso
binario onde d,(a,b)T {0,1} " a,bl S (distinciade Hamming). Neste caso, teremos:

X = adildilsli)= 4y, (15)
j=k+1 j=k+1

Note que X representa uma soma de varidveis aeatérias independentes Y1 {0,1} para
j=k+1,..n.Assm Y, = 1 sempre que gj] * slj] e Y; = 0 caso contréario. Portanto, da desigualdade de
Chernoff-Hoeffding conforme descrito no Lema 1, temos:

PriB| A= PEX o> ElX el +0 0, 0 30,076 € parai=1,..m

Segue entdo que:

- & 0, I m
Pr(B|M<))—Prggmw);gfr(a|Ak6<))£—e<p§§kyxd2 e

onde, d=D /3|n(nye)/dy . (16)

Logo, um estimador pessimista U:[0,1]""® [0,1) pode ser obtido diretamente para as probabi-
lidades condicionais fazendo-se simplesmente:



U(Aké()) :Ugi(l ----- ;(k.l,ka =lex, =0" s1x8= m

———— "kl {1,..n} ex S.
? ep@d?[32 ¢ )
e 2

portanto, a condicdo 1 da definicdo de estimador pessimista é satisfeita (Sego 4).
A condicdo 2 também pode ser verificada diretamente pois.

PV(B|A1<6<))£U(A<6<)), " K {1..n} ex] S.

Finalmente, devemos provar que:
U4, X1, %k %o minfU(Add)}, onde kT {1,...n}.

g xS
De fato, note que:

Ug;?l ..... Xic. 11 XK reve >_<n3=U(A<.1@<), paraalgumxi S)= m

e<p@k-lxdz/39
e 2}
Como dy.1x £dix " X1 S , temos em particular que d. 1x & maddy " xi 9= dyx - Segue entdo que:

UKo R 1 Xy X 0= M 3 min{U 6()) x1 S}:+,
R " et e

Observe portanto que a funcdo U:[0,1]"'® [0,1) define um estimador pessimista para nossas
probabilidades condicionais. Observe ainda que, dado ki {1,..n}, para calcular min{ U(A(X)," xI S}
basta calcularmos max{ dkx " xI1 S}, ou sgia, resolvemos |S| problemas de Programagdo Linear a cada
passo. Logo, temos 0 seguinte algoritmo de derandomizagéo sintetizado a seguir.

Entrada: $,,%,....5n 1 S"
Saida: sequéncias, 1 S" eadistanciadh.
Inicio
Parak=1,...n faca
1. Paracadaxl S faca
a Xk =1
b. Xk =0 paratodos ! x
c. Resolver RL(KX) eretornar dy
fim para
2. Retornax ta que d,; =rxrilaé><{oT|o< x1 é}
3 syk]- x
fim para
Fim

Algoritmo 2: Algoritmo Deter ministico (Derandomizado)

Como cada problema de programacao linear tem complexidade O(n°L) o agoritmo acima tera
complexidade total igual a O(n"L|S[) onde L representa o niimero total de bits utilizado na entrada do
problema de programacao linear [Wrig97].

in



Observe agora que, no caso geral onde dy(ab)i [0D], abl S e DI Z*, nd poderemos
considerar o Lema 1 utilizado para construcéo do estimador pessimista U:[0,1]""® [0,1), como descrito
acima. Note que, nas hipoteses do Lema 1, deveremos considerar apenas variaveis 0-1, aleatdrias e
independentes entre . O caso gerd pode ser convertido em bin&rio utilizando-se as variavels
sl {0,1}, paraj=1,...n esl S. Entretanto, as variaveis x; s paraj fixo ndo sio independentes entre s,
0 que inviabiliza, neste caso, a aplicacéo do Lema 1.

Outra aternativa seria a utilizagdo do Lema 2, onde temos:

Pr(X; * (i+d)E(X; )£ e E(Xib2/3D2%

onde ;=A% e X;=d(s,[ils[i], paraj=1,...n.

1

Embora tenhamos X;; independentes entre si (onde X; T [0,D]) ndo conhecemos explicitamente
E[X] e n&o obtemos portanto um estimador pessimista para 0 PMSP (o Lema 4 n&o se aplica neste
caso). Como trabalho futuro uma outra alternativa € pesguisar 0 caso gera utilizando-se outras
desigualdades (mgoragdes) distintas daquelas apresentadas por Chernoff-Hoeffding.

7 CONCLUSOES

Neste trabalho, fazemos inicialmente uma descri¢éo das técnicas de arredondamento randdémico
e derandomizacdo e estudamos 0 método das probabilidades condicionais aplicado a0 PSMP.
Mostramos como implementar a derandomizagéo sugerida por Ben-Dor et. al [BLPR97]. Utilizamos
0 método dos estimadores pessimistas determinando limitantes superiores para as probabilidades
condicionais associadas. Esta abordagem permitiu a construgdo de um novo agoritmo puramente
deterministico para o problema com a mesma razéo de performance obtida em [BLPR97].

Como sugestdo para trabahos futuros para o PSMP, podemos citar a determinacdo de
estimadores pessimistas para instdncias com disténcias (entre caracteres) no intervalo [0,D] onde
D=max, ni s{d:(a,b)}. Neste caso, outras desigualdades (tail inequalities) deverdo ser utilizadas
visando-se a determinacéo de limitantes superiores para as probabilidades condicionais associadas.

Outra possibilidade, € trabahar na construcdo de agoritmos derandomizados de melhor
qualidade (com a mesma razéo de performance) utilizando-se, por exemplo, o agoritmo randdémico
(4/3+e)-gproximado de Lanctot et al. [LLMWZ99] ou o Esguema de Aproximacdo Randdmico

Polinomia proposto por Li et. al. [LMWO02].
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