Capitulo |

Complexidade de Algoritmos

“Deusfez os nmeros inteiros,
todo o resto é obra do homem”
L eopold Kronecker

|.1- INTRODUCAO:

Informalmente falando, um algoritmo se caracteriza, essencialmente, por uma seqiéncia
finita de "passos elementares’ voltados para a resolucdo de um determinado problema. Este
algoritmo pode ser visto como uma funcdo f(.) onde S = f(E), sendo E uma entrada qualquer do
problema, e S, uma solucdo deste problema. Segundo Knuth, a palavra “algoritmo” é derivada do
nome “al-Khowarizmi”, um matematico persa do século 1X. Apesar do primeiro computador ter
sido construido na década de 1940, os algoritmos ja existiam ha muitos anos e eram dedicados,
primordiamente, a solucdo de problemas aritméticos.

Pode-se identificar, entre os modelos de computador atuais, trés tipos de algoritmos que se
diferenciam, basicamente, na maneira como resolvem e tratam seus problemas. os algoritmos
deterministicos, randdmicos ou probabilisticos e os al goritmos ndo-deterministicos.

O tempo de execugdo de um algoritmo deterministico para uma mesma entrada E € sempre
fixo, ou sgja, sucessivas repeticdes do algoritmo aplicadas a E resultam sempre, em uma mesma
saida sem que ocorra variagdo de seu tempo de processamento. Existem situacfes entretanto, onde
a saida e/ou o tempo de processamento poderdo ser distintos a cada repeticdo do algoritmo. Trata-
se dos algoritmos randdémicos (ou probabilisticos) estudados mais adiante no capitulo 11l. Nos
algoritmos randdmicos um nuimero finito processadores geram valores aleatoriamente, permitindo,
desta forma, que diferentes respostas sgjam geradas a cada repeticdo. Nos agoritmos néo-
deterministicos, assume-se que um namero infinito de processadores sgja utilizado, cada um deles,
gerando valores a eatoriamente. Como abordado mais adiante (se¢do 1.9), esse conceito abstrato de
algoritmo serd importante na classificagdo dos problemas de decisdo quanto a seu grau de
dificuldade. Salvo indicagdo contraria, consideraremos apenas al goritmos deterministicos.

Suponha que segjam dados um probleman e um algoritmo deterministico que o resolva apés
um ndmero finito de passos. Normalmente, desegja-se responder questdes relativas a eficiéncia deste
algoritmo. Entretanto, o que significa dizer que um algoritmo é ou néo eficiente? Ou ainda, quais
serdo 0s pardmetros observados na avaliagdo de seu desempenho? Pode-se, evidentemente,
considerar 0 tempo e 0 espaco (memdaria) exigidos no processamento como importantes fatores na
analise de eficiéncia desse agoritmo.

O processo mais utilizado na avaliagcdo de algoritmos até meados da década de 60 foi a
chamada "andlise de comportamento médio", que consiste fundamentalmente, em avaliar o tempo
de CPU necessario na resolucdo de determinadas insténcias de um problema. O comportamento
meédio é extremamente Util, pois fornece informagdes precisas sobre o desempenho do algoritmo
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para aquelas instancias em particular. Esta andlise entretanto se torna bastante inadequada se for
considerada uma entrada qualquer para o problema. Outras dificuldades sdo também incorporadas,
além de depender (na maioria dos casos) de uma infinidade de dados de entrada, o tempo de
processamento dependera evidentemente da maguina utilizada, do cédigo gerado pelo compilador,
e ainda, de como evolui 0 tempo de processamento quando instancias cada vez maiores para o
problema forem consideradas. Pode-se constatar por exemplo, que a taxa de variagdo entre o tempo
e o0 tamanho de uma entrada qualquer sera fator determinante no desempenho de um dado
algoritmo.

Neste capitulo ser@o apresentadas algumas ferramentas utilizadas na andlise de
desempenho (ou complexidade) de um algoritmo e que visam contornar as dificuldades expostas
acima. A idéa serd buscar uma medida de complexidade (fungdo de complexidade) que independa
do computador e da natureza dos dados de entrada. Como discutido posteriormente, essa fungéo
sera definida no tamanho de uma insténcia qualquer e retornard valores no tempo. Mais
formalmente, espera-se obter uma funcdo de complexidade (de tempo) T:tam(n) —Z" onde tam(r)
representa o tamanho de uma instancia | qualquer (definida na secdo 1.4) e Z* representa 0 nimero
total de unidades de tempo.

Analogamente, pode-se fazer uma analise da complexidade de espago de um determinado
algoritmo. Nestes casos, desgja-se obter uma fungdo E:tam(n)—Z', onde tam(n) representa o
tamanho do problema e Z* o nlimero de posi¢des de memodria exigida pela maquina na execuc&o do
algoritmo.

[.2- ALGORITMOS E PERFORMANCE

Em func&o do grande desenvolvimento no hardware dos computadores modernos digitais
somos levados, mesmo que inconscientemente, a ignorar a importancia dada a performance de
algoritmos. Na verdade, com a evolucdo tecnolégica e a possibilidade de se trabalhar com
problemas cada vez maiores a preocupacdo com o desempenho dos agoritmos se torna
fundamental. Nesta secéo, sdo apresentados alguns exempl 0os onde a taxa de variagcdo entre 0 tempo
de processamento e o tamanho do problema sdo considerados. Pode-se constatar que, em um casos,
0 tempo de processamento cresce exponencialmente enquanto o tamanho do problema cresce
apenas linearmente. Nestas situagbes, 0 ganho obtido com o egquipamento pode se tornar
irrelevante.

Suponha que 5 algoritmos distintos sejam elaborados para resolucdo de um determinado
problema. A complexidade de cada algoritmo € apresentada na Figura l.1. O parémetro n representa
o tamanho do problema. As funcbes de complexidade associadas (coluna 2), indicaréo o nimero de
unidades de tempo utilizado para se processar uma entrada de tamanho n. Desgja-se responder, qual
o tamanho maximo do problema (para cada algoritmo) de forma a resolvé-lo em um intervalo de
tempo pré-determinado (p. ex., 1seg, 1min ou 1 hora). Suponha que um milisegundo seja a unidade
de tempo utilizada.

Note que, no algoritmo exponencial, apenas problemas pequenos sdo considerados dentro
da faixa de tempo estipulada. Os demais algoritmos (Figura I.1) sdo polinomiais. Cabe notar que,
embora a funcéo de complexidade de tempo T(n) = nlogn n&o seja polinomial (algoritmo A2), ela
também serd considerada “polinomia” ja que pode ser limitada superiormente por um polindmio
degrauk > 2.

Como discutido mais adiante, a grande maioria dos agoritmos considerados séo
executados em tempo polinomia ou exponencial no tamanho da entrada. Ha funcdes entretanto,
onde a taxa de crescimento é superior & polinomial mas inferior & exponencial (p. ex., f(n)=n"").
Pode-se ter também fungdes onde a taxa de crescimento seja superior a exponencia (p. ex., f(n)
=0(n!)).
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ALGORITMOS COMPLEXID. TAMANHO MAXIMO DO PROBLEMA
DE TEMPO 1 Seg. 1 Min. 1 Hora
Al n 1000 6x10* 3,6x10°
A2 nlogn 140 4893 2x10°
A3 n? 31 244 1897
A4 n’ 10 39 153
A5 2" 9 15 21

Figural.l: Tamanho méaximo de um problema

Considere agora uma geracdo futura de computadores dez vezes mais rapido que os atuais.
O quadro da Figura 1.2 mostra como cresce o tamanho desses problemas a medida que a velocidade
de processamento € aumentada.

Observe que no algoritmo As apenas um acréscimo de 3,3 unidades no tamanho do
problema para um computador 10 vezes mais rapido! Esses dados nos mostram a importancia que a
analise de complexidade exerce sobre o tempo de processamento. Deve-se lembrar entretanto que,
algoritmos exponenciais quando aplicados a problemas pequenos podem ter um desempenho
melhor que um algoritmo polinomial. Suponha por exemplo dois algoritmos de complexidades 10°n
e 2" respectivamente. Para n<21, o algoritmo exponencial terd um desempenho superior ao
algoritmo polinomial. Verifique!

ALGORITMOS COMPLEXID. DE Tam. M &x. Tam. Max.
TEMPO Comp. Atuais Comp. Futuros
Al n S 10.S;
A2 nlogn S ~S
A3 n° S 3,16.S;
A4 n® S 2,15.5,
A5 2" S S+3,3

Figural.2: Tamanho méximo de um problema

Outros fatores devem ser discutidos na avaliagdo da complexidade como, por exemplo, o
desempenho médio do algoritmo (complexidade de caso médio). Um algoritmo de complexidade
exponencia nem sempre executara um nimero exponencial de passos para qualquer entrada. Um
exemplo cléssico é o agoritmo simplex para o problema de programagdo linear (para maiores
detalhes vide Bazaraa et al.[1990]) . O agoritmo simplex tem em média, processamento
polinomial, embora possua complexidade tedrica exponencial .

Antes de passar a uma discussdo mais formal sobre o tamanho de um problema e das
funcbes complexidade € fundamental definir, mais precisamente, um modelo tedrico de
computador. Nele, seréo abstraidas as principais caracteristicas de uma méguina mais sofisticada.

1.3 - MAQUINA RAM (Random Access Machine)

Como avaliar o tempo de execucdo de um algoritmo, sem executa-lo propriamente em uma
determinada maquina? Antes de contar o nimero total de passos realizados por um algoritmo, deve-
se, inicialmente, observar que esses passos sdo diferentes entre si. O tempo de uma adic&o por
exemplo, serd diferente do tempo gasto em uma multiplicagdo, o tempo de uma divisdo sera
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diferente de uma comparagdo e assim por diante. Portanto, € importante que se considere o tempo
de cada instrucéo separadamente somando-as apenas ao final do processo. Deve-se lembrar ainda,
que o tempo de processamento de uma determinada instrugdo ndo serd 0 mesmo em maguinas
diferentes. Portanto, é fundamental que se construa um modelo tedrico de computador e que sgja
capaz de gerar informacdes aproximadas sobre o tempo de processamento independentemente do
computador utilizado.

O modelo RAM (Random Access Machine) € um modelo hipotético de méguina constituido
de duas fitas (para entrada e saida de dados respectivamente), uma unidade de controle e
processamento e uma meméria (Figura |.3). A natureza exata das instrucdes ndo € relevante, sendo
semelhantes as encontradas em um computador real. Haverd operages de entrada e saida,
transferéncia de informacdo entre memoria e registradores, enderecamento indireto, operagdes
aritméticas e desvios. Cada registrador ou posi¢cdo de memaria poderd armazenar e acessar valores
inteiros como uma unidade, sem ter acesso a representacdo do nimero.

Fita de Entrada
|xn| .......................... |x3|x2|x]l%
Memodria
ro
1
UCP 2
......
e|y1|y2|y3| ................. |ym|
Fita de Saida

Figural.3: Modelo de uma maquina RAM

As operacles aritméticas permitidas sdo +, -, X, /. Um algoritmo podera ainda comparar
doisvalores e avaliar araiz quadrada de um inteiro positivo.

Obviamente outros modelos tedricos de computador podem ser utilizados como, por
exemplo, a maquina de Turing. Entretanto, uma funcdo de complexidade obtida em qualquer outro
modelo de computador, deverd ser expressa equivalentemente em uma méagquina RAM
(Hopcroft[1979]). Assim, fungbes polinomiaigexponenciais de tempo nos demais modelos,
deverdo ser polinomiais/exponenciais no modelo RAM.

O modelo RAM pode ainda ser subdividido em dois tipos de maguina. No primeiro,
magquina RAM com custo uniforme, cada instrucdo é executada em uma unidade de tempo. Este
modelo é considerado excessivamente poderoso ja que ndo pode ser simulado polinomia mente por
uma méquina de Turing. Isto ocorre pois, com a operacdo de multiplicacdo, inteiros extremamente
grandes podem ser gerados (Motwani& Raghavan[1995]). Eliminando-se as demais operacdes
aritméticas, aém da soma e subtracdo, o modelo RAM se torna polinomialmente equivalente a
magquina de Turing. No segundo modelo, maguina RAM com custo logaritmico, cada instrugdo €
processada em um tempo proporcional ao logaritmo de seus operandos. Neste caso, 0 novo modelo
incluindo todas as operacOes aritméticas descritas acima, serd polinomiamente equivalente a
maguina de Turing (Motwani& Raghavan[1995]).

Por razdes de simplicidade e clareza, utiliza-se normalmente a maguina RAM com custo
uniforme. Assim, as fitas de entrada e saida serdo formadas por uma sequiéncia de células, cada
uma delas podendo armazenar um numero inteiro de tamanho arbitrario. Além disso, ndo havera
limite para o nimero de células ha memaria. Esta abstracéo sera possivel quando:
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¢ 0 tamanho do problema for suficientemente pegueno para ser armazenado na memoria
principal,

e 0s inteiros utilizados nos céculos forem suficientemente pequenos para serem
armazenados em uma Unica palavra do computador, em outras palavras, o tamanho dos
operandos sera limitado polinomia mente no tamanho da entrada,

Adicionamente, a maquina RAM podera gerar, em um Unico passo, valores aleatorios
distribuidos uniformemente em um conjunto limitado no tamanho do problema. (maquina RAM
probabilistica). Para maiores detalhes sobre este assunto vide Papadimitriou[1994].

Formulado nosso modelo tedrico de méaquina passemos agora para a defini¢éo de tamanho
de um problema:

I.4- TAMANHO DE UM PROBLEMA

Considere T um problema qualquer, ou seja, um enunciado que indique quais propriedades
a solucéo devera satisfazer e uma descricdo formalizada de todos os seus parémetros (dados de
entrada). Fazendo-se uma associagdo de valores (numéricos ou ndo) a esses parametros define-se
umainstancia de nt. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo|.1: (ProblemadaMochila)

Neste problema, o objetivo serd4 encher uma mochila de capacidade M com no méximo n
objetos distintos. Sabendo-se que cada objeto tem um valor diferente, como encher a mochila (sem
ultrapassar sua capacidade méxima) maximizando o valor dos objetos presentes em seu interior?
Mais formalmente, tem-se o problema:

maximizar ) ¢,
j=1

n

Y px <M

sujeito a: =2
X;=0oul onde j=1..,n

onden, b, ¢, e g sdo parametros inteiros positivos e x; € variavel de decisdo. Os parametros
s80 especificados abaixo:

G - custo (valor) dapegaj
M - capacidade total da mochila (peso)
n - nimero total de objetos

P - peso dapegaj

Assim, umainstancia | para o problema da mochila serd definida por uma (2n+1)-upla de
inteiros positivos (Cy,...,Cn,P1,....Pn,M) ONde p; < M ej=1,..,n. .

O conceito de tamanho de problema, sera fundamental na definicdo de funcdo de
complexidade. Assim, dado um problemat e umainstancia | qualquer associada, o tamanho desse
problema (denotado por tam(z)), seré definido como um nimero inteiro positivo que representa a
guantidade dos dados de entrada presentesem |.

A nocdo exata de quantidade dependera do problema considerado. Em algumas situaces,
desgja-se determinar 0 niUmero total de elementos presentes em uma dada entrada sem se preocupar
com os valores assumidos por cada elemento dessa instancia. Em outras, o valor de cada elemento
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presente na entrada serd considerado. Para exemplificar essa situagcdo considere os dois exemplos
seguintes. Em ambos, uma méguina RAM com custo uniforme estaré sendo utilizada.

Exemplo |.2 (Buscaem um lista desordenada):

Sgja dado uma lista L={a;,a,,...,a,} com n elementos inteiros. Suponha que L estgja
desordenada e que se deseje encontrar um elemento inteiro x nesta lista. Note que n representara o
tamanho do problema. A "natureza' dos elementos presentes na lista (valor numérico dos
elementos) ndo serd importante, e sim, a quantidade total de seus elementos (pardmetro do
problema)! .

Exemplo |.3 (Fatorial):

Suponha que se desgje calcular o fatorial de um valor inteiro n positivo. Uma entrada para
este problema consistira apenas na leitura do nimero n. Note, entretanto, que o tamanho do
problema seran endo 1 (um)! Informalmente falando, estaremos interessados apenas na " natureza'
da instancia obtida e ndo em sua quantidade. Neste caso, apenas o valor da entrada sera fator
determinante no célculo de complexidade. o

Como discutido na secéo anterior, pode-se definir o tamanho de um problema &, como
sendo o numero total de bits utilizados na codificagdo de sua entrada (maguina RAM com custo
logaritimico). Esta pode ser uma medida mais realista na multiplicagdo de dois inteiros por
exemplo. Para evitar conflitos na representagdo do tamanho do problema, indicar-se-a, em cada
caso, qual modelo de méquina esta sendo utilizado. Salvo indicagdo contraria, apenas a maquina
RAM com custo uniforme seré considerada.

Algumas vezes serd mais apropriado descrever o tamanho de uma entrada por dois ou mais
parémetros (ao invés de um). Se a entrada de determinado algoritmo é um grafo (vide Ahuja et
al.[1993]), o tamanho do problema podera ser descrito pelo nimero de vértices e arestas desse
grafo.

Considere que sgjam dados um problema t e um algoritmo A que o resolva. O problema
que se coloca agora é: definido o tamanho de m como obter uma fung@o de complexidade para o
algoritmo A? Esta questdo é tratada na segdo seguinte:

1.5 - FUNCOES DE COMPLEXIDADE

Como comentado anteriormente na se¢do 1.1, uma funcdo de complexidade de tempo sera
do tipo T:tam(n)—Z", onde tam(x) representa o tamanho de uma instancia | qualquer de um
problema, e Z*, representa o nimero total de unidades de tempo utilizados no processamento de 1.

Serd entretanto que instancias distintas de mesmo tamanho possuem sempre 0 mesmo
tempo de processamento? Obviamente que ndo. Suponha, ho exemplo |.2 acima, que o tamanho de
umainstancia qualquer dalista L seja sempre n. Observe que o tempo de busca do el emento x nesta
lista serd funcdo de sua posicdo na lista. Ou sgja, se X = a;, bastard uma comparagdo do
procedimento de busca para resolucdo do problema. Por outro lado, se Xx = a, ou X ¢ L, n
comparagdes serdo realizadas. Assim, dada uma instancia | de tamanho n seu tempo de
processamento ndo sera computado de forma Unica, ndo definindo portanto uma funcdo!
Discutimos abaixo uma maneira de contornar esta situagao?

Considere A um algoritmo qualquer utilizado na resolucdo do problema m, e
M={E,,E,,....E} um conjunto finito com m entradas distintas de mesmo tamanho (o0 conjunto M
também pode ser infinito). Seja T(Ey), 0 tempo de A na computacdo da entrada E, e Pr(Ey), a
probabilidade de ocorréncia de E,. Tem-se entdo trés medidas de complexidade, a saber:
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a) Complexidade de Pior Caso: Ty = J'_P@X{T(Ek )}
b) Complexidade de Melhor Caso: T = ]glen {T(E}
c) Complexidade de Caso Médio: 1 - Y Pr(E)T(E,)

1<k<m

A complexidade de melhor caso representa, evidentemente, a situacéo idea dos dados de
entrada do algoritmo ndo sendo considerada, portanto, uma medida apropriada de complexidade na
maioria dos casos.

A complexidade de caso médio como definido acima tem obviamente grande interesse
prético. Entretanto, para varios problemas, sua estimativa se torna bastante trabalhosa ja que é
importante que se defina, de antem&o, uma distribuicéo estatistica associada aos dados de entrada.
Além disso, varios problemas admitem uma quantidade infinita (enumeravel ou ndo) de dados de
entrada e a determinacdo dos tempos de processamento a elas associadas se torna, por vezes,
impraticavel.

Na complexidade de pior caso, uma cota superior para o tempo de processamento sera
determinada. Serd também de grande interesse prético e podera ser calculada mais facilmente que a
complexidade de caso médio.

Note que, escolhendo um dos trés itens acima, sera possivel determinar o tempo de
processamento em funcdo do tamanho do problema.

Notacdo: Para simplificar a notaco acima, salvo indicagdo contraria, assumi-se que T=Ty, T=Tg
ou T=Ty naanalise de complexidade. °

Antes de tentar determinar uma expressao para a funcéo de tempo T(.), deve-se avdliar,
individualmente, o tempo de cada instrugdo o do algoritmo A. Supondo t(c; ), 0 nimero de
unidades de tempo gasto na execugdo de ¢, o tempo total na execugdo do algoritmo sera dado por:

T=Y kj-t(o)) 0
]

onde:
0 - j-ésmainstrucéo do algoritmo (mag. RAM),
ki - ndmero de execugdes de o
t(cj) - tempo de execucéo de o;

Note que o numero de execugles k da instru¢do o serd uma fungdo do tamanho do
problema (ou seja, ki = k; (tam(x)) ). Na complexidade de pior caso, k; ir& representar o nimero
maximo de execugdes (passos) de o, E fécil ver portanto que o tempo T(.) serd, de fato, fungio do
tamanho do problema. Assim, a complexidade de tempo, sera 0 maior nimero de passos possivel (no
pior caso) para execucdo completa de A.

No critério de custo uniforme cada instrucdo RAM requer uma unidade de tempo e cada
registro requer uma unidade de espaco. Portanto, a fungéo de tempo (1) pode ser rescrita de maneira
mais simples como abaixo:

T:ikj, (I

=1

onde g € o numero total de instrugdes do algoritmo.

10
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Sera que a simplificag8o introduzida acima (onde t(qj) = 1, V ¢j ) acarretara uma grande
distor¢do no tempo de processamento? A proposicdo |.1 abaixo (deixada como exercicio) mostra
que esta distor¢do sera de apenas uma constante.

Proposi¢éo |.1: Sgjam 03,0,...,0m instrugdes de um algoritmo A com seus respectivos tempos de
processamento t(cy), t(oy),.....t(om). Seja T,, 0 tempo de processamento calculado com a utilizagdo
da funcdo (I) acima. Fazendo-se t(oy)=t(02)=....=t(on)=1 obtém-se um novo tempo de
processamento T onde T=c.T, € c € constante. .

A funcéo de complexidade T(.) (representada por (1) ou (I1)) sera chamada de funcdo de
complexidade local de tempo. Analogamente, a complexidade local de espaco de um agoritmo
indica a quantidade total de meméria exigida por um algoritmo durante sua execucdo. No critério
de Custo Uniforme essa memdriaira corresponder ao nimero total de registros (células) utilizadas.
Lembre-se que, neste caso, cada registro armazena um inteiro de tamanho arbitrério. Pode-se
representar a complexidade de espaco por uma funcdo E:tam(P)—Z" onde tam(P) representa o
tamanho de nosso problemae Z*, o niimero total de unidades de espaco utilizados.

O exemplo I.5 a seguir, trata das complexidades locais de tempo e espago ho pior caso.

Exemplo |.5: (Pior Caso)

Considere p(x) = axX"+ a,..X"*+...+a, um polindmio qualquer de grau n com coeficientes
inteiros. Dado Xy € Z*, desgja-se calcular simplesmente o valor p(xo).

Considere inicialmente o seguinte algoritmo:

Algoritmo 1.1: Caculo de p(Xo):

Inicio
leia(n, @, an1,-80, Xo);
p<ap;
paraj:=1aténfaca

pep+ax;

fim;
imprima (p);

fim.

Figural.4: Calculo de p(xo)

No célculo de ¥ (potenciacdo), j-1 multiplicagdes sdo executadas. Tem-se ainda, na
estrutura de repeticdo mais 4 operacles a saber: incremento de j, comparagdo com n, adicdo e
multiplicacdo. Dessaforma o "loop" interno sera executado n vezes e a cada execucdo serdo feitas
(3+]) operacdes. No final das repeticdes quando j=n (no para... faca...), mais um incremento dej e
uma comparacdo com n serdo realizadas. Assim o tempo total ser&

n 2
T(n):2+2(3+j):n(n7+1)+3n+2:%7n+4
=1

Na complexidade de espago s80 necessarios n+1 registros para armazenar as constantes ap,
an1,--,a0, trés registros para se armazenar n,X, € p, € um acumulador. Necessita-se portanto, de um
total de n+5 posi¢des de memoria. Assim, E(n)=n+5.

Pode-se obter uma melhora na complexidade local de tempo do algoritmo utilizando-se o
método de Horner. Neste método, o polindmio p(.) serd rescrito na forma de um "ninho" de

11



Capitulo | - Complexidade de Algoritmos

binbmios. Abaixo é apresentado um quadro para o célculo de p(xo) considerando-se um polinémio
degrau 3:

Xo az 22 =il ()]
l aXo aXo + aXo AXo+ Xy + agXo’
3 A + aXo A+ apXo + agXo’ Ao+ AXot X" + AXo

Figural.5: TabeladeHorner

Tem-se portanto: p(xe) = ((asxo+az)Xo+ar)Xet+ag. O agoritmo apresentado abaixo resolve o
problema para um polinémio de grau n.

Algoritmo |.2: Método de Horner;

Inicio
leia(n, an, an1,.,80, Xo);
P« an;
parai:=n-1até0faca

Ppe—a+ pXo;

fim;
imprima (p);

fim.

Figural.6: Célculodep(Xy) atravésdométodo de Horner

Observe agora que 4 operagdes serdo realizadas dentro da estrutura de repeticdo. Note
ainda que ao final do loop seréo executadas mais 2 operacdes (decremento e comparagdo). Logo, a
complexidade local de tempo seraigual a T(n)=4n+2.

Anaogamente ao algoritmo anterior tem-se um comportamento linear para a complexidade
local de espaco do agoritmo I.2 acima (verifique).

Na andlise de complexidade, considera-se normamente a complexidade de tempo de um
determinado algoritmo. As conclusdes obtidas sobre a complexidade de espago sdo andlogas e
seguem diretamente. O proximo exemplo ilustra uma aplicagéo da complexidade de caso médio:

Exemplo |.6: (Complexidade de caso médio)
Suponha que se desgje encontrar o tempo médio de busca de um elemento x em uma lista
A={ay,a,,...,an} com n elementos. Considere o algoritmo |.3 a seguir:

Algoritmo |.3: Busca;

Inicio

leia (AX);

A1 < X

i« 1;

enquanto a # x faca

| «—i+1;

imprime solugdo (A, i);

fim.

Figural.7: Busca elemento em uma lista desordenada

Note que se x ndo pertence a lista entdo x = a,.;. Como discutido acima, a fun¢éo de
complexidade de caso médio sera
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Ty = zm:Pr(Ek).T(Ek)

onde m € o numero total de entradas de tamanho n.
Apesar de se ter um ndmero infinito de entradas, sera possivel classificalas em n+1 classes
distintas a saber:

El Z{A/ a.l = X}
E2 Z{A/ 3.2 = X}

Ent ={A/ x2 A

Note que E; para i=1,2,..,n representa o conjunto de todas as listas Atal que a;= X € Eq.1,
0 conjunto de todas as listas A tal que x ¢ A. Observe portanto que na fungéo de complexidade de
caso médio tem-se m=n+1. Deve-se determinar agora as probabilidades e os tempos de execucdo
de cada uma das n+1 entradas. Suponha por exemplo que Pr(E)=Pr(E) parai=1,..,n e j=1,..,n
(distribuicdo uniforme). Se q é a probabilidade de seter x € A entéo:

Pr(E;) =%, parai =1..,n
Pr(En+1) =1- q

Analisando-se o algoritmo de busca acima conclui-se diretamente que T(E) = i sera o
nimero de comparagdes para cada entrada E;. Substituindo Pr(E; ) e T(E ) na expressdo da
complexidade média tem-se:

n+l

T=Ty= ZIPV(E)I(EJ = z:,%l +(1-0g)(n+1) = (n+1).(2;2‘q)

Observe que se g=1 tem-se em média (n+1)/2 = n/2 comparagOes! J

A maior dificuldade existente na andlise do comportamento médio de um algoritmo é
definir a distribuicdo da entrada de dados associada ao problema. Fregiientemente, assume-se que
as instancias sejam igualmente provaveis, entretanto, a determinac&o de uma amostra representativa
da entrada pode, em algumas casos, ndo ser muito precisa. Observe ainda que, no calculo de cada
T(E), contabilizou-se apenas 0 nimero de comparactes redlizadas (T(E) = i). Como discutido a
seguir, este tipo de abordagem ir4 simplificar enormemente o calculo de complexidade. A
complexidade local de tempo (ou espago) serd substituida pela complexidade assintética.

|.6 - COMPLEXIDADE ASSINTOTICA

A determinacdo de uma expressdo exata para as complexidades locais de tempo ou espago
de um determinado algoritmo séo freglentemente desgastantes e desnecessdrias. Em um modelo
tedrico de maquina, a complexidade local ja é uma aproximagao grosseira de uma méaquina real,
ndo sendo necessario portanto, um grande esforgo analitico para obté-la. Por que néo observar
apenas 0 comportamento assintético das fungdes de complexidade quando o tamanho do problema
se torna arbitrariamente grande? Neste caso, sera suficiente provar se as complexidades obtidas tem
um comportamento linear, quadrético, exponencial, etc.

Na determinacdo da complexidade assintética faz-se, frequentemente, uma simplificacéo
das constantes que aparecem na expressdo da complexidade local. Neste caso, pretende-se
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determinar apenas a taxa de variacdo do tempo de processamento em relagdo ao tamanho do
problema. Em outras palavras desgja-se obter a ordem de grandeza da funcdo de complexidade
local. Abaixo é apresentada uma definicéo mais formal de complexidade assintética:

Definicéo |.1: (Complexidade Assintdtica)
Uma funcéo de complexidade local T(n) sera de ordem O(f(n)) se, e somente se, existirem
constantes positivas ¢ e ng tal que 0< T(n) <c.f(n), V' n > n,. o

Note que c.f(n) define um limite superior para T(n). Graficamente, tem-se a seguinte
situac&o representada na Figura |.8.

T(n) ef(n)

Figural.8: Complexidade Assintética

Pode-se representar por O(f(n)), o conjunto de todas as funcdes T(n) tais que 0< T(n) <
c.f(n), ¥'n>n,.. Neste caso, pode-se dizer simplesmente que T(n)e O(f(n))*.

Portanto, para mostrar que uma dada funcdo T(n) pertence a O(f(n)) deve-se exibir ou
garantir a existéncia de duas constantes ¢ e ng tal que a definic¢éo descrita acima se verifique. Como
determinar entretanto as constantes ¢ e ny? Para responder a essa pergunta considere inicialmente a
seguinte definicdo formal de limite:

Definicao I.2: (Limite):
Diz-se que limh(n)=k Se, esomentese, V £>0, 3n, tal que |[h(n)—k|<e, Vn=n,. e

n—co

Assim, se lim,_..T(n)/f(n)=k < tem-se, da defini¢do de limite, que: V' &> 0, 3 n, tal que
[|T(n)/f(n)-k ||<e, ¥ n > ny. Ou sgja, tem-se k- < T(n)/f(n) < k+g, V' n >n,. Tomando esta Ultima
desigualdade e fazendo ¢ = k+¢, conclui-se que: 7 ¢ e ng tal que T(n) < c.f(n), ¥ n > no, ou sgja
T(n) é O(f(n)) (ou simplesmente T(n) € O(f(n))). Note que a existéncia de ny, na definicdo de
complexidade assintética é garantida pela definicdo forma de limite. Este tipo de abordagem é
interessante, ja que ele nos exige, da talvez ardua tarefa de determinar ng explicitamente.

Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 1.6: Seja T(n)=5n?+n. A funcdo T(n) é O(n>)? Note que fazendo c = 6 tem-se
5n? + n < 6n?. Calculando lim,_...T(n)/f(n) :

. 5n*+n

lim—;

nN—seo n

<6<co.

! Alguns autores utilizam a notagdo: T(n) = O(f(n)) (vide Cormem et a. [1990]).
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Pode-se garantir portanto, da definicdo de limite, a existéncia de um inteiro ny tal que
5n? +n<6n%, Vnn,. .

Pode-se mostrar também que T(n)= 5n*+n é O(n°) ou O(n*). Entretanto, estaremos
interessados no menor limite superior possivel. Para se evitar conflitos dessa natureza, diz-se
simplesmente que T(n) é o(n®) ou o(n). Mais formalmente se T(n) é o(f(n)) entdo lim,_..T(n)/f(n)
=0.

Exemplo 1.7: T(n)=3" € O(2")? Suponha que existam k e n, tais que 3" <k.2", ¥n>n,. Segue

que:
(E) <k, Vnzn,
2
Calculando o limite:
Iim( g) — 400 < K (absurdo!)
Chegando portanto a uma contradicdo. Logo, T(n)=3" ndo serd O(2"). Pode-se mostrar
entretanto que 2" € O(3"), ou mais precisamente, que 2" é o(3"). Verifique! .

Pode-se estabel ecer, através da notagdo O(.), uma hierarquia de fungdes de complexidade.
Abaixo sfo apresentados alguns exempl os:

O(1) cO(logn) = O(n) c O(nlogn) c O(n’) < .... cO2") c O(n!) ...

Damesma forma, se T(.) representa a complexidade de melhor caso de um algoritmo pode-
se definir um limite inferior para T(.). O limite inferior sera representado por €2(.).

Definic&o |.3: (Limite Inferior)
Seja T(n) a complexidade local (de melhor caso) de um dado algoritmo. A funcdo de
complexidade T(n) € Q(f(n)) se existem constantesc e n, tais que T(n)>cf(n), Vn>ng,.e

Exemplo1.8: Sgja T(n)=2n? +n acomplexidade de melhor caso de um dado algoritmo. Desgja-se
mostrar que T(n) € Q(n?). De fato, bastara fazer k=1 e ny=1. Assim: 2n’* +n>n?, V¥ n>1. Pode-se
mostrar também que T(n) é 2(n) ou (1), entretanto, deve-se buscar normamente, o maior limite
inferior possivel. Analogamente a notagcdo o(.), pode-se utilizar (.) para €(.). Assim, em nosso
exemplo, pode-se dizer que T(n) é a(n) ou a(1). o

Considere agora a seguinte definicao:
Definicdo | .4: (Limite):

Diz-se que limh(n) = +~ Se, esomente se, VA> 0,3 nitalque h(n) > A, Vn>n,. ®

n—eo

Observe por exemplo que, se lim,_..T(N)/f(n) = + entdo T(n) é w (f(n)). Verifique!
Em determinadas situaces, um algoritmo de complexidade T(n) sera O(f(n)) e Q(f(n))
simultaneamente. Neste caso, T(n) sera 6(f(n)). Mais formamente, tem-se:
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6(g(n)={T(n):3¢,c,,n, >0 taisque 0<cg(n) <T(nN)<cg(n), V n>ny}

Exemplo1.9:

a) Para encontrar o maior elemento em uma lista desordenada de n elementos pode-se
construir facilmente um algoritmo de complexidade local T(n) e ordem O(n) e Q(n)
respectivamente. Neste caso, tem-se um algoritmo de ordem 6(n). Um algoritmo com essa
caracteristica serd chamado algoritmo étimo.

b) Para encontrar um elemento x em uma lista desordenada de n elementos, tem-se
obviamente O(n) passos no pior caso. No melhor caso entretanto, apenas uma comparacao sera
realizada. Assim, T(n) teralimiteinferior igual a £2(1). Neste caso 0 algoritmo ndo serd 6timo.e

Suponha agora um algoritmo que se divida em duas ou mais partes independentes. A
seguir, serdo apresentadas algumas regras que nos gjudardo no calculo de complexidade assintética
de um determinado algoritmo:

Proposicdo |.2 (Regra das Somas):

Um agoritmo A se divide em duas partes independentes A; e A, onde A; de complexidade é
Ty(n) é de ordem O(f(n)) e A, de complexidade T,(n) é de ordem O(g(n)) entdo T(n) = Ty(N)+Tx(n) e
A serd de ordem O(max(f(n),g(n))).

Prova: Sgjam C,,C,,ny,n, constantes positivas tais que:
Ty(n) <C,. f(n), vn>n
T,(n)<C,.g9(n), Vnzn,

fazendo-se n, = max(n,,n,) e adicionando as duas equagdes acima tem-se:
T, (N)+T,(n)<C;. f(N)+C,.9(n) < (C +C,).max(f(n),g(n)), VY n=n,.

Portanto, da definicdo tem-se que T(n) é de ordem O(max(f(n),g(n))) °

Proposicdo 1.3 (Regra do Produto): Se um algoritmo A contém dois "aninhamentos’ A, e A,, de
complexidade T,(n) e T,(n) com ordem O(f(n)) e O(g(n)) respectivamente, entdo A serd de
complexidade local T(n)=T,(n).T,(n) ede ordem O(f(n).g(n)).

Prova: Sejam C,,C,,n,,n, constantes positivas tais que:

T(n)<C.f(n), Vnzn
T,(nN)<C,.g(n), Vnxm

fazendo-se n, = max(n;,n,) € C=C,.C, conclui-se que:
T(n)=T,(n).T,(n) < C.(f(n).g(n)), V n=n,.

Portanto, T(n) sera de ordem O(f(n).g(n)). °

Proposicéo |.4: (Propriedades Transitiva e Reflexiva)
Sejam f,g e h:N — R funcbes de complexidade:

16



Capitulo | - Complexidade de Algoritmos

a) Sef(n) é de ordem O(g(n)) e g(n) é de ordem O(h(n)) ent&o f(n) é de ordem O(h(n)).
b) g(n) é de ordem O(f(n)) e f(n) é de ordem O(g(n)) se, e somente se, O(f(n))=0(g(n)).
c) g(n) é de ordem Of((n)) e f(n) ndo é de ordem O(g(n)) se, e somente se, O(f(n)) cO(g(n)).

Prova:
a) Tem-se da definicéo de complexidade assintotica que:

f(n)<C.a(n), vynzn
g(n) £ C,.h(n), Ynxn,

Fazendo n, = max(n;,n,) e C=C;.C, para n=n, conclui-seque: f(n)<C;.g(n)<C.h(n)
vV n>n,. Logo f(n) é de ordem O(h(n)).

b) (—) Considere uma fung¢do T(n) qualquer pertencente a O(f(n)). Como f(n) pertence a O(g(n))
tem-se, da propriedade transitiva que T(n) pertence a O(g(n)). Assim, qualquer que sgja T(n) em
O(f(n)) tem-se T(n) pertencente a O(g(n)), ou sgja, O(f(n))cO(g(n)). De maneira andoga, pode-
se mostrar que O(f(n))>0(g(n)). Segue entdo que O(f(n))=0(g(n)).

(<) E fé&cil mostrar que f(n) pertence a O(f(n)). Como O(f(n))=0(g(n)) segue que f(n) pertence
aO(g(n)). De maneira andl oga pode-se mostrar que g(n) pertence a O(f(n)).

) (=) SgaT(n) qualquer tal que T(n) € O(f(n)). Como f(n) € O(g(n)), tem-se do item (&) que T(n)
e O(g(n)) (prop. transitiva). Logo O(f(n))cO(g(n)). Suponha por absurdo que, O(f(n)) =
O(g(n)). Como g(n) € O(g(n)) segue entdo gque g(n) € O(f(n)) (contradicao!). Logo O(f(n))
O(g(n)).

(&) Temos que f(n) e O(f(n)). Como O(f(n)) < O(g(n)) entdo f(N)eO(g(n)). Se g(n) € O(f(n))
segue da proposicdo anterior (item b) que O(g(n)) = O(f(n)) o que é absurdo! Portanto g(n) ¢
O(f(ny). .

Proposicdo I.5: Selim,_.f(n)/g(n) = konde 0 < k < « entdo O(f(n)) = O(g(n)). Se k = 0 entdo
O(f(n)) = O(g(n)).

Prova: Considere inicialmente o caso onde k >0. Da definicdo de limite tem-se: V' >0, 7 n, ta
gue, k- <f(n)/g(n) <k+g, V' n2>ng. Ao escolher k> ¢ tem-se: (@) f(n) < (k+¢g) .g(n), Vn>ng. e
(b) g(n) < (U(k-€)).f(n), ¥ n > ny (verifique). Logo, de (a) e (b) respectivamente temos f(n) e
O(g(n)) eg(n) € O(f(n)). Da proposicao anterior, segue que O(f(n)) = O(g(n)).

Suponha agorak = 0. Da definicdo de limite tem-se: V>0, I ny ta que, -£ <f(n)/g(n) <e,
V' n 2> ny. Assim, da segunda parte da desigualdade: Vv €>0, 7 ny tal que, f(n) <e.g(n), ¥ n >no, ou
seja, fazendo c=¢, tem-se, da defini¢do de complexidade assintética que f(n) € O(g(n)). Ainda, da
segunda parte da desigualdade conclui-se que: V £>0, 7 ng tal que g(n) > (Le).f(n), ¥ n > ny. Da
definicéo 1.4, lim,_.f(n)/g(n) =+<. Provou-se portanto que g(n) ¢ O(f(n)). Como f(n) € O(g(n)),
tem-se da proposi¢do anterior (item 3) que O(f(n)) < O(g(n)). .

Definicdol .5: A definicdo de complexidade assintética pode ser estendida facilmente para o caso
onde o tamanho do problema sgja representado por dois ou mais parametros. Dada uma funcédo
g(n,m), representa-se por O(g(n,m)) o seguinte conjunto de funcdes:
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O(g(n,m) = {f (n,m) :existem constantes positivas c,n, e m, tais que 0< f (n,m) < cg(n,m)
vV n=n em>m}

A definicdes de €(g(n,m)) e 6(g(n,m)) sdo andlogas. Este tipo de representacdo é bastante
atil quando se trabalha com algoritmos em grafos. Neste caso, h representa o0 nUmero de vértices e
m & 0 nimero de arestas.

Quando se trabalha com outros modelos de méquina (diferentes da maguina RAM), pode
ocorrer que a expressao de complexidade assintotica obtida nestes modelos sgja distinta. Ao mudar
de uma maquina para outra é importante que se preserve algumas caracteristicas do modelo
original. Considere entdo a seguinte definicéo:

Definicdo |.6: (Funcdes relacionadas polinomial mente)
Duas funcbes fi: N—>% e f,; N>X sdo relacionadas polinomialmente se existirem
funcdes pi: H—R e p.: K—-I taisque fi(n) < pi(fa(n)) e fo(n) < po(fi(n)) V' n=>0. .

Como exemplo, considere duas funcdes f;(n) < 2n” e f,(n). Fazendo p,(x) = 2x na primeira
desigualdade tem-se que 2n? <py(n°) = 2n°, ¥ n>0. Na segunda desigualdade, fazendo p,(X) = X°
chegase a n° <py(2n®) = 8n®, V n> 0.

Ao se trabalhar com uma méquina de Turing, maguina RAM ou méquina RASP (Aho et.
al.[1974]) tem-se funcBes de complexidade relacionadas polinomialmente. Isto significa dizer que,
se uma funcdo de complexidade € polinomial (ou exponencial) em um dado modelo ela serd
também polinomial (ou exponencial) nos demais modelos. Maiores detalhes sobre este assunto
podem ser encontrados em Aho et. al.[1974].

|.7- COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS RECURSIVOS

Um procedimento recursivo consiste, basicamente, na utilizacéo direta ou indireta, de um
procedimento dentro do mesmo procedimento que o define. Normalmente, todo processo recursivo
exigira a definicdo de uma férmula de recorréncia e de uma base da recursdo. Esta técnica é
amplamente utilizada em métodos do tipo divisdo e conquista (para maiores detalhes vide Cormen
et al. [1990]).

O exemplo seguinte ilustra uma aplicacdo da recursividade ao problema de ordenacéo.

[.7.1 - Algoritmo Quicksort:

Suponha que se queira ordenar uma lista A qualquer com n valores inteiros positivos.
Baseado na estratégia de divisdo e conquista, Hoare[1962], propbs um algoritmo de ordenagdo
diferente do Mergesort. No Mergesort dividi-se a lista original A em partes iguais A; e A,
respectivamente. Faz-se entdo uma ordenacdo de cada uma das partes seguida de uma
concatenacdo das sub-listas. No Quicksort a divisdo em duas sub-listas é feita utilizando-se um
elemento chave (ou pivd) de forma que, no final do processo, as sub-listas ordenadas ndo precisem
mais ser concatenadas! Na sub-lista A; s&0 armazenados todos os elementos menores que chave
enquanto que, na sub-lista A, apenas o0s elementos maiores que chave. Apés a divisdo, repeti-se 0
processo para A; e A, separadamente.

O exemplo seguinte ilustra as principais etapas presentes no Quicksort. Considere uma lista
desordenada A como no exemplo seguinte:
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ListaA
|15|1o|14|3o|34|11|5o|27|
CHAVE /' i Ny

Figural.9: Lista A desordenada

Note gque sdo criados dois indices | e J apontando para 0 segundo e o Uultimo elementos
respectivamente. Além disso, separa-se 0 primeiro elemento A[ 1] =15 (denominado elemento chave
ou pivd). O objetivo inicial serd determinar a posicdo correta dessa chave na lista A. Assim,
incrementa-se | sempre que algum elemento A[l], menor do que chave for encontrado.
Anaogamente, decrementa-se J sempre que um elemento A[J] maior do que chave for encontrado.
Essa situacdo pode ser expressa como nafigura seguinte:

ListaA
|15|1o|14|3o|34|11|5o|27|
CHAVE /) N MDY

Figural.10: Atualizacbesdel eJ

Caso setenhal < J os elementos A[1] e A[J] sdo trocados de posi¢ao e 0 processo repetido
até que | > J. A novasituacdo é apresentada abaixo:

ListaA
|15|1o|14|11|34|3o|50|27|
CHAVE ™N N

Figural.11l: 1 >J

Note que a posicdo correta do elemento chave é indicada pelo indice J! O préximo passo
seratrocar a posicdo do elemento chave com A[J]. Assim:

ListaA

|11|1o|14| |15| |34|3o|5o|27|

N~—— CHAVE —mM8}m/ —"
Al A2

Figural.12: Divisaoda Lista A

Bastard aplicar agora o mesmo processo para as sub-listas A; e A, separadamente através de
chamadas recursivas. Finalmente, tem-se a seguinte situacéo:

Figural.13: Lista A ordenada
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Observe gque as chamadas recursivas sdo executadas até que 0, 1 ou 2 elementos sobre em
cada sub-lista (base da recursdon). Caso se tenha apenas um, ou nenhum elemento ao final do
processo, nenhuma operacdo serd readlizada. Entretanto, se a A contiver 2 elementos, apenas uma
comparacdo serd reaizada. Resumindo, tem-se 0 seguinte procedi mento:

Procedimento |.4: Quicksort (inf, sup);
Inicio
Se (sup - inf < 2) entdo
Se (sup - inf = 1) entdo {temos 2 elementos}
Se (Alinf]>A[sup]) entdo
troca (A[inf], Al sup]);
sendo
| «inf;
J « sup;
chave « A[inf];
EnquantoJ> | faca
| 1+ 1;
Enquanto (A[l] < chave) faca
| 1+ 1;
Enquanto (A[J] > chave) faca
JeJ-1;
Se(J> 1) entdo
troca(A[ 1], A[J]);
fim Enq;
troca (A[inf] ,A[J]);
Quicksort (inf, 1-1);
Quicksort (J+1, sup);
fim;
fim.
Figural.14: Algoritmo Quicksort

Note no procedimento Quicksort, que se o elemento chave for o maior de todos os
elementos de A, o indice | serdincrementado até n+ 1. Para evitar um erro decorrente de um acesso
indevido a esta posi¢do (inexistente nalista A), bastara criar um novo elemento fazendo A(n+1)=c
no programa principal. Verifique!

[.7.1.1 - Complexidade do Quicksort (Pior Caso)

Observando a algoritmo acima pode-se eleger (sem perda de generalidade) a instrucdo
Alinf]>A[sup] como operacdo elementar na base da recursdo. Note que 3 situagBes distintas seréo
possiveis. Se sup-inf < 0, achamada recursivaira corresponder a uma sub-lista vazia. Neste caso a
operacdo elementar ndo sera redlizada. O mesmo ocorre se sup-inf =0 (sub-lista com apenas 1
elemento). Segue entdo que T(0)=0 e T(1)=0 respectivamente. Se sup-inf =1 tem-se uma sub-lista
com 2 elementos. Neste caso, T(2)=1.

No calculo da formula de recorréncia (n > 3) deve-se atualizar os indices | e J até que se
tenha 1> J. SO entdo, as chamadas recursivas serdo realizadas (etapa de divisdo). Observe
novamente que 3 etapas devem ser analisadas.
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Na etapa de atualizacdo dos indices | e J conclui-se facilmente que O(cn) passos serdo
executados. Os indices | e J deverdo percorrer alista de tamanho n até se cruzarem.

Nas chamadas recursivas, deve-se estabelecer inicialmente como o vetor origina A serd
dividido. Essa divisdo entretanto dependera da natureza dos dados de entrada. Na pior divisdo
possivel, pode-se construir uma configuracdo onde n-1 elementos estardo presentes em uma das
sub-listas e 0 elementos na outra. Neste caso, T(n) se divide em T(n-1) e T(0) respectivamente. Isto
ocorrera sempre que o vetor original A ja estiver ordenado! E fécil ver que esta é a pior divisio
possivel ja que, na chamada de complexidade T(n-1), o tamanho do problema original € reduzido
em apenas uma unidade! Assim, um maior nimero de chamadas dever&o ser executadas até que se
chegue & base da recursdo. O mesmo ndo ocorreria se A fosse dividida em duas partes de mesmo
tamanho (Verifique!).

Tem-se portanto a seguinte situagéo:

T0)=0,TM)=0eT(2=1 n<2 (base da recursag
T(N) =cn+T(0)+ T(n-1), n>2 (formula derecorrénci a)

Desenvolvendo a recorréncia acima conclui-se que:

T(n) = cn+ T(n-1)
=cn+ c(n-1) + T(n-2)
= cn+ ¢(n-1) + ¢(n-2) + T(n-3)

Aposk passostem-se: T(n) = cn+ ¢(n-1) + c(n-(k-1)) + T(n-k). ()]

Espera-se obter, ao final do processo n-k=2 (base da recursdo). Assim, substituindo
n-k=2 em(l) tem-se:
Tn)=c(n+ (n-1) + (n-2) +..+ 4+ 3) + T(2)

= céi +T(2) = c((gi)—3]+1: c(@—s)+l

Segue portanto que T(n) é de ordem O(n®). A secdo seguinte trata da andlise de
complexidade média do algoritmo Quicksort.

1.7.1.2 - Complexidade do Quicksort (Caso Médio):

Apesar da complexidade tedrica de pior caso do Quicksort ter se mostrado inferior ao
Mergesort, testes realizados empiricamente mostram um bom desempenho do Quicksort quando
comparado ao Mergesort (vide Knuth[1973]). Pode-se mostrar em meédia (para uma entrada gerada
aeatériamente) que o Quicksort (assim como o Mergesort) é processado em O(nlogn) passos.

Assim, suponha inicialmente que a probabilidade do elemento chave ser o i-ésimo
elemento sgja 1/n (distribuicdo uniforme). Para calcular a andlise de performance média deve-se
analisar todas as chamadas recursivas possiveis, ou sgja, todas as possiveis divisdes do vetor
origina A. Utilizando a média ponderada conclui-se que:

13 (T k-D + Ty (1K)
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representa o compartamento médio de todas chamadas recursivas (lembre-se que Tu(.)
representa o tempo médio para se processar uma entrada de tamanho n). Resumindo todos os casos,

tem-se:

Tw(0)=0, T,H=0eT,(2) =1 n<2 (base da recursag
T, (n) = anrEZ(TM (k=1 + T, (n-K)), n>2 (formula derecorrénci a)
N

Desenvolvendo aformula de recorréncia tem-se que:

| -

i Ty (k=1)+ T, (n—k))

k=1

(Tw(0) + Ty W)+ 4T, (n-1))

Tu(n) =

=Ccn+

=RE IS

Multiplicando por n ambos os lados tem-se:

nT,,(n) = cn® + ZETM(i) 0

i=0
Trocando n por n-1 em (1):

(n—1)Ty (n-1) = ¢(n—1)? +2H§TM @ 3an
i=0

Subtraindo (1) de (1) segue:

nTy, (N)—(n-1)Ty (n-1) = c¢(n®* = (n-1)?)+ 2T, (n-1)
=c(2n-1)+ 2T, (n-1)

Fazendo as devidas simplificagOes na expressdo acima chega-se a

NTy (N) =(n+1)Ty (N—1)+c(2n-1)

Multiplicando ambos os lados por 1 :
n(n+1)

Ty (N) _ Ty (n=1) ie (2n-1) - T (n=1) N 2c
(n+1) n ‘n(n+1) n n+1

Assim:
T -
M(n)< 2c +TM(n 2)+£
n+l n+1 n-1 n

2c 2c 2c¢ Ty(n-3)
—_t———
ntl n n-1 n-2

2c 2c 2c 2c +T,\,,(n—k)

_+_

+...+
ntl n n-1 n-k+2 n-k+1

Espera-se obter n-k=2 (base da recursdo). Como Ty, (2) =1 tem-se:

n+1
TM—(n)<2C 1 +TM—(2)
n+1 2] 3
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Note que o somatdrio acima pode ser mgjorado pela integral de 1/j (vide Figura 1.15).

Assim:
Tu() 2cj"”l.dj + X ocunn+1)-1ng)+ 2
n+1 3 3 3
< 20.In(n+l)—20.|n3+%
Fazendo-se as devidas simplificacbes chega-se a
Tu(n) < 2enin((n+1)/3)+d
onde c ed sdo constantes.
T(n)
"3 i s 6 7 ln el n
Figural.15: Integral de 1/j
Observe que, fazendo a mudanca de base e simplificando novamente a expressdo conclui-
se finalmente que T, (n) é O(nlog n). o

[.8—LIMITE INFERIOR DE PROBLEMAS

Em agumas situacOes, desgja-se determinar qual a complexidade inerente a um
determinado problema (limite inferior). Sua complexidade deverd ser independente dos algoritmos
existentes ou ndo em determinado momento. A obtencdo do limite inferior entretanto, pode ser
bastante dificil para uma grande quantidade de problemas. O que se faz nestes casos € iniciar a
analise do problema com um limite inferior qualquer e ir aumentando (se possivel) esse limite até
gue ndo seja mais possivel aumenté-lo. Teremos chegado, neste caso, a um limite inferior desejado
para o problema. Mais formal mente tem-se a seguinte definicéo:

Definicao I.7: (Limite Inferior de um Problema)
Diz-se que (f(n)) define um limite inferior de um problema n quando qualquer algoritmo
gue resolver © requerer, pelo menos, O(f(n)) passos no pior caso. .

Exemplo 1.10: Se (n®) é um limite inferior de um problema n ndo poderd existir nenhum
algoritmo com compl exidade assintética de pior caso inferior a O(n?). .
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Note neste caso que o limite £(f(n)) é o melhor (maior) possivel. Pode-se dizer ainda que
um algoritmo 6timo tem menor a complexidade (de pior caso) entre todos os algoritmos possiveis
na resolucdo de um dado problema.

Como comentado anteriormente, o algoritmo Quicksort (para uma grande quantidade de
entradas) possui desempenho computacional superior quando comparado ao Mergesort (sendo
ambos (nlogn)). Pode-se mostrar na verdade, que £(nlogn) € o limite inferior para o problema de
ordenagdo (para maiores detal hes vide Horowitz& Sahni[1978]).

1.9 — PROBLEMAS DE DECISAO E ALGORITMOS NAO-DETERMINISTICOS

Como classificar os problemas resolvidos ou ndo pelos algoritmos e ferramentas
disponiveis em dado momento? Uma primeira classificagdo diz respeito aos problemas que podem
ou ndo ser resolvidos algoritmicamente (problemas computéveis e ndo-computévels). Entretanto,
considerando-se apenas 0s problemas computévels, como classifica-los em fungdo do grau de
dificuldade presente em sua resolucdo? Note por exemplo gque se ndo resolvemos um problema em
tempo polinomial (no tamanho de sua entrada), isto ndo significa que se possa faze-lo
posteriormente! Informalmente falando, como classificar tais problemas independentemente dos
algoritmos existentes ou ndo em dado momento? Esta pergunta comegou a ser respondida nos
primérdios de 1970 quando uma nova &rea teve origem na ciéncia da computagdo. A teoria de
complexidade computacional, buscava, a partir de entdo, categorizar e classificar problemas
computéveis e assim melhor avaliar a qualidade dos a goritmos atualmente disponiveis. Problemas
com limite inferior exponencial por exemplo podem ser classificados como intrataveis, ja que,
comprovadamente, sera impossivel a obtencdo de algoritmos (nos modelos de méguina
tradicionais) que nos déem uma solucdo exata em tempo polinomial. Problemas que possam ser
resolvidos por algoritmos polinomiais no tamanho de sua entrada ser&o chamados de "trataveis' e
pertencerdo a classe P dos problemas computaveis (Garey& Jonhson[1979]).

Apesar do incansdvel esforco de uma enorme quantidade de pesquisadores nas mais
diversas dreas de atuacdo, alguns problemas computévels permanecem sem uma resolucdo
satisfatéria. Décadas de trabalho envolvendo abordagens diferenciadas ndo demonstraram ser
suficientes na resolucéo de determinados problemas em um tempo de processamento aceitavel
(tempo polinomial). Esse grande nimero tentativas frustradas |evaram a maioria dos pesquisadores
a acreditar que tais problemas sdo inerentemente dificeis e que ndo poderdo ser resolvidos
eficientemente. A teoria da NP-completude (Garey&Jonhson[1979]) resolve em parte tais
problemas. Apesar dela ndo provar se tais problemas podem ou n&o ser resolvidos em tempo
polinomial, ela garante que problemas NP-completo se equivalem quanto a seu grau de dificuldade,
no sentido que, se um problema desta classe puder ser resolvido em tempo polinomia todos os
demais problemas também seréo! Esse resultado surpreendente garante que cada um dos problemas
desta classe serd tdo dificil quanto os demais. Neste sentido pode-se dizer que tais problemas séo
computacionalmente equivalentes. Fica a dlavida entretanto, se existem ou ndo agoritmos
polinomiais para esses problemas.

Apesar dos aspectos negativos |levantados acima, a teoria da NP-completude tem aspectos
positivos que merecem ser ressaltados. O fato de sabermos a priori que um determinado problema
€ NP-Completo podera obviamente refletir favoravelmente na estratégia de resolugéo a ser adotada.
Aqueles problemas que, devido sua natureza, exijam um pequeno tempo de resposta poderdo ser
implementados com a utilizagdo de heuristicas especialmente adaptadas (de tempo polinomial) e
cuja solugdo obtida seja a mais proxima possivel de uma solugdo 6étima do problema original.
Imagine por exemplo um sistema que gerencie o trafego de veiculos em uma cidade, e que um
operador desgje simular, em tempo real, situagdes distintas que o auxiliem na tomada de decisdes.
Problemas de plangjamento estratégico em uma companhia que envolvam altos custos financeiros
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de implantagéo, poderdo ser resolvidos através de ferramentas mais robustas e de complexidade
exponencia no tamanho do problema desde o tempo total de processamento esteja dentro de um
horizonte aceitavel pela empresa. Neste caso, 0 elevado tempo de processamento necessario para
resolucdo do problema podera ser perfeitamente aceitavel em detrimento de uma maior qualidade
na resposta apresentada. A escolha de uma estratégia de resolucdo, dependerd portanto, de uma
combinagdo de fatores que incluem desde uma avaliagdo prévia do grau de dificuldade intrinseco
ao problema até a elaboracéo de alternativas de resolucéo oriundas das caracteristicas do problema
e da qualidade desejada pela solucéo.

Com o objetivo de melhor classificar problemas computéveis independentemente dos
algoritmos disponiveis em dado momento, utiliza-se o conceito de algoritmo nao-deterministico.
Intuitivamente falando, em um algoritmo ndo-deterministico, a solu¢do do problema pode ser
apresentada através de um "oraculo" (simulado através de um paralelismo ilimitado). O que se faz
neste caso, serd apenas verificar a natureza da solugdo apresentada. Este tipo de abordagem nos
exime da talvez frustrante, apresentagdo de um algoritmo deterministico polinomia para o
problema. Como observado anteriormente, o fato de ndo conseguirmos resolver um problema
através de um algoritmo deterministico polinomial n&o nos da um atestado da n&o existéncia de tal
algoritmo (para maiores detalhes vide Cormem et. al. [1990], Garey& Jonhson[1979]).

1.9.1 - PROBLEMAS DE DECISAO

Uma grande quantidade de problemas algoritmicos podem ser classificados, basicamente,
em 3 categorias distintas a saber: decisdo, localizacéo e otimizagéo. Esta classificagédo se refere,
especiamente, a determinadas caracteristicas observadas na solucéo do problema.

Nos problemas de decisdo, desga-se responder apenas sSm ou ndo a uma determinada
pergunta. Como exemplo, suponha que se desgje saber se existe ou ndo, em um grafo G qualquer,
um circuito hamiltoniano com custo inferior a k (para k inteiro positivo). Ja nos problemas de
localizagdo, desgja-se determinar uma certa estrutura safisfazendo as restricdes do problema.
Assim, no problema do circuito hamiltoniano, deve-se exibir explicitamente (se existir) um circuito
hamiltoniano com custo inferior a k. Nos problemas de otimizacdo espera-se encontrar uma
determinada estrutura (solucéo viavel) de forma a minimizar ou maximizar uma fungéo objetivo
associada. No caso do problema do caixeiro vigjante, deve-se determinar, dentre todos os um
circuitos hamiltonianos, aquele quetiver menor custo.

Observe que ao resolver um problema de otimizagdo, resolve-se implicitamente os
problemas de localizago associados. Ou sgja, estaremos localizando possiveis estruturas (solucdes
viaveis) que minimizem uma funcdo objetivo. Obviamente neste caso, a resposta ao problema de
decisdo também serd afirmativa. Pode-se afirmar portanto que um problema de otimizagdo sera pelo
menos tdo dificil quanto um problema de localizac&o ou decisdo. O surpreendente neste caso é que
aresolucdo de um problema de decisdo também serd tdo dificil quanto os problemas de localizagdo
ou otimizagdo associados! Em outras palavras, pode-se dizer que um problema de decisdo terd o
mesmo grau de dificuldade que um problema de localizagdo ou otimizacdo! Dessa forma, a andlise
do grau de dificuldade inerente a cada problema podera ser simplificada observando-se apenas os
problemas de decisdo! Assim, se um determinado problema de decisdo ndo puder ser resolvido em
tempo polinomial, o problema de otimizagdo associado também n&o poderd ser resolvido em
tempo polinomial e vice-versa.

O problema do Caixeiro Vigjante (apresentado abaixo) ilustra bem esta interessante
equivaléncia entre os problemas de decis&o e otimizagao.
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| - Caixeiro Viagjante (Otimizgao):
Considere um grafo direcionado G=(V,A) onde para cada arco (i,j) € A tem-se um custo de
transporte c; associado. Encontre um circuito hamiltoniano W t. . o custo total de transporte
Z* seja o minimo possivel.

Il - Caixeiro Vigjante (Deciséo):
Considere um grafo direcionado G=(V,A) onde para cada arco (i,j) € A temos um custo de
transporte ¢;; associado. Além disso sgja k*, um inteiro positivo. Existe em G algum circuito
hamiltoniano Wtal que o custo total de transporte segjainferior ou igual a k*?

Observe que se for encontrado um agoritmo polinomial para o problema do caixeiro
vigante (apresentado em (1)) resolve-se também, em tempo polinomial, o problema de decisdo
associado. Neste caso, bastard comparar o valor da solucdo 6tima z* do problema de otimizagdo
com o valor inteiro k*. Logo, a resolucéo de (l) implica diretamente na resolucéo de (I1). Pode-se
mostrar facilmente que a reciproca também € verdadeira, ou seja, caso se tenha um agoritmo
polinomial para o problema de decisdo, sera possivel utilizdlo na construgdo de um novo
algoritmo, também polinomial para o problema de otimizag&o. Para isto, determina-se inicialmente
uma cota superior para o valor da solugéo 6tima z* no problema do caixeiro vigjante (otimizag&o).
E facil ver que, se C, representa o custo da maior aresta em do grafo entdio nC serd um limite
superior para z*. A idéia agora seré fazer uma busca binaria pelo elemento z* no intervalo [0,nC].
Primeiramente, resolve-se o problema de decisdo fazendo k*= nC/2. Caso a resposta a esse
problema de decisdo sga sim, continua-se a busca de z* restrita ao intervalo [0, nC/2], caso
contrario, busca-se z* no intervalo [nC/2, nC]. O processo é repetido até que se tenha um intervalo
contendo apenas 0 elemento z* (valor da solugdo 6tima no problema de otimizagéo). Observe que a
complexidade total do problema de otimizag&o sera de ordem O(f(n).log(nC)) onde f(n) representa a
complexidade do problema de deciséo associado.

1.9.2 - ALGORITMOS NAO-DETERMINISTICOS

Em um algoritmo ndo-deterministico (para problemas de decisdo) pode-se encontrar, além
dos comandos usuais de repeticdo, decisao, atribuicéo , as seguintes operacdes:

- Escolha(S)  — Escolhe um elemento do conjunto S
- FRACASSO — Sinalizatérmino com fracasso
- UCESSO — Sinaliza término com sucesso

A funcdo X « Escolha(S), armazena em X qualquer um dos elementos presentes em S.
N&o existe uma regra que especifique como tal escolha é realizada. As fungbes SUCESSO e
FRACASSO sinalizam o final de processamento. Sempre que existir um conjunto de escolhas que
nos leve a um término com SUCESSO, ela sera realizada. Falando informalmente, essa funcdo pode
ser encarada como um "oraculo" que sempre visualiza a melhor opcdo. Um agoritmo nao-
deterministico termina em FRACASSO se, e somente se, ndo existir nenhum conjunto de escolhas
gue nos levem a um término com SUCESSO. O tempo de processamento para as funcdes:
Escolha(S), SUCESSO e FRACASSO serd de O(1) passos.

Uma interpretacdo deterministica de um algoritmo ndo-deterministico pode ser feita
imaginando-se um paraelismo ilimitado. Cada vez que a funcdo Escolha(S) for executada, o
algoritmo sera capaz de gerar copias de si préprio, cada uma delas correspondendo a uma possivel
escolha. Assim, tem-se a execucao de varias copias simultineamente. A primeira copia que obtiver
SUCESSO (caso isto venha a ocorrer) cessa imediatamente 0 processamento de todas as outras
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copias e retorna sm ao problema de decisdo associado. Uma cépia que retorne FRACASSO
interrompe o0 processamento apenas daguela copia em funcionamento. Neste caso, a resposta ao
problema de decisdo associado serd ndo, apenas se todos os demais processadores finalizarem com
FRACASSO. Pode-se afirmar que, mesmo que a probabilidade de encontrar uma solucéo correta
sgja extremamente pequena (mas positiva), ela sera determinada se o nimero de chutes ou
tentativas tende a infinito. Como exemplo, considere um jogo de azar ou loteria. A probabilidade
de uma pessoa em particular acertar toda uma sequéncia correta de valores e ganhar o tdo almejado
prémio é sem duvida bastante pequena. Apesar disso, a probabilidade de se encontrar um ganhador
aumenta consideravel mente se milhdes de apostadores jogarem simultaneamente! Embora estranho,
este tipo de abordagem nos exime da apresentacdo imediata de um algoritmo deterministo para o
problema considerado. O que se faz, € apenas reconhecer a solucdo apresentada. Informalmente
falando, ao se imaginar um paralelismo ilimitado, simula-se, de certo modo, um “oraculo” ou “bola
de cristal” que sempre nos retorna uma resposta corretal Desta forma, se a resposta ao problema de
decisdo considerado for sim, um dos infinitos processadores deverd ter finalizado com SUCESSO!

Mais adiante no Capitulo Ill, veremos que a implementagdo de um agoritmo ndo-
deterministico poderd ser “redlizada’ através de um algoritmo probabilistico (Método de Las
Vegas). Neste caso entretanto, 0 tempo de processamento podera tender a infinito. Informamente
falando, um Unico processador ir& cumprir o papel dos infinitos processadores no agoritmo
deterministico. Esta abordagem sera interessante na prética quando o tempo esperado de
processamento for polinomial no tamanho do problema.

Na verdade, méguinas ndo-deterministicas, como discutidas acima, ndo sdo interessantes do
ponto de vista préico (de implementacdo). Elas nos ajudar@o apenas na compreensdo e
classificagdo dos problemas algoritmicos. Assim, quando determinado problema ndo puder ser
resolvido "eficientemente” através dos mecanismos conhecidos, utiliza-se as fungdes néo-
deterministicas detendo-se apenas na natureza da solucgéo apresentada. Esta etapa do algoritmo sera
chamada reconhecimento da solucéo.

Os agoritmos ndo-deterministicos sdo fundamentais na definicdo da classe NP dos
problemas de decisdo. Para verificar se um dado problema de decisdo , pertence a classe NP, duas
etapas deverdo ser executadas: exibicao e reconhecimento. Na etapa de exibi¢do, uma justificativa
a resposta sim é apresentada. O reconhecimento desta solucdo devera ser realizada em tempo
deterministico polinomial no tamanho da entrada. Vale ressaltar que, se 0 problema ndo tem
reconhecimento polinomial ele podera ou ndo pertencer a NP.

Observe que um algoritmo deterministico pode ser visto como um caso particular de um
algoritmo ndo-deterministico, em outras palavras PcNP. Serd entretanto que P esta contido
propriamente em NP? Ou sgja, serd possivel afirmar que P=NP? Na verdade, se uma subclasse de
NP, denominada NP-Completo, admitir um Unico problema que possa ser resolvido por um
algoritmo polinomial entdo todos os problemas em NP admitirdo também um agoritmo polinomial
em sua resolugdo. Neste caso, tem-se P=NP! Existe uma forte tendéncia em se acreditar que ndo
existem algoritmos polinomiais para problemas NP-Completos. Apesar disso, ainda ndo foi obtida
nenhuma prova conclusiva e o problema continua em aberto. Maiores detalhes sobre este assunto
podem ser encontrados em Garey& Jonhson[1979].

O exemplo seguinte mostra que o problema do Caixeiro Vigiante (decisdo) pertence a NP.
Toda vez que um algoritmo ndo deterministicos encontrar SUCESSO ou FRACASSO durante o
processamento ele paraimediatamente.

Exemplo |.12: (Ciclo Hamiltoniano)

Suponha G(V,E) um grafo completo ndo-orientado (onde [V|=n e |E|=m) e k um inteiro
positivo. Desgja-se determinar se G admite ou ndo um ciclo hamiltoniano de tamanho menor ou
iqual ak Suponha que os custos entre cada para de vértices i,j sejam armazenadas em uma matriz
C quadrada nxn. Caso ndo exista a conexdo entre os verticesi e j o custo associado serainfinito. O
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ciclo hamiltoniano definindo a sequéncia de visitas realizadas sera armazenado em um vetor Sde n
elementos. No algoritmo ndo-deterministico seguinte sdo apresentadas as etapas de exibicdo e
reconhecimento. Suponha que o vértice 1 do grafo seja o vértice de partida e chegada:

Procedimento |.5: Ciclo Hamiltoniano ndo-deterministico — Grafo Completo;

Inicio
S« &,
91 « 1
Parai:=2 aténfaca { exibicéo}
Ji] « Escolha{2,..,n};
Parai:=1atén-1faca { comega reconhecimento}
paraj:=i+1aténfaca
se Ji]=9j] entdo FRACASO,;
fim para;

custo_total « O;
Parai:=1atén-1faca
custo_total « custo_total + C[Ji],Ji+1]];
custo_total « custo_total + C[Jn],J1]];
Secusto_total > k entdo FRACASSO;
SUCESSO;
fim.
Figural.16: Circuito Hamiltoniano Nao-deter ministico

A funcdo Escolha(.) acima, retorna passo a passo 0s Vvéstices presentes no ciclo
hamiltoniano. Informamente falando, tem-se infinitos processadores executando uma cépia deste
procedimento. O primeiro processador a resolver o problema, passa essa informagdo a todos os
demais. Observe que a etapa de reconhecimento é realizada por um algoritmo polinomial de ordem
O(n?). Logo, o problema do ciclo hamiltoniano pertencera a classe NP dos problemas de decis3o.
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