Capitulo 111

Uma I ntroducao aos Algoritmos Randdmicos

“Serd que Deus joga dados ?”
lan Stewart.

[11.1- INTRODUCAO

Embora se conheca aplicagdes envolvendo algoritmos randémicos desde épocas primitivas
(Shallit[1992]) os primeiros artigos sobre este assunto datam do final da década de 70 com os
trabalhos de Rabin[1976] e Solavay e Strassen[1977] para o problema do reconhecimento de
numeros primos (Primality Test). As décadas de 1980 e 1990 testemunharam, a partir de entdo, um
enorme crescimento da érea de agoritmos randdmicos. Eles emergiram de aplicacdes voltadas
unicamente a teoria dos nimeros e geometria computaciona para problemas nas mais diversas
&reas de interesse. Uma gama enorme de pesquisadores tem utilizado, cada vez mais, técnicas e
ferramentas oriundas de modelos probabilisticos, sgjam eles seqlenciais ou paraelos. Como
exemplo, pode-se citar aplicacBes em algoritmos on-line, otimizacdo combinatéria, criptografia,
geometria computacional, teoria dos numeros, estrutura de dados, processamento paralelo e
distribuido entre outras (Motwani& Raghavan [1995], Karp[1991], Gupta et al.[1994]).

Pode-se dizer que um agoritmo deterministico se caracteriza, basicamente, por uma
sequéncia finita de “passos elementares’ voltados para a resolugdo de um determinado problema.
Este algoritmo pode ser caracterizado por uma funcédo f(.) onde S = f(E), sendo E uma entrada
gualquer do problema e S uma solucdo do problema. Tipicamente, 0 tempo de execucdo de um
algoritmo deterministico é sempre fixo, ou sga, sucessivas repeticdes do algoritmo aplicadas a uma
mesma entrada E resultam sempre em uma mesma saida com igual tempo de processamento. O
mesmo ndo ocorre, por exemplo, com os algoritmos randdmicos ou probabilisticos onde cada
execucdo poderd produzir uma saida diferente baseada em eventos aeatdrios. Nestas situagdes, 0
resultado obtido e/ou o tempo de processamento definem uma “funcéo randémica’ da entrada
Surpreendentemente, para uma grande quantidade de problemas, a utilizacdo de algoritmos
randémicos se constitui na forma mais simples e/ou mais rdpida de implementacdo! Nestes casos,
sua utilizagdo implica em uma melhora de desempenho quando comparada aos algoritmos
puramente deterministicos.

Outra caracteristica importante dos algoritmos randémicos pode ser ilustrada através do
seguinte exemplo. Imagine um jogo entre dois oponentes onde um deles desenvolva um algoritmo
deterministico e o outro proponha a pior instancia para aguele agoritmo. Cada modificagdo no
algoritmo por um dos jogadores implicara na escolha de outra instancia por parte de seu oponente,
sempre recaindo no pior caso possivel. Nos agoritmos randdmicos, entretanto, escolhe-se um
procedimento cujo desempenho independa da instancia estabel ecida por um dos oponentes. Neste
caso, 0 tempo esperado de processamento (complexidade) se aplica para qualquer instancia do
problema e ndo apenas para a pior instdncia selecionada (complexidade de pior caso). O
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comportamento de um algoritmo randdémico podera variar mesmo quando aplicado, repetidas vezes
para uma mesma entradal Desta forma, 0 tempo de processamento se torna uma variavel aleatéria e
a andise de tempo de processamento implica em uma maior compreensdo da distribuicdo de
probabilidade associada. Finamente, pode-se dizer que, em um algoritmo randémico, o valor
esperado ira depender de escolhas deatérias feitas no algoritmo e ndo de distribui¢bes impostas
sobre a entrada de dados. Este comportamento diferencia o tempo esperado de processamento,
presente nos algoritmos randémicos, da complexidade de caso médio, normamente utilizada na
andlise de a goritmos deterministicos.

Neste capitulo, foram selecionados alguns tdpicos visando uma breve explanacdo sobre o
tema. Alguns dos exemplos apresentados ndo tratam especificamente de problemas de otimizac&o.
Isto ndo impede entretanto, que as mesmas idéias e conceitos sgjam igualmente aplicadas a
problemas combinatérios.

Inicialmente na secéo 111.2, é feita uma apresentacdo dos métodos de Las Vegas e Monte
Carlo. AplicagBes utilizando estes dois tipos de abordagem séo apresentadas nas secbes |11.3 e l11.4
respectivamente. No método de Monte Carlo sera dada uma atencéo especia a técnica de Impressdo
Digital (Fingerprinting) e Amostra Randémica (Random Sampling). As principais classes de
compl exidade associadas a model os probabilisticos sdo apresentadas na secéo 111.8.

Aos leitores ainda ndo familiarizados com algumas ferramentas e defini¢cdes presentes em
teoria de complexidade de algoritmos e probabilidade aconsel ha-se uma leitura prévia dos Capitul os
| e ll. Neles, sdo definidos alguns termos essenciais a compreensdo dos agoritmos randémicos. No
Capitulo 11, uma atencdo especia é dada ao estudo de distribuicdes de probabilidade envolvendo
variaveis aeatdrias discretas. Isto se deve ao fato de que, similarmente a maguina RAM
deterministica (ou méquina de Turing deterministica), a maquina RAM prababilistica (ou Turing
probabilistica) trabalha apenas com nimeros inteiros.

[11.2- METODOS DE LASVEGASE MONTE CARLO

Além dos comandos e estruturas usuais de repeticdo, decisdo e atribuicdo presente nos
algoritmos deterministicos, os algoritmos randémicos ou probabilisticos se caracterizam,
fundamentalmente, pela geracdo de nimeros “aeatdrios’ ou mais precisamente, pela geracdo de
numeros pseudo-aleatdrios. Como discutido anteriormente, este conceito de algoritmo vai contra
aquele de algoritmo puramente deterministico ou de funcdo onde, a cada elemento do dominio
(input) correspondia um Unico elemento da imagem (output). Nos agoritmos deterministicos, a
solucdo obtida e 0 tempo de processamento nunca se alteram a cada nova repeticdo do algoritmo.
Ao contrério, nos agoritmos randémicos, a qualidade da solugdo, o tempo de processamento, ou
ambos, definem variaveis aeatdrias obedecendo algum tipo de distribuicdo estatistica.

Basicamente, dois tipos de agoritmos randémicos, denominados Métodos de Las Vegas e
Monte Carlo sdo conhecidos na literatura. O método de Las Vegas sempre produz uma solucéo
correta. Neste caso, 0 tempo de processamento pode ser representado por uma variavel aleatéria que
assume valores distintos baseado em eventos deatdrios. No método de Monte Carlo, pode-se obter
uma resposta incorreta com probabilidade ndo-nula. Neste caso, 0 tempo de processamento podera
ou ndo depender de escolhas aleatorias feitas no agoritmo.

O método de Las Vegas pode ser visto como um caso particular do método de Monte Carlo.
Isto ocorre sempre gque a probabilidade de fracasso for igual a zero. Quando a probabilidade de
falha no método de Monte Carlo for estritamente positiva, pode-se transformar Monte Carlo em Las
V egas adicionando-se um procedimento (idealmente polinomial) de checagem da solucéo. Sempre
gue a solucdo estiver incorreta, 0 processo serarepetido até que uma solugdo exata sgja encontrada.
Para exemplificar esta situagdo, suponha um experimento € onde um dado equilibrado é jogado e
seu resultado observado. Considere que um evento E associado, ocorra sempre que um ndmero par
for observado. Neste caso, se 0 experimento for executado uma Unica vez, tem-se 0 método de
Monte Carlo com probabilidade de sucesso p=21/2. Por outro lado, se 0 experimento for realizado
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até que um numero par sgja observado, tem-se 0 método de Las Vegas com probabilidade de
sucesso igual a 1! Neste caso, 0 nimero de repeticbes do procedimento serd representado por uma
variavel aleatéria com distribuicdo geométrica e valor esperado L/p (vide Capitulo 11). Como p=1/2,
teremos aproximadamente 2 repeti¢des do algoritmo.

De maneira geral, considere um problema n com instancia | de tamanho n. Além disso,
considere um algoritmo de Monte Carlo A com tempo esperado de processamento Ti(n) e
probabilidade de acerto igual a p(n). Suponha que, gerada uma solugdo para wt, a corretude ou néo
desta solugdo possa ser constatada em tempo Tz(n). O algoritmo de Las Vegas, neste caso, consiste
na simples repeticdo de A até que uma resposta correta seja obtida. Em outras palavras, uma solucéo
correta (sucesso) € gerada satisfazendo uma distribuicdo geométrica com valor esperado 1/p(n)
(vide Capitulo 11). Como o tempo de processamento associado a cada repeticdo € T(n)+ Tz(n) tem-
se que (T«(nN)+Tz(n))/p(n) ird representar o tempo esperado de processamento no método de Las
Vegas. Apesar de interessante, esse tipo de abordagem nem sempre pode ser aplicado na construcéo
do método de Las Vegas (a partir do méodo de Monte Carlo). Na verdade, ndo existe um
procedimento padrdo que se aplique a todos os casos.

A transformacdo de Las Vegas em Monte Carlo pode ser feita interrompendo-se o método
de Las Vegas em uma dada iteracdo do procedimento. Em seguida, estima-se a probabilidade de
SUCESSO.

[11.3- METODO DE LAS VEGAS

Dado um problema 1, 0 método de Las Vegas sempre assegura uma solugdo exata para o
problema. Entretanto, ela nem sempre é obtida dentro de um tempo de execugdo suportavel. Essa
abordagem ¢€ interessante para agueles problemas cujo tempo esperado de processamento sga
suficientemente pegueno (ou polinomial) para a aplicacdo em questdo. Pode-se dizer que, de certa
forma, 0 método de Las Vegas “simula’ o comportamento de uma maquina ndo-deterministica com
um ndmero infinito de processadores (vide Capitulo ). Neste caso, apenas um Unico processador ou
um numero finito de processadores esta disponivel. Assim, sdo consideradas sucessivas repeticoes
do mesmo algoritmo até que uma solugdo exata seja encontrada. Cada repeticdo devera conter uma
etapa de exibicdo, utilizando-se uma fonte de nimeros “aleatérios’, e uma etapa de reconhecimento
(polinomia ou ndo) da solucdo. Como a probalidade de sucesso pode ser arbitrariamente proxima
de zero, o tempo de processamento pode ser arbitrariamente grande (tendendo a infinito). De certa
forma, o termo “infinitos processadores’ na méguina ndo-deterministica pode ser substituido por
“tempo infinito” em uma méaguina deterministica.

Um algoritmo de Las Vegas sera considerado eficiente se o tempo esperado de
processamento for polinomial no tamanho do problema. A seguir so apresentados alguns exemplos
que ilustram melhor a aplicacdo do método de Las Vegas:

[11.3.1:O problema da Coloracéo de Conjuntos

Suponha S={xy,X,...,Xn} Um conjunto de n elementos quaisquer. Sga S,,S,,...,S uma colecédo
de subconjuntos distintos de S cada um com r > 2 elementos e tal que k < 2% Os dementos de S
deverdo ser pintados com branco ou preto de forma que cada um dos subconjuntos S (p/ i=1,..,K)
contenha pelo menos dois elementos com cores distintas.

Um algoritmo randémico para este problema pode ser obtido, simplesmente, colorindo-se
cada elemento de S a eatoriamente com probabilidade 1/2 (distribuic&o uniforme). Caso a coloragdo
resultante contenha um ou mais subconjuntos com elementos de mesma cor, repete-se 0 processo
até que uma coloracdo viavel sga obtida. A figura seguinte sintetiza as principais etapas do
algoritmo de Las Vegas para 0 problema da coloracéo de conjuntos. A varidvel viavel (presente no
algoritmo) indica se uma coloracdo desgjadafoi ou ndo encontrada:
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Algoritmo I11.1: Las Vegas - Coloragdo de conjuntos
Inicio
leia(S,S,....S) ;
viavel « F; {inicializa coloracao viavel com falso}
Enquanto néo viavel faca
parai=1aténfaca
X; «— escolha a eatoriamente branco ou preto;
viavel « checarviabilidade (x,S,S,,...,S) ; {retornaV ou F}
fim;
fim.
Figuralll.l: Las Vegas - coloragdo de conjuntos

A Figuralll.2 ilustra uma coloracdo valida com 13 elementos onde k=5 e r=5.

Figuralll.2: Coloracéo vélida p/ o problema de coloragéo de conjuntos

Para mostrar que o Algoritmo I11.1 sempre encontra uma solugdo desejada deve-se mostrar
inicialmente que uma coloragdo vélida é obtida com probabilidade de sucesso p estritamente
positiva. Para comprovar este fato, considere Y uma varidvel aleatéria indicando o nimero total de
iteragbes até que uma configuracdo viavel sgja obtida. Observe que Y define uma distribuicdo
geométrica com parametro p>0 e valor esperado E(Y) igual a 1/p (vide Capitulo I1). Isto garante um
numero finito de passos mesmo que a probabilidade de sucesso em uma dada iteracdo sgja bastante
pequena

Suponha que um evento A ocorra sempre que uma coloracdo viavel for obtida. Caso
contrério, a ocorréncia do evento complementar A° irdindicar que pelo menos um dos subconjuntos
S (p/ ie{1,..k}) foi colorido com mesma cor (branco ou preto). Analogamente, sgjam B; (p/
i=1,..,K), eventos indicando que os elementos de § foram pintados com cores distintas. Logo, 0s
eventos complementares B irdo indicar que apenas uma cor foi utilizada na coloracéo de S.

Como |S |=r parai=1,..k, tem-se que Pr(B°)=2/2". Note que cada S pode ser colorido sb
com branco ou s com preto. A probabilidade de fracasso Pr(A°) (vide Capitulo I1) seré dada por:

Pr(A%) = Pr(LkJ Eﬂﬁ ipr(sf) =2k/2'-

i=1

Como k < 22, conclui-se diretamente que Pr(A°) < 1/2. Isto garante que a probabilidade de
sucesso em umaiteracdo do algoritmo randdémico seré superior ou igual a50%, ou sgja, Pr(A) > 1/2.
Repete-se 0 processo sempre que alguma falha tenha sido detectada pelo procedimento Checa-
viabilidade.
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Observe neste exemplo que, fazendo a probabilidade de sucesso igual a 1/2, 0 nimero
esperado de iteracBes E(Y) para obtencdo de uma coloracdo vaida serd apenas 2! Informalmente
falando, é provavel que, em aproximadamente 2 repeticdes do algoritmo, j& se tenha uma coloracéo
viavel desgjadal

Se a probabilidade de sucesso for muito pequena, ter-se-a provavel mente, um longo periodo
de processamento. Como discutido anteriormente, o0 método de Las Vegas sera eficiente se o valor
esperado para 0 tempo de processamento for polinomial no tamanho da entrada. No problema da
coloragdo de conjuntos serdo necessarias O(n) passos para coloragdo completa de S e O(kr) passos,
no pior caso, para checar se a coloragdo € ou ndo viavel (procedimento checa-viabilidade). Note
gue, por hipdtese, os k subconjuntos de S (de tamanho r) sdo digtintos entre si, logo k<n!/(r!(n-r)!).
Como E(Y)=2, o tempo esperado de processamento serd polinomial e igual a O(2(n+kr)). O
procedimento de Las Vegas serd polinomial no tamanho do problema ? Verifique !

[11.3.2 - Quicksort randdémico

O procedimento Quicksort necessitard, no pior caso, de O(n®) iteracdes para a ordenagio
completa de uma lista A de n elementos (vide Capitulo ). Isto ocorrerd sempre que a lista A ja
estiver ordenada (ordem crescente ou decrescente) e chave for o primeiro (ou Ultimo) elemento
selecionado a cada chamada recursiva. Mesmo escol hendo-se elementos chave ndo necessariamente
na primeira posicdo, pode-se ainda construir instdncias (ordenadas ou ndo) cujo tempo de
processamento no pior caso s&ja da ordem de O(n) iteragBes. Em certo sentido, isto pode ser visto
Como um jogo entre dois oponentes onde um deles desenvol ve um algoritmo e o outro propde a pior
instancia para aquel e algoritmo.

No Quicksort randémico, o pivd ou elemento chave é escolhido a eatoriamente e trocado
com a primeira posicdo de A. As demais etapas sdo idénticas ao algoritmo deterministico (Capitulo
). Pode-se provar neste caso que o valor esperado para o total de comparacOes sera igua a
O(nlogn) independentemente da instancia considerada.

Suponha que alista A, de n elementos, deva ser colocada em ordem crescente. Considere
ainda A(i) o i-ésimo menor elemento de A e X;; uma variavel aleatoria valendo 1, se A(i) e A(j) sdo
comparados entre s em uma iteracdo qualquer do agoritmo. Caso contrario X;=0. O nimero total
de comparaces executadas sera dado por:

n
22X

i=l j>i
Para se calcular o tempo esperado de processamento, € suficiente computar o valor esperado
do total de comparacfes executadas (supondo que cada comparagcdo consuma uma unidade de

tempo). Assim, da linearidade do valor esperado (Capitulo 1), tem-se que o total esperado de
comparagdes sera dado por:

E(iz X ]= iz E(X;)

i=1 j>i i=1 j>i

Seja pj, a probabilidade de comparagdo entre A(i) e A(j) em alguma iteracéo do algoritmo.
Como x, assume valores 0 ou 1 tem-se que:

E(Xij ):1- p; + 0.1- P;; )= P;;

Para determinar de uma expresséo de probabilidade p;;, considere inicialmente o caso onde
i=1 e j=n. Uma comparacdo direta entre A(1) e A(n) sera possivel se e somente se A(1) ou A(n)
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forem escolhidos como elemento chave antes que qualquer outro elemento A(K) (entre A(1) e A(n))
sgja escolhido! Se A(K) para 1<k<n for selecionado primeiramente, tem-se a divisdo da lista
AY{A(K)} em duas sub-ligtas digtintas, uma contendo A(1) e outra contendo A(n). Desta forma, ndo
serd mais possivel uma comparagdo entre A(1) e A(n) nas iterages posteriores do agoritmo.
Conclui-se entdo que py,=2/n.

Generaizando o processo no calculo de p; tem-se que qualquer um dos elementos A(i),
A(i+1),...,A(j) pode ser escolhido como pivé com igua probabilidade. Entretanto, uma comparagdo
entre A(i) e A(j) so sera possivel se nenhum elemento A(K) entre A(i) e A(j) for escolhido antes de
A(i) ou A(j) respectivamente! Desta forma tem-se que: p; =2/(j-i+1). Note por exemplo que, se
j=i+1 entdo A(i) e A(j) serdo elementos consecutivos na lista ordenada. Como n&o existe nenhum
elemento entre eles pode-se afirmar que A(i) e A(j) serdo comparados com probabilidade 1!

Substituindo p; naexpresséo do valor esperado chega-se &

iZE(Xij)=§n:2. Snzn:—?zzmnn

i=1 j>i i=1 j>i j-i+1 i=2 |

Este resultado € obtido majorando-se convenientemente as parcelas presentes no primeiro
membro da desigualdade. Mudando da base e para a base 2 conclui-se diretamente que o tempo
esperado para 0 total de comparacOes serd igual a O(nlogn). Uma maneira interessante de se
incrementar o desempenho do Quicksort randémico € escolher um elemento médio entre 3 (ou
mais) elementos selecionados a eatoriamente. Neste caso, a probabilidade de selecio do primeiro ou
ultimo elemento como pivd sera igual a zero.

E importante enfatizar que o céculo do tempo esperado de processamento nos algoritmos
randomicos difere do calculo da complexidade de caso médio nos agoritmos puramente
deterministicos (vide Capitulo 1). O clculo de complexidade média € obtido analisando-se o
conjunto de todas as insténcias do problema satisfazendo uma dada distribuicéo de probabilidade.
Nos algoritmos randémicos, o tempo esperado de processamento ird depender apenas de escolhas
aleatdrias feitas durante o processamento e ndo de distribui¢bes impostas sobre a entrada de dados.

111.3.3 — Determinacéo de OrientacOes Aciclicas em Grafos

Sga G=(V,E) um grafo qualquer ndo-orientado. No problema da determinacdo de
orientagdes aciclicas em grafos, desga-se definir uma orientacdo qualquer das arestas de E de
maneira que nenhum ciclo direcionado sgja obtido. Este problema possui inimeras aplicagdes em
sistemas distribuidos onde processos que compartilham um mesmo recurso ndo podem operar
simultaneamente. Neste caso, um par de processos i, | estard conectado se, e somente se, existir um
canal de comunicagdo entre i e j (para maiores detalhes sobre este problema vide Arantes et. a
[2002)).

[11.3.3.1 — Algoritmo de Calabrese& Franca

Calabrese& Franca] 1994] apresentam dois algoritmos de Las Vegas para este problema. Em
ambos, uma moeda € jogada para cada um dos vértices de V. No primeiro, apenas moedas
equilibradas sdo consideradas, enquanto que, no segundo, as moedas s&0 viciadas ou polarizadas.
Sempre queumnd i de V tirar 1 (p. ex.: cara) e os demaisvizinhos dei tiralem O (p. ex.: coroa) a
orientacdo ocorrera no sentido dos vizinhos, para 0 n6 i. O N6 i sera chamado sumidouro. Caso
ocorra algum empate, 0 processo sera repetido novamente até que algum sumidouro tenha sido
determinado. Os nds que contiverem alguma aresta ainda ndo-orientada serdo chamados
probabilisticos. Caso contrario serdo chamados, deterministicos. A velocidade de convergéncia
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(complexidade esperada) indicara 0 nimero de passos a serem executados pelo agoritmo até que
todas as arestas tenham sido orientadas.

Pode-se provar facilmente que, para grafos completos o agoritmo de Calabrese/
Franca[1994] para moedas equilibradas tem complexidade esperadaigual a O(2"). Paraprovar esse
fato, considere S um evento indicando que 0 nd i pertencente a V obteve 1 e seus nds vizinhos
obtiveram 0. Observe que, no méximo, um evento § ocorrera de cada vez (ja que G é completo).
Dessaforma, oseventos S serdo diguntos entre si. Verifique!

Sgja S um evento indicando a unido de n eventos § (p/ 1=1,..,n). Como os eventos S sdo
diguntos tem-se que:

PI(S) = Pr[L"Js ]= 3 Pr(si) = Z(QI;] -2

i=1

Assim, O(2".n) repeticBes serdo necessérias (valor esperado) até que algum dos eventos S
ocorra. Observe que 0 nimero de repeticbes pode ser modelado por uma variavel aeatdria com
distribuiciio geométrica e valor esperado 2".n™ (vide Capitulo I1). Logo, a orientaciio completa para
cada um dos n vértices de V ir& consumir aproximadamente n.2".n"=2" passos.

A complexidade do agoritmo de Calabrese& Franca[1994] cai drasticamente quando se
troca as moedas equilibradas por moedas viciadas ou polarizadas. Novamente, para grafos
completos, tem-se que Pr{moeda;=1}=1/n. Assm:

Pr(S) = Pr(@S]=iPr(S) =Z(%Il_%] sn_1

ne e

Aproximadamente e repetices sero necessarias até que algum dos eventos S (p/ ie{1,..,n})
ocorra. Como |V|=n, a orientacdo completa de todas as arestas consumira aproximadamente igual a
n.e passos, sendo portanto O(n). Para maiores detalhes consulte Calabrese& Franca[1994] e
Calabrese[1997].

A andlise do tempo de processamento utilizando grafos completos € interessante ja que, dém
de mais simples, um grafo completo representa na verdade, a pior insténcia para o problema.

111.3.3.2 - Procedimento Alg-Viz

Em Arantes et. a. [2002], resolve-se 0 mesmo problema em um grafo G qualquer com o
auxilio de dados (equilibrados ou n&o) ao invés de moedas. Neste caso, uma moeda equilibrada (ou
viciada) com f faces serd jogada por cada um dos nds de V. Analogamente ao algoritmo de
Calabrese& Franga[1994], a orientacdo so ocorrerdem direcdo aumnd i de V, quando i tirar o maior
valor entre todos os seus vizinhos (nds probabilisticos). Qua sera o tempo esperado de
convergéncia neste caso?

Sgad = o« para«<e{0,1,2,.,f-1}, o resultado associado aum né ie V, obtido apds jogar-se
um dado equilibrado com f faces. E f&cil ver que neste caso que Pr(d; = )=1/f. Assim, o evento S,
associado a0 nO i € V ocorre, se e somente se, d, < d;, V j € N(i), onde N(i) representa o conjunto
dos vizinhos probabilisticos de i. Tem-se entéo 0 seguinte resultado preliminar:

Proposicao I11.1. Considere G(V,E) um grafo conexo qualquer onde |[V| =n > 2. Considere ainda
um dado equilibrado com f >2 faces. Se A=max{|N(i)|: ie V} entdo:

Pr(S)=h(A, f) onde h(A,f):(Alﬂ}[l—ﬂ +21f{1—ﬂ e ieV.

48



Capitulo 1l — Uma Introducdo aos Algoritmos Randémicos

Prova: (Aranteset. a. [2002]) o

O resultado seguinte (consequéncia imediata da Proposicdo 111.1), mostra que, se G é
completo e 0 nimero de faces tende ainfinito, a probabilidade de orientacdo das arestas incidentes a

agumie V, tende a 1. Em outras palavras, isto significa que o empate entre dados adjacentes tende
ao0.

Proposicao I 11.2: Se G é completo e f—e entdo Pr(S—1.

Prova: Como G é completo entdo A=n-1. Fazendo f—eo na expressdo de h(A,f) (Proposicéo 111.1),
tem-se Pr(S)—1/n e portanto Pr(9—1. .

Sgja S um evento indicando a uni&o de n eventos distintos S, ou sga, S ocorre se § ocorre
para algum ie {1,.,n}. Cabe notar que, se G é um grafo quaquer, os eventos S, ndo sdo
necessariamente diguntos. Esta situagdo € bem esguematizada na Figura I11.3 seguinte. Para
simplificar o exemplo, foi utilizado um dado com apenas f=2 faces (moeda). Os valores obtidos em
cada face estdo representados ao lado de cada no:

1 (,j, k1)
0 (k) () 0,0,0,0)
(0,0,0,1)
(0,1,0,0) — g
(1,0,0,0) —+ S
(1,1,0,0) > S e§
@ or
1 i
1,111)
Grafo parcialmente orientado Posiveis configuractes

Figuralll.3: Procedimento Alg-Viz.

Observe que o evento elementar (1,1,0,0) pertence aos eventos § e § respectivamente, ou
sga, § N § =Y. Como constatado mais adiante na Proposicéo 111.3 este tipo de situagdo cria
dificuldades na andlise de complexidade do Alg-Viz, ja que, no caso geral, a propriedade de
aditividade finita ndo pode ser utilizada (vide definicdo 11.3, Capitulo I1).

Tem-se ent&o o seguinte resultado:

Proposicao I 11.3: (Arantes, Franca, Martinhon [2002])

Considere G(V,E) um grafo conexo qualquer, onde [V|=n=>2. Além disso, considere A o
grau maximo de G, e um dado equilibrado com f= A+1 faces. O agoritmo Alg-Viz terd tempo
esperado de processamento igual a O((A+1).e).

Prova: Temos que f=A+ 1(hipétese). Segue entdo da Proposicéo 111.1 que:

1 1Y 1 1 1Y)
Pr(8)=P(A) Z(E)(l‘m} (“m} o) {“m]

onde o evento S (associado an; € V) ocorre, seesomentese, d<d, Vje N(i),eAe Se
evento elementar onde Pr(dy = 0)=1, V ke R = V-({i}u N(i)), ou sgja, Pr(A|S)=1. Observe que 0
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evento elementar A pode ser definido sem perda de generalidade. Assim, substituindo (1-1/(A+1))*
>1/e, na desigual dade acima obtém-se:

1 )3 1 Y1
P >l— 2= | =
r(A)>(A+1)(2 A+1 e]
Como G é um grafo conexo e n > 2 (hipétese), conclui-se diretamente que A > 1. Além disso,

como consideramos Pr(A||S)=1, o evento Sirarepresentar (sem perda de generalidade), a unido dos
eventosdiguntos S (p/ i=1,2,..,n) e sera dado pela seguinte expressao:

n n n

Pr(S)= Pr[iuls )_iZ;Pr(A)Zml).e

Note agora que (A+1).e. n™* repeticdes (valor esperado) serfio necessérias até que pelo menos

um evento § ocorra. Como temos [V|=n, segue que a complexidade esperada sera igual a
O((a+21)e). o

Este resultado € bastante interessante ja que expressa a complexidade de tempo
independentemente do nimero de vértices e arestas.
Como consequiénciaimediata da proposicdo anterior tem-se 0 seguinte resultado:

Proposicao I 11.4: Se G é completo entdo Alg-Viz tera complexidade esperadaigual aO(n.e). o

Observe que, se G € completo, o agoritmo de Caabrese& Franca[1994] para moedas
polarizadas e o algoritmo Alg-Viz para dados com n faces ndo-polarizados possuem complexidade
esperada O(n.e). Obviamente, a0 contrario do que ocorre com Calabrese& Franca[1994], o
desempenho do Alg-Viz pode ser incrementado aumentando-se 0 nimero de faces do dado. Para
mai ores detal hes sobre o Alg-Viz com dados polarizados consulte Arantes et. a [2002].

111.3.3.3 - Procedimento Alg-Arestas

No procedimento Alg-Arestas (Arantes et. al. [2002]), analogamente ao Alg-Viz, um dado
equilibrado € jogado por cada um dos vértices de V. Neste caso, para cada [ijJe E, se d; > d; ,
orienta-se a aresta[i,j] dej parai. No caso de empate entre os dados as arestas ndo sdo orientadas e
0 processo é repetido até que todas as arestas de G tenham sido orientadas.

Como provado em Arantes et. a.[2002], o procedimento Alg-Arestas sempre gera uma
orientacéo aciclicaem G com probabilidade 1 (método de Las Vegas).

E bastante facil perceber que Alg-Arestas tem convergéncia muito mais rapida que Alg-Viz.
Neste caso, o tempo esperado de convergéncia sera inferior a O(n) mesmo considerando-se grafos
completos!

A idéia da prova de complexidade consiste no seguinte: em um sorteio, a probabilidade de
empate entre dois vizinhos é de 1/f. Assim, enquanto o nimero de arestas é grande, esta € a
proporcdo de empates ocorridos a cada passo do agoritmo. Assim, em cada passo, uma proporgao
de Uf das arestas ndo orientadas até aguele passo permanecem sem serem orientadas. Portanto, a
convergéncia é dada por O( [logm /), onde m é o nlimero de arestas do grafo original G=(V,E).

O resultado seguinte tem uma prova ligeiramente diferente daquela apresentada em Arantes
et. al.[2002]. Em ambos os casos, entretanto, a complexidade seraigual a O( /logm]/).

Proposicdo 111.5: O procedimento Alg-Arestas para dados equilibrados com f faces tem
complexidade esperada O( [1ogrm/+1).

50



Capitulo 1l — Uma Introducdo aos Algoritmos Randémicos

Prova: O processo de orientac@o das arestas no Alg-Arestas pode ser descrito por uma relagéo de
recorréncia do tipo T(m)=a(m)+T(h(m)), ondem=f*e k e Z° (m é poténcia de f), a(m) é funcéo
inteira ndo-decrescente e ndo-negativa de m, e h(m) é varidvel aeatdria assumindo valores inteiros
no intervalo [0,m]. A funcdo a(.) representa, na verdade, o esfor¢o gasto na orientagdo de m arestas.
Observe que, se todos os dados sdo jogados simultaneamente, entdo a(m)=1 (funcéo constante). O
total de arestas ndo orientadas nesta iteracéo sera representado por h(m).

Cada aresta € orientada independentemente das outras. Portanto, pode-se definir uma variavel
aleatdria de Bernoulli (vide Capitulo I1) gue modela cada tentativa de orientaco de uma aresta. A
probabilidade de fracasso, ou sgja, de a aresta ndo se orientar, seraigua a de dar empate na disputa
entre dois dados equilibrados de nimero de faces iguais a f, ou sgja, 1/f. Assim, 1/f representa a
probabilidade de fracasso e 1-1/f a probabilidade de sucesso.

Note que numero total de arestas orientadas a cada iteracdo (somatério dos ensaios de
Bernoulli) pode ser representado por uma varidvel aeatéria com distribuicdo binomial e valor
esperado m(1-1/f). Logo, E(h(m)) = m/f , ird representar o nimero esperado de arestas ndo
orientadas apos a primeira iteragdo. Desta forma, serd bem razoével substituir a variavel aleatéria
h(m) por E(h(m)) na expressdo de recorréncia probabilistica. Desenvolvendo a nova expressdo de
recorréncia tem-se que:

T(m) = 1+T(f) = 2+ T(MV £2) = 3+ TV F9), etc.

Ap6s k passos obtém-se T(m)=k+ T(m/ f¥). O processo é repetido até que m/f *=1, ou ainda
k= logsm (pois m é poténcia de f). Como T(1)=1 (base darecursdo) é facil ver que T(m) = logim+1.

Para m qquer, basta notar que f “* < m < f* (m estara entre duas poténcias consecutivas de
f). Da segunda parte da desigual dade tem-se que:

T(m) < T(FY) = k+1. (D

Da primeira parte da desigualdade tem-se que k < logs m+1. Como k é inteiro positivo, é facil
ver que, k < [logsm/. Substituindo esta tiltima desigual dade em (1) conclui-se finalmente que T(m)
<[logrm/[+1. .

Para maiores detal hes sobre os procedimentos de Las Vegas aqui apresentados vide Arantes
et. a. [2002]. Nele, a demonstracdo da Proposicéo 111.5 € realizada de maneira um pouco diferente e
se baseia nos conceitos de recorréncia probabilistica apresentados inicialmente por Karp[1994].

[11.4- METODO DE MONTE CARLO

Como relatado em Kaos e Whitlock [1986], o nome Monte Carlo foi utilizado,
inicialmente, na simulacdo de sistemas fisicos por cientistas que trabahavam no desenvolvimento
de armas nucleares em Los Alamos/Estados Unidos. Por volta de 1940, pesquisadores como Von
Neuman, Fermi, Ulam, Metropolis juntamente com o surgimento dos modernos computadores
digitais deram grande impulso a trabalhos que utilizavam o método de Monte Carlo em aplicagdes
como a mecanica estatistica, transporte de material radioativo, economia e outras areas (vide
Donsker e Kac [1949], Metropolis e Ulam[1951], Householder et al.[1951]). Atualmente, 0 termo
Monte Carlo possui uma acepcdo mais ampla, sendo dificil defini-lo exatamente. Em nosso
trabalho, o significado de Monte Carlo serd diferente daquele utilizado na simulacéo de sistemas
fisicos.

A utilizacgo do método de Monte Carlo, como discutido aqui, ndo garante solugdo exata na
resolucdo de um determinado problema. Pode-se dizer apenas que uma solugdo correta é obtida
segundo uma probabilidade de acerto que poderd ser definida a priori. Em contrapartida, consegue-
se, normamente, um tempo de processamento inferior aguel e obtido no método de Las Vegas.
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Para problemas de decisdo (vide Capitulo 1), existem dois tipos de agoritmo de Monte
Carlo: algoritmos com erro unilateral (one-sided error) e algoritmos com erro bilateral (two-sided
error). Um agoritmo de Monte Carlo tem erro unilateral, se a probabilidade de fracasso € zero
para, pelo menos, uma das saidas Sm ou N&o. Se a probabilidade de falha é ndo-nula para as saidas
Sm e Nao, o algoritmo possui erro bilateral. Observe por exemplo que o método de Las Vegas
(aplicado a problemas de decisao) possui erro zero para Sm e Nao respectivamente.

A seguir, sdo apresentados alguns exemplos ilustrando algumas aplicagdes do método de
Monte Carlo.

111.4.1 - Selecdo de um elemento entre 0s 50% maiores de uma lista

Este exemplo bastante simples, sintetiza alguns dos principais conceitos presentes no
método de Monte Carlo. Considere A={x;,%,,..,X,} uma lista desordenada com n valores inteiros.

Desgja-se selecionar um elemento que esteja entre os [n/2 | maiores de A. Este problema pode ser
resolvido smplesmente com a selecdo do maior elemento da lista. Neste caso, n-1 comparagOes
serdo necessérias. Uma outra opcdo, mais interessante, é executar apenas /n/2 11 comparacdes
salvando-se sempre o maior elemento. Ao final do processo obtém-se, certamente, um elemento
entre 0s 50% maiores de A. Nos dois casos, pode-se garantir uma solugdo exata para o problema
com probabilidade de erro igual a zero. Entretanto, se a probabilidade de falha for arbitrariamente
pequena, mas ndo nula, talvez se consiga uma redugdo ainda maior do nimero total de comparactes
realizadas.

Sem perda de generalidade considere n par, e BcA, o conjunto dos n/2 maiores elementos
de A. Suponha que 2 valores x , x, € A sgjam obtidos aleatoriamente com distribui¢go uniforme e
que x; = x. A probabilidade de cada um desses valores pertencer a B sera igual a 1/2. Logo, a
probabilidade de ambos ndo pertencerem sera exatamente 1/4 (probabilidade de fracasso). Como x;
>, pode-se dizer, equivalentemente, que 1/4 é a probabilidade de x, ndo pertencer a B, ou ainda,
que x; pertence a B com probabilidade 3/4. Portanto, selecionando-se o maior valor entre x e x;,
pode-se garantir uma solugdo com 75% de chance de sucesso. Observe que esta margem de acerto
foi assegurada para apenas 2 valores gerados a eatoriamente!

O procedimento acima pode ser estendido para k valores a eatorios gerados uniformemente.
Assim, se x* for o maior entre k valores selecionados, a probabilidade de falha ser& igual a 1/2
Equivalentemente, x* pertencerd a B com probabilidade 1-1/21 Note por exemplo que, para k=10
tem-se uma probabilidade de sucesso igual a 0,999. Para k=20 esta probabilidade sobe para
0,999999! Se A contém 1000 elementos, o agoritmo deterministico discutido acima ira executar
500 comparagdes para resolucdo do problema, ao passo que, no algoritmo randémico, 20 elementos
gerados aeatoriamente ja garantem uma solucdo correta com probabilidade de faha igua a
0,000001! A probabilidade de um erro em um programa ou uma maguina por exemplo superam,
em muito, estes valores.

Assim, se k tentativas forem realizadas, a probabilidade de falha diminui exponencialmente
a medida que k aumenta linearmente! Apesar de possivel, a determinacéo de uma solucdo exata
utilizando o método de Las Vegas ndo € interessante neste caso. Para verificar se a solugdo gerada
esta ou ndo correta, serdo necessarios mais O(n) comparaces! Se a solucdo estiver incorreta, todo o
processo devera ser repetido novamente. O método de Monte Carlo ir& retornar uma solugdo muito
mais atrativa para o problema.

Outro aspecto interessante a ser observado no exemplo acima é que, se a probabilidade de
erro € > 0 no método de Monte Carlo for definidaa priori, entdo k = [ log(1/€) | elementos deverdo
ser gerados aeatoriamente com distribuicdo uniforme. A complexidade neste caso, serd igua a
O(log(L/€)) passos e, portanto, polinomial em 1/e.
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[11.4.2 - O problema do Corte-Minimo em Multigrafos

Considere G=(V,E) um grafo conexo ndo-orientado com n vértices e m arestas. Em algumas
situages sera interessante ampliar a definicdo de grafos para multigrafos. Um grafo G define um
multigrafo se ndo contiver lacos' e se existirem arestas paralelas entre, pelo menos, um par de
vérticesi,je V. No caso de grafos sem a presenca de lagos e arestas paralelas (também conhecidos
por grafos simples), valores inteiros positivos associados a cada aresta [i,j] poder&o representar o
nimero de arestas entre os vértices i e j no multigrafo associado. Desta forma, o problema do corte
minimo em multigrafos pode ser visto como um problema de corte minimo em grafos (grafos
simples) com pesos positivos nas arestas. Como observado por Motwani e Raghavan[1995], se G
admite arestas com pesos negativos entdo o problema se torna NP-Compl eto.

Um corte em um multigrafo G é um conjunto de arestas cuja remocado implica na divisdo de
G em duas ou mais componentes conexas’. No problema do corte-minimo em multigrafos dessja-

se determinar o corte de menor cardinalidade. Mais formalmente, espera-se encontrar uma parti¢&o°
(V1,V2) de V de maneira que a cardinalidade do corte c(V1,V2) = {e=[u,V] ta que ueVi, veVz ou
ve Vi, U eV2} induzido pela particdo sgja minimizada.

Uma versdo mais simples deste problema, aqui representada por corte-minimo(s;t), pode ser
obtida fixando-se dois vértices s, t € V. Neste caso, 0 objetivo serd encontrar um corte minimo
c(V1,V2) tal que seV1 e teVz. O problema do corte minimo original pode entdo ser resolvido através
de O(n-1) chamadas ao procedimento corte-minimo(s;t) (verifique). Uma das maneiras de se
resolver o corte-minimo(s;t), é computando-se o fluxo maximo entre s e t respectivamente (vide
Ahuja et. a[1993]). Neste caso, 0s pesos associados a cada aresta representam capacidades. Ford&
Fulkerson[1956] provaram que o valor do fluxo maximo é igual a capacidade do corte-minimo entre
set. Umavez encontrado o fluxo méximo, o corte minimo pode ser obtido diretamente.

Atualmente, dois dos melhores algoritmos deterministicos para o problema do fluxo
maximo sdo devidos a King et. al.[1993] e Philips e Westbrook[1991], ambos de complexidade
O(nmlog(n’/m)). Felizmente, as n-1 repeticdes do fluxo maximo entre s e t, necessérias para a
resolucéo do problema do corte minimo origina sdo desnecessérias, e podem ser implementadas
atraves de uma Unica chamada ao procedimento. Tem-se portanto, um algoritmo deterministico para
0 problema do corte minimo em multigrafos (ou grafos simples com pesos nas arestas) de
complexidade é igua a O(nmlog(n*m)) (Motwani& Raghavan[1995]).

Nesta secd0 seréd apresentado um algoritmo randémico de complexidade O(n*logn) que
utiliza o conceito de contracdo de multiarestas (Karger[1993]). Karger& Stein[1993] se baseiam
neste procedimento para construcdo de um novo agoritmo randdémico de complexidade
O(n’log®®n)! Para grafos densos, este resultado melhora significativamente a complexidade de dois
dos melhores algoritmos deterministicos conhecidos para o problema de fluxo maximo !

Considere a seguinte defini¢&o:

Definicdo I 11.1: (Contracdo de arestas)

Dado um multigrafo G=(V,E), a contracéo da aresta (ou multiaresta) e = [u,v] € E é outro
multigrafo G\{e} = (V',E’) ondeV'= (V- {u}) u{uv}, E = (E- {[uV] / uevsdoincidentes ae})
v{[av,X] /[uX] € E ou [v,X] € E}. O vértice v e G\{e} representa a contracdo da aresta[u,V] .

Esta definicdo é ilustrada no exemplo da Figura Il1.4. E importante observar que a
contracdo de arestas ndo reduz o tamanho do corte minimo em G.

1 Um lago é todo arco (ou aresta) do tipo [v,V], onde ve V.

2Um subgrafo Gi1=(V1, E1) de G define uma componente conexa de G se e somente se V' i,j € Vi1 existir um caminho
unindo o vérticei ao vértice].

o par (V1, V2) define uma particdo de V se e somente se ViuV=V e VinVe=. No problema do corte-minimo
considera-se ainda [V1].|V2|#0.80
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©G) (G\e})

Figuralll.4: Contracdo da aresta e=[u,v]

O dgoritmo seguinte (desenvolvido por Karger[1993]) aplica sucessivas contracBes de
arestas (ou multiarestas) visando a determinacdo do corte-minimo. O processo de contragdo €
repetido até que apenas 2 vérticesi e sejam obtidos. Portanto, n-2 contragfes serdo necessérias até
o final do processo. O nimero total de arestas entre i e j sera uma solucdo candidata para o corte
minimo em G. As chances de obtencdo de um corte minimo por este método sdo incrementadas
repetindo-se 0 processo um numero pré-determinado de vezes (representado no algoritmo pela
constante T ).

Seja Gi o multigrafo obtido apos i contragdes de G. O conjunto CM (vide Algoritmo 111.2),
armazena todas as arestas de Gn-2. Este conjunto € atualizado a medida que cortes menores forem
sendo encontrados nas iteragdes posteriores.

Outro aspecto a ser observado € que o tempo de processamento ndo depende do nimero
total de arestas pertencentes ao multigrafo G. Na verdade o nimero total de arestas em G ndo é
necessariamente limitado por n(n-1)/2. Apesar de curioso, isto pode ser obtido atribuindo-se, a cada
aresta, um numero inteiro representando a multiplicidade de arestas entre cada par de vértices.
Pode-se afirmar portanto, sem perda de generdidade, que o multigrafo G conterd no maximo
O(m)=0(n®) arestas.

Algoritmo I11.2: Corte-minimo randémico

Inicio
leita G=(V,E); {grafo original}
CM « &, { arestas “ pertencentes’ ao corte minimo}
parak=1atéT faca
- Go « G; {copiagrafo original }
parai=1atén-2faca
- escolha aleatoriamente uma aresta e de Gi-1;
- Gi « Gi\{¢}; {faz contracéo}
fim;
Atualiza CM se necess&rio;
fim;
retorna (|ICM));
fim.

Figuralll.5: Corte-minimo pelo método de Monte Carlo

Como discutido em Karger[1995], a escolha deatdria de uma aresta (ou multiaresta) e
Gi-1 (p/ dgum ie {1,..,n-2}) pode ser realizada em tempo O(n). As novas arestas deverdo ser
selecionadas com probabilidade proporcional a seu proprio peso. Desgja-se, a principio, que as
arestas de maior peso ndo pertencam ao corte CM.
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A etapa de contragdo no Algoritmo [11.2 pode ser implementada em tempo O(n)
(Karger[1995], Motwani & Raghavan [1995]). Esta contragéo € realizada garantido-se a conversao
do grafo original para o grafo contraido e vice-versa. Desta forma, sera possivel explicitar cada um
dos vértices e arestas que definem o “corte minimo” CM ao fina do procedimento. Conclui-se
portanto que cada iteracdo do Algoritmo 111.2 ter4 complexidade igual a O(n?). A determinaczo do
numero total de repeticdes (representado por T) sera discutida mais adiante.

Este algoritmo sempre encontra um corte minimo no grafo original? Obviamente que n&o,
entretanto, pode-se tentar determinar qual a probabilidade de encontré-lo. Iniciamente, deve-se
avaliar a probabilidade de sucesso ap6s uma Unica repeticdo do algoritmo (para k fixo). Para isto,
considere E; paraagumie {1,..,n-2}, um evento indicando que uma aresta qualquer pertencente ao
corte minimo ndo tenha sido selecionada na i-ésima contracdo. Para que se tenha sucesso na
determinagdo do corte minimo todos os eventos E; deverdo ocorrer simultaneamente. Como os n-2
eventos ndo sdo independentes entre s deve-se considerar a seguinte expressdo de probabilidade
condiciona (vide Capitulo I1):

Note que a expressdo anterior (representando a probabilidade de sucesso), indica que
nenhuma das arestas pertencentes ao corte minimo foi selecionada ao final das n-2 contracfes.

O grau do vértice ve V (representado por d(v)) € igual ao nimero de arestas incidentes a v.
Se ¢ representa o tamanho do corte minimo em G ent&o:

Ydw

m= veV > i
2 2

Para congtatar esse fato, basta notar que cada aresta do grafo contribui com 2 vértices
distintos, cada um deles de grau 1. Como cada um dos n vértices tem grau maior ou igua ac, segue
que cn/2 define um limite inferior para o nimero de arestasem G.

Sem perda de generdidade suponha que G contenha um Unico corte minimo de
cardinalidade c. Como m > cn/2, pode-se afirmar que, se E;° representa o evento complementar de
E: entdo Pr(E;°) = c/|E| < c/(cn/2) = 2/n. Em outras palavras, a ocorréncia de E;° indica que uma
aresta pertencente ao corte minimo foi selecionada na primeira iteragdo. Assim, Pr(E;) = 1-Pr(E;°)
> 1-2/n. Assumindo que o evento E; tenha ocorrido apds a primeira contragdo calcula-se agora
Pr(E;|E1). Neste caso, 0 hovo grafo Gi, resultante da contracdo de e pertencente a Gy terd no
minimo c¢(n-1)/2 arestas. Seguindo raciocinio andlogo ao célculo de Pr(E;) conclui-se que:

2
Pr(E2|E1) >1- 1

Generadizando 0 processo, apds a i-ésima contragdo, obtém-se Gi com exatamente n-i
vértices. Segue entdo que:

i-1 2
PrlEJNE, |21-
j=1

n-i+1

Apds a substituicdo destes valores na expressdo de probabilidade condiciona obtem-se a
seguinte desigual dade:
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n-2 n-2 _ _ _ —2)I
Pr(ﬂEi)z (1— 2 )=” 2n=3n-4 1_M=2'_ 2 ,2_om?
i1 1 n—i+1 n n-1n-2 3 (n/2) nn-1) n

Como a probabilidade de sucesso é maior ou igual 2/n® conclui-se diretamente que a
probabilidade de fracasso serd menor ou igual que 1-2/n’. Neste caso, aumentando-se n, a
probabilidade se aproxima de 1! Entretanto, sera possivel minimiza-las fazendo T=0(n?/2) no
Algoritmo 111.2. Assim, do célculo tem-se que:

T n?/2
S PR
(n“12) n e

representa a probabilidade de fracasso apds T=0(n?/2) repeticdes do procedimento. Desta
forma, o Algoritmo 111.2 ter4 complexidade total igual a O(n”) iteragdes, sempre gerando um corte
minimo com probabilidade de sucesso superior a1-1/e!

Apesar do aumento consideravel no nimero de iteracBes do processamento, execugdes
adicionais deste procedimento reduziréo exponencialmente a probabilidade de fracasso. Considere
por exemplo o seguinte resultado (proveniente do célculo) onde se tem 1+x<€",V xe 9. Fazendo-se
x = -2/n” chegarse a n?/2 =-1/x >0. Assim, se T=0O((n%2).5) repeticdes do Algoritmo 111.2 forem
executadas tem-se:

(1+ X)—é/x < (e><)—5/>< — e—S

Agora, fazendo & = logn obtém-se um novo algoritmo com complexidade igual a O(n*logn)
e probabilidade de sucesso maior ou igual a 1-1/€°"! Por exemplo, para n=8 a probabilidade de
sucesso serd superior a95%, paran = 64 sera superior a99.7% (verifique)!

Karger& Stein [1993], apresentam uma versdo mais sofisticada deste algoritmo onde o
tempo esperado de processamento cai para O(n‘logn) passos! Maiores detalhes sobre este
procedimento podem ser encontrados em Karger[1995] e Motwani& Raghavan[1995].

[11.4.3 - Amostra Randémica (Random Sampling)

Para uma grande gquantidade de aplicacOes, € possivel gerar um pegueno e representativo
subproblema do problema original através da técnica de Amostra Randémica. Nela, essencia mente,
0 objetivo seratratar a amostra selecionada a um baixo custo computacional, e estender resultados e
conclusdes obtidas sobre a amostra para o problema origina. Em um problema de otimizagéo
combinatdria, por exemplo, pode ocorrer que uma solucéo 6tima de um determinado subproblema
(amostra) estgja suficientemente proxima de uma solucdo 6tima do problema original. Em muitas
situagdes, pode-se aindarefinar (quando possivel) a solugdo obtida até que uma solugdo exata sgja
obtida

O trabalho de D.Karger[1995]* é 6tima referéncia sobre a utilizaco de Amostra Randémica
na solugdo de problemas de otimizagdo combinatdria. O exemplo seguinte, embora ndo se enquadre
neste grupo de problemas, ilustra bem o potencial desta técnica.

111.4.3.1 - Selecdo Randomica

Considere S uma lista com n elementos inteiros e distintos dois-a-dois. Neste problema,
desgja-se identificar 0 k-éssmo menor elemento de S para agum ke {1,..n}. De maneira geral,

4 Por sua tese intitulada “Random Sampling in Graph Optimization Problems’, D. Karger recebeu 0 ACM Doctoral
Dissertation award em 1994 e o Tucker Prize em 1997.
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pode-se considerar S formada por € ementos quaisquer ndo necessariamente distintos entre si. 1sto
pode ocorrer sempre gque o0s el ementos de S pertencerem a um conjunto universo I satisfazendo uma
relagdo de ordem total. Um algoritmo deterministico de complexidade O(nlogn) bastante natural
para este problema consiste simplesmente na ordenacdo de todos 0s h elementos de S e ha selecdo
direta do k-éssimo menor elemento. O melhor agoritmo deterministico conhecido para este
problema executa O(3n) comparagdes. Os trabalhos de M. Blum et al.[1973] e Schonhage et
al.[1976] sdo duas referéncias classi cas sobre este assunto.

O agoritmo randémico aqui apresentado (conhecido na literatura como LazySelect), foi
baseado no procedimento recursvo de Foyd&Rivest[1975] e tem tempo esperado de
processamento igual a2n+o(n).

No procedimento LazySelect (Figura 111.6), considere (i) o i-ésimo menor elemento de Se
rs(j) aposicéo ocupada por um elemento j nalistaS. Assim, Sr4(j))=] e rg(Si))=i (verifique!). Esta
notagdo serd também estendida as listas R e P respectivamente. Note que, no agoritmo da Figura
[11.6 desgia-se calcular SK). Entretanto, qual sera a probabilidade de sucesso e 0 tempo de execucao
em uma Unica iteracdo do algoritmo? Ainda, caso a probabilidade de sucesso sgja 1, qua o tempo
esperado de processamento? Questdes como esta serdo discutidas mais adiante. A atribuicdo de
valores dados as varidveis x,| e h também sera analisada posteriormente.

Procedimento |11.3: LazySelect(k,S)
Inicio
¥% elementos de S aleatoriamente e

- Constréi uma nova lista R selecionando O(n
COm reposiGao;
- Repita
- Ordena R em tempo O(n**logn);
- Cdcule:
X « k',
| « max{[x-n"2/, 1} ;
h « min{//x+n*?], n*% ;
-a«R() e b«R(h);
- Compare a e b com cada elemento de S retornando rg(a) e rg(b) res-
pectivamente;
-Se k< n' entdo P « {yeS/y<h}
sendo
-Sek> n-n"*entdo P« {yeS/y>a}
senéo
Se ke [n”*, n-n"Y] entdo P « {yeS/a<y<b};
fim;
- Atéque (SK)eP) e (|P| <4n¥*+2);
- Ordena P em O(|P|log|P]) passos;
- Retorne Sk) « P(k—rg@a) + 1) ;
fim.
Figuralll.6: Procedimento LazySelect - Las Vegas

Este procedimento, como discutido mais adiante, sempre retorna uma solucéo correta,
sendo portanto uma aplicacdo do método de Las Vegas. Entretanto, se apenas uma iteracdo for
realizada tem-se 0 método de Monte Carlo com probabilidade de sucesso superior a 1-O(n"*) e
tempo esperado de processamento igual a 2n+o(n) (Proposicao 111.6).

Os elementos de R s&o selecionados a eatoriamente e com reposicdo, ou sgja, um elemento
de S pode ser selecionado mais de uma vez na composicdo da lista R. Apesar de tornar
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implementacdo e andlise mais complicadas, uma selecdo sem reposicdo pode também ser
considerada (M otwani & Raghavan[1995]).

A idéia basica do algoritmo consiste na determinagdo de elementos a,b € Stais que, com
alta probabilidade, Sk) pertenca alista P e P possa ser ordenado a um baixo custo computacional
(em tempo o(n)). Deve-se buscar, portanto, uma minimizagdo da probabilidade de falha de uma
dada iteragdo. Isto serafeito utilizando-se a desigualdade de Tchebyshev (Capitulo I1).

Note que os procedimentos: ordena R e ordena P tem complexidade o(n) (verifique!). Para
determinacdo de rg(a) e rg(b) serdo necessarias O(2n) comparagles. Segue entdo gque o tempo de
processamento da primeira iteracdo seraigual a T(n)=2n+o(n).

Para andisar a probabilidade de falha ao final da primeira iteracdo, considere o caso onde
ke [ n-n"]. Assituacdesondek < n¥*e k>n- n* sdo andogas e deixadas como exercicio.
A Figuralll.7 ilustraas principais etapas presentes no algoritmo.

Lista S (desordenada)

I N s 1
1 2 3 4 5 6

Amostra R (ordenada)
‘ ‘ ‘ a‘ ‘ - ‘ b ‘ ‘ ‘Z> N elementos
I h

Lisas “} N—"}

L[ Taf [ [~ (o[ [ |
r<(a) r(b)

S P (ordenada)

([ [ Ja[——[s®[—-]b] [ ]
1 k-r{a)+1 [Pl

Figuralll.7 Procedimento LasySelect para k e [n”*,n—n"*]

Note que o procedimento LazySelect falhana 12 primeiraiteracdo quando:

1) S(k)<a ou SKk)>b;
2) |P|>4n**+2 onde P={ye S/a<y<lb}.

Sgiam A e B dois eventos associados ao caso (1). Mais precisamente, A ocorre se Sk)<a e
B ocorre se Sk)>b. Se §k)<a, menos do que | elementos (em R) serdo menores ou iguais a SK).
Anaogamente, se S(k)>b entdo mais do que h elementos em R seréo menores ou iguais a k). Note
gue o elemento S(k) podera ndo pertencer alistaR.

Segja X; umavariavel aleatéria de Bernoulli onde:

1, se 0 i—esimo elemento de R € no maximo (k)
- {O, caso contrario

Segue entdo que Pr(Xi=1) = k/n e Pr(Xi=0) =1- k/n, jaque o i-ésimo elemento da amostra é
um elemento arbitrério em S. Consequientemente, X;,Xs,...,Xm S30 varidveis aeatorias independentes
onde 1y = E(X) = kin e ox*= (k/n).(1-k/n) para i=1,.., n** (vide Capitulo I1).

Seja X outravariavel aeatdriaigua a

58



Capitulo 1l — Uma Introducdo aos Algoritmos Randémicos

rI3/4

X=%X.

i
i=1

O vaor de X representa o nimero total de el ementos que sdo no maximo iguais a k), ou
sgja, Pr(Sk) < a) = Pr(X < I). Sem perda de generalidade considere Pr(Sk) < a) = Pr(X <1). Da
mesma forma pode-se concluir que: Pr(S(k) > b) = Pr(X = h).

A varidvel deatdria X define uma distribuicio binomial com pardmetros p=k/in e n**
respectivamente (vide Capitulo I1). Assim, valor esperado uy , variancia o’ e desvio-padrdo ox

serdo iguais a
kn®* k Kk n¥* ¥/
= =knY*, o2 = n“(—)(l——) <—, o,<—.
=y X n n 4 X7 2

Observe que E(X) = ux foi obtido da linearidade do valor esperado e oy’ (variancia) foi
calculada utilizando-se a propriedade P20 do Capitulo 11. Ainda, na expressdo de oy’ tem-se que
(k/n)(1-k/n) <1/4 (verifique).

Da desigualdade de Tchebyshev tem-se:

1
t2

Pr(X—py 2to, )< 5+ VteR'

Se X -ux <0 entdio Pr(X < ux - toy) < Ut?, VteR*. Fazendo| = ux- tox e t=2n"® tem-
se, através da substituicdo de ux e ox que:

Pr(X<1)=Pr(X <kn™*-n)< (4n1’4)’1.

, 1,%nalf])gamente, se X -1y > 0, tem-se Pr(X < ux + toy) < Ut?, Vtedt*. Fazendo h=pix + tox
et=2n"" chegasea
Pr(X > h) = Pr(X > kn'*“ + yn) < (4n*) "

Como Pr(A) = Pr(X < 1) e Pr(B) = Pr(X > h) sdo mutuamente excludentes segue entéo que
Pr(AUB)= Pr(A) + Pr(B) =O(n™*).

Como t = 2n"® entZo toy = n“2 Desta forma, tem-se uma sub-lista [I,h] de tamanho 2n"2
(lista R) em torno do valor esperado kn™* como provével localizacgo de S(k). A Figuralll.8 ilustra
esta situacdo. Obviamente, outros valores podem ser atribuidos a t. Entretanto, como rg(a) e rg(b)
sdo funcbes de | e h respectivamente, é importante observar o que ocorre com o tamanho da sub-
listaP=[a,b] < S Quanto maior o tamanho de [a,b], maior a complexidade envolvida na ordenacdo
deP.

Outra possibilidade de falha ocorre quando |P| > 4n¥*+2.

A estratégia neste caso sera considerar u e v (onde 1 <u <v <n) de maneira que Pr(a<Su))
+ Pr(b>V)) defina um limite superior para a probabilidade de falha. Como a sub-lista P=[a,b]
deve ser ordenada a um baixo custo computacional, espera-se que |P| = rgb) - rga) + 1 sga
minimizada fazendo-serg(a) = u-1 e rg(b) = v+1 respectivamente (vejaFiguralll.9).
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Figuralll.9: Determinacdode uev

Considere inicialmente a situacéo onde a probabilidade de falha é igual a Pr(a<Su)). Se
a<S(u) em Sentdo pelo menos | elementos na amostra R seréo menores que Su).
SgiaY; umavariavel aeatdria associada ao i-ésimo elemento da amostra R como abaixo:

_ |1 se o i-esmo elemento de R € menor que Su)
" 10, caso contrario

3/4

Assim Pr(a< Su)) = Pr(Y=1) onde y = nZYi-

Para aplicacdo da desigualdade de Tcheb);shev, calcula-se valor esperado e desvio-padréo
respectivamente. Logo:

n3/4

py = E(Y) = Y E(Y), Onde E(Y)=1p(Y =1)+0.p(Y =0)

i=1

Como Pr(Yi=1) = u/n e Pr(Y;=0) = 1- u/n tem-se que:

3/4 3/4 3/8
un - u u n n
Uy = =un*, 6$=n3’4(—)(1——)s—, o, <—-
n n n 4 2

Assim, Pr(Y > 1) = Pr(Y > kn™ - n"?) = Pr(Y - kn™ > -n"?) = Pr(Y-kn"*+2n"? > n'?).
Fazendo u, = kn*- 2nY?= u.n'¥*, conclui-se que: u = k - 2n**. Paraevitar que u sejamenor que 1
bastafazer u= max{1, k - 2n*%.

Analogamente, sgja W, uma variavel aeatdria associada a0 i-ésimo elemento da amostra R
onde:

e w=YWw.
i=1

1 se 0 i—esimo elemento de R € menor que S(v)
0, caso contrario
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Da mesma forma, se Sv)<b entdo W < v representa outra possibilidade de falha. Logo,
Pr(Ws<v) = Pr(W< kn”*+ n¥?) <(@n"* = Pr(kn™-w2> - n"?) = pr(kn™+ n"2-w2> n'?
< (4n"* (desigualdade de Tchebyshev). Fazendo uyw = kn*+2n"? = v.n™ conclui-se que v=
k+2n¥*. Paraevitar vmaior do que n faz-sev = min{k+2n¥ n}.

Apés asubstituicdo deu evtem-seque: |P| = (k+ 2n°*+1) - (k- 2n**- 1) + 1= 4n**+ 3.
Logo, o agoritmo falha sempre que |P|>4n**+2. Portanto, Pr(|P|>4n¥*+2) = Pr(a<Su)) +
Pr(b>S(v)) < O(n™*). Provou-se ent&o o seguinte resultado:

Proposicao I11.6: O agoritmo LazySelect encontra Sk) na primeira iteracdo do procedimento com
probabilidade de sucesso superior a 1- O(n™“) e tempo esperado igual a 2n+o(n). .

Como consequiéncia direta desse resultado, pode-se mostrar que o tempo de processamento
associado ao método de Las Vegas éigua a2n + o(n) (verifique!).

Versdes mais sofisticadas deste procedimento podem ser implementadas em um tempo
esperado de processamento igual a 1.5n+0(n) iteragdes (M otwani & Raghavan[1995]).

[11.4.4—Impressdo Digital (Fingerprinting)

Pode-se encontrar facilmente, uma grande quantidade de situagfes onde a comparagéo entre
objetos x, y de um dado conjunto U é necesséria. Na técnica da impressdo digital (fingerprinting),
utiliza-se normalmente, um rétulo (impressao digital) associado a cada objeto de U, de maneira que,
se uma comparacao entre rotulos for realizada, e se os rétul os associados forem iguais, entdo € bem
provavel que os objetos originaisx , y sgjam iguais.

Os rotulos sdo gerados, normamente, utilizando-se uma fungdo f :U—V, onde V representa
0 conjunto de possiveis rotulos. Caso f(.) sga definida a priori, ou sga, se cada elemento do
dominio é associado unicamente a um determinado elemento da imagem, pode ocorrer que um
“adversario” exiba uma situacdo indesgjada onde se tenha f(x) = f(y), mas Xz y. Este problema pode
ser minimizado gerando-se f(.) randémicamente, ou sgja, cada repeticdo do algoritmo produzird
novas imagens associadas a um mesmo ponto do dominio. Desta forma, se f(x) = f(y) pode-se
concluir diretamente que x= Y. Entretanto, se f(x) = f(y), desga-se que Pr(x=Y) segja suficientemente
grande (préxima de um).

Outra caracteristica importante € que o conjunto de rétulos V seja menor que o conjunto
origind U. Assim, se existir uma relagdo de ordem sobre os elementos de U, saber se x €éigud ay
ira consumir tempo O(log|U|). Por outro lado, saber se f(X) € igual a f(y) tera complexidade
O(log|V]) (vide Figuralll.10).

UV

f()

Figuralll.10 : |mpressio Digital (Fingerprinting)

Um exemplo de aplicacdo bastante simples que ilustra a utilizaco da técnica Fingerprint é
0 chamado problema da Determinacdo de Padrfes (Pattern Matching). Este problema é bastante
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importante em processamento de texto. Nele, sGo dadas uma string de n caracteres (chamada
padrdo) e uma outra string com m caracteres, normalmente muito maior, representando um texto
gualquer. O problema consiste em determinar se a string ocorre ou ndo em alguma parte do texto. A
utilizaco de forga-bruta implicaria em um algoritmo de complexidade O(nm) passos no pior caso.
Uma abordagem de Monte Carlo, utilizando Fingerprint (como discutido acima) reduz essa
complexidade para O(n+m) com probabilidade de erro igual a O(1/n) (Karp& Rabin[1987]).

111.4.4.1 - O problema da Multiplicacéo de Matrizes (Decisao):

Suponha que A, B e C sgjam 3 matrizes de ordem nxn. No seguinte problema de decisdo
associado a multiplicac@o de matrizes, deseja-se responder simplesmente se o produto de A por B é
igual a C. O melhor algoritmo deterministico para esse problema, multiplica A por B utilizando o
algoritmo de Coppersmith e Winograd [1987] (de complexidade O(n**")) e compara o resultado
obtido com C.

O agoritmo randdémico apresentado a seguir, € devido a Freivalds[1979] e tem um tempo
de processamento da ordem de O(log(1/€)n?)) iteracdes, onde € >0, representa a probabilidade de
falha definida a priori (vide algoritmo da Figura I11.11). Como sera visto mais adiante (Proposicéo
[11.7), a constante k presente no agoritmo, representa o nimero total de repeticoes até que se tenha
probabilidade de falhainferior ac. A notagdo xe {0,1}" indica que cada uma das n coordenadas de
x assume valores 0 ou 1 respectivamente.

Procedimento I 11.4: Multiplicacdo de matrizes (A, B, C, €)
Inicio
- continua < true;
-k« 1;
- Repita
- escolhe xe{0,}" aleatoriamente;
-Se ABx # Cx entao
continua « false;
-k« k+1;
Ateque (k=[log(1/ &)]) ou (continua= false);
Se (continua) entdo
retorna (AB = C);
senao
retorna (AB = C);
fim;
fim.
Figuralll.11: Verifica se AB=C através do método de Monte Carlo

Observe que a comparagdo de ABx = Cx pode ser implementada em tempo O(n?)
computando-se inicialmente Bx seguido de A(BX) e Cx respectivamente.

Uma vez definidos A, B e C na entrada de dados note que, se AB=C entdo ABx = Cx, V xe
{0,1}" ou sgja, Pr(ABx=Cx)=1. Nesta situagdo o algoritmo de Freivalds nunca retorna uma resposta
incorreta. O que ocorre, entretanto, se AB = C? Neste caso, se paraagum xe {0,1}" aigualdade ABx
= Cx se verifica, isto ndo implicara necessariamente que AB = C! Para ilustrar essa situacdo
considere 0 exemplo seguinte onde sdo dadas 3 matrizes A,B e C de ordem 2x2 e 0 vetor X = e,
(onde e é um vetor com todas as coordenadasiguais a 1):
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if ) e e el

Calculando A(Be) e Ce separadamente conclui-se diretamente que ABe = Ce. Entretanto,
AB = C (Verifique!).

O resultado seguinte garante que, se AB # C entdo Pr(ABx=Cx) < 1/2 para x selecionado
aleatoriamente. Isto € equivalente a afirmar que a probabilidade de uma resposta incorreta em uma
Unica repeticdo do algoritmo € menor ou igual a 50%! A probabilidade de erro é minimizada
aumentando-se 0 nimero de repeticdes.

Proposicao I11.7: Sexe{0,1}" é escolhido aleatoriamente com distribuicdo uniforme e AB=C entéo
Pr(ABx=Cx) < 1/2.

Prova: Sga D=AB-C. Como AB=C (hipdtese) entdo D=0. Assim, existirdo indices i,je{1,..,n} tais
qued; #0 (onded; € D). Além disso, Pr(ABx=Cx) = Pr(Dx=0). Se di=(dis,...,d;,...,din) representa
ai-ésmalinhade D entdo:

Pr(Dx = 0) < Pr(id”xj = o] , paraalgumie{1,..,n} edij =0.
j=1

Isolando-se x; no segundo membro da desigualdade (ja que d; # 0) conclui-se diretamente
que:

1
zdikxk

Pr[idij X; =0)= Pr(xj =v), onde v=
j=1 dy i

Assumindo-se que todos os demais elementos X, (p/ k # j) sgjam escol hidos anteriormente a
X, tem-se que a probabilidade de x; ser igual aum valor fixo v seramenor ou igual a 1/2. Lembre-se
que X €{0,1} é escolhido aeatoriamente satisfazendo uma distribui¢do uniforme. Portanto, Pr(Dx
=0) V2 .

Como consequiéncia deste resultado, se AB # C ent&o Pr(ABx=Cx) > 1/2. Entretanto, se ABx
# Cx para algum xe {0,1}" escolhido arbitrariamente, entdo (AB-C)x # 0 e portanto AB = C (pois
x#0). Logo, a cada iteragdo, o algoritmo retorna uma resposta correta com probabilidade de acerto
superior a 50%. A probabilidade de fracasso pode ser minimizada repetindo-se 0 processo um
numero pré-determinado de vezes. Se k repeticdes forem realizadas entéo a probabilidade de falha e
no procedimento serdigual a 1/2". Assim, k >/log(l/e) /. Se, em algumas destas iteracdes ocorrer
ABX # Cx paraagum xe {0,1}", o processo é interrompido i mediatamente retornando AB = C.

Como discutido anteriormente, o algoritmo de Freivalds tera complexidade polinomial e
igual a O(log(l/e) n®) para € > 0, selecionado a priori. Note que, uma vez escolhido € , o valor
log(1/e) se torna constante. De maneira geral, pode-se afirmar que, se X € um elemento de Sc F
(onde F & um corpo finito ou n&o), entdio Pr(ABx=Cx) < 1/|§ (Motwani& Raghavan[1995]). E fécil
ver entéo que a probabilidade de falha tende a 0 a medida que |§ aumenta. A determinacdo de um
algoritmo deterministico O(n?) para este problema continua um problema em aberto.

[11.4.4.2 — Verificando igualdade entre polindmios

Considere P(x) e Q(X) dois polindmios de grau n pertencentes a F[X], onde F[X] representa
o conjunto de todos os polindmios em x sobre um corpo F (finito ou ndo). Desgja-se responder
simplesmente, se P(xX) = Q(x). Como discutido mais adiante, a verificacdo deste tipo de identidade
podera ser Gtil em uma grande quantidade de aplicacBes. Obviamente, o problema é trivial se os
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coeficientes forem dados explicitamente. Neste caso, a igualdade serd verificada diretamente em
tempo O(n).

Considere entdo o seguinte problema: dados 3 polindmios Py(X), P.(X) e P5(X) de grau no
méximo n e pertencentes a F[X], desgase responder se Py(X).PaX) = P3(X)? Através de
transformadas de Fourieur, pode-se efetuar o produto P;(x).P.(X) em tempo O(nlogn) comparando,
em seguida, o resultado com Ps(X) (Motwani&Raghavan[1995]). Como o grau de P3(X) € no
méximo igual a 2n, a comparacdo entre Py(X).P,(X) e P3(X) serd O(n). Assim, a complexidade total
deste procedimento serd O(nlogn).

Considere S um subconjunto qualquer de F onde |§ > 2n+1. Considere ainda o0 seguinte
algoritmo randdmico para o problema:

Algoritmo I11.5: Verificaigualdade entre polindbmios;
Dados: Py(X), Po(X), P3(X)e F[X], ondexe Sc F.

Inicio
- r « Escolha(9);
- CalculaPy(r), Px(r) e Ps(r);
- Se Py(r).Py(r) = P5(r) ent&o
P1(X).P2(X) = P3(x)
sendo
P1(X).P2(X) # P3(x);
fim.

Figuralll.12: Verifica se P1(X).Px(X) = P3(x)

O cdlculo de Pi(r) p/ i=1,2,3, pode ser realizado em tempo O(n) utilizando-se, por exemplo,
0 método de Horner (vide secio 1.5). E fé&cil ver, portanto, que o procedimento teré complexidade
total igual a O(n). Observe equivalentemente que, checar se P1(X).Px(X) = P3(X), € 0 mesmo que
checar se Q(X) = P1(X).Pa(X) - P3(X) =0. Note que o Algoritmo 111.5 falhaquando Q(x) = O er éraiz
de Q(X). Por outro lado, se Q(x) =0 entdo, Q(r)=P1r).P,(r) - P5(r)=0, Vre F. Assim, caso se tenha
Q(X) = 0, espera-se que Pr(Q(r)=0) sgja proxima de 0. Como Q(x) # 0, possui ho maximo 2n
raizes e |g>2n+1, éfécil ver neste caso que: Pr(P(r).Px(r) = Ps(r)) <2n/|g.

A Figuralll.13 ilustra bem essa situacgdo:

p(x)
P1(X). PZ(X)

Ps (X)

HH A
Figuralll.13: Raizesde Q(x)% O
A probabilidade de falha é reduzida aumentando-se |§ ou aumentando-se o nimero de

repeticbes do algoritmo. Se F for um corpo infinito e r for escolhido uniformemente em F a
probabilidade de erro sera nulal Neste caso, entretanto, seréo necessarios infinitos bits aleatérios

parageracéo der!
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Uma versdo deterministica deste algoritmo (de complexidade O(n?)) pode ser obtida
computando-se 2n+1 valores distintos em S. Se para algum k entre estes valores ocorrer Q(k)=0,
pode-se concluir que Q(x) = 0. Como discutido em Motwani& Raghavan[1995], este agoritmo
pode ser implementado em tempo um pouco menor e igua a O(nlog’n), o que é pior do que a
multiplicacdo direta entre P1(X) e P,(x) de complexidade O(nlogn) (viatransformadas de Fourier).

Considere agora a seguinte extensdo do problema anterior onde polindmios com multiplas
varidveis sdo considerados.

Seja Q(Xy, Xo,..., Xn)€ F[X1, Xo,..., X,] um polindmio com miiltiplas varidveis e grau total d° e
S um subconjunto qualquer de F. Espera-se determinar se Q(Xy, Xo,..., X,) = 0, ou sgja, desgja-se
responder se Q(Xy, Xa,..., X0)=0, V' X1, Xa,..., Xn € SCF.

Antes de apresentar um exemplo ilustrando a utilizacdo de polinbmios com multiplas
varidveis, considere a seguinte definicao:

Definicdo I11.2: (Determinante)
SglaM de ordem nxn, uma matriz qualquer sobre F. O determinante de M é definido por:

n

det(M) = ¥ sinal ()] [ M.,

ceS, i=1
onde S, representa o0 conjunto de todas as permutaces ¢ de n elementos e sinal(0)=(-1)', o
expoente t representa 0 nimero de inversdes para se obter ¢ a partir da permutacdo identidade o; =
(1,2,...,,n). Note por exemplo que, se o = (2,3,1) entdo sinal(o) =2 pois:

c=(231 - 321 — ¢ =(123 .

Considere agora 0 seguinte exemplo:

Exemplo I11.1: (Matriz de Vandermonde)
~ Uma matriz de Vandermonde M(Xy, Xs,..., X, ) com n variaveis € definida de maneira que
Mi=x'", parai,j=1.2,...,n. Ou sga

1 % x2 .. x

1 x, x2 ... x7*
M; = o :2 : ’

1 x x° Xt

Pode-se provar neste caso que:
det(M) =TT (% -x,)
j<i
Entretanto, suponha que esta igualdade ndo estgja provada e que se desge verificar a
validade ou néo desta afirmac&o. Em outras palavras, espera-se responder se:

Q%) = det(M) - [ (x —x) =0
j<i
Note que, calcular diretamente 0 determinante da matriz simbdlica M(x, X,..., X,) Seria
proibitivo ja que det(M(X;, Xa,..., Xn)) possui n! parcelas (vide Definicdo 111.2). Por outro lado,
atribuindo-se valores numéricos ay, a,..., &, respectivamente axy, X,,..., X, tem-se que det(M) pode
ser avaliado em tempo O(n°) (vide Golub& L oan[1996]). .

® O grau de um termo qual quer em Q é a soma dos expoentes de suas variaveis. O grau total d serd o maior grau entre
todos 0s seus termos.
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A proposi¢&o seguinte retorna a probabilidade de falha, se Q(x) = O:

Proposicdo | 11.8: (Schwartz-Zipel)

Seja Q(X1, X2,-.y Xn) € F[X1, Xo,..., X] Umafungdo com multiplas varidveis e grau maximo d.
Se S ¢ F € um conjunto finito e &, &,,..., &, € S sdo escolhidos independentemente, de maneira
aleatdria e com distribuic¢do uniforme entdo:

Pr(Q(ay, az,--., a))=0] Q(Xy, Xa,..., Xn) = 0) = d/|]

Prova: (vide Motwani& Raghavan [1995]). o

A Proposicéo 111.8 pode ser utilizada na construcdo de um novo procedimento anadlogo ao
Algoritmo 111.5 para polinbmios com uma Unica variavel. Repeticbes adicionais do algoritmo
tornam a probabilidade de faha arbitrariamente pequena. Se € (probabilidade de falha) é definida a
priori ent&o k = [logysa(1/€) [repeticBes serdo necessérias. Verifique!

O problema da determinacéo das raizes de um polinbmio Q(X1, Xa,..., Xn) pode ser aplicado,
por exemplo, ao problema de emparel hamentos em grafos, como descrito a seguir.

111.4.4.3 - O problema do Emparelhamento Perfeito em Grafos

Esta secdo ilustra a importancia da utilizacdo de polinbmios com multiplas varidveis
(através de técnicas agébricas) na determinacdo da existéncia, exibicdo e enumeracdo de
Emparelhamentos Perfeitos em Grafos.

O problema da determinagdo das raizes do polindmio Q(xy, Xa,..., X,) pode ser utilizado na
determinagdo de emparelhamentos em grafos. Considere inicid mente, a seguinte situagdo onde G é
um grafo bipartido. Um grafo G=(U,V,E) é bipartido se, e somente se, as seguintes condi¢bes forem
satisfeitas: (a) UNV=, e (b) se(i,j)e E implicarem ieU, jeVouieV, jeU. Um emparelhamento
M c E sera qualquer colegdo de arestas de E sem vértices em comum. O emparelhamento M serd
perfeito se todos os vértices de ULV forem extremidade de alguma aresta de M.

Desgja-se responder entdo as seguintes questdes:

a) G admite algum emparelhamento perfeito M (deciséo)?
b) Em caso afirmativo, encontre M ou mostre que M néo existe (localizago).
¢) Quantos emparelhamentos perfeitos existem em G (enumeracéo) ?

Tratemos inicialmente da questéo (a). O grafo G pode ser representado por uma matriz de
adjacéncias A de maneira que: a;=1, se (i,j)e E e g;=0, caso contrario. O exemplo seguinte exibe
um grafo bipartido juntamente com sua matriz A associada:

o O -
= O O
= O O

AV
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Um emparelhamento perfeito em um grafo G=(U,V,E) qualquer pode ser visto como uma
permutacdo de U em V. Neste caso, cada linha e cada coluna, devero conter um Unico elemento
ndo-nulo igual a 1. A Figura ll1.15, apresenta algumas permutacdes com 4 vértices associadas ao
grafo G da Figura I11.14. Note que nem todas as permutacfes correspondem a emparel hamentos
perfeitos (apenas P, e P;). Ao contrério, se G € grafo é completo e bipartido, qualquer permutacéo
define um emparel hamento perfeito.

100 1(Mo o
oot 000 o-[®0 00
tlo@1 1] 7 Flo1(®1

00( 1 00 10

°.=6867) - %:=(6578

1@00 @100

@00 o o |1 00 0
"lo11@] 7 o110 e«

0oo0(@1 00 11

,=(6,58,7) 0,=(5786)

Figuralll.15: Emparelhamentos Perfeitos

A proposicdo seguinte estabelece condigBes necessarias e suficientes para a existéncia de
emparel hamentos perfeitos em grafos bipartidos.

Proposicao I11.9: (Edmonds[1967])
Seja A uma matriz quadrada nxn associada ao grafo G=(U,V,E) obtida da seguinte forma:

BRE (u,v))e E
"0, (u,v)eE

Considere um polindmio Q(Xi1, Xi2,..., Xmn) representando o determinante da matriz
simbolica A. Ent&o, G tem emparel hamento perfeito se, e somente se, det(A) = 0.

Prova: Motwani& Raghavan[1995] °

Pararesponder se det(A) = 0, deve-se determinar um conjunto Se um corpo F sendo Sc F.
O resultado seguinte, conseqliénciaimediata da Proposicéo 111.8, responde esta questéo:

Proposicdo I11.10: Sgja G=(U,V,E) um grafo bipartido qualquer onde |U|=|V|=n. Suponhaque a
matriz A sgja definida como acima e que os valores Xi1, Xio,..., X Sgjam escolhidos de maneira
independente e uniforme sobre o conjunto S={1,2,...,2n} c F (sendo F é um corpo qualquer).
Entéo:
Pr(det(A)=0| det(A) = 0) <1/2 o

A aplicacdo da Proposicéo 111.8 segue diretamente j& que o polindmio det(A) tem grau n e
[9=2n.
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O algoritmo seguinte utiliza as Proposi¢des 111.9 e 111.10, e verifica se um grafo G admite
ou ndo um emparel hamento perfeito com probabilidade de erro inferior a £>0.

Algoritmo I11.6: Verifica se existe emparel hamento

Dados: G=(U,V,E) onde |[U|=|V|=n e&>0.
Inicio
- continua < true;
-k« 1;
- A partir de G, constréi matriz simbdlica A;
- Repita
- Paracada (u;, v;) € E faca
X;j < Escolhe{1,2,3,..,.2n};
- Sedet(A) # 0 entdo
continua « false;
- ke k+1;
- Atéque (k =[log(1/ €)]) ou (continua = false);
Se (continua) entéo
retorna ( N&o existe emparelhamento perfeito);
sendo
retorna (Existe emparelhamento perfeito);
fim;
fim.
Figuralll.16: Verifica se G contém ou ndo empar elhamento perfeito

Note que o Algoritmo 111.6 tem complexidade O(n®) devido ao célculo do determinante
(Golub& Loan[1996]). A determinacdo de um emparelhamento maximo, (que € um problema de
otimizacéo), pode ser obtida em tempo deterministico O(mn*?) onde m=|E| ou O(n?®) para grafos
completos (para maiores detalhes vegja Micali&Vazirani[1980], Vazirani[1994] e Blum[1990])!
Apesar desse resultado aparentemente insatisfatorio, pode-se calcular o determinante, (etapa mais
custosa do Procedimento 111.6), em tempo O(log’n) utilizando-se O(n*°) processadores
(Chistov[1985]).

Tratemos agora da quest&o (b), ou sgja, como determinar um emparelhamento M ¢ E, caso
exista? Devido a grande quantidade de assunto sobre 0 tema omitiremos as provas (para os leitores
interessados vide Motwani & Raghavan[1995]).

Antes de tratar desta questdo considere a seguinte generalizagcdo do teorema de Edmonds
(apresentado na Proposicao 111.9). Analogamente ao teorema de Edmonds, este resultado define
condicdes necessarias e suficientes para saber se um grafo G qualquer (ndo necessariamente
bipartido) possui ou ndo emparel hamento perfeito:

Proposicao I11.11: (Tutte [1947])
Seja A uma matriz quadrada nxn anti-simétrica’. Considere um grafo G=(V,E) qualquer e
uma matriz simbolica A=[ &;] obtida da seguinte forma:

6 Lembre-se que umamatriz A=[a;] de ordem nxn € anti-simétrica se, se e somente se, g;=-a;, Vi,je{1,..,n}. Observe
aindaque ;=0, p/ i=1,..,n.
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%, (U,v)eE ei<]
& =1-X;, (U,v,)egE ei>]
0, (ui,vj)eE

Ent&o, G admite emparel hamento perfeito se, e somente se, det(A) = 0. A matriz A como
definida acima é também conhecida como matriz de Tutte. .

Observe agora que, com o auxilio da Proposicéo I11.11, serd possivel construir um
procedimento andlogo ao Algoritmo I11.6. Neste caso, entretanto, o resultado podera ser aplicado a
um grafo G qual quer, ndo necessariamente bipartido (vide Karp[1991]).

Considere agora 0s seguintes conceitos e defini¢oes da dlgebra linear:

Definicdo I 11.3: (Matriz dos cofatores e matriz adjunta)

Considere B uma matriz quadrada nxn. O cofator A;; associado ao elemento by; da matriz B é
definido por (-1)"'.det(B;;), onde B;; é a submatriz de B obtida ap6s a remogdo da i-ésima linha e j-
ésima coluna. Com estes cofatores, pode-se construir uma outra matriz cof(B)=[4;], denominada
matriz de cofatores. A matriz adjunta (representada por adj(B)) de uma matriz quadrada B seré a
transposta da matriz dos cofatores cof(B). o

Parailustrar os conceitos apresentados acima considere o seguinte exemplo apresentado em
Boldrini et. al.[1984]:

Exemplo I11.2: (Matriz dos cofatores e matriz adjunta)
Considere a seguinte matriz B de ordem 3 e os respectivos cofatores:

2 10
B=|-3 1 4| e An=(—1)1+1(15 4‘:-19, A12=(—1)1+2_13 ;1:19, etc.
1 65
Logo:
Ay, A, Ag) (-19 19 -19 Ay, Ay Ay) (-19 -5 4
cof (B)=| Ay Ap Ap|=| -5 10 -11| e adi(B)=(A, A, Ap|=[ 19 10 -8
Ay Ay Ay 4 -8 5 Ay Ay Ayl |-19 -11 5

E importante lembrar ainda da Algebra Linear que adj(B)=det(B).B* (vide Boldrini et
al.[1984]). Esta propriedade serd utilizada mais adiante.

Novamente, sgja G=(V,E) um grafo quaquer. A idéia centrd na determinacdo de um
emparelhamento perfeito McE € atribuir, convenientemente, pesos as arestas de G de maneira que,
se um emparel hamento perfeito M* de custo minimo for Unico, sera possivel exibir as arestas de um
emparelhamento perfeito M qualquer, computando-se determinantes em paralelo. Antes de
apresentar 0 procedimento para determinacdo de M, considere ainda os seguintes resultados
auxiliares:

Proposicao I11.12; (Isolation Lemma)
Sga (X,9) um par representando um conjunto qualquer X={x,...Xn} € uma familia
D={S,,S,,...,S¢ de subconjuntos de X. Sgaw: X—{1,...,2m} uma funcéo inteira positiva obtida apos
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aatribuicdo de valores 1,2,...,2m (escol hidos de maneira uniforme e independente) aos elementos de
X. Além disso, considere w(S)=23.aW(X) O custo associado a0 subconjunto ScX. Entdo, com
probabilidade maior ou igual a 1/2, existird um nico subconjunto Sde @ de custo minimo. o

Observe que a Proposicao 111.12 pode estar associada ao problema do Emparelhamento
desde que X, represente o conjunto de arestas de G, e @, o conjunto de todos os emparel hamentos
perfeitosem G. Assim, atribuindo-se pesos inteiros variando de 1 a2m as arestas de G, garante-se a
existéncia de um unico emparelhamento perfeito de custo minimo com probabilidade de sucesso
maior ou igual a 50%. Como observado mais adiante, este resultado ser4 fundamental na
determinacdo de um emparelhamento perfeito M em G.

Considere agora a matriz de Tutte A associada a um grafo G qualquer. Além disso,
considere uma matriz B (associada a A) onde x;=2""" e os elementos w(i,j) pertencentes ao
conjunto {1,2,...,2m} sdo escolhidos aleatoriamente de maneira uniforme e independente. Tem-se
entdo a seguinte proposi ¢ao:

Proposicéo 111.13: Suponha que G=(V,E) contenha um Unico emparelhamento perfeito M* de
custo minimo W. Ent&o, pode-se provar que det(B) #0, e a maior poténcia de 2 que divide det(B) €
igual a2?" .

Observe que esta proposicdo auxilia na determinaco de W desde gque se conheca det(B)
(verifique). Finalmente, a proposi¢éo seguinte é a base do procedimento para determinacéo de um
emparelhamento perfeito. Lembre-se que B;; é obtida de B apés a eliminacdo da linha i e coluna j
respectivamente.

Proposicéo 111.14: Sgga M* o unico emparelhamento perfeito de custo minimo W em G. A aresta
(i,j) de E pertence a M* se, e somente se o valor,
det(B; ).2"""
22VV

for impar. .

Com base nestes resultados, tem-se 0 seguinte algoritmo (executado em paralelo) para
determinacdo de um emparel hamento perfeito McE:

Algoritmo I11.7: (Determinacéo de um Emparelhamento Perfeito)
Inicio
1. Leia(G=(V,p));
2. Paratodasasarestas(i,j) de E faca (em pararelo)
compute: W(i,j)e{1,..,2m} aeatériamente e uniformemente;

3. Calcule amatriz de Tutte B fazendo x;=2""", p/ i j=1,...,n;
4. Cdculedet(B);
5. Calcule W de maneira que 2°" represente a maior poténcia de 2 dividindo det(B);
6. Calcule adj(B)=det(B)xB™
7. Paratodasasarestas(i,j) deE faca (em paralelo)
compute: rij= det(B”) .2W(I ,u)/22W;
8. Paratodasasarestas(i,j) deE faca (em paralelo)

Ser;; € impar entdo adicionac(i,j) aM;
9. SeM éemparelhamento perfeito entdo retorna (M)
sendo volta para passo 2.
Fim.
Figuralll.17: Emparelhamento perfeito em paralelo — Las Vegas
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Note no procedimento acima (etapas 6 e 7) que a posicdo (j,i) da matriz adj(B) contém o
elemento A;=(-1)"'det(B;), logo os determinantes det(B;), para i,j=1,...,n sdo determinados
diretamente.

A etapa mais cara computacionalmente neste procedimento é o céculo de B, det(B) e
det(B;;) respectivamente. Entretanto, como observado em Motwani& Raghavan[1995] este trabaho
podera ser implementado em tempo O(log?n) utilizando-se O(n*>°m) processadores. Note ainda, que
a probabilidade de falha pode ser reduzida a zero repetindo-se 0 processo até que um
emparel hamento perfeito tenha sido obtido (método de Las Vegas).

Finamente, na questédo (c), quantos emparelhamentos perfeitos existem em um grafo
bipartido G? Trata-se, na verdade, de um problema de contagem ou enumeracéo.

De maneira geral, se | representa uma instancia de um problema de decisdo 7 € NP (vide
Capitulo 1), pode-se associar um valor #(1)eZ" representando o niimero de provas (ou solugdes)
justificadas polinomialmente a resposta “sim” de 7. Representa-se por #P, a classe dos problemas
de enumeraco associados a problemas de decisdo em NP’. Ainda, um problema de decisio 7 seré
#P-Completo se, e somente se, um problema 7' qualquer em #P puder ser reduzido a 7 em tempo
polinomial.

Como discutido no Capitulo |, um problema de otimizacdo serd tdo dificil quanto seu
problema de decisdo associado e vice-versa. O mesmo ndo ocorre entre problemas de decisio e
enumeracdo. Claramente, um problema de enumeracdo sera tdo dificil quanto sua versio de decisdo
associada. A reciproca, entretanto, ndo é verdadeira. Como observado no item (a), a determinacédo
da existéncia ou ndo de emparelhamentos perfeitos em grafos bipartidos € polinomial. Entretanto, a
menos que P=NP, o problema de enumeragdo correspondente ndo pode ser resolvido
polinomial mente.

Sgja grafo G=(VWU,E) (onde |V|=|U|=n), um grafo bipartido representado por uma matriz
de adjacéncias A de maneira que: a;=1, se (i,j))e E e a;=0, caso contrario. Como observado a
seguir, 0 nimero de emparelhamentos perfeitos em G pode ser representado pelo permanente da
meatriz A, definidalogo a seguir:

Definicdo I 11.4: (Permanente)
Segja A de ordem nxn, uma matriz qualquer sobre F. O permanente de A é definido por:

perm(A) = Z[ﬁ Aamj

ce§,\ i=1
onde S, representa 0 conjunto de todas as permutagdes ¢ de n elementos. .

Pode-se mostrar facilmente que, se #G) representa o niUmero de emparel hamentos perfeitos
em G entéo perm(A(G))=#G). Para mostrar esse resultado basta notar que, em um emparel hamento
perfeito, o nimero de 1's em cada linha e cada coluna, definido pela permutacdo o é igual a um.
Isto significa que, na expressdo do permanente, a parcela correspondente a permutagdo ¢ seraigual
a um (verifique). Observe, por inspecdo, que o exemplo das Figuras 111.14 e 111.15, contém
exatamente 2 permutagdes correspondendo aos 2 Unicos emparel hamentos perfeitos de G.

Como discutido anteriormente, embora a definicdo formal de determinante contenha um
nimero fatorial de termos, pode-se calcular o valor do determinante em tempo O(n®) utilizando
técnicas do tipo decomposicdo LU (Golub&Loan[1996]). Surpreendentemente, apesar da grande
semelhanga existente nas definicbes do permanente e determinante, ndo se conhece nenhum

" A classe #P foi introduzidainicialmente por Valiant[1979],[1982].
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procedimento polinomia para o cdlculo do permanente. Na verdade, o melhor agoritmo para este
problemafoi obtido por Ryser[1963] e tem complexidade exponencial igual ao(n2")!

Devido a grande semelhanca existente nas defini¢des do permanente e determinante, alguns
autores sugerem que o célculo do determinante, possa talvez ser utilizado convenientemente na
determinacdo do permanente. Godsil e Guttman propdem a seguinte relacdo: se A é uma matriz com
coeficientes 0-1, e B € uma matriz obtida atribuindo-se aos coeficientes ndo-nulos de A sina “+” ou
“ de maneira aleatoria e independente. Ent&o E(det’(B))=perm(A).

Como observado em Karp[1991], isto sugere a criagdo de um procedimento de Monte Carlo
baseado na geracdo de n amostras independentes (matrizes B). Apesar de interessante, esta
abordagem ndo funciona bem em certas situacdes. Por exemplo, se A possui n/2 blocos de tamanho
2x2 na diagonal, formados apenas por coeficientes unitarios (sendo os demais elementos iguais a
zero), entdo, cada um dos n/2 blocos ter&o determinante ndo-nulo com probabilidade 1/2. Note que
uma submatriz B, de 1's tem determinante nulo sempre que 0 nimero de sinais positivos (ou
negativos) for par eigua a0 ou 2 (verifique). Da dgebra linear tem-se que 0 determinante de B é
ndo-nulo apenas se os /2 blocos da diagonal tiverem determinante ndo-nulo. E facil ver entdo que
Pr(det’(B))=0)=2"2 Isto implica que aproximadamente 2" repeticdes deverdo ser redizadas até
gue uma das amostras B (geradas al eatoriamente) possua determinante ndo-nul o.

Uma abordagem mais interessante € a utilizac8o algoritmos randémicos polinomiais que
geram solucbes aproximadas. Mais detalhes sobre este assunto podem ser obtidos em
M otwani & Raghavan[1995].

[11.8 - CLASSES DE COMPLEXIDADE

O enunciado de um problema deve conter uma descri¢do formalizada de todos os seus
parémetros e objetos. Contudo, para que um programa de computador resolva um problema é
necessario que qualquer entrada | associada sgja representada convenientemente pela méaguina.
Usualmente sdo utilizados simbolos ou digitos binarios 0,1. De maneira gera, uma codificacio
mapeia um conjunto de objetos abstrados | para uma colecdo de e ementos ou palavras formadas
por um conjunto finito de simbolos 3 também chamado alfabeto. Por exemplo, al$$aal ou aalal
sd0 paavras formadas por elementos de 3={1,a, $}.

Representa-se por X*, o conjunto de todas as palavras, incluindo a palavra vazia e,
construidas a partir dos elementos de Y. Logo, uma linguagem L < 3* é qualquer conjunto de
palavras formadas por simbolos de um alfabeto 3. Em um problema de reconhecimento da
linguagem L deve-se responder se uma palavra qualquer x de 3* pertenceoundoal.

Usualmente, desga-se representar linguagens cujos elementos (ou palavras) satisfacam
certas propriedades definidas a priori. Mais formalmente:

L={xe X*: x satisfaz a propriedade IT}

Os problemas de deciséo por exemplo (discutidos no Capitulo 1), podem ser associados a
linguagens desde que, em sua representacdo, esteja também associado um procedimento sistemético
para decidir se x satisfaz ou ndo a propriedade I, ou seja, desegja-se responder simplesmente se xe
L. Esse procedimento sistematico, ou algoritmo, devera ser formado por uma sequéncia finita de
instrucBes e terminar cedo ou tarde sempre que xe L. Contudo, se xg L o algoritmo podera néo
terminar e entrar em loop indefinidamente. Caso isto ocorra, alinguagem L estara representando um
problema nao-decidivel. Caso contrario, se 0 algoritmo sempre termina Vv xe X*, a linguagem L
representa um problema decidivel.

Um algoritmo A aceita xe{0,1}* se A(X)=1. Em outras palavras, pode-se dizer que o
elemento xe {0,1}*, representando uma instancia do problema de decisdo, satisfaz a propriedade I1.
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Logo, alinguagem L é aceita por A se L={xe{0,1}*: A(X)=1}. O agoritmo A rejeita uma palavra
xe{0,1}* se A(X) = 0. Caso isso ocorra, pode-se afirmar entdo que xg L ou que x ndo satisfaz a
propriedade I'1. Se o algoritmo A aceitaou rejeitaxe {0,1}*, entdo A decide x em {0,1}*.

Definicéo I 11.5: Umalinguagem L € aceita por um algoritmo A em tempo polinomia se, ¥ xe L, A
aceitax em tempo O(|x|“), para k constante. .

Em teoria de complexidade, para se classificar problemas de otimizagdo quanto a seu grau
de dificuldade, observa-se, apenas, sua versdo de decisdo associada. Qualquer problema de deciséo
pode ser tratado, equivalentemente, como um problema de reconhecimento de linguagem. Uma
classe de complexidade pode entdo ser vista como uma cole¢do de linguagens cujo problema de
reconhecimento seja resolvido dentro de limites de tempo ou espago pré-estabelecidos. Se A decide
L em tempo O(2°¥), V¥ xe {0,1}* tem-se a classe EXP (exponencial) dos problemas de deciszo (p(.)
representa um polindmio em |x|). Mais formal mente:

EXP ={Lc{0,1}*: 7 A que decide L em tempo exponencial}

Definicdo | 11.6: Um algoritmo A decide uma linguagem L em tempo polinomial se, e somente se, v
xe {0,1}*, A decide x em tempo O(|x|*), sendo k constante. .

A classe P dos problemas de decisdo, pode ser definida como:
P = {L{0,1}*: 7 A quedecide L em tempo polinomial}

Em outras palavras, uma linguagem L pertence a P se existir um algoritmo A polinomial tal
que A(X)=1ou A(X)=0, V" xe{0,1}*. Note, apartir das defini¢bes acima que P c EXP.

Um algoritmo A verifica xe{0,1}* se existir ye{0,1}* tal que A(xy)=1. A padavray é
chamada certificado de x. O algoritmo A verifica uma linguagem L contida em {0,1}* se: L =
{xe{0,1}*: 7 ye {0,1}* tal que A(x,y)=1}. Se esta verificacdo ocorre em tempo polinomial ent&o:

L ={xe{0,1}*: Fyonde |y=0(x[) tal que A(x,y)=1e ke N}

A classe NP € o conjunto de todas as linguagens verificadas por A em tempo polinomial, ou
sga
NP ={Lc{0,1}*: 7 A que verificaL em tempo polinomial}

Observe que se xg L entdo V' ye{0,1}* tem-se A(x,y) = 0. Associando a linguagem L aum
problema de decisio m em NP, pode-se afirmar equivaentemente que, se neNP entdo o
reconhecimento ou certificado a resposta sim de © serd redizado em tempo polinomial (vide
Capitulo I). Em outras palavras, a classe P consiste de todos os problemas de decisdo resolvidos em
tempo polinomial, e NP, consiste de todos os problemas de decisdo verificados polinomia mente.

Ao associar um problema de decis@o 7 a uma linguagem L, a propriedade IT pode ser
encarada como o enunciado deste problema, e xe{0,1}*, uma instancia deste problema. O problema
do Caixeiro Vigiante (CV) por exemplo, na sua versdo decisdo, pode ser representado da seguinte
forma:

CV = {x= <G,k>: x admite ciclo hamiltoniano de tamanho < k}
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A palavraxe {0,1}*, representa a codificacdo em binario de um grafo valorado qualquer G
juntamente com ke Z°.

De maneira geral, para qualquer classe de complexidade ¥, pode-se definir a classe co-¥
como sendo co-¥ ={L: L° € ¥} (onde L° é complemento de L). Note por exemplo que: co-P, co-
NP e co-EXP sdo exemplos de classes complementares de P, NP e EXP respectivamente. Pode-se
mostrar facilmente que P = co-P e Pc NP co-NP. Entretanto, ndo se sabe se P = NP~ co-NP ou
NP =co-NP.

Se a linguagem L estiver associada a um algoritmo randdmico, outras classes de
complexidade podem ser definidas:

Definicdo I11.7: (Classe RP - Randomized Polinomial time)
A classe RP consiste de todas as linguagens L com um algoritmo randémico A com pior
caso polinomial etal que V' xe{0,1}*, tém-se:

i) xeL = Pr(A(x)=1)>12
i)xgL = PrlAX)=0)=1 .

O quociente 1/2 foi definido arbitrariamente. Observe que, se xgL, a probabilidade do
algoritmo finalizar com uma resposta incorreta, ou sgja, A(X) = 1 € nula. Contudo, se xeL o
algoritmo retorna uma resposta correta (neste caso, A(x) = 1) com probabilidade de acerto maior ou
igual a1/2.

Considere, por exemplo, o problema da multiplicacdo de matrizes (decisdo) estudado na
Secéo 111.4.4.1 representado por MULT={x = <AB,C>: AB # C} onde x = <AB,C> ¢ {0,1}*
representa a codificagdo (em bindrio) das matrizes A, B e C respectivamente. Neste caso, a
propriedade IT é valida apenas se AB = C. Assim, apds a primeira iteracdo do procedimento I11.4
tem-se que: se AB # C (ou sgia, se xel) entdo Pr(ABz = Cz) > 1/2 para algum ze{0,1}" (ou sgja,
Pr(A(X)=1) >1/2). Analogamente, se AB=C (ou sgja, se xgL) entdo Pr(ABz = C2) =1, V ze{0,1}"
(ou sga, Pr(A(x)=0)=1). Logo, dadefinicdo 111.7 conclui-se que MULTe RP.

Considere agora a seguinte definicéo de co-RP:

Definicdo | 11.8: (Classe co-RP - Randomized Polinomial time)
A classe RP consiste de todas as linguagens L com um algoritmo randémico A com pior
caso polinomial etal que V' xe{0,1}*, tém-se:

YxelL = Pr(AX)=1) =1
ii)xg L = Pr(Ax) = 0) >1/2. o

Analogamente, sgja MULT® o complemento do problema MULT (discutido acima), pode-
se mostrar entdo que MULT® = {x = <A,B,C>: AB = C}e co-RP (verifique). Problemas de decisio
em RP ou co-RP sdo conhecidos, equivalentemente, como problemas com erro unilateral (one-
sided error).

Como discutido anteriormente, se A € um agoritmo randémico para um problema de
decisdo pertencente a RP ou co-RP, repeticOes adicionais de A reduzem a probabilidade de faha
exponencialmente. Se >0 é a probabilidade de erro (definida na entrada de dados), e 1/2,¢
representa a probabilidade de falha de A apés k passos, espera-se entdo que 1/2“<e. Assim, se k=
[log(1/€) | repeticBes forem realizadas a probabilidade de erro serainferior ace.
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Definicdo | 11.9: (Classe ZPP - Zero-error Probabilistic Polynomial time)
A classe ZPP representa a classe de todas as linguagens cujo algoritmo de Las Vegas
associado tem tempo esperado de processamento polinomial. °

Equivalentemente, um problema de decisdo © pertence a ZPP se, e somente se, existir um
algoritmo randémico A com pior caso polinomial tal que Pr(A(X) = 1) = 1sexe L e Pr(A(X) = 0) =
1, sexg L,V xe{0,1}*. Os problemas pertencentes a essa classe tem erro-nulo (zero-sided error).

Os problemas da Coloracgo de Conjuntos, Ordenacdo e Geracdo de OrientacBes Aciclicas
em Grafos (vistos na secdo 111.3), embora ndo segjam problemas de decisdo, sGo exemplos de
problemas pertencentes a ZPP ja que possuem tempo esperado polinomial. A proposi¢cdo seguinte
estabel ece a relacao existente entre as classes ZPP,RP e co-RP:

Proposicao I 11.15: ZPP = RPN co-RP.

Prova: E f&cil ver que, se umalinguagem L qualquer pertence a classe ZPP entZo L pertence aRP e
co-RP smultaneamente. Logo, ZPP < RP~ co-RP.

Considere agora uma linguagem L qualquer pertencente a RP~ co-RP. Sgjam A; e A, dois
algoritmos com pior caso polinomial tais que: se xeL entdo Pr(Ai(X) = 1)>1/2 e Pr(Ax(X) = 1)=1.
Além disso, se xg L entdo Pr(Ay(x) = 0) =1 e Pr(Ax(X) = 0) > 1/2. Note que isto € sempre possivel
jaque L pertence a RP e co-RP simultaneamente. Um novo algoritmo A pode ser obtido da seguinte
forma:

Algoritmo A: (Mostraque Le ZPP)
Inicio
Leiaxe{0,1};
Repita
Se Ai(X) = 1 entdo retorna“sim’
senéo
Se Ay(x) = 0 entdo retorna“ ndo”
Atéretornar “sm’ ou “nao’”;
fim.

A idéia da prova consiste em mostrar simplesmente que o agoritmo A acima decide L em
tempo esperado polinomial. Note inicidmente que, se Ay(X)=1 entdo xeL. Caso contrario, se xzL
tem-se A;(X)=0, pois Pr(A.(x)=0)=1 sempre que x ndo pertencer aL (lembre-se que L € RP). Por
outro lado, se A1(X)=0 a string X pode ou ndo pertencer a L.

Novamente, se Ay(X)=0 entdo xgL. Caso contrério, se xeL tem-se Ay(X)=1, pois
Pr(Ax(X)=1)=1 sempre que x pertencer a L (lembre-se que L € aco-RP). Se A;(x)=1 entdo a string
X pode ou ndo pertencer a L.

Observe que 0 processo € repetido até que A retorne “sim” ou “ndo”. Assim, se xeL € fécil
ver que Pr(A(X)=1)=Pr(Ai(x)=1)=1/2 e Pr(A(x)=0)=(1- Pr(Ai(X)=1)).Pr(Ax(x)=0)=0 (como xeL
entdo Pr(Ax(x)=0)=0). Resumindo, se xe L entdo Pr(A(X)=1)=>1/2.

Se xgL entdo Pr(A(X)=0)=Pr(Ax(X)=0)>1/2. Note neste caso que, como xgL entdo
Pr(Ai(x)=0)=1.

Finamente, em uma dada iteracdo do agoritmo A tem-se “sim’ ou “ndo” com
probabilidade maior ou igual a 1/2 (probabilidade de sucesso). O nimero de repeticdes pode ser
representado convenientemente por uma varidvel aeatéria com distribuicdo geométrica e
probabilidade de sucesso 1/2, e, consequentemente, com valor esperado 2. Como A; e A, s&0
polinomiais segue que o agoritmo randdémico A tem tempo esperado polinomia. Mostrou-se
portanto que ZPP < RPN co-RP e RPn co-RPcZPP, ou sgja, ZPP = RPN co-RP. .
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Considere agora a seguinte defini¢do:

Definicdo 111.10: (Classe BPP - Bounded-error Probabilistic Polynomial time)
A classe BPP consiste de todas as linguagens L com um agoritmo randémico A cujo pior
caso sgja polinomial . Além disso, V' xe {0,1}*, obtém-se:

)xe L = Pr(A(x) = 1) >3/4
i) xe L = Pr(A(X) = 0) >3/4 .

Para exemplificar esta definicdo, considere novamente o problema do Corte Minimo em
Grafos (estudado na se¢éo 111.4.2).

Exemplo 111.3: (Corte Minimo — BPP)

Sgja G um grafo qualquer com peso positivo nas arestas, e K, um inteiro positivo. Desgja-se
responder se o Corte Minimo em G tem valor CM exatamente igual a K. Sempre que isto ocorrer
diz-se que x=<G, K>€L, ou sga, que x satisfaz a propriedade IT (neste caso, representada por
CM=K). Sgjak, uma solucdo do problema do Corte Minimo gerada ap0s sucessivas repeticdes do
método de Monte Carlo com probabilidade de sucesso maior ou igua a 3/4 (vide secéo 111.4.2).
Considere agora 0 seguinte algoritmo:

Algoritmo I11.8.: Corte-Minimo-BPP
Dados: Grafo G ¢/ peso positivo nas arestase Ke Z*

Inicio
- k « Valor do Corte Minimo(Monte Carlo) c/ probab. de sucesso > 3/4;
- Se K=k ent&o retorna (CM=K)
sendo retorna (CM = K).
fim.

Figuralll.18: Corte M inimo-BPP

Observe neste caso que, se xe L, ou sgja, se 0 corte minimo CM é de fato igual aK entéo o
Algoritmo 111.8 aceita x com probabilidade maior ou igual a 3/4 (Pr(K=K) > 3/4). Por outro lado, se
xZ L, ou sga, se CM < K entdo o Algoritmo 111.8 rejeita x com probabilidade maior ou igual a 3/4.
Assim, Pr(K= k) > 3/4. Se CM>K, o agoritmo I11.8 sempre rejeita x, ja que a solugdo k nunca sera
inferior a K. Logo, da Defini¢gdo 111.10 conclui-se que o problema do Corte-Minimo em Grafos
pertence a BPP. .

Considere agora a seguinte questdo: dados € > 0, e um agoritmo randémico polinomial A
para uma linguagem L pertencente a BPP, quantas repeticdes de A deverdo ser executadas até que
se tenha uma probabilidade de falha inferior a €? Da definicdo de BPP, tem-se que, se XL entdo
Pr(A(X)=1)>3/4. Caso contrario, se xg L entdo Pr(A(x)=0)>3/4. As duas situages representam a
probabilidade de sucesso (sempre maior ou igual a 3/4). Observe agora gque repeticdes adicionais de
A incrementam a probabilidade de sucesso. Assim, espera-se que k repeticdes sgjam realizadas de
maneira que Pr(A(X)=1)> 1-e¢ (se xe L) ou Pr(A(X)=0)> 1-¢ (se xg L). Considere entdo o
Algoritmo 111.9 descrito logo a seguir. As varidveis NO e N1 contam, respectivamente, 0 nimero de
0's (rgjeicles) e 1's (aceitacOes) de xe {0,1}*. A atribuicdo dada a k (nUmero de repeticbes) serd
discutida mais adiante.
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Algoritmo I11.9: Reconhece L em BPP.

Dados: x€{0,1}*, Le BPP e&£>0.
Inicio
- Leia(x);
- NO «-0; N1«-0;
- Repita
Se A(X)=0 entdo NO « NO+1,
sendo N1l N1+1;
- Atéque k>/8|In 2¢ [,
Se NO > N1 entdo retorna (‘0’)
sendo retorna (‘1');
Fim.
Figuralll.19: Incremento da probabilidade de sucesso.

Observe que, se xg L, o Algoritmo 111.9 retorna ‘0’ apenas quando o nimero de sucessos
(rejeicdes) for maior ou igual a 50% (ou sga, se NO > N1). Por outro lado, se xeL o agoritmo
retorna‘1l’ sempre que N1 > NO. Para evitar conflito na escolha de “0” ou “1” (que ocorre quando
N21=NO) basta executar o procedimento um nimero impar de vezes.

O exemplo seguinte ilustra que, quanto maior 0 nimero de repetic¢des do algoritmo, maior a
probabilidade de sucesso.

Exemplo I11.4: (NUmero de repeticdes no Algoritmo 111.9)

Considere L uma linguagem qual quer pertencente a BPP. Suponha que x pertencaal e que
3 repeticdes do Algoritmo 111.9 sejam realizadas. Neste caso, o algoritmo retorna“1”, apenas se, em
3 repeticdes, 0 numero de aceitacbes (A(X)=1) for maior que o de rejeicdes (A(X)=0). O nimero de
sucessos (aceitagdes) pode ser representado convenientemente por uma variavel aeatoria com
distribuicdo binomial (vide Capitulo I1). Assim:

3)(3Y 3)\(3Y
Pr(Alg. I11.9retorna"l") = 3 (L + 3 =£+£=%EO,8437
24 )14 3/l 4 64 64 64

Por outro lado, se 5 repeticdes forem realizadas ent&o:

5 3 2 5 4 5 5
Pr(Alg.ll1.9retorna"1") = 3 (2 + 3 (L + 3 = 270 + 405 + 243 = 963 =0,9404
3/\4)|4 4\4)\4 54 1024 1024 1024 1024

Observe que, a medida que o nimero k de repeticdes aumenta, entdo Pr(Alg. I111.9 retorna
“1") se aproxima de 1 sempre que x pertencer a L. O mesmo raciocinio pode ser aplicado quando
xgL. °

Para determinar o valor k tal que a probabilidade de sucesso sgja superior a 1-g, considere,
sem perda de generalidade, que X pertenca a L. Neste caso, obtém-se sucesso sempre que A(X)=1.
Sgjar o nimero de eventos A(X)=1 (sucessos) obtidos em k repeticdes do algoritmo. O total de
sucessos pode ser modelado convenientemente por uma varidvel aleatéria com distribuicdo
binomial como descrito a seguir. Se r<k/2 entdo:

k/2-r
Pr(A(x) =1, r vezesemk tentativas)= (I: ](3/ 4) (/4" < (ir( }3/4), @4y ((:13//2))“2' - (': }3/16)"’2
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Seja Y um evento que ocorre sempre que A aceitar x mais do que [k/2 /vezes . Assim:

|k/2] 3 ki2|k/2] Kk
Pr(Y)=1- Y Pr(A(X) =1 r vezesemk tentativas) 21_(16) Y (r)
r=0 r=0

Do binémio de Newton tem-se que, paraa e b inteiros positivos:

k k k
(a+b)* =(0}ak.b° +(1)ak‘1b+ ...+(k)a0bk

Fazendo-se a=b=1, e dividindo ambos os lados da igualdade por 2 conclui-se que:

=3

Logo, substituindo esta tltima igualdade em Pr(Y):

k2]
Pr(Y)=1- Y Pr(A(x) =1 r vezesemk tentativas) >1— (3/16)*/22"*

r=0

A constante k deve ser escolhida de maneira que: 1-(3/16)922<*

simplificagBes conclui-se que:

> 1-e. ApGs as devidas

(3/16)¥22" <e = (3/42%)¥22"'<e = (B/4"?2'<e = @/ ?*<2e

Ou ainda
2in@e)| _ |5 21In2e)]|

k> >
In(3/4) 1/4

k>8|In(2¢) |

Portanto, k = /8|In 2¢| | repeticdes do Algoritmo 111.9 serdo suficientes para se garantir
uma probabilidade de sucesso superior a 1-¢.

A classe PP, definidalogo a seguir engloba a classe BPP:

Definicdo | 11.11: (Classe PP - Probabilistic Polynomial time)
A classe PP consiste de todas as linguagens L com um agoritmo randémico A cujo pior
caso sgja polinomial . Além disso, V' xe{0,1}*, obtém-se:

YxeL = Pr(AX)=1)>1/2
ii)xg L = Pr(A(X)=0)> 1/2 o

Umalinguagem L tem erro bilateral se pertencer a PP ou BPP.

Considere L uma linguagem qualquer pertencente a PP. Suponha, sem perda de
generalidade, que o Algoritmo 111.9 sgja utilizado novamente no reconhecimento de xe{0,1}*.
Quantas repeticoes k do procedimento deverdo ser realizadas para se garantir uma probabilidade de
sucesso superior al-e? Demaneiragera, seLe PP e 8> 0 entdo:
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)xeL = PrAX)=1) =212+
i)xgL = PrlAX)=0)>12+

Note que se Le BPP entdo f=1/4.

Repetindo-se 0s mesmos passos utilizados acima pode-se mostrar que o numero total de
repeticdes k (no Algoritmo 111.9) ser&
2|In(2e) |

4B%

Observe que o nimero de repeticdes no procedimento sera polinomia se =0(1/p(|X|)),
onde p(|x|) representa um polinomio qualquer no tamanho de da string x. Entretanto, se L € uma
linguagem pertencente a PP, pode-se escolher f=0(1/2"™), o que torna o nimero de repeticdes k
exponencial (verifique)!! Em outras palavras, pode-se dizer um problema de decisdo = € BPP, se 0
nimero de repeticdes for polinomial na geracdo de uma solugdo com erro inferior ae >0. Se 0
nuimero de repeticdes for exponencial entdo € PP.

As seguites proposicdes sdo verdadeiras. P < ZPP, NP < PP, RPu co-RP < BPP, RP ¢
NP, co-RP < co-NP, BPP ¢ PP e NPuU co-NP < PP (vga Figura 111.20). Para maiores detalhes
sobre o assunto consulte Welsh [1983], Papadimitriou[1994], E. Waisbard, G. Weiss[1993].

k>

Figuralll.20: Classes de Complexidade

Alguns problemas em aberto sdo listados a seguir: P=NP, NP=co-NP, RP = co-RP, BPP ¢
NP, RPc NPco-NP.
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