Capitulo |1

Topicosem Teoria de Probabilidade

“Como podemos falar em leis do acaso?
Nao seria 0 acaso uma antitese da lei ?”
Bertrand Russel

[1.1- INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentados alguns dos conceitos e ferramentas necessarios a
compreensdo dos agoritmos randdémicos. Sera dada uma atencdo especial ao estudo das
variaveis deatOrias discretas. A méaguina RAM probabilistica ou maquina de Turing
probabilistica, analogamente aos modelos deterministicos, trabalham apenas com valores
inteiros. Assim, o valor da solucdo gerada e o tempo de processamento sdo quantidades
enumeraveis e podem ser representados convenientemente por variaveis aleatérias discretas.

Um espaco de probabilidade consiste de um conjunto (possivelmente infinito) de
resultados de um experimento, cada um com uma probabilidade de ocorréncia associada. Mais
formalmente, um espaco de probabilidade sera definido em termos de um espago amostral com
uma estrutura algébrica (dgebra ou c-dlgebra) e uma medida de probabilidade imposta sobre
este espaco. A partir destes conceitos define-se probabilidade condicional, eventos
independentes, variaveis aleatdrias discretas e as principais distribuicdes de probabilidade
associadas.

Maiores detal hes sobre os resultados aqui apresentados (definicdes, demonstracdes, etc)
podem ser encontrados em Meyer[1983] ou James[1981].

[1.2- ESPACO DE PROBABILIDADE

A0 executar um experimento, especificase ndo somente o procedimento a ser
realizado, mas também, aquilo que se desgja observar. Define-se entdo um espaco amostral (2
como sendo o conjunto de todos os resultados possiveis de um dado experimento. Um
subconjunto A ¢ Q2 sera chamado evento. Se A contiver apenas um elemento entdo A serd
chamado evento elementar. Como exemplo, considere o seguinte experimento: jogar um dado e
observar o resultado. Neste caso, o conjunto Q = {1,2,3,4,5,6} representard o espaco amostral
associado aos possiveis resultados do experimento e os subconjuntos A1 = {2,4,6} e A2 =
{1,3,5} sdo eventos indicando o subconjunto dos nUmeros pares e impares respectivamente.
Além disso, cada um dos valores de €2 representam eventos el ementares.

Na redizacdo de um experimento deve-se determinar, em algumas situacfes, se 0s
objetos envolvidos no experimento sdo equilibrados ou viciados. Por exemplo, uma moeda ou
dado podem estar viciados se algum de seus eventos elementares ocorrer com maior
probabilidade em relacdo aos demais. Caso contrario, se 0s resultados do experimento ocorrem
com mesma fregiiéncia os objetos estardo equilibrados.
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E comum considerar situagdes onde o espaco amostral 2 é apenas finito ou enumeravel
(pode-se ter também Q2 infinito e ndo-enumeravel). Um conjunto X sera enumeravel quando for
finito ou quando existir uma bijecdo f:N—X (onde N={1,2,3..} representa o conjunto dos
nimeros naturais). Quando existir a bijecdo e X for infinito entdo X serd chamado infinito
enumeravel. Representa-se por 29, o conjunto de todas as partes de Q. As vezes pode ser
interessante apenas a geragdo de uma subcolegdo de eventos distintos de 2. Entretanto, nem
todas as possiveis subcolegdes de 2° conduzem a um espaco de probabilidade bem definido
(Jameg[1981]). A definicdo de algebra (ou c-algebra) apresentada a seguir ird determinar que
tipo de subcolegdes de 2 conduziréio a uma caracterizagdo precisa de espaco de probabilidade.

Definicdo 11.1: (Algebra)
Seja ¥ uma colegdo de subconjuntos de 2 ndo vazio. Diz-se que ¥ define uma algebra
de subconjuntos de €2 se os seguintes axiomas forem satisfeitos:

() QeV¥
(i) SeAe Pentdo A° e ¥ (onde A° é o conjunto complementar de A em relagéo a £2).
(iif) Se Ae ¥ eBe ¥ entdo AUBe Y. .

As propriedades basicas e intuitivas acima (conceitos primitivos) seréo essenciais ao
desenvolvimento da teoria do célculo de probabilidades. Para exemplificdlas considere um
espaco amostral 2 com 4 elementos.

Exemplo 11.1: (Algebra)
Seja 2° o conjunto de todas as partes de 2={0,1,2,3} e duas subcolegdes ¥1 e ¥2 como
descritas a seguir:

2% = {@; {0}; {1}; {2} {3); {0.1}; {0.2}; {03}; {1.2}: {13} {23}; {012} {013}
{1.2,3};{0,1,2,3}}
w2 = {@:{0}: {1}; {0.1}; {1,3}: {23} {023}; {12.3}: {0,123}

Note que a subcolecdo V1 define uma agebra de conjuntos ja que as propriedades (i),
(i) e (iii) se verificam. Ao contrério, a subcolegdo ¥2 ndo define uma égebra ja que o
complementar de {1,3} ndo pertence a Y2 .

Se ¥ é uma dagebra de subconjuntos de Q entdo as seguintes propriedades sdo
satisfeitas:
Pl) De ¥,
P2) Sgjam A, A,,.., A, € ¥ e n=>0uminteiro qualquer. Entdo OAG Wy eﬁAqu.
i=1 i=1

P3) Se Ae ¥ e Be ¥ entdo A-Be ¥ (onde A-B=ANB°).

As propriedades P1, P2 e P3, cujas demonstracfes sdo deixadas como exercicio,
decorrem diretamente da definicdo de dgebra.

Definicdo I1.2: (c-algebra)

Seja ¥ uma colegdo de subconjuntos de €2 ndo-vazio. Entdo ¥ define uma c-adlgebra de
subconjuntos de 2 se, além das propriedades (i) e (ii) a propriedade (iv) descrita abaixo
também for satisfeita, ou sgja

iv) Se A e ¥, parai=12,... entdo OAG‘P' .

i=1
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Sgja ¥ uma c-agebra de subconjuntos de 2. A propriedade seguinte (decorrente de (i),
(if) e (iv)) garante que aintersecdo enumeravel de eventos de ¥ também pertence a Y.

P4) Se A e ¥, parai=1.2,.. entdo ﬁAe\{t-

De maneira geral, uma c-agebra é fechada® para uma quantidade enumeravel de
aplicagOes das operagdes unido, intersecdo e complementar.
Uma vez definida uma dlgebra (ou c-agebra) sobre Q pode-se definir agora uma
medida de probabilidade sobre V.

Definicéo I1.3: (Medida de probabilidade)

Considere uma funcdo Pr(.) definida em uma dgebra ¥ satisfazendo os seguintes
postulados ou axiomas (K olmogorov[1933]):

a) Pr(A) 20, VAe Y.

b) Pr(©)=1.

c) (aditividade-finita) Se A,A,,..,A € ¥ sdo mutuamente exclusivos (i.e. AnA =@,

Vi j)entao:
Pr(LJA]=iPr(A>

Note que Pr:¥—[0,1]. Diz-se neste caso que Pr(.) define uma medida de
probabilidade sobre ¥ ou simplesmente uma probabilidade em V.

Caso 0 numero de eventos em ¥ sgja infinito e ¥ defina uma c-agebra com eventos
mutuamente exclusivos pode-se substituir (c) pelo seguinte axioma:

¢') (c-aditividade) pr(OA )z S Pr(A)- .

i=1

Seja Pr(.) uma medida de probabilidade imposta sobre uma c-algebra y. Se Ae ¥ as
seguintes propriedades sdo satisfeitas:

P5) Pr(A%) =1-Pr(A) . Note, como conseqiiénciaque Pr(@) =1- Pr(Q) .
P6) 0 <Pr(A) <1

P7) A c A, = Pr(A) < Pr(A,).

P8) pr(o A) < zn“ Pr(A). P/ dgum ninteiro positivo.

i=1

) Pr(CJA)siP«A)-

A demonstracdo das propriedades P5,..,P9 (deixadas como exercicio) decorrem
diretamente dos axiomas acima (definic¢do 11.3).
Tem-se ent&o a seguinte defini¢do de espaco de probabilidade:

Definicdo I1.4: (Espago de probabilidade)
Otrio (€2, y, Pr(.)) define um espaco de probabilidade se e somente se:

! Um conjunto X é fechado sobre uma operagéo ® seesomentesea®be X,V a be X.
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(a) Q for um espago amostral ndo-vazio.
(b) w € umac-agebra de subconjuntos de €.
(c) Pr(.) €umamedida de probabilidade em . .

Os conceitos e definicOes apresentados nas secbes seguintes relacionam eventos e
probabilidades de um espago de probabilidade:

[1.3- PROBABILIDADE CONDICIONAL

Nesta secdo, discute-se algumas das relagOes existentes entre os eventos de um dado
experimento. Define-se probabilidade condicional e formula de Bayes.

Em determinadas situagdes, € possivel que se tenha um conhecimento prévio de alguns
dos eventos associados a um experimento. Por exemplo, suponha que duas moedas equilibradas
sejam jogadas e que o resultado obtido seja observado. O espago amostral associado a este
experimento sera Q = {KK, CK, KC, CC} onde K e C representam cara e coroa
respectivamente. Suponha, entretanto, que se desegje determinar a probabilidade de duas caras
ocorrerem sabendo que pelo menos uma cara tenha ocorrido. Neste caso, esta informagéo
adiciona (garantindo a existéncia de pelo menos uma cara), exclui a possibilidade de 2 coroas,
reduzindo portanto, o conjunto dos resultados observaveis no experimento. Para responder
perguntas deste tipo faz-se uso da defini¢éo de probabilidade condicional .

Definicdo I1.5: (Probabilidade condicional)
Sga (€2, y, Pr(.)) um espago de probabilidade. Se Be y e Pr(B)>0, a probabilidade
condicional de A dado B é definida por:

Pr(An B)
Pr(B)

Pr(AB) = Ac . .

No exemplo acima, pode-se fazer A = {KK} (duas caras ocorrem) e B = {KK, KC, CK}
(pelo menos uma cara ocorre). Assim, conclui-se diretamente que Pr(A|B) = (1/4)/(3/4) = 1/3.

Como observado a seguir, o conceito de probabilidade condicional podera ser Gtil na
determinacdo da probabilidade de intersecdo de 2 ou mais eventos.

Proposicéo P10: (TeoremadaMultiplicagéo ou Probabilidade composta)
Considere (£2, v, Pr) um espaco de probabilidade. Além disso, sgjan € inteiro positivo
eA,A,,... A Y. Entdo:

Pr(ANAN..NA)=Pr(A).Pr(A|A)P(ATANA)...P(A TAN..NA) b

Exemplo |1.2: (Probabilidade Composta)

Para exemplificar uma aplicacdo da propriedade P10 considere que 3 cartas de um
baralho devam ser selecionadas sem reposicdo. Qual a probabilidade que exatamente 3 reis
sejam retirados? Para resolver este problema considere Ai 0 evento “tirar um rei na i-ésima
remocdo”. Se A representa o evento “tirar 3 reis’, tem-se que A = AinAc~As. Utilizando a
formula de probabilidade composta conclui-se que: pr(A)=Pr(A).Pr(A, | A).Pr(A [(A N A) =

(4/52) .(3/51).(2/50) = 1/5525. O que ocorre se as cartas forem sel ecionadas com reposicao? o

Em determinadas situacdes deseja-se particionar 0 espagco amostral em um subconjunto
enumerével de eventos:
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Definicéo 11.6: (Particéo)

Sga A,A,... um conjunto enumeravel de eventos pertencentes a y. Os eventos
A, A,,... definem uma particéo do espago amostral €2, quando:

A)ANA=0,Viz]j.

b) Ua =0 .

Para todo evento Bey, tem-se B={J(BnA) (vide Figura 11.1). Como os A’s sdo
disuntos entdo B~ A também serdo disjuntos e:

Pr(B) = X, Pr(BN A) = Y. Pr(A).PI(B | A)

Figurall.1: Parti¢&0 de um espaco amostral

Mais formal mente, tem-se a seguinte proposi¢ao:

Proposicdo P11: (Probabilidade absoluta)
Sgja (2, v, Pr(.)) um espago de probabilidade. Se a sequiéncia enumeravel de eventos
aeatorios A, A,,... (pertencentes a y) formar uma particéo de 2 entdo:

Pr(B) =iPr(A).Pr(B|A), vV Be V. .

Este tipo de resultado € interessante quando a probabilidade de um evento Be w néo for
diretamente determinada. Neste caso, a probabilidade de B € obtida em funcéo de eventos com
probabilidade conhecida.

Exemplo I1.3: (Probabilidade Absoluta)

Parailustrar este resultado suponha que, em um lote de 100 pegas, 20 sejam defeituosas
e 80 sgjam ndo defeituosas. Desgja-se retirar 2 pecas em seguida e sem reposicdo. Qual a
probabilidade da segunda peca ser defeituosa? Para resolver este problema considere os
seguintes eventos A={a primeira peca € defeituosa } e B={a segunda peca é defeituosa}.
Utilizando a férmula da probabilidade absol uta tem-se:

+

Pr(B) = Pr(B| A).Pr(A) + Pr(B | A%).Pr(A%) =

8l
gl
©|r\3
©lo
[N
gl

Considere agora 0 seguinte resultado. Da expressdo de probabilidade condicional
(Definicéo 11.5) tem-se que:
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Pr(A/B) = m, Ac¥.
Pr(B)

De maneira andloga, pode-se concluir que Pr(AnB)=Pr(B|A).Pr(A). Além disso, da
expressio de probabilidade absoluta: Pr(B)=Pr(B|A).Pr(A)+Pr(B|A%).Pr(A°). Substituindo
Pr(AnB) e Pr(B) na expresséo de probabilidade condicional chega-se a seguinte igualdade,
também conhecida como formula de Bayes:

Pr(A|B)= Pr(B | A).Pr(A)
Pr(B | A).Pr(A) + Pr(B | A°).Pr(A°)

O exemplo seguinte ilustra uma aplicacdo da férmula de Bayes:

Exemplo I1.4: (Formula de Bayes)

Considere duas moedas onde uma € equilibrada e outra é viciada. A moeda viciada
sempre retorna cara. Neste experimento uma moeda sera selecionada aeatériamente e jogada
duas vezes. Desgja-se saber qual a probabilidade da moeda selecionada ser viciada sempre que
forem observadas duas caras. Suponha que 3 eventos sgjam considerados ao final deste
experimento: A = {uma moeda viciada € selecionada}, A°={uma moeda equilibrada é
selecionada} e B = {duas caras s80 observadas} . Assim, aplicando-se diretamente a formula de
Bayes tem-se:

Pr(A|B)= Pr(8 | A).Pr(A) _ 1.(1/2) _4
Pr(B| A).Pr(A) + Pr(B| A°).Pr(A%) 1.(1/2)+@/4).1/2) 5

Logo, a probabilidade que uma moeda viciada seja retirada, caso duas caras sgjam
observadas, serdigua a 80%. o

Suponha que os eventos Az, A2,... (pertencentes a ) definam uma particéo de 2 e Be
Q sejaum evento qualquer. De maneira geral, aférmula de Bayes pode ser representada atraves
da seguinte expressdo:
Pr(A)-Pr(B| A)
Pr(A |B)=
(A18) > Pr(A).Pr(B| A)
i

A férmula de Bayes é (til quando as probabilidades de cada um dos eventos A e as
probabilidades de B dado A (p/ i=1,2,...) s80 conhecidas sem que se conheca diretamente a
probabilidade do evento B.

I1.4 - INDEPENDENCIA ENTRE EVENTOS

E comum situagBes onde dois ou mais eventos associados a um experimento ocorram
independentemente um do outro. Neste caso, a ocorréncia ou ndo de um evento qualquer B ndo
ira influenciar na ocorréncia ou ndo de outro evento A. Formalmente, considere a seguinte
definicdo de eventos independentes:

Definicdo I1.7: (Eventos Independentes)
Seja (22, y, Pr()) um espaco de probabilidade. Dois eventos aeatérios A e B
pertencentes a y sdo independentes se e somente se pr(An B) = Pr(A).Pr(B). Em outras palavras,

se Pr(A) =0 entdo Pr(B|A) = Pr(B). o
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Exemplo I1.5: (Independéncia entre eventos)

Suponha que um dado equilibrado seja jogado 2 vezes consecutivas. Considere que 0s
seguintes eventos estejam associados a este experimento:

A= {o primeiro dado retorna par}
B = {0 segundo dado retorna 5 ou 6}

Se x ey representam os valores obtidos no primeiro e segundo dados respectivamente
entdo Q = {(x,y): 1=x<6 e 1<y<6}. E f&cil ver neste caso que: Pr(A) = 18/36 =1/2 e Pr(B) =
12/36 =1/3. Ainda Pr(AnB) = 6/36 = 1/6. Segue entdo que Pr(AnB) = Pr(A).Pr(B) = 1/6.
Conclui-se portanto que A e B sdo eventos independentes. Note ainda que Pr(B|A) = 12/36 =
1/3, ou sga, Pr(B|A) = Pr(B) = 1/3 (a ocorréncia do evento A ndo influencia em nada a
probabilidade de B). o

Definicéo I1.8: (Eventos dois-a-dois independentes)
Uma colecdo de eventos A1, A2, A3,...,An pertencentes a um espaco amostral 2 é dita
dois-a-dois independente se e somente se Pr(AinAj) = Pr(A).Pr(A), V1<i<j<n.

Definicdo I1.9: (Eventos mutuamente independentes)

Uma colecdo de eventos A1, A2, A3,..,An contidos em um espago amostral Q é
mutuamente independente (ou simplesmente independente) se, e somente se, para qualquer
subcolecdo A ,A ..., A (onde 2 < k < n e 1<i, <i, <...<i, <n) a seguinte igualdade for
satisfeita:

Pr(A, N A N..0A)=Pr(A).Pr(A)..Pr(A ). o

Obviamente, se uma colecdo de eventos é mutuamente independente, ela sera também
dois-a-dois independente, entretanto, a reciproca ndo € verdadeira como pode ser observado no
exemplo seguinte:

Exemplo I1.6: (Independéncia entre eventos)
Para ilustrar os conceitos acima considere 0 experimento onde duas moedas
equilibradas sdo jogadas e 3 eventos distintos sdo observados.

A1={aprimeiramoeda é cara},
A2 = {asegunda moeda é cara},
A3 = {as duas moedas sdo distintas} .

E fécil ver que Pr(A1) = Pr(A2) = Pr(As) = 1/2, Pr(A1~A2) = Pr(A1).Pr(A2), Pr(A1~As)
= Pr(A1). Pr(A3) e Pr(A2~nA3) = Pr(A2).Pr(A3s) sendo portanto dois-a-dois independentes.
Entretanto, Pr(Ai~A2~A3) # Pr(A1).Pr(A2).Pr(A3). Note que, Pr(Ai~rA2~A3) = 0 e
Pr(Ax).Pr(A2).Pr(A3s) = 1/8, logo os eventos A1, A2 e A3 ndo sdo mutuamente independentes! e

11.5- VARIAVEIS ALEATORIAS DI SCRETAS:
Em probabilidade, associa-se freqlentemente valores numéricos aos possiveis
resultados ou eventos de um experimento. Estes resultados podem ser representados

convenientemente através de varidvels aeatdrias. Aqui, sera dada uma atencdo especia as
varidveis aleatodrias discretas. Mais formalmente, considere a seguinte definicéo:

35



Capitulo I - Tépicos em Teoria de Probabilidade

Definicdo 11.10: (Variavel Aleatoria)

Sgja ¢ um experimento e (Q2,y,Pr(.)) um espaco de probabilidade associado. Uma
fungdo X que associa a cada elemento we Q um numero real X(w) é denominada variavel
aleatoria. Se X:Q—Ry é varidvel deatdria e o contradominio Ry for finito ou infinito
enumerdvel entdo X sera uma variavel aleatoria discreta. Note por exemplo que, se Ry é
infinito enumerével entdo Ry={x1,%,,...}, onde xeR parai=1,2,.... .

Exemplo I1.7: (Varidveis Aleatdrias)

(a) Novamente, considere um experimento onde duas moedas equilibradas sdo jogadas.
Suponha ainda que se desgj e observar 0 nimero de caras obtidos neste experimento. Como 2 =
{KK, CK, KC, CC}, umavariavel aeatdria X pode ser obtida fazendo-se X(KK) = 2, X(CK)=
X(KC) = 1 e X(CC) = 0. Uma outra variavel Y pode ser gerada sobre 0 mesmo experimento
fazendo-se, por exemplo, Y(KK) = Y(CC) = 1 e Y(KC) = Y(CK) = 0O, ou sgja, aimagem de Y
retorna 1 se as moedas forem eiguais e retorna 0 caso contrario.

(b) Em outro experimento, um dado equilibrado é jogado e seu resultado observado. O
experimento deve ser repetido até que o nimero 6 seja obtido. Suponha que este problema segja
resolvido por um computador onde cada escolha aleatéria consuma uma unidade de tempo (p.
ex., 1 segundo) . Neste caso, pode-se definir uma variavel aleatoria X representando o tempo
total de processamento até que a propriedade P, desgjada pelo algoritmo, seja satisfeita (neste
caso, sortear 0 nimero 6). E fécil ver neste exemplo que Rx={1,2,3,...}, ou sgja, x=i para
i=1,2,3.... o

Definicdo I1.11: (Fungdo Densidade de Probabilidade)

Sgja X uma varidvel aleatdria discreta associada a um nimero infinito enumerével de
val ores x;,Xp,Xs,.... A cada nimero x; sera associado um numero Pr(x) = Pr(X= X;), denominado
probabilidade de x;. Os valores Pr(x;), parai=1,2,... dever&o satisfazer as seguintes condicoes:

a)Pr(x) >0, parai=123,..
b) i Pr(x,)=1

A funcdo Pr:Ry —[0,1] é denominada funcéo densidade de probabilidade. A colecéo
[%, Pr(x)] €agumas vezes chamada de distribuicéo de probabilidade. .

Note que, se X é variavel aleatdria e xe R, 0 evento X=x estara associado ao conjunto
{we Q: X(w)=x}. Assim:

Pr(X =x)=") Pr(w)

Considere o seguinte exempl o:

Exemplo 11.8: (Funcéo densidade de probabilidade)

(a) Considere novamente o exemplo I1.7.(a) acima. Como as duas moedas envolvidas
no experimento sdo equilibradas, € féacil ver que Pr(X=2) =1/4, Pr(X=1) =1/2 e Pr(X=0) =1/4.
Na segundavariavel conclui-se diretamente que Pr(Y=1) = Pr(Y=0) =1/2.

(b) No experimento 117.(b) pode-se fazer, por exemplo, Pr(X=n) = (1- p)"*.p onde
n=1,2,3,.... Neste caso, n representa o tempo total de execucdo em segundos do algoritmo
randdémico (nUmero de “chutes’) e p=1/6 representa a probabilidade de ocorréncia da
propriedade P (sortear 0 numero 6). Enquanto o nimero 6 ndo for obtido (evento
complementar) um novo “chute” serarealizado.
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Observe ainda que, nestes dois experimentos as condigoes (a) e (b) da Definigéo 11.11
sd0 atendidas (verifique). o

Definicdo 11.12: (Fungdo Densidade de Probabilidade Conjunta)

Suponha que X e Y sgam duas varidveis aeatdrias discretas associadas a um espaco
amostral Q. A funcdo densidade de probabilidade conjunta fyxy: RXRy_[0,1] nas varidveis X e
Y é definida por: fx(Xy)=Pr(X=x e Y=y). o

Da definicdo acimatem-se que, se yeRy é fixo entdo:
PriY=y)=) Pr(X=xeY=y).
Analogamente, se xe Ry é fixo entéo:

Pr(X=x)=Y Pr(X=xeY=y)-

Da Definicdo 11.5, de probabilidade condicional, conclui-se que:

PriX=xeY=Yy)
Pr(Y =y)

Pr(X=x|Y=y)=

Assim, duas varidveis aleatdrias discretas X e Y associadas a um espago amostral Q
serdo independentes se, e somente se, Pr(X=x e Y=y) = Pr(X=x).Pr(Y=y), qualquer que sga
xeRx ey eRy. Equivalentemente, X e Y serdo independentes se Pr(X=x|Y=y) = Pr(X=x).

A seguir define-se valor esperado ou expectancia de umavariavel aleatoria:

Definicdo 11.13: (Vaor Esperado)
Sga X uma varidvel deatdria discreta. Se R={X1,Xo,,...} € Pr(X=x)=Pr(x), para
i=1,2,3...., o valor esperado E(X) ser& denotado por:

E(X) =2 x Pr(x)

seaserie y  py(x) convergir absolutamente, isto €, se S I% [ Pr(x) < oo .

i=1 i=1

Note que podemos ter X,..a= k > 0 (Série convergente) mas X, ..|a= +o (Série
divergente). Por exemplo, a série S=1 - 1/2 + 1/3 — 1/4 + ... = log2. Entretanto, a série
harmbénicaS =S=1+ 12 + 1/3 + 1/4 + ... = +oo (Série divergente). Para maiores detalhes
sobre este assunto consulte Lima[1982].

Definicdo 11.14: (Valor esperado de umafuncéo de umavariavel aleatoria)
Seja X uma variavel aleatdria discreta assumindo valores x x,,x,,.. € sga’Y = H(X)

uma de fungdo de X. O valor esperado E(Y) seré dado por:
E(Y) = E(H(X)) = Z H (x)-Pr(x)
seasérie i H (x).Pr(x,) Convergir absol utamente. J

i=1

Definicéo 11.15: (Valor esperado condicionado)
Sgia (X,Y) uma varidvel aeatdria discreta bidimensional. Define-se valor esperado
condicionado de X paraum dado Y=y; como sendo:
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E(X |yi):ixi Pr(x 1y;)

O valor esperado condicionado de Y, paraum dado X, é definido analogamente. o

Sgam X e Y varidveis aeatdrias definidas sobre um espaco amostral 2. Algumas
propriedades importantes do valor esperado podem ser obtidas com base nas defini¢oes acima:

P12) Se c é constante entdo E(cX+Y) = cE(X)+E(Y).
P13) E(X.Y) = E(X).E(Y), se X eY sdo independentes.

De maneira geral, se x,, X,.....,
entdo valem as seguintes propriedades:

X, S30 variaveis aleatorias sobre o espago amostral Q

P14) E(X, + X, + .o+ X, )= E(X)) + E(X,) +...+ E(X,) 5
P15) E(X,.X,...X,) = E(X,).E(X,)...E(X,)s S X,,X,....,X, forem mutuamente indepen-

dentes;
P16) E(E(X]Y))=E(X) e E(E(Y|X))=E(Y).

As demonstragdes das propriedades P12 a P16 sdo deixadas como exercicio. O exemplo
seguinte ilustra uma utilizag&o da propriedade (P14):

Exemplo I1.9: (Linearidade do valor esperado)

Um navio atraca em um porto maritimo com 40 marinheiros a bordo. Todos saem a
noite para comemorar a chegada. Ao voltarem para o navio, todos eles embriagados em funcéo
da grande comemoracdo, escolhem aleatériamente uma cabine para dormir. Qual o nimero
esperado de marinheiros que conseguem retornar para sua propria cabine?

Sgja X; uma variavel aleatéria que indica se 0 i-ésimo marinheiro encontrou ou ndo sua
propria cabine. Assim, X; =1 em caso afirmativo e X; =0, caso contréario. Desta forma, tem-se
que 1/40 é a probabilidade do i-ésimo marinheiro encontrar sua propria cabine. Logo, E(X;) =
1.(1/40) + 0.(39/40). Dalinearidade do valor esperado tem-se que:

40

E(Z&)=ZE(>§)=2410=1

Espera-se ent&o que apenas um marinheiro encontre sua propria cabine. .

A variancia de uma variavel aeatéria X, assim como o desvio padrdo, representam
medidas de variacdo de X em torno de seu valor esperado E(X). Mais formalmente;

Definicao I1.16: (Variancia e Desvio Padréo)
Seja X uma variavel aleatdria. A variancia de X € definida como: 42 = V(X) =
E[(X_ ux)z]' onde E(X) =yu,. O desvio-padréo de X seraigud a ¢, =,/o?

2 °
X

S&o listadas a seguir algumas propriedades da envolvendo a variancia de uma ou mais
varidveis aleatorias:

P17) Se c é constante entdo V(cX) = c?V(X);
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P18) Se c € constante entdo V(X +c) =V (X);
P19) v(X) = E(X?) - (E(X))?;

A demonstragdo dessas propriedades sdo deixadas como exercicio.

Proposicdo P20: Sgam X, X,,., X, variaveis aeatorias independentes. Se X = X, +...+ X,
entao v (X) =V(X,) +...+V(X,)-

Prova: Considere inicialmente a seguinte notagao:
Hi=E(X) € u=gX) = ZE(K) = Z:ui

Assim,

V) = EI(X - )] = EHZ X -3 ]] - EHZ(X —ui)ﬂ-

Fazendo v = x — u, segue dalinearidade do valor esperado que:
EHZY] ] = S E(F) + 23 E(YY,)
i=1 i=1 i<j
Como X, X,,.., X, S30 independentes os pares X, X, juntamente com os pares x, — », €
X; — u; também o s3o.
Como E(XY) = E(X).E(Y) (proposi¢éo P13) entéo:

V(X) = EI(X - 1)1 = E|X, - 1 ¥ |+ 23 EOX - 1) (X - 1)

i<j

Mas E(X, — i) = E(X) g, = 0. ASSIM V(X) =V(X,) +...+V(X,) .

O resultado seguinte mostra de maneira mais precisa a variabilidade da variével
aeatéria X emrelacdo a seu valor esperado E(X).

Proposicéo P21: (Desigualdade de Tchebyshev)
Se X évariavel aeatoria com expectancia ,, e desvio padréo o, entéo:

PrQX—,uX‘zto-x)gtiza ViteR'. °

A Figurall.2 ilustramelhor a utilizac&o da desigualdade de Tchebyshev:

XS/-‘X _tox XZ:“X'HGX

Figurall.2: Desigualdade de Tchebyshev
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11.6 - ALGUMASDISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE IMPORTANTES

Apresenta-se a seguir algumas distribuicdes de probabilidade bastante comuns no
estudo das variavel's aleatorias discretas:

Definicéo I1.17: (Distribui¢éo de Bernoulli)

Uma varidvel aeatdria X satisfaz a distribuicdo de Bernoulli com parédmetro p se, e
somente se, Pr(X = 0) = 1-p e Pr(X = 1) = p. E fé&cil ver neste caso que E(X) = p e
V(X) = p- p? (verifique).

Definicéo I1.18: (Distribui¢gdo Binomial)

Sgja € um experimento e A algum evento associado com probabilidade Pr(A)=p
(portanto, p( A°)=1-p). Para n repeticdes de €, 0 espago amostral serd formado por todas as
seqUiéncias possivels (X1,X,....X,) onde xeA ou xeA° p/ i=1,2,..n. Neste caso, a variavel
aleatdria X, representando o numero total de ocorréncias do evento A, define uma distribuicdo
bindmial com parametrosn e p.

Se X=k ent&o:

Pr(X =k) = (E)pk'(l_ p)" ondek=0,1,2,...,n .

Proposi¢do P22: Se umavariavel aleatoria X com parémetros n e p € binomial mente distribuida
entdo E(X)=n.p e V(X)=n.p(1-p).

Prova: Para provar que E(X) = n.p considere uma varidvel aeatoria Y; que assume vaor 1
sempre que 0 evento A ocorrer na i-ésima repeticdo do experimento, e assume 0, em caso
contr&rio. Se X=Y;+Y, + ...+Y, , tem-se, da linearidade do valor esperado que E(X) = E(Y.)+
E(Y2)+ ...+E(Y,). Como E(Y;) = 1.Pr(Yi=1) = p, ent&o segue diretamente que E(X) = n.p.

A provade que V(X)=n.p(1-p) € deixada ao leitor como exercicio. o

Exemplo I1.10: (Distribui¢cdo Binomial)

Suponha que uma urna contenha um conjunto de bolas azuis (A) e vermelhas (V).
Dessas, 20% sdo azuis e 80% sdo vermelhas. Considere um experimento onde 3 bolas séo
selecionadas ao acaso e com reposi¢ao. Seja X uma variavel aeatéria indicando o nimero de
bolas azuis selecionadas. E fécil ver que 9ix={0,1,2,3} define o conjunto dos possiveis valores
de X. Qual o valor de Pr(X=2)? Observe neste caso que a variavel X define uma distribuicdo
binomial com par&metros n=3 e p=0,2. Assim:

Pr(X =2) = (2)(0,2)2.(0,8) = 0,096.

O valor esperado para o numero de bolas azuis selecionadas sera E(X)=0,6 e V(X) =
0,48. °

Definicéo 11.19: (Distribuicdo Geométrica)

Considere um experimento obtido através de uma sequéncia de ensaios de Bernoulli.
Seja p a probabilidade de sucesso e 1-p a probabilidade de fracasso. Quantos passos (valor
esperado) serdo executados até um evento com sucesso tenha sido encontrado?
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Seja X=k o nimero de repeticdes até que um sucesso tenha sido obtido. Assim:

Pr(X =k) = (1- p)**.p ondek=123,.. o

Proposicéo P23: Sgja X uma varidvel aleatéria com distribuicdo geométrica e parametro p.
Entdo E(X)=1/pe v(X) = (1- p)/ p*. °

Prova: Fazendo g =1-p, segue da defini¢cdo de valor esperado que:

E(X) =ii-p-q"1= pi%q‘ :

Assim, da linearidade da derivada e da derivada do quociente entre duas fungdes (vide
Lima[1976]) conclui-se que:

1-q

S d (S lepdf L |21
E(X) = péa-q =Py (;q )— p-di( )
De maneira analoga, prova-se que V(X) = (1- p)/ p>. i

Exemplo I1.10: (Distribuicdo Geométrica)

Suponha que um dado equilibrado seja jogado e seu resultado observado (exemplo
117(b)). Qual o valor esperado para o himero de jogadas até que o nimero 6 seja obtido? Como
p=1/6, X define uma varidvel com distribuicdo geométrica e probabilidade de sucesso p = 1/6.
Segue entdo de proposicdo P23 que E(X) = 6 e V(X) = 30. .
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