CAPITULOII
SISTEMASLINEARESE REDESNEURAIS

[1.1- Introducéo:

Apresentamos aqui um modelo de Redes Neurais voltado para a solucéo de sistemas
lineares do tipo Ax=b baseado na minimizacéo de uma funcdo quadrética de erro que mede a
variagdo entre os vetores Ax e b. Esta fungdo serd associada afuncéo de energia utilizada em
nossa rede neuronal. Para sistemas compativeis esse erro sera zero e uma solucéo exata sera
obtida. Sistemas lineares incompativeis implicardo em uma funcéo de erro estritamente positiva.
Como veremos a funcéo de erro serd convexa e limitada inferiormente por zero e isto nos
garantira estabilidade de nossa rede ja que um erro minimo poderd sempre ser obtido.

Sera agpresentado um modelo de duas camadas dtamente paraelizavel que evolui
continuamente no tempo e segue dindmicamente a trgjetdria obtida pelo gradiente da funcdo de
ero.

Como discutido em [1], apesar do nimero de neurdnios crescer linearmente com a
dimensdo do sistema a velocidade de convergéncia implementada em uma méaguina analogica
dependera principamente da relacdo entre 0 maior e menor autovaor da hessana A'A da
funcdo de erro.

I1.2 - Funcdo de Erro e Método Gradiente:

Sgja Ax=b um sistema linear onde xT A", AT A™" ebT A™. Como o problema podera
admitir uma ou infinitas solugdes ou mesmo ndo admitir nenhuma solugdo, é natura reescrever o
problema utilizando uma funcdo de erro definida por f (x) = %”AX- b* onde || representa uma
norma qualquer desgada [2]. Em nosso caso trabalharemos com a norma euclideana obtendo
dessa forma um problema de minimos quadrados. Resumindo, podemos escrever o problema da
seguinte forma:

min f(x) = J5(Ax- b)"(Ax- b)

s.a xT A" 1)

Como afunco é convexa esperamos que Nf (x) = AT (Ax- b) sgja zero em uma solugdo
6tima x* (condicdo necessaria de otimalidade). Note que se f(x*)=0 entdo x* € uma solucdo
6tima de nosso sistema linear, se f(x*)>0 o sistema seré incompativel.

Podemos resolver o problema (1) acima utilizando o método gradiente (Luemberger [2]),
que toma iniciamente um ponto x° e gera uma sequéncia de aproximagdes x',x?,... onde
x¥*t = xk - aNf (x), sendo - Nf(x) a direcdo de descida e a>0 o tamanho do passo . Quando
alf(x) é aproximadamente zero estaremos préximo da solugéo do problema. Calculando o
gradiente mais explicitamente temos d, = - allf (x¥) =- aAT(Ax* - b) ou ainda:

oA 0 .
dk=- aé_ a, 88‘ a, x - b'g onde j=1,2,..,n. 2
i=1 =1

A matriz hessiana N?f(x) = ATA é semi-definida positiva em todos os pontos de A"
(logo f(.) € convexa). Calculando o maior e menor autovalores B e b da hessiana em x* (solucdo
6tima) temos que r =((B- b)/ (B+b))* nos da uma estimativa para a vel ocidade de convergéncia
da sequéncia gerada pelo método gradiente em uma vizinhanga de x*. Quanto menor o vaor de
r mais rgpida sera a convergéncia. Note que ser € pegueno B e b estardo muito proximos, assm



as curvas de nivel se aproximardo de bolas em uma vizinhanca de x* e o método gradiente serd
muito mais rapido (Figurall.l). Para maiores detalhes vide Luemberger [2].

Figurall.l: Iteracoes do Método Gradier

Esta andlise dos autovalores (como mencionado em [1]), também serd verdadeira para
implementactes em méguinas anal 6gicas via Redes Neurais.

13- A Rede Neural:

Na abordagem anal6gica a obtencéo da sequencia de pontos ndo é obtida discretamente
como acima Supondo um instante t quaquer temos que a equagdo diferencia
X (t) =- aATAx(t) + ATb juntamente com uma condicéo inicial x° = x(t,) define a trgjetoria a ser
percorrida a partir de x°. Se desgjarmos obter a solugdo correspondente a um instante t, basta

calcular x(t,) = é X (t)ct .

X'(t)

Figurall.2: Obtencédo do Estado de Ativacéo do Neur6n

t

O modelo de neurbnio para sistemas lineares ndo é exatamente igual a0 moddo de
Hopfield como descrito anteriormente. Trabalhamos com uma fungéo de ativacéo linear definida
por x; (t)=au;(t) onde x;(t) representa o estado de ativacdo e u;(t) a energia poténcia do
neurdnio j. Faremos uma associagdo da variavel X de nosso sistema linear com  x;(t) para

j=1,..n (estados de ativacdo dos neurénios). Note que como teremos solucdes do sistema em
A" seria invonveniente trabalharmos com os estados de ativacao de neurdnios restritos a um
hipercubo contidoem A" (vide modelo de Hopfield).

A regra de propagacdo seraidéntica ao modelo de Hopfield, ou sga

C'_j:é.wjixi_ — (©)

Note que substituimos u; (t) por x;(t) ja que trabalhamos com a funcdo de ativacdo
linear x; (t) = au; (t). A constante a serdincorporadanovalor de C; e R,..
Para fins de smplificacdo supomos que C;, =C e R, = R paratodo neuronio j.
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A idéas apresentadas em [1] consistem basicamente em uma associagdo do gradiente
da funcéo de erro com a regra de propagacdo de nossos neurdnios. Assim, comparando as
equacoes (2) e (3) temos:

dxj 148 X
dt CaWqu-
onde x =§ g - b, w;=-a ea=1.. Logo
j=1
%— iom & X - b__X_
a  cdAgaax-ba o
Para R>>0 obtemos.
dx; 13 & o]
—L»-= . X - b= 4
dt » Ca_lajggaﬂ | |g ()

ondej=1,2,..n.

A partir de (4) definimos uma topologia de rede para nosso problema (figura I1.3) onde
trabalhamos com uma rede de duas camadas. A solugdo de nosso sistema seré dada obviamente
pel os neurdnios da camada de saida.
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Figurall.3: Topologiada Rede

Note que x, = § a;x - b para i=1,2,..,m representa os estados de ativacdo da camada
i=1
de entrada e € uma funcdo das sinapses w; = a; e estados de aivagdo x; da camada de saida.
Observe também que - b onde i=1,..,m S0 adicionados na camada de entrada.
Os estados de ativagéo da camada de entrada sdo utilizados para a obtencdo de uma

outra camada oculta com n neurénios e com estados de ativagdo dados por dx/dt ,j=1,..0.

Em uma smulagdo em maquina digital ndo teriamos o tempo variando continuamente.
Dessa forma um incremento fixo de tempo Dt seria necess&rio para obencdo da camada de
saida. Ou sgja
k

dx:
kil = Dt.d—t’+ x{ ondej=1,..,n

X]



Note que x e x“* representam os estados de ativagdo dos neurGnios da camda de

entrada e saida respectivamente.
Abaixo apresentamos um algoritmo onde fazemos uma simulagdo de nossa rede neurd:

Algoritmo: (Sistemas Lineares-Simulacdo);
{Constantes; C=10"°,e=10"?,Dt =10"°}
Inicio
- leia(Ab);
- paraj=laténfaca
X (j)~ 0; { obtém ponto inicid}
-0 {inicializa derivada}
dt '
fim parg;
repita
- paraj=laténfaca
x()~ o2l

- parai:=1 atém fa(;a
x ()= & al,i)x,()- b(i); {obtém camada de entrada}

=t

- paraj:=1 aténfaca

+X()); { obtém camada de saida}

dXZ(j) 1a a a(i,j).x(i);  {obtém camada oculta}
- calcula: }MH
- Até que chszi) <e { condig&o de parada}

- Imprime camada de saida;
fim algoritmo.

As constantes expressas acima sd0 sugeridas com base em simulagdes apresentadas
em [1], aonde sdo apresentados problemas com até 150 linhas e 180 colunas. Obviamente as
dimensBes do problema terdo influéncia negativa em simulagfes de maquinas digitais.

Inquestionavelmente 0 modelo aqui descrito tem inimeras aplicagdes em outros
problemas da matemética de grande interesse. Por exemplo, a inversa de uma matriz quadrada
pode ser caculada resolvendo-se um conjunto independente de sistemas lineares.
Implementando-se cada um desses sistemas em processadores distintos de uma méaquina
paraela teriamos a inversdo de uma matriz téo rapidamente quanto a solugéo de um sistema
linear smples.



