CAPITULO Il1

O PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE E REDESNEURAIS

[11.1 - Introducéo:

O problema do Caxeiro Vigiante é um dos problemas classicos em Otimizagdo
Combinatéria. Dados n cidades, queremos determinar o menor caminho que O caixeiro pode
percorrer passando por todas as cidades uma unica vez e retornando ao ponto de partida. Apesar do
problema ter um enunciado bastante smples é de dificill resolu¢do. A medida que buscamos uma
solugdo de melhor qualidade o tempo de processamento cresce exponencialmente. E um problema
representativo de uma importante classe de problemas combinatérios denominados NP-Completos.
Em funcéo da elevada complexidade computaciona dos agorimos que buscam uma solugéo exata,
métodos heuristicos mais eficientes sdo utilizados buscando-se uma solugdo aproximada para o
problema.

Trataremos neste capitulo de duas abordagens heurigticas utilizando métodos anal gicos,
estaremos interessados na obtencéo de solugdes aproximadas em um tempo satisfatorio.

Estudaremos iniciamente o modelo de Hopfield em Redes Neurais. Como veremos, nenhum
processo de aprendizagem sera exigido (vide [13]). Por tratar-se de um modelo anal égico ele podera
ser implementado em um hardware especialmente dedicado para isso. Buscamos entdo minimizar
duas caracteristicas conflitantes: obter um circuito de comprimento satisfatorio (néo
necessariamente o menor) e obter uma solugdo em tempo também satisfatério. Como veremos, a
grande quantidade de parémetros envolvidos no processo criam dificuldades em relacdo a
convergéncia do método para uma entrada qualquer do problema.

O outro modelo analégico abordado, conhecido como método elastico foi especia mente
desenvolvido para a solucéo do problema do Caixeiro Vigante (embora possa ser aplicado também
a problemas distintos em otimizagio combinatdria). A abordagem é bastante geométrica. E dado um
anel (circulo) inicid que é deformado gradativamente até que todas as cidades estgjam
suficientemente proximas de um ponto do anel. O anel obtido dessa forma terd um comprimento
correspondente a0 "menor” trgeto do caixeiro vigante. O método pode trabalhar com pontos
distribuidosem A", entretanto, pela simplicidade e pela fécil visualizagio geométrica trabalharemos
com pontos (cidades) distribuidas no plano.

[11.2- Modelo de Hopfield

Se uma ordenacdo arbitréria de n cidades € dada inicidmente, uma solu¢do do problema do
caixeiro vigjante podera ser representada por uma matriz de permutacdes nxn (com elementos O ou
1), onde cada uma de suas linhas corresponde a uma cidade e cada coluna corresponde a uma
posicao no circuito (figuralll.l).

Sga x =(Xq,%,,..,X,) UM circuito hamiltoniano qualquer. A notagdo x, =k nos diz que a
cidade i é a k-ésima cidade a ser visitada pelo caixeiro. O exemplo da figura I11.1 representa um
circuito hamiltoniano com 7 cidades. Note que x=(1,7,2,3,4,6,5) expressa equiva entemente a matriz
de permutacbes. Ambas representam o circuito 1-3-4-5-7-6-2 cujo comprimento total serd dado
POr: d = dy3 +dgy +dys +ds7 +dyg + dg, , ONDeE d;; representa a distancia entre as cidadesi e .

Se o par (i,j) representa a posicdo de um dado neurdnio na matriz de permutacdes entéo a
funcdo de ativacdo e a regra de propagacdo podem ser definidas respectivamente (como discutido
em [30]) pelas seguintes equacdes (vide capitulo 1):
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onde w;; ,, acima representa a singpse existente entre os neurnios nas posicdes (i,j) e
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Figuralll.l: Matriz de Per mutagoes

No modelo de Hopfield cada uma das nxn posicbes da matriz de permutagles ird
corresponder a um neurdnio com estado de ativacéo Xj- Se x; 2 0,5 0 neur6nio estara excitado

(representado na matriz de permutagcbes pela unidade), caso contr&io ele estara inibido
(representado por 0). Note também que apenas um neurdnio deverd estar excitado em cada linha e
cada coluna para que tenhamos um circuito hamiltoniano bem representado.

Esperamos que nossa rede evolua até que um ponto de equilibrio sgja obtido. Neste caso,
ndo teremos mais variacdo na energia potencial de cada neurdnio e os estados de ativagdo se
manterdo inalterados. Vg amos entéo a seguinte definicéo:

Definicao I11.1: Chamaremos de padréo estavel de uma rede neural ao estado de ativacdo final
dos neurdnios dessa rede. Em outras paavras, um padrao estavel é obtido sempre que arede neura
chega a um ponto de equilibrio (neste caso a variacdo da energia potencial de cada neurbnio sera

nula).

Entretanto, nem sempre um padrdo estavel corresponde a uma solugdo desgjada para o
problema do caixeiro vigante (como expressa ha matriz de permutacdes). Chamaremos de padrao
solucéo asolugdo esperada. Mais forma mente:

Definicdo 111.2: Um padréo solucéo sera a configuragéo final desgjada em nossa rede neural.
No caso do problema do caixeiro vigiante esperamos que apenas um neurénio estgja excitado em
cada linha e coluna da matriz de neurénios. :

Precisamos estabel ecer portanto, valores para os parémetros do problema de forma que um
padrdo estavel corresponda sempre a um padréo solucéo.

Para garantir que ndo exista nenhuma linha ou coluna com todos os neurdnios inibidos,
escolhemos inicidmente um valor atamente negativo para g na funcéo sigmaoide (Figura ll1.2). Note
gue se fazemos a energia potencia de cada neurénio igual a zero ja teremos uma excitacdo futura
de todos os neurdnios da rede (vide fun¢do sigmaide).

Observe entretanto que para termos um circuito hamiltoniano bem representado, apenas um
neurdnio deve estar excitado em cada linha e coluna de nossa rede. Neste caso, criamos Sinapses w
atamente inibitdrias (W negativo) entre todos os neurénios de uma mesma linha e de uma mesma
coluna. Assim, a excitacdo simulténea entre estes neurdnios acarretara um decréscimo na energia



potencia de forma a inibi-los. Como apenas um neurénio de cada linha ou coluna deve permanecer
excitado, precisamos estabelecer mais claramente para quais valores de q; ew;; ., Uma solucdo

desglada (circuito hamiltoniano) pode ser obtida.
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Figuralll.2: Criacdo de sindpsesinibitérisas

Note ainda que as singpses devem ser definidas de forma que o circuito tenha um
comprimento "minimo". Assm, conectamos os neurbnios de cada linha k aos neurénios de cada
linha | desde que estes neurdnios ocupem colunas consecutivas na matriz de neurdnios. Neste caso
aprimeira coluna vira apos a ultima coluna.

Como veremos a seguir, neurbnios de colunas consecutivas p e ((p+1) mod n) (ndo na
mesma linha) terdo sinapses inibitdrias -d(k,l), onde d(k,l) representa a distancia entre as cidades k e
|. Desta forma, quando 2 neurbnios de colunas consecutivas e linhas k e | estéo excitados, eles
representam cidades vizinhas na sequéncia de visitas do caixeiro vigante. Sua contribuicdo d(k,|) a
energia € exatamente a distancia entre as cidades k e .

Na figura 111.3 a seguir, sGo apresentadas as singpses que contribuem para a energia
computaciona de uma solugéo desgjada envolvendo 4 cidades:

Figuralll.3: Construgao das Sinapses

Resumindo, para um problema de n cidades, teremos uma rede com n? neurdnios e com as
seguintes sSindpses.
(@) Sinapses entre neurénios de uma mesma linha
Wi =W 1£i£n, 1£j£n, 1£q£n e jiq (onde w<<Q)
(b) Sindpses entre neurbnios de uma mesma coluna

Wiy =W 1Ei€n, 1£jEn, 1£pEn e il p (onde w<<0Q)

(c) Sindpses entre neurdnios de colunas consecutivas (mas ndo na mesma linha):
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W(ijyk(jﬂ)modn)=-d(i,k); 1£iE€n 1E£KEn, 1£j£En ondei * k

A proposicdo seguinte sugere valores para g Rew de forma que um padréo solucdo sga
sempre obtido quando a rede atinge um ponto de equilibrio.

Lema IV.1: Em uma rede neurd de solugBes viavels cujos neurbnios possuem potencia limiar
q<mi n?;f 28 d(, ] )QR e sinapses w<g/R todos os padrdes estaveis sdo padrdes solucéo.
i 2

jri
Demosntracdo: Demonstraremos equivaentemente que se um padréo de aividade
X(t) = (X1 (1), X2 (t), -, X (1) €M UM dado instante t ndo é padréo solugéo, esse padréo ndo serd

estavel. Paraisso devemos mostrar que:
a) Todo padréo de atividade com mais de um neurdnio excitado em uma linha ou em uma
coluna da matriz néo € estével.
b) Todo padréo de atividade que possui uma linha ou coluna da matriz de neurénios com
todos neurdnios inibidos ndo é estavel.
Note que os dois itens acima representam as duas Unicas Situacfes onde um padréo de
atividade n&o corresponde a um padréo solucéo.
Sgja
Ay (1) :{ é. k(}Wija %501 (0 F Wy 5141 X049 (D)
jgt

a energia potencid em um neurbnio N, considerando-se a contribuicdo de todos os
neurbnios vizinhos de N, a excessdo dos demais neurénios na colunal e linha k respectivamente.
Note que o valor minimo -2 § d(k, j) serd atingido quando X/(.1 € Xjg.q) fOrem todos
{3tk
unitérios (para1£ j £n).

a) Sgaum padréo de atividade com mais de um neurénio excitado na linha k ou colunal no instante
detempot e sga N, uma destas células. A regra de propagacao para este neuronio seré

c duy (t)

U (1)
dt R

= Aq(t) +wg-

onde g € o nimero de neurdnios excitados na linha k e coluna | excetuando-se N,,. Como
N, estéexcitado temos uy (t) >q, assm:

d
c ) <)+ wa- 2

du (t)
dt
temos um decréscimo na energia potencia do neurbnio N, no instante t. Logo, para agum t' o

impulso uy, (t) setornara menor gue g, resultando na inibicéo futura de N,,. Conseguentemente, ndo
teremos chegado a uma situagdo estavel em nossa rede.

Como todas as sinapses s30 negativas e w<g/R (hip6tese) entdo C < 0. Portanto,
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b) A existéncia de umalinhak (com neurénios inibidos) resulta também na existéncia de uma coluna
| com todos os neurdnios inibidos. Devido ao item (&), ndo hé estabilidade com mais de um neurdnio
excitado em cada linha ou cada coluna da matriz de neurdnios, a existéncia da linha k resulta na
existéncia de uma coluna | também com todos os seus neurdnios inibidos. Assm, a regra de

propagacdo de N,, seré&:

dUk| (t)

T Ak()'_

Como o neurdnio N,, estainibido temos que u, (t) < g, logo:

d t t)R-
Uk|() > Ag (1) - q Ak|(|):e q
Temos da hipdtese que g< A, (t), entdo C du;'t(t) >0 0 que implica na excitagdo futura de

Ny - c.q.d

Lema IV.2: Em um padrdo solugdo associado a uma solugdo vidvel do problema do caixeiro
vigjante, a energia computacional da rede neurona de solugoes vidveis € igua, a menos de uma
constante aditiva, ao comprimento total da trgjetdria percorrida pelo caixeiro vigante naguela
solugdo viave.

Demonstracgdo: Considere a energia computacional de uma rede neuronal de Hopfield com m

neurdnios semi-lineares;
a (t)

18 &8 1
E()=--aa wa®a(t)+ a— 04; - =In(1/a- Yda
2i:1j:l llF\) g
onde gl A*.

Como as resisténcias elétricas R e potenciaislimiares g sdo iguais para todos 0s neurdnios
excitados, o segundo termo do lado direito da equacdo acima é constante.

Sabemos também que em um padrdo solucdo os n neurbnios excitados se encontram
distribuidos de modo que apenas existe um deles em cada linha e coluna da matriz de neurénios,
donde concluimos que as Sindpses inibitorias w em nada contribuem na energia computacional da
rede neurona. Sgm agora, 0S n neurbnios excitados em um padrdo solugdo numerados por
N2, N 2, ..., Ni o € entéo, o primeiro termo do lado direito da equacao de energiatoma a forma

- (3111W(|11,|22) + a122\’\’(|22,|23)"'---""31|nnW(|nn,|11))

pois na rede neurona de solugdes viaveis sO exitem singpses entre neurdnios de colunas
consecutivas.

Da sintese da rede neuronal de solugBes viaveis vemos vemos que Wy = - d(l1.l2) €,
lembrando que o estado de ativacéo destes neurdnios € unitario no padrdo estavel (o impulso total de
entradaé muito maior do que o potencid limiar), a substitui¢do na expressdo acima nos fornece:

d(lp,l2) +d(lp, 13)+...+d(ly, 1)
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que é exatamente a distancia total percorrida pelo caixeiro vigante na solugdo viavel
associada ao padréo solugéo. c.g.d.

Vegamos entdo o seguinte algoritmo, onde fazemos uma simulacdo dos passos presentes no
modelo de Hopfidd:

ALGORITMO:Caixeiro Vigante (Hopfield); {Constantes.C,e, ¢, R}

Inicio
- leia (d(i j)); {LeDistancias)
- a4~ min{(-28 d(i,])R- K
it j

-w- 9R- ki { sindpses inibitérias}
- Construir Singpses,
i . du(i, j) .

u@i,j)- A& o S
- Repita

du(i, j) .
dt
-l )= [ee st e

dui, j 1 €3 8838 . . -
- U(| J): — aaaaVV(l,J,pr)*a(hJ)'
i P q

- u(i, )~ @, j)+ D

ugi,j)u

—(]
dt C@i,)) & R, 1)@
-Cdcula du(i’j)H
dt
p du(i,j)
At
é que & <e

- Variari ej tal que
Se &i,j)>0.5 ent&o x(i)- j;
fim {dgoritmo}

Note que o0 agoritmo para, quando a variacdo da energia potencial nos nxn neurénios da
rede for arbitrariamente pequena. Teremos consequentemente, uma pegquena variagéo nos estados
de ativacao desses neurdnios chegando portanto a um estado de equiibrio.

[11.3 - Modelo Original de Hopfield-Tank:

No capitulo |, vimos que a funcdo de energia no modelo anddgico de Hopfield era obtida
através daintegracdo da regra de propagacao, associada a cada neurénio, e que procurava modelar
de maneiramais fiel o funcionamento de um neurdnio biol dgico.

Uma regra de propagacdo mais geral (semelhante aprimeira) pode ser obtida de maneira a
permitir alteragdes na funcdo de energia que reflitam com maior fidelidade as caracteristicas do
problema em quest&o. Chamaremos esta nova regra de propagacdo de equacdo de movimento, e
sera definida por:

_i:éwijajﬂj-ui; i=1,2,...,nxn )
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onde I; (a nova parcela), representa uma corrente externa sendo adicionada a energia
potencia do neurdnio i. Note neste caso que néo trabalhamos com a capacitancia C e aresisténcia
R associada a cada neurdnio.

Definiremos também uma "nova' funcdo sigmaéide da seguinte forma:

a =g(u)== gl+tanh 99_ L (n
! ! euozg 1+ exp(- 2u; / up)

Geometricamente, teremos a seguinte situagéo:

o) T

R/

Figuralll.4: Funcdo Sigmdide

@
@

A constante u, € utilizada para aterar a inclinagdo da fungdo sigmoide. Na figura
visualisamos ainclinacdo na fun¢do sigmoide para dois valores distintos atribuidos a u, .
Integrando a equacéo (I) acima para todo neurdnio da rede neuronal teremos uma "nova’
funcdo de energia dada por:
a; (t)

=28 &wag - dal+ ggl@da ()

onde g *(x) éainversadafuncdo sigmdide.
dE

du; . . , . .
Note em particular que T =5 assm, podemos afirmar que o decréscimo da energia

computaciona narede neura é realizado segundo "passos do tipo gradiente”

O processo termina quando obtemos energia potencial nula para todos os neurdnios da rede.
Teremos chegado entdo a um minimo loca da funcéo de energia.

A funcdo de energia como apresentada na equacdo (I11), permite maior versativliidade na
representacdo das caracteristicas e restri¢cdes associadas ao caixeiro vigjante. Note que a presenca
da parcelalinear - § al; ndo era presente nafuncio de energia utilizada na segdo anterior.

Consideremos entdo a seguinte funcdo (equagdo 1V):

2

A% o o o]
:_Qa a a. aXIaXJ +_9a a. a a'X|ay| +_8a a a, - Nﬂ +

Zex it i X ylx

aé é. é. d,ya (ay(i+l) + ay(i-l))g

onde AB,C e D sd0 os parametros (sindpses) utilizadas para representar os varios
componentes da funcéo de energia

O primeiro termo serd nulo, se cada linha (na matriz de permutacfes) correspondendo a
uma cidade, possuir um Unico neurénio ativado (os demais neurbnios devem estar desativados).



Analogamente, 0 segundo termo serd nulo se cada coluna, correspondendo a uma posicdo no
circuito, contém apenas um neurdnio ativado. Obviamente, ambas as parcelas poderdo se anular se
tivermos todos os neurénios correspondendo a uma linha ou coluna respectivamente, desativados,
entretanto, o terceiro termo presente na funcéo de energia, previne tal situacdo. Note que a terceira
parcela sera nula apenas quando n neurdnios estiverem ativados em toda a rede neural!

Observe portanto, que as tres parcelas acima penalizam solugdes que ndo correspondem a
padrdes solugéo.

A quarta parcela na funcdo de energia € utilizada para assegurar circuitos de menor
comprimento. A distancia d,, € adicionada a energia sempre para cidades consecutivas na
sequéncia de visitas do caixeiro vigante.

Desenvolvendo a equacdo (1V), e comparando-a com a equacéo geral apresentada em (111)
identificamos (verificacdo trivial) parcelas quadréticas e lineares respectivamente:

() = - =

N

aa Wi, yi) @i & - é- a,ly (V)

Xi yj

Note que o Ultimo termo foi removido ja que ndo aparece na equacdo (IV) desenvolvida
acima.

Apesar da maior flexibilidade presente na eguacdo de energia, existem ainda sérios
problemas relativos a convergéncia para uma solugcdo viavel satisfatéria (vide Wilson e Pawley
[15]). Abaixo sdo enumeradas algumas dessas deficiéncias:

(@ Em um problema com n cidades necessitamos de O(n?) neurdnios e O(n*) conexdes entre
€sses neurdnios.

(b) O conjunto de todas as possiveis solugbes do caixeiro vigante é de O(n!) permutacles,
entretanto, na matriz de permutactes teremos o2") configuracOes possiveis!

(c) Uma solugdo viavel pode ser representada 2n vezes na matriz de permutacfes. Note que
gualquer uma das n cidades pode ser escolhida como ponto de partida, aém disso, podemos
tomar 2 orientactes possiveis em um circuito vidvel (matriz Ssmétrica).

(d) O método busca sempre a minimizagdo da fungdo de energia caminhando sempre na direcéo
oposta ao gradiente. Entretanto, esta abordagem permite apenas a determinacdo de minimos
locais e fica sujeita portanto, & condigdes iniciais do problema.

() O moddo ndo garante viabilidade. Em outras palavras, muitos pontos de minimo local da
funcdo de energia correspondem a solugdes inviaves.

(f) A atribuicéo de valores aos parametros A, B, C e D pode ser considerada mais uma arte que
uma ciéncia ja que requer um longo processo de tentativa e erro. Atribuindo pequenos valores
para os parametros A, B e C teremos frequentemente caminhos de pequeno comprimento
mas correspondendo a circuitos inviaveis. Da mesma forma, se atribuimos atos valores para
esses parametros podemos obter solugdes vidveis de baixa qualidade.

(9) A rede ndo é adaptativa. Os pesos da rede sao fixos e derivado dos dados do problema.
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(h) Muitos circuitos invidveis gerados pela rede possuem apenas um subconjunto de cidades. |sto
se deve ao fato da funcéo de energia possuir apenas um termo (termo C) responsavel pela
penalizacéo de circuitos com menos de n cidades. Observe que os demais termos favorecem
a presenca de tours inviavels de pequeno tamanho.

(i) Em varias situactes, podemos ter a convergéncia da rede para solugdes distintas de um dos
extremos do hipercubo (vide fungdo sigmdide). Neste caso torna-se imprecisa a solucéo
apresentada pel os estados de ativacdo dos neurdnios da rede.

Apesar das dificuldades apresentadas acima 0 modelo de Hopfield pode ser implementado
facilmente em hardware, além disso, pode ser aplicado a problemas ndo-geométricos, como, por
exemplo, o problema do caixeiro vigante néo-euclidiano.

Na verdade, os resultados apresentados por Wilson e Pawley[15] ndo desencorajaram a
comunidade de pesquisadores mas sm, estimulou a busca de novos caminhos no sentido de
aperfeicoar o trabaho de Hopfield-Tank. As modificagbes no modelo origina podem ser
classficadas basicamente em seis categorias. modificagdo na funcdo de energia, andlise de
pardmetros, adicdo de novas restrighes, técnica para "escapar” de minimos locais, nova
representacdo do problema, alteracbes na configuragdo inicial. Essas alteragbes podem ser
estudadas com mais detalhes em [14].

[11.4 - Método Elastico:
Sgjam {x;} um conjunto de n cidades definidas no plano e {y;} um conjunto de m pontos

gue definem um anel (circulo). Devemos ter sempre n¥ n. Estabelecendo uma ordenacéo das n
cidades e dos m pontos do andl nosso objetivo serd, dado um and  Y* =(Yf,...Y¥), fazer uma
atualizagdo de cada um destes pontos obtendo um novo angl Y** = (Y, . vk,

A atuaizacdo de cada ponto é dada por:

DY; =ad w;j(X; - ¥;) +Kb(Yj.; - 2Y) +Y] ;)

onde:

- 5 ; paai=l..,n e j=1,..m

sendo a,b e K pardmetros do problema. Desta forma, para obtermos um novo anel basta
fazer Y*':=Y* +DY, para1£j£m.

Informalmente falando, o par@metro a é responsavel pela forca de atracéo entre as cidades
e 0s pontos do andl, enquanto que b sera responsavel pela forga de atragdo entre os pontos do anel.
Observe também que w;; representa o peso entre uma cidade X; e um ponto Y, do anel, a medida
que Y, se gproxima de X; ocorre um acréscimo no valor do peso w;. Portanto, dados a e b
adeguados ao problema buscamos a obtencao de um circuito viavel (passando por todas as cidades)
mantendo, simultaneamente, nosso "l éstico esticado”.



Sga R a forga existente entre uma cidade e os demais pontos do anel e F, a forca
existente entre os pontos do anel. Na figura 1V.4 abaixo podemos observar melhor a iteracéo
existente entre asforgas K, e F, em fungdo dos valores atribuidos aos parametros a e Kb.

o Xi

Y F1

Yj'.l/

Yj+1

Figura l11.5: Iteracdo das forgas F1 e F2

Noteque Y, ;- 2Y; +Y,,; = (Y, - Y;)+(Y;.1- ;). Assm quanto maior for o produto Kb (em
relacdo a a) maior serd F, e consequentemente maior sera a forca de atracdo entre os pontos do
anel. A forca F, representa a resultante entre todas as forgas existentes entre um ponto qualquer do
anel eacidade X;.

Podemos interpretar 0 método e astico equivaentemente ao método gradiente (vide cap.ll).
Temos que DY = (DY,,..,DY,,) pode ser visto como o gradiente de uma funcdo de energia definida
por:

g g kil g
EfY;}.K)=-aKq logg e 2K+ b {Y, - Yj,)?
i=1 =1 =1
ousga
E-IE  fES_ 1

. : — (DY,
AR <
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DY,)

Devemos minimizar a funcéo E(.) (fixado um parémetro K) até que ndo sgja mais possivel
reduzi-la. Como veremos, a cada pardmetro K e acadaanel inicial Y° teremos um ponto de minimo
Y *(K,Y?) associado (os parametros a e b so definidos a priori). Dessa forma, damos aguns
passos na direcio do gradiente aproximando-se de Y * (K, Y°) (sem necessariamente atingi-lo), em
seguida atualizamos K e repetimos o processo até que K sgja suficientemente pequeno. Esperamos
que ao fina do agoritmo os pontos do anel estgjam suficientemente proximos das cidades. Teremos
chegado entdo a uma possivel solugdo do caixeiro vigante. Note que, em uma simulagdo, K
representa o tamanho do passo gradiente. Quando K® 0, as atualizagdes do anel serdo cada vez
menores.

Como demonstrado em Durbin, Szeliski e Y uille (DSY-[10]), paraK suficientemente grande
teremos um Unico ponto de minimo associado a funcdo de energia (basta mostrar que 0s
autovalores da matriz hessiana energia so todos positivos). A medida que K decresce é descrita
uma trgjetdria até um valor K, (K critico) aonde a trajetdria se bifurca (teremos neste caso um
autovalor nulo). Em seu trabalho, DSY[10] sugerem o valor K. como parametro inicial. Dependendo
do Y° inicid utilizado, vérios pontos de minimo local podem ser obtidos, correspondendo cada um a
uma possivel tour do caixeiro vigante.

Abaixo fazemos uma descricéo mais detal hada de nosso agoritmo:
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Algoritmo: Eléstico;
{Dados:. posi¢des das n cidades}

Inicio
- Escolhe a,b eK; { par&metros do problema}
- Escolher ; {taxa de reducédo de K}
- Escolhe (Y., Y?) inidia;
- Escolhe G; {n. de passos do mét. gradiente antes da atualizacdo de K}
- Repita
-paral:=1até Gfaca
- paraj:=1 atém faca {audizaand}
- DY = aé_ Wi (X - Y;) +KB(Y,4y - 2Y, +Y,.1);
<Y =Y, + DY
- fim;
- fim;
- K= rK;
- Até que K@;

- Imprime solug&o;
fim.  {dgoritmo}

Note que se fazemos uma grande reducéo na atualizacdo de K (r pegueno) teremos uma
gueda brusca na forca de atragdo entre os pontos do anel. Assm, nos aproximaremos com maior
rapidez das cidades obtendo uma solugéo de menor qualidade. O ideal neste caso, é fazer pequenas
reducdes de K a cada passo mantendo o anel sempre "esticado”.

O numero de passos G a ser dado pelo método gradiente (antes da atuaizacdo de K), é
obtido empiricamente, ndo temos um critério (tedrico) que diga qua o mehor momento de
atualizarmos o parametro K. Da mesma forma os parémetros a,b e r (taxa de atuaizacéo de K)
s80 vaores obtidos experimentalmente. Como descrito em [09] e [10] existem boas estimativas para
esses parametros apesar de ndo termos uma garantia de convergéncia (para circuitos viaveis) do
algoritmo para uma entrada qual quer.

Mesmo considerando os problemas tedricos encontrados na definicdo dos paréametros o
método eéstico tem mostrado bons resultados computacionais apesar de ser um pouco inferior
quando comparado a heuristicas cléssicas utilizadas na solugdo do problema do caixeiro vigante
(vide [08]). Devemos lembrar entretanto que se trata de uma tecnologia bastante recente e
promissora devido a seu ato grau de paraedizacdo. Podemos ainda implementar este modelo, por
exemplo, em um hardware especia metne dedicado ao problema. Em geral, a andlise comparativa do
desempenho computaciona é realizada em maquinas digitais ndo dando portanto uma idéia exata da
performance dos métodos testados.

Como discutido em DSY[10], paraa e b qualquer teremos pelo menos um ponto do anel Y,
proximo de cada cidade X; a medida que K decresce. Assm, o0 minimo da fun¢do de energia para

K suficientemente pequeno corresponde a uma possivel tour do caixeiro vigante. Para verificar
esse fato, basta notar que para cada cidade X; temos.

B(K):miin|Xi -y
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Segue entéo que B(K)£|xi - YJ-| onde Y, € um ponto qualquer do anel. Elevando ao
quadrado, dividindo por 2K? e calculando a exponencial de ambos os termos temos:

s/ n
expf(K)ZK 2%£ E.‘ng?Xi ) YJ|4<2§
Logo, para os m pontos do andl temos.
®&|x-vy|?/ 0 )
Goof gt Monp 44 0
Ou ainda:

2
-aKlog § e<|C>§e|>§ ) YJAZ%‘ -aKlogM + B(K)%K
] 7]

A segunda parcela presente na funcdo de energia é cancelada ja que aparece em ambos 0s
lados da desiqualdade.

Segue entdo gque a energia associada a cada cidade X; serd limitada por uma constante C
se:

2 2
lim B(K) - 2K“logM —c
k® 0 2K

Note portanto que basta fazer neste caso: B(K) = O(/K). Assim, quando K® O teremos
B(K)® 0, ou sga, teremos pelo menos um ponto do and suficientemente proximo de cada cidade
X;.

Durbin mostra que se % < A, apenas um unico ponto do anel é atraido para cada cidade

(onde A é 0 menor caminho entre um ponto do anel sendo atraido por uma cidade e outro ponto do
anel ndo atraido pela mesma cidade). Apesar disso, pode ocorrer a presenca de Spikes (Figura
IV.5) como discutido a seguir.

Como demonstrado por Simmen[09], um ponto de equilibrio da fungdo de energia pode ndo
corresponder a um circuito vidvel para 0 caixeiro vigante. Podemos ter as seguintes situacoes,
como representada na figura abaixo. Os peguenos quadrados representam as cidades, e os circul os,
0s pontos do andl.

]
- \/
mOom
(a) Spike (b) Frozen

Figuralll.6: Circuitos Ndo-Viaveis
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No primeiro caso (Spike), repetimos a visita em uma cidade (circuito ndo-viavel). Como
descrito em Simmen [09] araz&o a/b deve ser arbitrariamente pequena para a eliminacdo de spikes.
Esta estratégia entrentanto, pode ocasionar outros problemas como o representado no item (b)
acima (Frozen). No limite, quando K tende a zero, nenhuma das duas cidades consegue atrair
definitivamente o ponto do and. Este fato, demonstrado por Simmen [09] contradiz o resultado
obtido anteriormente por DSY[10], ja que para K® 0 ndo temos necessariamente m]_in|xi - Y, | ® 0.

Isto ocorre por exigtir pontos de minimo local com ata energia, implicando que algumas cidades
permanecdo ndo-visitadas quando K® 0. Para minimizar a ocorréncia de circuitos ndo-viaveis
Simmen [09] sugere b/a @1/ 2 onde m@A/ 2.
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