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“O único lugar onde o sucesso vem antes do trabalho é no dicionário.”

— Albert Einstein

“É espantosa a quantidade de coisas que não sabemos. E mais espantoso ainda é o que

passa por saber.”

— Philip Roth, em A marca humana
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Resumo

A resolução do problema da propagação de ondas acústicas em meios cont́ınuos é de grande

interesse nas mais diversas áreas da ciência, como por exemplo, na geof́ısica, medicina,

engenharia, entre outras. Este problema é modelado através de equações diferenciais

parciais com condições inicial e de contorno conhecidas. Para um problema de śısmica, por

exemplo, a simulação da propagação da onda inclui meios anisotrópicos, interfaces que não

são planas entre camadas, variação de velocidade/densidade entre outras caracteŕısticas.

Diversos métodos numéricos são utilizados para encontrar soluções aproximadas para a

equação de onda, tal como o método de diferenças finitas (MDF) utilizado no presente

trabalho. O método de DF expĺıcito, frequentemente utilizado para resolver esse tipo de

problema, possui um critério de estabilidade para a garantia de convergência da solução

numérica. Num domı́nio heterogêneo, a condição de estabilidade fica condicionada à região

que necessita da discretização mais refinada, por exemplo, em um problema de śısmica,

quanto maior a velocidade de propagação do meio, mais refinado deve ser o passo de tempo

requerendo, de forma geral, um grande esforço computacional. O objetivo deste trabalho

é analisar o comportamento do MDF com uma técnica, proposta em Falk et al (1998), que

permite adaptar o passo de tempo localmente de acordo com a velocidade de propagação

da onda. Baseados nestes esquemas, resolveu-se a equação da onda acústica para meios

heterogêneos que necessitam de passos de tempo divididos por dois ou, em outros casos,

por quatro. Além disso, simulou-se um campo que pode ser calculado com três diferentes

passos de tempo. Essa abordagem aponta para uma redução no custo computacional em

domı́nios onde o campo de velocidades não é homogêneo.

Palavras-chave: equação da onda acústica, diferenças finitas, passos de tempo ajus-

táveis.
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Abstract

The resolution of the acoustic wave scattering in continuos medium is important to several

areas of the science, for instance, in geophysics, medicine, enginnering and so on. This

problem is modeled by partial differential equations with known initial and boundary con-

ditions. For a seismic problem, for example, the simulation of wave propagation includes

anisotropic media, interfaces that are not flat between layers, variable speed / density

among other features. Several numerical methods are used to find approximate solutions

to the wave equation, such as the finite difference method (FDM) used in this work. The

explicit FD method, often used to solve this problem, has a stability criterion for ensuring

convergence of the numerical solution. In a heterogeneous domain, the stability condition

depends on the region that needs the more refined discretization, for example, in a seismic

problem, the greater the velocity of propagation of the medium, the greater must be the

time step. Thus, these simulations require, in general , a large computational effort. The

objective of this paper is to analyze the behavior of MDF with a technique proposed in

Falk et al (1998) that allows to adjust the time step locally according to the velocity of

wave propagation. Based on these new schemes of locally adjustable time-steps, we solve

the acoustic wave equation for a heterogeneous medium which needs a time-step size di-

vided by a factor of two, other one uses a time-step size divided by four. Furthermore, we

simulate a more complex field velocity that can use three different time-steps sizes. This

approach points to a reduction of the computational cost in domains where velocity field

is not a homogeneous medium.

Keywords: acoustic wave equation, finite-difference, adjustable time-steps.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Uma grande variedade de fenômenos da natureza podem ser descritos através de modelos

matemáticos que podem possuir uma solução exata ou aproximada. A solução exata

de uma equação, sistema ou qualquer problema matemático pode ser obtida a partir

de um desenvolvimento anaĺıtico, que é a aplicação sucessiva de operações algébricas e

diferenciais. No entanto, vários problemas práticos não possuem solução exata. Na solução

aproximada usa-se um método numérico que encontra uma solução através da aplicação

de operações aritméticas simples (Williams 1980).

A maioria dos métodos numéricos para resolução de problemas matemáticos foram

descritos antes do aparecimento dos primeiros computadores eletrônicos (Dacunto 2004).

O método de Euler (1707-1783), por exemplo, é comumente aceito como o primeiro es-

quema de diferenças finitas utilizado para resolver numericamente equações diferenciais.

Essa necessidade surgiu devido a existência de alguns problemas sem solução exata ou

que eram demasiadamente complicados para se resolver analiticamente. Deve-se conside-

rar, no entanto, que computadores tem memória finita e para se resolver um problema

de natureza cont́ınua é preciso discretizá-lo. Por exemplo, ao se calcular uma integral

numericamente, utiliza-se um número finito de pontos em vez de se considerar uma sub-

divisão do intervalo de integração infinitesimalmente. Esta aproximação acarreta um erro

de truncamento na solução. Além disso, os números são representados por um número

finito de algarismos na memória, o que pode introduzir um erro de arredondamento. Uma

vez que a propagação dos erros do algoritmo seja conhecida e controlada, o método nu-

mérico pode compor sistemas computacionais complexos que são utilizados na resolução

de problemas em áreas como astrof́ısica, dinâmica dos fluidos, economia, etc.
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Os fenômenos que descrevem esses problemas podem ser divididos em sistemas

discretos e cont́ınuos. Um sistema discreto envolve a interconexão de um número finito

de elementos como, por exemplo, um conjunto de part́ıculas interagindo em um sistema

fechado. Sistemas cont́ınuos, por sua vez, ocorrem sobre uma região cont́ınua, como na

condução de calor em um determinado material. Williams (1980) classifica os problemas

f́ısicos em três categorias. Em problemas de equiĺıbrio o sistema permanece constante em

relação ao tempo, um exemplo deste tipo, é a distribuição de campos eletrostático. Tais

problemas são também conhecidos como problemas de estado estacionário e são descri-

tos por sistemas de equações lineares e, em casos particulares, por sistema de equações

não lineares ou por equações diferenciais ordinárias com condições de contorno. Pro-

blemas de autovalores, por sua vez, são uma extensão dos problemas de equiĺıbrio onde

certos parâmetros adicionais devem ser determinados além daqueles definidos no estado

estacionário. Um exemplo é a ressonância em circuitos elétricos. Eles são descritos por

sistemas de equações lineares ou por equações diferenciais com condições de contorno.

Por outro lado, problemas de propagação englobam os fenômenos transitórios e de regime

não-permanente, nesse caso, estados subseqüentes do sistema são relacionados ao estado

inicial, um exemplo deste tipo de problema é a propagação de ondas.

A resolução do problema de propagação de ondas acústicas é de grande interesse nas

mais diversas áreas da ciência, por exemplo, na geof́ısica (Bulcão 2004), medicina (ultra-

sonografia), engenharia (identificação de danos estruturais), entre outras. A propagação

de ondas acústicas se dá num meio material. Desta maneira, ele é modelado através de

equações diferenciais parciais com condições iniciais conhecidas e condições de contorno.

Uma análise fiel de dados śısmicos, nos permite observar que a simulação da propagação da

onda em modelos computacionais reaĺısticos incluem meios anisotrópicos, interfaces que

não são planas entre camadas e blocos, velocidade/densidade entre outras caracteŕısticas

dentro das camadas e, frequentemente, uma camada livre de topografia (Moczo 2007).

Uma vez que os métodos anaĺıticos não proveem solução para modelos reaĺısticos, o uso

de aproximações é necessário. Diversos métodos numéricos são utilizados para encontrar

soluções aproximadas para a equação de onda, tais como o método de diferenças finitas,

de elementos finitos e de volumes finitos. Métodos numéricos impĺıcitos demandam uma

grande quantidade de memória e requerem um número de operações matemáticas consi-

deravelmente maior que métodos numéricos expĺıcitos, os primeiros envolvem a resolução
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de sistemas lineares, o que pode os tornar inviáveis para algumas aplicações. Por outro

lado, os métodos expĺıcitos deparam-se com problemas de estabilidade o que acarreta uso

de discretizações refinadas para garantia de convergência da solução numérica, como será

descrito no Caṕıtulo 4. Por esse motivo, a simulação numérica de fenômenos f́ısicos des-

critos por equações diferenciais parciais (EDP) requer, de forma geral, um alto esforço

computacional.

1.1 Motivação

Num domı́nio espacial heterogêneo a condição de estabilidade varia com a região e a

garantia de estabilidade do método, fica condicionada à região que necessita da discre-

tização mais refinada, ou seja, em um problema de śısmica, por exemplo, quanto maior

a velocidade de propagação do meio, mais refinado deve ser o passo de tempo. Desta

maneira, caso uma pequena parcela do domı́nio tenha maior velocidade a necessidade de

garantia de estabilidade implicará uso de um passo de tempo que será conservador para

as demais regiões do domı́nio espacial. Em outras palavras, as partes do domı́nio que

tem menor velocidade de propagação utilizarão um passo de tempo mais refinado do que

aquele necessário para assegurar a estabilidade numérica daquela região, ou seja, grande

parte do domı́nio estará superamostrada em relação ao maior passo de tempo que assegura

a convergência da solução numérica. Neste caso, serão feitos cálculos desnecessariamente

aumentando o custo computacional. Falk et al. (1998) descreve um esquema alternativo

que utiliza passos de tempo ajustados localmente, de acordo com a velocidade do meio,

de modo a garantir a condição de estabilidade em todo o domı́nio. Uma das vantagens

de fazer uso do esquema de adaptatividade temporal é um posśıvel ganho no tempo fi-

nal de simulação, uma vez que um passo de tempo maior pode ser utilizado em partes

do domı́nio que tenham velocidades de propagação menores. No entanto, a eficiência do

esquema proposto depende da relação entre o tamanho das regiões que não utilizam pas-

sos de tempo ajustados com o tamanho das regiões que precisam da técnica. Além das

questões referentes à estabilidade numérica, para um domı́nio com variação de velocidade,

ao se utilizar o mesmo passo de tempo teremos valores de dispersões diferentes de acordo

com a velocidade da região o que pode comprometer a qualidade da solução (Alford et al.

1974).
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Nesta monografia, utilizou-se o método de diferenças finitas (MDF) expĺıcito para

simular a propagação de ondas acústicas em meios não homogêneos (Kelly et al. 1976),

isto é, meios que apresentam variações de propriedades f́ısicas, como a velocidade de

propagação. O objetivo deste trabalho é analisar o comportamento do MDF com a técnica

de adaptatividade temporal em situações potencialmente cŕıticas para tal esquema, como

nas regiões onde ocorrem mudanças de velocidades. Em Falk et al. (1998) testou-se o

esquema com passos de tempo ∆t e ∆t/2 com uma aproximação de segunda ordem no

tempo e quarta ordem no espaço (2-4). Esta monografia apresenta resultados com uso de

∆t e ∆t/4, além de simulações com três diferentes passos de tempo em aproximações 2-2

e 2-4 para o caso bidimensional. Não houve preocupação com a modelagem de ambientes

f́ısicos reais pois o escopo da monografia é o estudo do esquema de adaptatividade temporal

independentemente da aplicação utilizada.

1.2 Organização da monografia

Esta monografia está dividida em seis caṕıtulos. No Caṕıtulo 1 encontra-se a Introdução

que é subdividida em Motivação e Trabalhos Relacionados. O Caṕıtulo 2 contém a descri-

ção do problema da equação da onda acústica seguida de uma seção sobre as aproximações

de diferenças finitas utilizadas nesta monografia. O núcleo da monografia encontra-se nos

caṕıtulos 3 e 4. No caṕıtulo 3 é descrito o esquema de adaptatividade temporal e os con-

ceitos nele envolvidos. O caṕıtulo seguinte é o mais extenso. Na primeira seção descreve-se

o Termo de Fonte utilizado durante as simulações numéricas, na segunda seção, a meto-

dologia dos experimentos é apresentada, nas três seções subseqüentes são apresentados os

resultados das simulações, a última seção do caṕıtulo 4 contém os resultados dos testes de

desempenho. O caṕıtulo 5 possui as conclusões e trabalhos futuros. Por fim, no caṕıtulo

6 encontra-se o Apêndice A sobre esquemas de adaptatividade temporal sem passos de

tempo aninhados.

1.3 Trabalhos relacionados

O Método das diferenças finitas (MDF) é largamente utilizado na resolução de equações di-

ferenciais parciais. Num artigo seminal sobre diferenças finitas, Courant–Friedrichs–Lewy

(1928) descreveram a condição necessária para a convergência da solução numérica quando
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se resolve uma equação diferencial parcial pelo método de diferenças finitas. Yee (1966) re-

solveu as equações de Maxwell a partir de um esquema de diferenças finitas no domı́nio do

tempo (FDTD) que possibilitava o uso de malhas espaciais multidimensionais. Alterman

(1968) utilizou aproximações de diferenças finitas (DF) na modelagem śısmica de equação

de onda elástica num meio dividido em duas camadas. Madariaga (1976), por sua vez,

desenvolveu uma malha escalonada (staggered grid) para diminuir o custo computacional

ao se aplicar o MDF em um modelo de plano circular de uma falha friccional.

Geralmente, o operador de DF é obtido através do desenvolvimento da série de

Taylor para as derivadas da equação de onda. A precisão varia com a ordem de apro-

ximação, ou seja, depende do número de termos que são expandidos na série a fim de

representar a função (campo de ondas). Além da necessidade de ser obter boas aproxi-

mações para as derivadas parciais da equação, a propagação das ondas, em problemas de

śısmica, deve considerar as caracteŕısticas dos meios geológicos simulados. Uma análise

das soluções usando DF em domı́nios com variações de propriedades f́ısicas é descrita em

Boore (1972), Virieux (1984) e Virieux (1986). Alford et al. (1974) comparou uma solu-

ção utilizando o MDF com uma solução anaĺıtica para a equação de onda acústica num

campo com quinas. Esses métodos alcançam elevada precisão desde que malhas refinadas

sejam utilizadas. Em Moczo (2007) há uma extensa revisão sobre a aplicação do MDF

para resolução de problemas śısmicos.

Desta maneira, a precisão da aproximação da derivada depende do refinamento da

malha. Entretanto, para problemas complexos de śısmica, o tamanho do domı́nio torna

proibitiva a utilização de malhas muito refinadas. Além disso, métodos expĺıcitos impõem

um critério de estabilidade para assegurar a convergência da solução. Desta maneira,

para que haja melhora da precisão com garantia de estabilidade é necessário refinar o

passo de tempo. Falk et al. (1998) propôs a utilização de passos de tempo variáveis de

acordo com a região do domı́nio para o método de diferenças finitas. Naquele trabalho,

descreveu-se um esquema genérico que permite trabalhar com passos de tempo múltiplos

de 2. Falk et al. (1998) simulou um campo śısmico em 2-D utilizando ∆t e ∆t/2 para

um operador espacial escalonado (staggered grid) de sexta ordem na resolução de equação

de onda elástica e obteve soluções com a ”mesma precisão”se comparada com soluções

utilizando um esquema com passos de tempo constante. Nesta monografia, estudou-se o

comportamento e a eficiência do esquema de adaptatividade temporal para a resolução
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da equação de onda acústica 2-D em domı́nios espaciais onde razão entre as velocidades

necessite utilizar ∆t, ∆t/2 e ∆t/4 em um operador espacial (2-2) e (2-4). Além disso,

outro resultado inédito é a simulação em ambientes heterogêneos com três passos de tempo

diferentes, a saber ∆t, ∆t/2 e ∆t/4.
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Caṕıtulo 2

O problema da onda acústica

2.1 A equação da onda acústica

A equação da onda escalar é dada por:

∂2ϕ

∂t2
= c2∇2ϕ+ ψ (2.1)

com condições iniciais dadas por:

ϕ(t0, x, y) = f(x, y);
∂ϕ

∂t

∣∣
t=t0

= g(x, y) (2.2)

onde ϕ é uma função da posição e do tempo que descreve o comportamento da onda, c a

velocidade de propagação da onda num dado ponto e ψ o termo da fonte. As condições

iniciais na amplitude f(x,y) e na derivada g(x,y) são nulas para todas simulações desta

monografia. A solução geral via série de Fourier, que corresponde à sobreposição ponde-

rada de arcos múltiplos de seno e cosseno, é expressa mais sinteticamente por exponenciais

com argumento complexo. Desta forma, examinando uma destas componentes, ou seja,

uma única frequência tem-se:

ϕ(t, x) = expi(kx−ωt) (2.3)

com k denominado número de onda e ω é a frequência angular. Esta solução é normal-

mente chamada de monocromática. Desenvolvendo as derivadas parciais separadamente

obtém-se:
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∂ϕ

∂t
= −iωφ;

∂ϕ

∂x
= −ikφ;

∂2ϕ

∂t2
= −ω2φ;

∂2ϕ

∂x2
= −k2φ; (2.4)

dáı:

ω2 = c2k2 (2.5)

onde ω/k é a velocidade de fase, quando a relação entre a frequência angular e o número

de onda é linear dizemos que o meio no qual a onda se propaga é não dispersivo. Desta

maneira, para a equação de onda, no caso anaĺıtico, a velocidade de fase é a velocidade

de propagação quando se está em um meio não dispersivo. Entretanto, ao se aproximar

as derivadas parciais através de métodos numéricos, como o das diferenças finitas, essas

propriedades variam dependendo dos operadores utilizados.

2.2 Método de Diferenças Finitas

A técnica conhecida como Método de Euler (1707-1783) é comumente aceita pela comu-

nidade cient́ıfica como o primeiro método de diferenças finitas. Esse método foi utilizado

para aproximar soluções de equações diferenciais parciais. Entretanto, apenas com o ad-

vento dos computadores na década de 1940 que foram realizadas pesquisas de modo sis-

temático sobre o tema. Atualmente, métodos de diferenças finitas proveem uma poderosa

abordagem para resolver equações diferenciais e são amplamente aplicados em diversos

campos da ciência. Equações com coeficientes variáveis e problemas não-lineares podem

ser tratados por essa técnica. Geralmente, o erro de uma aproximação é pequeno e erros

de arredondamento que surgem inevitavelmente durante o processo computacional podem

ser controlados por uma análise preliminar do critério de estabilidade do esquema de DF

utilizado.

O MDF é uma das várias técnicas usadas para se aproximar derivadas, neste mé-

todo, tem-se um conjunto discreto de valores da variável dependente em pontos conhecidos

da variável independente. Assim, dada uma função φ(x, t) definida no intervalo 0 ≤ x ≤ L

e 0 ≤ t ≤ T , uma discretização da função φ é obtida considerando apenas os valores φji

sob um número finito de pontos (xi, tj)

φji = φ(xi, tj) = φ(i∆x, j∆t), i = 0, ...,m, j = 0, ..., n, (2.6)
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onde ∆x = L/m, ∆t = T/n. Na notação empregada para descrever as aproximações os

ı́ndices subscritos correspondem as dimensões espaciais enquanto que o ı́ndice sobrescrito

refere-se ao passo de tempo. Na Figura 2.1 tem-se a malha que aproxima a função φ(x, t).

Uma regra para estimar o erro da aproximação de uma função por diferenças finitas é

obtida através da expansão da Série de Taylor

Figura 2.1: Malha no tempo e no espaço

f(x+ ∆x) = f(x) +
n−1∑
h=1

f (h)(x)
(∆x)h

h!
+ f (n)(x+ θ∆x)

(∆x)h

n!
, (2.7)

onde 0 < θ < 1 e f (h) denota a h-ésima derivada de f . O último termo da Eq. 2.7 é da

ordem de (∆xn) e pode ser escrito como

f(x+ ∆x) = f(x) +
n−1∑
h=1

f (h)(x)
(∆x)h

h!
+O((∆x)h), (2.8)

onde o śımbolo O (o maiúsculo) é definido como segue

g(y) = O(yn), y ∈ Ω⇐⇒ |g(y)| ≤ cyn,∀y ∈ Ω (2.9)

onde c é uma constante positiva. Os esquemas de diferenças finitas são chamados de

progressivo, regressivo ou central dependendo dos pontos utilizados para o cálculo da

aproximação. Aplicando a expansão da série de Taylor da Eq. 2.7 para a derivada parcial

φ(xi, tj + ∆t) tem-se

φ(xi, tj + ∆t) = φ(xi, tj) + φt(xi, tj)∆t+O((∆t)2) (2.10)

reescrevendo a Eq. 2.10 em notação empregada nesta monografia obtem-se

φji = φji + (φt)
j
i∆t+O((∆t)2), (2.11)
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dáı,

(φt)
j
i =

φj+1
i − φji

∆t
+O(∆t), (2.12)

Aplicando-se o procedimento descrito acima é posśıvel encontrar uma aproximação pro-

gressiva para a derivada primeira φx. Uma aproximação regressiva é inferida de modo

análogo para φ(xi, tj −∆t)

(φt)
j
i =

φji − φ
j−1
i

∆t
+O(∆t), (2.13)

A aproximação central de diferenças finitas é obtida ao se aplicar a expansão da Série de

Taylor da Eq. 2.7 com n = 4 como segue

φj+1
i = φji + (φt)

j
i∆t+ (φtt)

j
i

(∆t)2)

2!
+ (φttt)

j
i

(∆t)3)

3!
+O((∆t)4) (2.14)

φj−1
i = φji − (φt)

j
i∆t+ (φtt)

j
i

(∆t)2)

2!
− (φttt)

j
i

(∆t)3)

3!
+O((∆t)4) (2.15)

Subtraindo a segunda expressão da primeira e isolando (φt)
j
i tem-se

(φt)
j
i =

φj+1
i − φj−1

i

2∆t
+O((∆t)2) (2.16)

As aproximações de diferenças finitas descritas anteriormente consideram apenas

dois pontos da malha para o cálculo da derivada primeira da função. Entretanto, fórmulas

que envolvem três ou mais pontos da malha podem ser deduzidas para que, em geral, a

solução obtida possua um erro menor. Para detalhes sobre o desenvolvimento em série de

Taylor das fórmulas de diferenças finitas ver Collatz (1966), Ames (1977), Roache (1976)

e Lapidus et al. (1982).

Nesta monografia aproximou-se derivadas de segunda ordem da Equação da onda

acústica (Eq. 2.1) utilizando um operador de segunda ordem no tempo, para todas as

simulações, e operadores espaciais de segunda e quarta ordem com os pontos da malha

dispostos conforme o esquema de moléculas computacionais da Fig. 2.2. As aproximações

de segunda e quarta ordem, utilizadas nesta monografia, são ambas centrais e estão des-

critas como uni,j em Eq. 2.17 e 2.18, respectivamente, para a derivada espacial. Durante

todo o trabalho, usou-se a malha igualmente espaçada nas direções x e y. A aproximação

de segunda ordem para a derivada temporal é obtida de maneira direta.

(uxx)
n
i,j =

uni+1,j − 2uni,j + uni−1,j

∆x2
(2.17)
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(uxx)
n
i,j =

−uni−2,j + 16uni−1,j + 30uni,j + 16uni+1,j − uni+2,j

12∆x2
(2.18)

Particularizando a Eq. 2.1 para o caso bidimensional, e substituindo as aproximações

temporal e espacial ambas de segunda ordem (2-2) descritas na Eq. 2.17 obtem-se:

(a) (b)

Figura 2.2: Malhas espaciais para o caso 2-D (a) 2a ordem e (b) 4a ordem

un+1
i,j − 2uni,j + un−1

i,j = C2(uni+1,j − 2uni,j + uni−1,j + uni,j+1 − 2uni,j + uni,j−1) + (∆t)2ψ(2.19)

onde C = c2 ∆t2

∆r2
, n representa o passo de tempo, os ı́ndices i e j representam os pontos

da malha espacial em cada direção e ∆t e ∆r correspondem as discretizações temporal

e espacial respectivamente. A Eq. 2.19 é eficaz para n > 0. No entanto, quando n = 0

teremos:

u1
i,j − 2u0

i,j + u−1
i,j = C2(u0

i+1,j − 2u0
i,j + u0

i−1,j + u0
i,j+1 − 2u0

i,j + u0
i,j−1) + (∆t)2ψ (2.20)

Para eliminarmos o termo no instante n = -1, usaremos a condição inicial na

derivada temporal que já discretizada (discretização central de segunda ordem) nos dá,

∂ϕ

∂t

∣∣
t=t0

=
u1
i,j − u−1

i,j

2∆t
= g(x, y) (2.21)

isolando o termo em n = -1 temos que

u−1
i,j = u1

i,j − 2∆tg(x, y) (2.22)
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substituindo o termo u−1
i,j em 2.20 pelo lado direito da Eq. 2.22 temos a aproximação de

diferenças finitas para n = 0:

u1
i,j =

C2

2
(u0

i+1,j − 2u0
i,j + u0

i−1,j + u0
i,j+1 − 2u0

i,j + u0
i,j−1) + u0

i,j +
(∆t)2

2
ψ (2.23)

Analogamente, segue a aproximação 2-4 na Eq. 2.24 para n > 0. Para a obtenção

da aproximação no tempo n = 0 utiliza-se um procedimento semelhante àquele descrito

anteriormente para a aproximação de segunda ordem no tempo e no espaço.

un+1
i,j − 2uni,j + un−1

i,j =
C2

12
[−uni+2,j − uni−2,j − uni,j+2 − uni,j−2 + 16(uni+1,j +

uni−1,j + uni,j+1 + uni,j−1)− 60uni,j] + (∆t)2ψ (2.24)
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Caṕıtulo 3

Adaptatividade temporal

A maioria das simulações da área de Geof́ısica, em especial da indústria do petróleo,

envolve modelos geológicos com grandes variações de velocidade (Moczo 2007), como, por

exemplo, o modelo geológico Marmousi (Versteeg 1991). Conforme exposto no Caṕıtulo 1,

métodos numéricos expĺıcitos possuem um limiar de estabilidade para qual é assegurada a

convergência da solução. Esse critério de estabilidade depende, dentre outros fatores (ver

seção 4 para mais detalhes), da velocidade de propagação da onda acústica em cada região

do domı́nio espacial (Lines 1999). Desta forma, domı́nios heterogêneos, isto é, aqueles que

apresentam grandes variações de velocidade possuem diferentes condições de estabilidade

de acordo com a velocidade de propagação da onda. Em simulações onde se utilizam o

mesmo passo de tempo para todas as regiões do domı́nio, a condição de estabilidade é

governada pela região que tiver maior velocidade. Com isso, o intervalo de tempo utilizado

nas regiões de menor velocidade passa a ser muito conservador, o que acarreta cálculos

desnecessários para aquela parte do domı́nio espacial.

Visando diminuir o custo computacional, a alternativa investigada nesta monogra-

fia é a utilização de passos de tempo variáveis dependendo da velocidade de propagação

do meio. Para se utilizar passos de tempo localmente ajustáveis, os incrementos no tempo

são feitos em função do meio no qual se está realizando os cálculos utilizando passos de

tempo intermediários que sejam múltiplos na forma de 2i onde i é um inteiro positivo

ou negativo. Desta maneira, um ńıvel de adaptatividade implica que partes do meio são

resolvidas em ∆t e outras partes em ∆t/2, enquanto dois ńıveis significa que o menor

passo de tempo utilizado é ∆t/4 podendo, inclusive, ter regiões calculadas com ∆t/2.

O esquema de passos de tempo localmente ajustáveis não possui uma regra formal que
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determina quando deve haver mudança no passo de tempo, a rigor, a única regra que deve

ser seguida se refere ao limiar de estabilidade da solução numérica. Por esse motivo, a

mudança no passo de tempo depende, principalmente, do maior passo de tempo utilizado

e da distância do seu valor correspondente à condição de estabilidade.

Como exemplo, suponhamos um domı́nio unidimensional com os seguintes pontos

da malha espacial: i−1, i, i+1, onde o ponto i−1 possui a menor velocidade v e os pontos

i e i + 1 possuem as velocidades 1, 3v e 2, 0v respectivamente. Neste caso, se o passo de

tempo escolhido para o cálculo de i−1 corresponder ao limiar de estabilidade (chamaremos

de Γ), isso acarretará mudança obrigatória no passo de tempo quando do cálculo de i.

Assim, uma regra para a mudança do passo de tempo pode ser definida, a priori, ao se

estabelecer uma relação entre a estabilidade no menor passo de tempo (chamaremos de

Γmenor∆t) e o limiar de estabilidade do método na forma: λ = Γ/Γmenor∆t. Se a razão entre

a velocidade da região, que tem seu ponto calculado, e a menor velocidade do domı́nio

vi/vmenor for maior que λ o passo de tempo deve ser mudado para ∆t/2, caso seja maior

que 2λ então deve ser mudado para ∆t/4. A Tabela 3.1 sintetiza essas regras.

Tabela 3.1: Tabela com regras gerais para mudança de ∆t. Considere λ = Γ/Γmenor∆t

Γ = Vi/Vmenor Passo de tempo

1 ≤ Γ ≤ λ ∆t

λ < Γ ≤ 2λ ∆t/2

2λ < Γ ≤ 4λ ∆t/4

Para exemplificar esse procedimento, apresentamos na Fig. 3.1 o esquema com

passos de tempo localmente ajustáveis num esquema de modelagem unidimensional. Esta

figura apresenta um esquema com um ńıvel de adaptatividade temporal para a onda

acústica com aproximações de 2a ordem no tempo e 4a ordem no espaço (esquema 2-4),

onde é utilizado ∆t para a região com menor velocidade (v1) e ∆t/2 naquela de maior

velocidade (v2). Neste esquema o tempo avança para baixo e os quadrados representam

os pontos do domı́nio espacial discretizados. Os quadrados brancos são pontos situados

na região com menor velocidade e que são calculados com ∆t e os quadrados pretos são

pontos da malha dentro da região de maior velocidade e que são calculados com ∆/2.

Ao se calcular o ponto k + 1 no tempo t + ∆t utilizando um operador 2-4 (conforme

descrito na Eq. 2.24 da Seção 2.2) surge a necessidade do cálculo dos pontos k−1 e k, que
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situados na região de menor velocidade, do tempo intermediário t + ∆t/2. Essa região

é conhecida como zona de transição e para esse o caso de um ńıvel de adaptatividade

temporal é calculada com ∆t/2. O número de pontos necessários para compor essa região

(zona) de transição depende da ordem da aproximação espacial. Pode-se notar que há um

distinção entre o número de pontos da malha que são calculados a cada passa de tempo.

Tempos que calculam todos os pontos são chamados de tempos inteiros e os tempos entre

os tempos inteiros são chamados de tempos intermediários.

Figura 3.1: Esquema 1-D para uma aproximação 2-4 com 1 ńıvel de adaptatividade.

Em seguida é mostrado um esquema para dois ńıveis de adaptatividade na Fig. 3.2.

A divisão do domı́nio espacial é feita da mesma forma que do esquema com um ńıvel de

adaptatividade, o cálculo do ponto k + 1 do tempo t é feito de modo análogo àquele

mostrado no exemplo anterior. Surge, no entanto, um caso especial ao se calcular os

pontos na zona de transição do tempo intermediário t + ∆t/2. Eles são calculados com

∆t/2 em vez de ∆t/4 como é o caso dos demais tempos interdiários num esquema de dois

ńıveis de adaptatividade, isso é feito a fim de que o operador espacial utilize os pontos

que são calculados no tempo t. Por esse motivo, esquemas que utilizam apenas passos
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Figura 3.2: Esquema 1-D para uma aproximação 2-4 com 2 ńıveis de adaptatividade.

de tempo múltiplos de 2 são chamados de esquemas aninhados. No Apêndice A há uma

explicação detalhada sobre a impossibilidade de se usar o mesmo passo de tempo, nos

tempos intermediários, para o caso aplicado nesta monografia.

Um exemplo análogo para o caso 2-D, utilizando uma aproximação 2-2, é mostrado

na Fig. 3.3. Nesse esquema, de um ńıvel de adaptatividade, os pontos que estão dentro

do quadrado marcado em negrito (inclusive os pontos sob a linha) possuem velocidade

maior (v2) e os pontos de fora possuem velocidade menor (v1). Esta figura apresenta

os três casos diferentes que surgem durante a simulação para o esquema com 1 ńıvel de

adaptatividade temporal. O ponto na região com v1 é calculado com ∆t e e os outros

dois casos mostram pontos sendo calculados com ∆t/2. Um deles está dentro da região

de maior velocidade v2 e o outro situa-se na interface de mudança de velocidades, ou seja,

ele é vizinho de um ponto com menor velocidade e, por isso, utiliza pontos da zona de

transição que é representado neste esquema como um triângulo.
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Figura 3.3: Esquema para o caso 2-D com 1 ńıvel de adaptatividade para uma aproximação

2-2. Imagem gentilmente cedida por Sabino, T. L. R..
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Caṕıtulo 4

Exemplos numéricos

A Seção 4.1 contém a descrição do termo de fonte utilizado nesta monografia. Na seção

seguinte, são detalhados alguns parâmetros utilizados nos experimentos. Esses parâmetros

são: os valores do espaçamento da malha, a condição de contorno e o tamanho do domı́nio

espacial. Por fim, nas seções subseqüentes temos os resultados das simulações para o caso

bidimensional.

4.1 Termo de fonte

Em problemas de modelagem numérica de Geof́ısica, usualmente, utiliza-se uma fonte

que simula uma onda śısmica gerada por determinados dispositivos. Esses dispositivos

podem ser, por exemplo, uma carga explosiva sendo detonada ou um canhão de ar, como

é empregado em levantamentos śısmicos maŕıtimos Bording et al. (1997) e Coffeen (1986)

apud Bulcão (2004). Uma fonte śısmica é uma função matemática com determinadas

caracteŕısticas, ela deve ser limitada no domı́nio do tempo e no domı́nio da frequência, ou

seja, deve-se ter valores não nulos apenas em uma determinada região do domı́nio. Uma

fonte é limitada no domı́nio do tempo a fim de simular uma fonte explosiva, a limitação

no domı́nio da frequência, por sua vez, controla a frequência máxima, conhecida como

frequência de corte, a qual o modelo numérico estará sujeito (Bulcão 2004). A frequência

de corte (fcorte) é um dos fatores que influencia o espaçamento da malha utilizado nas

simulações numéricas (Boore 1972, Alford et al. 1974, Kelly et al. 1976 e Javaherian

1994). Este tópico será melhor detalhado na Seção 4.2.

Nesta monografia, apesar de não haver preocupação com a modelagem de pro-
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blemas f́ısicos, utilizou-se como fonte śısmica a derivada segunda da função Gaussiana

descrita em Cunha (1997) apud Bulcão (2004), onde utiliza-se um tempo defasado que,

em linhas gerais, atrasa o aparecimento do sinal gerado pela fonte. Na Equação 4.1, tem-

se a expressão matemática, do termo de fonte, que deve ser prescrita na Equação de Onda

mostrada em 2.1 substituindo o termo ψ.

f(t) = [1− 2π(πfctd)
2]e−π(πfctd)2 (4.1)

onde: t é o tempo, td é o tempo defasado que atrasa o aparecimento do sinal da fonte e

fc é um parâmetro relacionado à frequência de corte da fonte śısmica.

td = t− 2
√
π

fcorte
(4.2)

fc =
fcorte
3
√
π

(4.3)

A transformada de Fourier da Eq. 4.1 é dada pela Eq. 4.4. Na Figura 4.1 tem-se

representados os gráficos Amplitude x Tempo e Amplitude x Frequência da função de

fonte quando fcorte = 30 Hz.

F (f) =
2f 2

π2f 3
c

e
−f2

πf2c (4.4)

(a) (b)

Figura 4.1: Gráficos Amplitude x Tempo (a) e Amplitude x Frequência (b) para a fonte

śısmica descrita na Eq. 4.1 com frequência de corte igual a 30 Hz.
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4.2 Metodologia dos experimentos

Conforme citado na Seção 4.1, o valor da frequência de corte a qual o modelo numérico

estará submetido, tem relação direta com o espaçamento da malha espacial. Alford et al.

(1974) relacionaram o número de pontos da malha utilizados para representar o menor

comprimento de onda do sinal da fonte com a dispersão numérica para a equação de

onda acústica no caso bidimensional. Naquele trabalho, eles conclúıram que, para reduzir

satisfatoriamente a dispersão da malha, o número de pontos da malha utilizados para

representar o menor comprimento de onda do sinal da fonte deveria ser aproximadamente

dez ou mais para uma aproximação de segunda ordem no espaço. Boore (1969), Boore

(1972) e Kelly et al. (1976) descreveram a mesma relação para equação de onda em meios

elásticos. Além disso, Holberg (1987) mostrou que quanto maior a ordem do operador

espacial, menor é necessidade de pontos da malha por comprimento de onda.

Na equação de onda, a dispersão numérica ocorre quando a velocidade de fase (vf )

e a velocidade de grupo (vg) passam a ser função do espaçamento da malha, da frequência

do sinal e do ângulo de propagação (Faria 1993). Nesse sentido, diversos autores utilizam

esses resultados seguindo um critério, que é mostrado nas Eq. 4.5 e 4.6, que acopla o

espaçamento da malha utilizado, a fim de reduzir a dispersão numérica, com o valor do

passo de tempo necessário para a estabilidade da solução numérica (Alford et al. 1974,

Loewenthal et al. 1985, Mufti 1990, Silva 1995 e Bulcão 2004).

h ≤ Vmin
αfcorte

(4.5)

∆t ≤ h

βVmax
(4.6)

onde:

h: o espaçamento da malha, neste trabalho o grid é regular, ou seja, é o mesmo

em ambas as direções x e y;

Vmin e Vmax: são, respectivamente, a velocidade mı́nima e máxima de propagação

do campo de velocidades simulado;

α: é um parâmetro emṕırico, estudado nos trabalhos citados anteriormente, que

determina o número de pontos do grid utilizados para representar o menor comprimento

de onda a qual o modelo numérico estará sujeito;
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fcorte: a frequência de corte, que pode ser de uma condição inicial ou, no caso deste

trabalho, da fonte descrita em 4.1;

β: parâmetro que corresponde ao número de passos no tempo necessário para a

frente de onda percorrer uma distância equivalente ao espaçamento da malha entre os

pontos da malha, considerando a maior velocidade de propagação do meio;

∆t: é o tamanho do passo de tempo utilizado nas simulações numéricas.

Nesta monografia, utilizou-se operadores de 2a e 4a ordem no espaço com α =

10, a fim de que o número de parâmetros diferentes fosse o menor posśıvel permitindo,

assim, comparar as diferenças entre os métodos com passos de tempo adaptados e os

métodos com passo de tempo constante. Da Seção 4.1 tem-se que a frequência de corte

da fonte śısmica utilizada é igual a 30Hz, além disso, a menor velocidade Vmin em todos

os campos simulados é igual a 1500m/s. Desta maneira, da aplicação da Eq. 4.5 obtém-se

o espaçamento da malha igual a 5,0m constante para todas as simulações. O domı́nio

espacial em todas as simulações possui 5000m tanto na direção x quanto na direção y.

Com relação ao tamanho do passo de tempo, há algumas diferenças entre os cri-

térios utilizados nesta monografia com relação àqueles utilizados nas referências citadas

nesta Seção. As simulações foram realizadas com o valor de β igual a aproximadamente

6,6, diferentemente dos trabalhos anteriores que utilizam valores de β igual a 4 para um

operador de 2a ordem temporal. Esse valor emṕırico fora escolhido de modo a amenizar a

propagação de erros que aparece na solução numérica quando ocorre a mudança do passo

de tempo. Observou-se, em simulações preliminares, o surgimento de um pequeno rúıdo

na solução próximo da região de mudanças de velocidades (Mello et al. 2011), esse erro

no entanto, torna-se despreźıvel quando se utiliza um valor de β mais conservador como

aproximadamente 6,6. Outra adequação da sistemática descrita nas Equações 4.5 e 4.6

acima é feita para as simulações com passos de tempo adaptativos. Neste caso, a Eq. 4.6

utiliza o valor da menor velocidade Vmin do domı́nio espacial, haja vista que o valor de

∆t será ajustado quando houver necessidade segundo os critérios expostos no Caṕıtulo 3.

Como condição de contorno utilizou-se a Condição de Dirichlet que especifica, a

priori, a amplitude nas bordas do domı́nio considerado. Nesta monografia, a condição de

contorno gera um reflexo com o mesmo módulo da amplitude da onda que chegou à borda.

Na Tabela 4.1, encontram-se sintetizados alguns parâmetros fixos utilizados durante as

simulações desta monografia.
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Tabela 4.1: Tabela com parâmetros comuns as simulações

Domı́nio Espacial (em metros) Posição da fonte ∆x = ∆y

5000m x 5000m x = 200m e y = 2500m 5m

Nas Seções 4.3, 4.4 e 4.5 comparou-se as soluções com passos de tempo ajustados

localmente com aquelas que utilizam um passo de tempo global (chamaremos de esquema

convencional) para o mesmo operador espacial. Desta maneira, não se usa uma solução

de referência. A comparação das soluções é feita para cada operador espacial e de acordo

com o campo de velocidades simulado, isto é, apresenta-se o resultado para a aproximação

2-2 e, em seguida, para uma aproximação 2-4.

4.3 Um ńıvel de adaptatividade

A fim de analisar o esquema com um ńıvel de adaptatividade, comparou-se a solução

com passos de tempo ajustados localmente com a solução utilizando passo de tempo

constante e igual a ∆t = 0, 00025s no campo de velocidades mostrado na Fig. 4.2. Este

campo possui uma divisão no centro do domı́nio x = 2500m. O ponto amarelo, marcado

por f, corresponde a localização da fonte śısmica em x = 200m e y = 2500m. S1 e S2

representam a posição dos sismogramas, em x = 2100m e y = 2500m e x = 2700m

e y = 2500m, respectivamente. Esse campo possui velocidades V2 > V1 e será utilizado

nesta Seção e na Seção 4.4. Na simulação com o esquema de passos de tempo adaptativos,

utilizou-se ∆t = 0, 0005s para o meio com velocidade V1 = 1500m/s e ∆t/2 = 0, 00025s

para a região com velocidade V2 = 3000m/s.

Figura 4.2: Campo de velocidades simulado.
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Nas Figuras 4.3 encontram-se as ondas no tempo final (t = 2, 0s) para uma apro-

ximação 2-2. Na Figura 4.3 (a) tem-se a solução com passos de tempo constante e, em

Fig. 4.3 (b), a solução com passos de tempo ajustados localmente. Nesses gráficos a

diferença entre as soluções é quase impercept́ıvel, o que pode é corroborado nos sismo-

gramas das Figuras 4.4 (S1 em x = 2100m e S2 em x = 2700m, ambos em y = 2500m)

situados em pontos dentro da região com maior velocidade. Nesses sismogramas, a solu-

ção com o esquema adaptativo é bastante próxima daquela resolvida através do esquema

convencional.

(a) (b)

Figura 4.3: Ondas em t = 2, 0s para uma aproximação 2-2. (a) tem-se a solução utilizando

passos de tempo constante e em (b) a solução com passos de tempo adaptativos.

(a) (b)

Figura 4.4: Sismogramas para uma aproximação 2-2 (a) S1 e (b) S2.

A seguir, são mostrados os resultados para uma aproximação 2-4 seguindo a mesma



24

sistemática anterior ao comparar a solução com passos de tempo global com uma que

utiliza passos de tempo ajustados localmente. Nas Figuras 4.5 encontram-se as ondas no

tempo final (t = 2, 0s) e, em Fig. 4.6 (a) e (b), são apresentados os resultados capturados

pelos sismogramas S1 e S2, respectivamente. Esses resultados mostram que o esquema

testado apresenta elevada acurácia também para um operador de 4a ordem espacial.

(a) (b)

Figura 4.5: Ondas em t = 2, 0s para uma aproximação 2-4. (a) tem-se a solução utilizando

passos de tempo constante e em (b) a solução com passos de tempo adaptativos.

(a) (b)

Figura 4.6: Sismogramas para uma aproximação 2-4 (a) S1 e (b) S2.
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4.4 Dois ńıveis de adaptatividade

Repetiu-se os mesmos experimentos utilizando o campo de velocidades da Fig. 4.2 para

o esquema com dois ńıveis de adaptatividade. Nestes experimentos, a menor velocidade

V1 continua igual a 1500m/s, enquanto V2 = 6000m/s. Para a solução com um passo de

tempo global, a discretização temporal foi ∆t = 0, 000125s. No caso adaptativo, utilizou-

se ∆t = 0, 0005s para o meio com menor velocidade e ∆t/4 = 0, 000125s para a região

com velocidade v = 6000m/s.

Nas Figuras 4.7 encontram-se as ondas no tempo final (t = 2, 0s) para uma apro-

ximação 2-2. Na Figura 4.7 (a) tem-se uma solução com passos de tempo constante e,

em Fig. 4.7 (b), uma solução com passos de tempo ajustados localmente. Nesses gráficos

a diferença entre as soluções é quase impercept́ıvel, o que pode é ser visto nos sismo-

gramas das Figuras 4.8 (S1 em x = 2100m e S2 em x = 2700m, ambos em y = 2500m)

situados em pontos dentro da região com maior velocidade. Nesses sismogramas a solu-

ção com o esquema adaptativo é bastante próxima daquela resolvida através do esquema

convencional.

(a) (b)

Figura 4.7: Ondas em t = 2, 0s para uma aproximação 2-2. (a) tem-se a solução utilizando

passos de tempo constante e em (b) a solução com passos de tempo adaptativos.

A seguir, são apresentados os resultados para uma aproximação 2-4. Nas Figu-

ras 4.9 encontram-se as ondas no tempo final (t = 2, 0s) e, em Fig. 4.10 (a) e (b), são

apresentados os resultados capturados pelos sismogramas S1 e S2, respectivamente. Esses

resultados mostram que o esquema com dois ńıveis de adaptatividade temporal apresenta

uma diferença maior em relação à solução com o esquema convencional, do que a compa-
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(a) (b)

Figura 4.8: Sismogramas para uma aproximação 2-2 (a) S1 e (b) S2.

ração feita na Seção 4.3. Tal fato, pode ser compreendido devido a maior propagação de

erros que acontece quando se adapta o passo de tempo de ∆t para ∆/4 no esquema da

Fig. 3.1 do que aquele apresentado na Fig. 3.2. No esquema com dois ńıveis de adaptati-

vidade temporal, os pontos da região de transição no tempo intermediário t + ∆t/2 são

calculados com passo de tempo igual a ∆t/2 e, portanto, tem um erro maior do que os

demais pontos dos tempos intermediários calculados com ∆t/4.

(a) (b)

Figura 4.9: Ondas em t = 2, 0s para uma aproximação 2-4. (a) tem-se a solução utilizando

passos de tempo constante e em (b) a solução com passos de tempo adaptativos.
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(a) (b)

Figura 4.10: Sismogramas para uma aproximação 2-4 (a) S1 e (b) S2.

4.5 Três diferentes passos de tempo

Nesta seção são mostrados os resultados da simulação numérica para um campo de velo-

cidades com três velocidades diferentes. O modelo apresentado na Fig. 4.11 utilizou três

diferentes passos de tempo para a simulação com o esquema de adaptatividade temporal,

isto é, ∆t para V1 = 1500m/s, ∆t/2 para V2 = 3000m/s e ∆t/4 para V3 = 6000m/s.

Este campo de velocidades possui três regiões diferentes. A primeira com V1 = 1500m/s

em x ≤ 1250m, a região central com V2 = 3000m/s em x > 1250m e x ≤ 3750m e a

região com V3 = 6000m/s encontra-se em x > 3750m. O ponto amarelo marcado por f

corresponde a localização da fonte śısmica em x = 200m e y = 2500m. S1 e S2 represen-

tam a posição dos sismogramas, em x = 2100m e y = 2500m e x = 2700m e y = 2500m,

respectivamente. O tempo de simulação foi alterado para t = 1, 4s, a fim de minimizar as

reflexões na borda do domı́nio espacial.

Nas Figuras 4.12 encontram-se as ondas no tempo final (t = 1, 4s) para uma

aproximação 2-2. Na Figura 4.12 (a) tem-se uma solução com passos de tempo constante e,

em Fig. 4.12 (b), uma solução com passos de tempo ajustados localmente. Nesses gráficos

a diferença entre as soluções é quase impercept́ıvel, o que pode ser visto nos sismogramas

das Figuras 4.13 (S1 em x = 2100m e S2 em x = 2700m, ambos em y = 2500m) situados em

pontos dentro da região com maior velocidade. Nesses sismogramas há uma diferença entre

as soluções, uma interpretação posśıvel é o surgimento de uma uma pequena defasagem

da solução com o esquema adaptativo em relação à solução com o esquema convencional

na região próxima a mudança de velocidades. Essa ”defasagem”some à medida que a onda
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se distancia dessa região.

Figura 4.11: Campo de velocidades com três velocidades diferentes

(a) (b)

Figura 4.12: Ondas em t = 1, 4s para uma aproximação 2-2. (a) tem-se a solução utili-

zando passos de tempo constante e em (b) a solução com passos de tempo adaptativos.

A seguir, são apresentados os resultados para uma aproximação 2-4. Nas Figu-

ras 4.14 encontram-se as ondas no tempo final (t = 1, 4s) e, em Fig. 4.15 (a) e (b), são

apresentados os resultados capturados pelos sismogramas S1 e S2, respectivamente. As

diferenças entre o método adaptativo e o método convencional mostradas nos sismogramas

das Figuras 4.13 e 4.15 são próximos daqueles com dois ńıveis de adaptatividade temporal

conforme visto nas Figuras 4.8 e 4.10. Esses resultados mostram que a simulação com

três passos de tempo diferentes é consistente com as simulações da Seção 4.4.
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(a) (b)

Figura 4.13: Sismogramas para uma aproximação 2-2 (a) S1 e (b) S2.

(a) (b)

Figura 4.14: Ondas em t = 1, 4s para uma aproximação 2-4. (a) tem-se a solução utili-

zando passos de tempo constante e em (b) a solução com passos de tempo adaptativos.

4.6 Testes de desempenho

Todos os programas desta monografia foram implementados na Linguagem C. Os testes de

desempenho foram realizados numa estação de trabalho do Laboratório da Pós-Graduação

da Universidade Federal Fluminense equipada com um processador Intel i7 860 @2,40GHz

(8MB de cache L2), memória RAM de 8GB DDR3 e com o sistema operacional Ubuntu

10.10 versão 64bits (kernel 2.6.35-23-generic). Todas as simulações foram executadas cinco

vezes e, a partir dessa amostra, foi obtida a média aritmética dos tempos de execução

através do programa Time do GNU/Linux. As máquinas foram dedicadas exclusivamente

para a realização das simulações.
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(a) (b)

Figura 4.15: Sismogramas para uma aproximação 2-4 (a) S1 e (b) S2.

Os resultados para as simulações das Seções 4.3, 4.4 e 4.5 são mostrados nas Ta-

belas 4.2 e 4.3. Como era esperado, os resultados para o esquema com 2 ńıveis de adap-

tatividade temporal (2 adap) obtiveram os maiores ganhos de desempenho, isso ocorre

devido a diferença ser maior entre o passo de tempo utilizado na simulação com ∆t cons-

tante e aquele usado no esquema adaptativo. A questão pode ser interpretada de outra

maneira. Ao se fazer uso de passos de tempo ajustados localmente o custo computacional

da simulação é reduzido de maneira mais significativa quanto maior a diferença entre as

velocidades e, portanto, menor o passo de tempo para assegurar a estabilidade naquela

região.

Tabela 4.2: Tabela de desempenho para as simulações das Seções 4.3, 4.4 e 4.5. Aproxi-

mação 2-2.

2-2 Tempo Convencional (s) Tempo Adaptativo (s) % de Ganho

1 adap 140,14 40,79 70,9%

2 adap 285,48 74,29 73,98%

1 e 2 adap 163,46 58.92 63,96%

Além dos testes anteriores, simulou-se campos de velocidade com as mesmas dimen-

sões testadas nas Seções 4.3, 4.4 e 4.5, porém com menor velocidade em 90% do domı́nio

espacial e tempo de simulação igual a t = 2s para todos os experimentos. A média dos

tempos de execução encontram-se na Tabelas 4.4 e 4.5 e pode-se observar que o ganho de

desempenho se mostrou dependente da relação entre regiões que utilizam adaptatividade
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Tabela 4.3: Tabela de desempenho para as simulações das Seções 4.3, 4.4 e 4.5. Aproxi-

mação 2-4.

2-4 Tempo Convencional (s) Tempo Adaptativo (s) % de Ganho

1 adap 172,9 63,62 63,20%

2 adap 330,42 108,48 67,17%

1 e 2 adap 207,7 90,88 56,25%

e aquelas com menor velocidade.

Tabela 4.4: Tabela de desempenho para as simulações com velocidade menor em 90% do

campo de velocidades. Aproximação 2-2.

2-2 Tempo Convencional (s) Tempo Adaptativo (s) % de Ganho

1 adap 115,97 27,32 76,45%

2 adap 231,82 33,83 85,48%

1 e 2 adap 234,61 31,64 86,52%

Tabela 4.5: Tabela de desempenho para as simulações com velocidade menor em 90% do

campo de velocidades. Aproximação 2-4.

2-4 Tempo Convencional (s) Tempo Adaptativo (s) % de Ganho

1 adap 160,30 47,73 70,22%

2 adap 317,06 57,47 81,87%

1 e 2 adap 293,90 54,67 81,40%

A interpretação destes resultados deve levar em consideração que as implemen-

tações utilizadas nesta monografia não estão otimizadas, pois o foco desta monografia é

analisar a viabilidade do esquema em determinadas situações. Não obstante, os resul-

tados dos testes de desempenho corroboram que há uma dependência entre o campo de

velocidades testado e o ganho de desempenho ao se utilizar o esquema com passos de

tempo ajustados localmente. Além disso, o esquema estudado mostrou-se mais eficiente

em meios com elevada variação entre as velocidades.

No entanto, o esquema de adaptatividade temporal necessita de informações extras

se comparado ao esquema com passos de tempo global. A rigor, precisa-se armazenar

apenas os pontos das regiões de transições, ou seja, o gasto extra de memória são referentes
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aos pontos representados pelos ”triângulos”nos esquemas das Figuras 3.1 e 3.2. Porém, nas

implementações desta monografia armazenou-se toda a região do meio de maior velocidade

numa estrutura de dados (matriz) sem preocupação com economia de memória, haja vista

que os modelos simulados eram discretizados e armazenados num array de duas dimensões

(matriz 1000 x 1000 pontos) do tipo Float (4 bytes) o que ocupa, em média, 3,8MB por

estrutura de dados. Nesse sentido, para um ńıvel de adaptatividade temos o acréscimo

de duas matrizes e para dois ńıveis temos o acréscimo de quatro matrizes. Em valores,

tivemos um aumento de 66,67% para o caso com um ńıvel de adaptatividade e de 133%

para o caso com dois ńıveis de adaptatividade.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e trabalhos futuros

Nesta monografia, foram implementados algoritmos que utilizam passos de tempo local-

mente ajustáveis para o caso bidimensional utilizando aproximações de segunda e quarta

ordem no espaço. Apesar do esforço computacional extra necessário para a sua simula-

ção, as experiências realizadas apontam para um ganho real de desempenho no uso da

discretização temporal adaptativa quando maior parte do meio possui menor velocidade.

Concluiu-se, portanto, que o ganho de desempenho é dependente do meio de velocidades

testado.

Em relação a acurácia, o esquema mostrou-se preciso quando testado com razoável

distância do limiar de estabilidade da aproximação testada (α = 6, 6 em detrimento de

α = 4 utilizado na literatura citada por esta monografia) e comparado com o esquema

com passo de tempo global. Uma questão importante é o fato de o esquema utilizar

resoluções temporais diferentes em cada região do domı́nio. Nas simulações aqui apresen-

tadas, preocupou-se em manter constante o valor de estabilidade dentro de cada região

esperando-se, desta forma, minimizar a diferença da dispersão numérica entre meios que

não possuem a mesma velocidade. No entanto, a resolução temporal é alterada e os efeitos

destas alterações devem ser cuidadosamente analisados sob o ponto de vista da qualidade

dos dados oriundos da simulação.

Sob o ponto de vista do uso eficiente do algoritmo, podemos apontar duas ques-

tões envolvendo o procedimento sugerido em Falk et al. (1998). A primeira envolve a

necessidade de um maior uso de memória para guardar os dados parciais nos instantes de

tempo intermediários. Mesmo que as implementações desenvolvidas não tenham se preo-

cupado com este aspecto, não é operação complexa trabalhar uma versão mais econômica
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no uso da memória. No entanto, a necessidade de um maior uso de memória deverá ser

levado em consideração mesmo com esta otimização colocada em prática, principalmente

se o algoritmo for implementado para ser executado sob a arquitetura de GPUs (Graphics

processing unit).

Devido o foco do trabalho ser a análise do método em casos mais simplificados, os

campos de velocidade eram definidos em ńıvel de código, ou seja, foram implementados

programas altamente espećıficos para os domı́nios simulados. Entretanto, outro aspecto

está na detecção das regiões onde ocorrem as mudanças de velocidade assim como o

aumento de complexidade na definição das regiões de transição se estivermos usando

meios com alto grau de heterogeneidade. Para esta questão é razoável afirmar que a

utilização eficiente dos métodos adaptativos impõe uma fase de pré-processamento tendo

como informação organizadora o campo de velocidades. Este pré-processamento tem por

função que a mudança da discretização temporal seja mapeada a priori dispensando o

custo de determinação ponto a ponto das regiões de transição. Tal pré-processamento

deverá trabalhar com faixas de velocidade pois a mudança de discretização tem por base

valores inteiros, seja o algoritmo adaptativo original quanto o aqui desenvolvido. No

entanto, ńıveis altos de refinamento poderão ser ineficientes devido ao processamento

acessório necessário.

Outra questão importante está na paralelização deste algoritmo, pois cada subdo-

mı́nio terá um tempo de processamento distinto devido aos diferentes números de passos

no tempo e ao seu tamanho ser variável. Assim, a subdivisão do domı́nio deve levar tal

aspecto em consideração para que não seja gerado um desbalanceamento de carga que

poderia fazer com que as vantagens do algoritmo desaparecessem. Uma solução seria um

balanceamento de carga dinâmico mas isto envolveria complicações extras. No entanto,

um pré-processamento semelhante ao do caso não paralelo pode ser elaborado de forma

que um balanceamento estático seja imposto, o que pode ser mais eficiente e simples.
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Caṕıtulo 6

Apêndice A - Adaptatividade

temporal sem passos de tempo

aninhados

Uma solução direta que surge como alternativa ao esquema descrito em Falk et al. (1998)

prevê o cálculo de todos os pontos do grid em ∆t/4, ou seja, todos os pontos são calculados

usando o mesmo ńıvel de adaptatividade (nesse caso 2 ńıveis). Essa alternativa se mostra

interessante pois:

• Consome menos memória: Não utiliza o esquema de cálculo usando tempos ani-

nhados proposto em Falk et al. (1998) e, por esse motivo, não precisa armazenar

em memória os pontos intermediários calculados com passos de tempo diferentes.

No esquema atual, a cada subida de ńıvel de adaptatividade há um acréscimo, no

armazenamento em memória, de 1 estrutura de dados no algoritmo.

• Posśıvel diminuição na imprecisão e/ou dispersão: A utilização de passos de tempo

diferentes (maiores como no caso da solução proposta no artigo) nos pontos inter-

mediários no tempo acarreta maior imprecisão no resultado do que se fosse usado

apenas o ∆t de menor valor.

Entretanto, devido uma restrição inerente ao uso do operador de diferenças finitas

nao é possivel utilizar tal esquema. Suponhamos um operador DF 2-2, sem perda de

generalidade, já que o padrão aparecerá em qualquer aproximação espacial. Ao utilizarmos

o artif́ıcio de, a partir do tempo final, verificarmos quais pontos devem ser calculados nos
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tempos anteriores para o novo esquema funcionar, fica claro que há uma dependência

entre o número de pontos no grid que necessitam ser calculados nos tempos iniciais e o

número de passos no tempo. Essa dependência acontece devido o comportamento em

“forma de triângulo” mostrado nas Fig. 6.1. Um argumento mais formal que explica esse

padrão em forma de triângulo dos pontos na zona de transição é composto de duas partes.

O primeiro segue abaixo:

“Dado um tempo t qualquer, se o tempo intermediário t + ∆t/4 possui m pontos

calculados em sua zona de transição, então o tempo intermediário t+i∆t/4 com i ∈ {2, 3}

poderá ter no máximo m− (i− 1)E/2, onde E é o operador espacial.”

Analogamente, temos um segundo argumento que mostra que, o número de pontos

calculados na zona de transição do tempo intermediário imediatamente anterior a um

tempo t qualquer, influencia o número de pontos intermediários que podem ser calculados

no tempo intermediário t+ ∆t/4. Como mostrado na Fig. 6.2.

“Dado um tempo t qualquer, se o tempo intermediário t − ∆t/4 tem m pontos

calculados na sua zona transição, então o tempo intermediário t + ∆t/4 poderá ter, no

máximo, m pontos calculados na sua zona de transição.”

A combinação desses dois argumentos implica o comportamento de “triângulo” no

qual a zona de transição diminui à medida que o tempo avança, e isso acarreta falha

no algoritmo devido a falta de pontos na zona de transição num tempo intermediário

qualquer.
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(a)

(b)

Figura 6.1: Esquemas com dois ńıveis de adaptatividade sem passos de tempo aninhados

(a) 2-2 e (b) 2-4.
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Figura 6.2: Influência do número de pontos no tempo intermediário t−∆t/4 para o cálculo

do tempo intermediário t+ ∆t/4. Esse exemplo se aplica a operadores de segunda ordem

no tempo.
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