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“We can only see a short distance ahead,

but we can see plenty there that needs to be done.”

— Alan Turing.
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Resumo

A estimação do total populacional em redes cuja estrutura é composta por uma população
rara e agrupada não é uma tarefa trivial, mas o sucesso da pesquisa e a otimização de
recursos em rede podem depender do tamanho e da forma como a população apresenta-se
distribúıda. Neste cenário, é usual sobrepor uma grade a região na qual a população está
contida, selecionar células dessa grade, avaliar se existem nelas elementos da população
e nos casos favoráveis, adicionar as células vizinhas a elas que contenham a variável de
interesse. Esta metodologia é apresentada pela Amostragem Adaptativa por Conglomera-
dos - AAC. Contudo, a AAC leva em consideração a coleta de todos os elementos dentro
da célula, o que não é realista para todos os casos e, sendo assim, a AAC também será
chamada de Método Ótimo - MO, por utilizar o parâmetro. Visando solucionar tal fato,
foi proposto um framework chamado de Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E o
qual implementa o Método de Captura e Recaptura Múltipla - MCRM na camada 1 para
gerar as estimativas de total populacional dentro da célula a serem usadas como entrada
para a AAC que é a camada 2 na qual estima-se o total populacional na grade. Entre-
tanto, para conseguir aplicar o framework proposto foi preciso implementar um critério
de parada para o número de recapturas no MCRM com o objetivo de obter estimativas
eficientes sem exceder em número de recapturas. Os estudos com dados sintéticos e a
aplicação aos dados reais revelam que o M2C2E fornece estimativas relevantes em relação
ao MO e vantagens significativas sobre o MCRM separadamente.

Palavras-chave: Método de Captura e Recaptura Múltipla; Amostragem Adaptativa
por Conglomerados; População Rara e Agrupada; Estimador de Horvitz-Thompson; Es-
timador de Hansen-Hurwitz; Estimador de Schnabel.



Abstract

The estimation of the total population in networks whose structure consists of a rare and
clustered population is not a trivial task, but the success of research and the optimization
of resources in network may depend of size and the distribution of population. In these
circumstances, it is usual to overlay a grid over the region in which the population is
contained, select cells from that grid, analyze the existence in them of the population
elements and in favorable cases, add neighboring cells to it that contain the variable of
interest. This methodology is presented by Adaptive Cluster Sampling - ACS. However,
ACS considers the collection of all elements within the cell, which is not realistic for all
cases, it was called the Optimal Method - OM, because it uses the parameter. In order
to solve this fact, a framework called the 2-Layer and 2-Estimator Method - 2L2EM was
proposed which implements the Multiple Capture and Recapture Method - MCRM in
layer 1 to obtain the total population estimates within the cell to be used as input to
ACS which is layer 2 where the total population in the network is estimated. However,
in order to be able to apply the proposed framework, it was necessary to implement a
stopping criterion for the number of recaptures to the MCRM in order to obtain efficient
estimates without exceeding the number of recaptures. The studies with synthetic data
and application to real data reveal that 2L2EM provides relevant estimates in relation to
the OM and significant advantages over MCRM separately.

Keywords: Multiple Capture and Recapture Method; Adaptive Cluster Sampling; Rare
and Clustered Population; Horvitz-Thompson Estimator; Hansen-Hurwitz Estimator;
Schnabel Estimator.
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redes móveis às 10:00hs do dia 22 de junho de 2016 no munićıpio do Rio
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τ = 1000 e N = 100, τ = 1000 e N = 400, τ = 2000 e N = 100, τ = 2000
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por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura
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e Recaptura Múltipla - MCRM na configuração 1 e z1 = 3%N . . . . . . . . 72
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por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura
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e Recaptura Múltipla - MCRM na configuração 2 e z1 = 3%N . . . . . . . . 74
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4.1 Notações espećıficas para Método Captura e Recaptura Múltipla. . . . . . 22
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Caṕıtulo 1

Introdução

Em diversas áreas de estudo, não sendo diferente em Computação, é comum surgir a

necessidade de quantificar o número de elementos da população o qual também será

chamado de total populacional ou variável de interesse. Contudo, saber o número total

de elementos em uma rede pode necessitar de métodos amostrais complexos, partindo

do prinćıpio que a estrutura da população venha a ser agrupada, ou seja, com maiores

concentrações em determinadas áreas, e por consequência existindo muitas áreas sem a

variável de interesse. Vale lembrar que a otimização de recursos para evitar proliferação

de anomalias em rede, por exemplo, dependem do tamanho e da forma como a população

apresenta-se distribúıda.

Nos casos em que as variáveis de interesse são apenas encontradas em pequenos

números, tais como falhas raras em um software, define-se este tipo de população como

rara, Thompson [48]. Alguns problemas em redes computacionais podem ser caracteriza-

dos por eventos raros e essa tendência aumenta a importância de estudar as populações

raras e agrupadas, visando solucionar problemas antes de chegarem a todos os usuários

ou mesmo determinar de antemão a magnitude deles. Em populações deste tipo, caso

fosse utilizado o estimador mais comumente empregado para total populacional que é o

estimador da amostragem aleatória simples - AAS, as estimativas obtidas apresentariam

erros altos, devido ao grande número de regiões amostrais sem a caracteŕıstica em estudo.

Dentre os estimadores posśıveis, Blower et al. [6] analisou o prinćıpio para a utilização

do estimador de Lincoln-Petersen - ELP no qual os elementos são marcados e liberados

de volta à população, posteriormente, uma segunda amostra é tirada após um peŕıodo de

tempo e o número de elementos anteriormente já marcados é anotado a cada amostra.

King et al. [30] explicam com mais detalhes esse método chamado de Captura e Recaptura,

além de apresentar as suposições necessárias à aplicação do estimador de Lincoln-Petersen,
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tais como necessidade de população fechada (não havendo nascimentos, mortes e migração

no peŕıodo de estudo); todos os elementos têm a mesma probabilidade de captura; e na

ocasião da recaptura todos os elementos previamente observados podem ser identificados.

Fundamentalmente, o método é constitúıdo por uma captura e uma recaptura, as quais

são extrações de uma amostra aleatória simples sem reposição para cada uma.

Contudo, caso o número de recapturados seja igual a zero, utilizar o estimador de

Lincoln-Petersen - ELP não reflete o valor do parâmetro, pois em sua formulação contém

o número de recapturados no denominador, o qual seria zerado e, matematicamente, não

está definida a divisão por zero. Portanto, nesse cenário usar uma única recaptura não

se aplica e outros estimadores foram propostos para solucionar essa questão, tais como o

estimador de Chapman [17] e o estimador de Bailey [5].

Observando tal problema, Schnabel [37] contornou através do Método de Captura e

Recaptura Múltipla - MCRM. Esse método é composto por uma captura inicial e R =

{R1, R2, R3, R4, ..., Rk} recapturas ao longo do tempo. Dessa forma, o MCRM apresenta

seus estimadores apropriados, tais como estimador de Schnabel, estimador de Schumacher

e Eschmeyer, dentre outros.

Um outro problema que surge quando pensa-se em múltiplas recapturas é quando pa-

rar o processo, ou seja, o momento em que as estimativas estão tão próximas do parâmetro

do total populacional que acréscimos de recaptura trarão melhorias pouco significativas.

Na literatura, muitos critérios de parada foram implementados, entretanto faltam estudos

conclusivos sobre regras de parada com foco no MCRM. Contudo, nesta dissertação foi

estudado e implementado o critério de parada proposto por Singham et al. [40] [41] [42]

que visa os processos sequenciais.

A Amostragem Adaptativa por Conglomerados - AAC foi proposta por Thompson

[48] para estimar o total populacional sobre o contexto de populações raras e agrupadas

usando o estimador de Horvitz-Thompson - HT, por exemplo. O desenho amostral da

AAC consiste em sobrepor uma grade a população de interesse, amostrar células dessa

grade e observar todos os elementos dentro da célula selecionada, caso a célula contenha

algum elemento de interesse, as células vizinhas a ela também serão inclúıdas na amostra

até chegar à primeira célula vizinha que não contenha a variável de interesse.

Tendo em vista que a AAC leva em consideração a possibilidade de observar todos os

elementos de interesse dentro da célula para esse caso deu-se o nome de Método Ótimo

- MO. Contudo, pode não ser viável encontrá-los em todos os cenários como, por exem-

plo, para elementos extremamente dif́ıceis de serem capturados por estarem escondidos
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ou misturados a outra população com grande número de elementos sem a variável de

interesse ao estudo em questão. Turk et al. [51] fizeram uma revisão sobre os principais

desenvolvimentos na AAC desde sua introdução por Thompson [48] e comentaram sobre

a condição C, a qual refere-se ao número total de elementos com a caracteŕıstica de inte-

resse dentro da célula, ser dif́ıcil ou imposśıvel de determinar em algumas situações. Essa

condição C tornou-se a principal questão de pesquisa a ser desenvolvida nesta dissertação,

levando a implementação do framework proposto.

Portanto, foi proposto um framework chamado de Método 2-Camadas e 2-Estimadores

- M2C2E que procura solucionar o problema de não ser posśıvel encontrar todos os ele-

mentos aplicando o estimador de Schnabel do MCRM para estimar o total populacional

dentro da célula selecionada, fazendo uso do critério de parada proposto por Singham et

al. [40] [41] [42] para não exceder em número de recapturas, e posteriormente, utiliza-se

o estimador de Horvitz-Thompson ou estimador de Hansen-Hurwitz usual da AAC para

estimar o total populacional da grade.

Sendo assim, foram geradas populações sintéticas com o intuito de analisar o critério

de parada proposto por Singham et al. [40] [41] [42] ao MCRM e o desempenho dos três

métodos: M2C2E, MO e MCRM. Além disso, um caso de uso aos sistemas distribúıdos foi

estudado com dados reais de táxis no munićıpio do Rio de Janeiro no dia 22 de junho de

2016 conectados a um aplicativo de transporte através das redes móveis de internet com

acesso fornecido pelas principais operadoras de telefonia nacional. Os dados reais foram

utilizados para estudar os métodos clássicos na literatura MO e MCRM e o framework

proposto.

1.1 Contextualização

As dificuldades em estimar o total populacional em redes compostas por população rara

e agrupada encontram-se em diferentes áreas de concentração da computação, tais como

engenharia de software, redes de computadores e sistemas distribúıdos. Uma aplicação

posśıvel está em estimar o total populacional em uma região a partir do acesso a um

determinado aplicativo. A Figura 1.1 representa um problema de aplicação real para

determinar o total populacional que será desenvolvido, desta dissertação, a partir das

coordenadas geográficas dos táxis por hora sobrepostas por uma grade.

Suponha que um aplicativo contenha três grupos envolvidos: os usuários; a empresa

prestadora de serviço; e uma organização concorrente. A empresa prestadora de serviço
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detém todas as informações sobre os usuários do aplicativo, inclusive o número de usuários

por peŕıodo de tempo. Seria posśıvel a organização concorrente obter essa informação

sem que a empresa prestadora lhe forneça quaisquer dados, levando em consideração que

a distribuição dos usuários seja rara e agrupada?

Figura 1.1: População real de táxis conectados a um aplicativo transporte através de redes
móveis às 10:00hs do dia 22 de junho de 2016 no munićıpio do Rio de Janeiro representada
pelas coordenadas em formato de “x” e sobreposta por uma grade com 1600 células.

1.2 Objetivos

Pretende-se por objetivos gerais, propor e analisar um método para tornar a AAC um

plano alinhado nos casos onde existe a impossibilidade de encontrar todos os elementos

desejados e estabelecer o critério de parada para o número de recapturas do Método de

Captura e Recaptura Múltipla verificando se a estimativa resultante na parada é satis-

fatória e converge para o valor do parâmetro.

Os objetivos espećıficos são implementar o Método de Captura e Recaptura Múltipla

usando populações sintéticas sobrepostas por grades de tamanhos diferentes e variando o

número de células selecionadas na amostra inicial; realizar um estudo com dados sintéticos

para analisar o desempenho do MCRM, do M2C2E e do MO; concluir quais são os melho-

res cenários para aplicar cada um deles; e, por fim, avaliar suas aplicações em um sistema

distribúıdo constitúıdo por dados reais.

1.3 Organização

Esta dissertação está organizada em 8 caṕıtulos, na qual o Caṕıtulo 1 é a introdução e

no Caṕıtulo 2 é posśıvel encontrar a apresentação dos trabalhos relacionados com alguns
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autores que também trabalharam com a Amostragem Adaptativa por Conglomerados e

com o Método de Captura e Recaptura Simples e Múltipla.

A Amostragem Adaptativa por Conglomerados - AAC é explicada no Caṕıtulo 3

através de seus conceitos básicos e metodologia. As formulações dos estimadores de

Horvitz-Thompson e de Hansen-Hurwitz juntamente com suas variâncias são apresenta-

das. A explicação de como é constrúıdo o critério de parada, a partir da própria estrutura

da AAC, é realizada no fim do caṕıtulo.

No Caṕıtulo 4, estão descritos o Método de Captura e Recaptura Simples e o Método

de Captura e Recaptura Múltipla. Assim como os estimadores apropriados e mais utili-

zados na literatura. É posśıvel observar no Caṕıtulo 4 uma discussão sobre Critérios de

Parada para o Método de Captura e Recaptura Múltipla usando coeficiente de variação e

intervalo de confiança. Em seguida, o Caṕıtulo 5 apresenta um framework proposto para

correção da lacuna na AAC com metodologia, notações, estimadores modificados, etapas

com ilustrações, vantagens e desvantagens.

No Caṕıtulo 6, encontra-se o estudo com dados sintéticos. Foram geradas populações

sintéticas visando avaliar a viabilidade do critério de parada proposto por Singham et

al. [40] [41] [42] para o número de recapturas do MCRM. Nesse caṕıtulo também foi

verificada a AAC para 4 tipos de redes sintéticas com a variância fixada comparando com

o framework proposto e os resultados são apresentados.

O desempenho do MO, do MCRM e do M2C2E com dados reais de táxis no munićıpio

do Rio de Janeiro extráıdos no dia 22 de junho de 2016 totalizando 110369 coordenadas

geográficas distribúıdas ao longo do dia foram analisadas no Caṕıtulo 7. Por fim, o

Caṕıtulo 8 conclui-se dando um breve resumo sobre o que foi desenvolvido, comentando

sobre os resultados obtidos e acrescentou um pouco sobre os trabalhos que podem ser

desenvolvidos futuramente.
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Trabalhos Relacionados

Na área de Computação, Mills [33] desenvolveu a primeira pesquisa usando o Método

de Captura e Recaptura na engenharia de software. O objetivo do estudo era semear

falsos defeitos antes de iniciar os testes principais e durante as varreduras detectar falsos

defeitos e defeitos reais. Além disso, usou o estimador Lincoln-Peterson para obter uma

estimativa do número total de defeitos, assumindo que ambos os defeitos tivessem as

mesmas probabilidades de serem detectados.

Levando em consideração os estimadores, Tallmon et al. [46] afirmaram ter problemas

para estimar o tamanho efetivo da população, porque a maioria dos estimadores isolada-

mente se apresentaram imprecisos ou enviesados e Thompson [49] salientou a dificuldade

de dimensionar o tamanho total de populações raras e agrupadas. Na mesma linha de

pensamento, Solberg et al. [44] adicionaram que embora haja uma variedade de métodos

dispońıveis para estimar abundância e densidade das populações, a maioria dos estudos

depende de apenas um estimador e poucos estudos realizam comparações entre eles ou

avaliaram criticamente a adequação de cada um.

Dentre os trabalhos que realizaram comparações entre os estimadores espećıficos do

MCRM, Mares et al. [32] compararam as estimativas médias de Lincoln-Petersen, Sch-

nabel e Schumacher-Eschmeyer e mostraram que todos os resultados subestimaram o

tamanho real da população. Oliveira [34] realizou um estudo comparativo considerando

um algoritmo computacional para gerar as amostras aleatórias de dados e o interesse prin-

cipal era analisar uma amostra inicial e uma amostra secundária com tamanho de 150%,

100%, 75%, 50% e 25% em relação ao tamanho da primeira amostra e registrar o número

de elementos marcados para cada uma das recapturas.

Portanto, nas pesquisas de Oliveira [34], o interesse é variar os tamanhos de captura
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e de recaptura com a finalidade de analisar qual é comportamento dos estimadores de

Lincoln-Petersen, Chapman e Bailey. Observou-se que, depois das iterações, as estimati-

vas de Lincoln-Petersen foram as que obtiveram as melhores aproximações para o total

populacional no caso em que a segunda amostra era maior do que a primeira amostra.

Contudo, ao ser levado em consideração os erros padrão e os intervalos de confiança, as

estimativas usando o estimador de Chapman apresentaram menores erros e amplitude.

Jorge et al. [29] também realizaram um estudo para verificar o comportamento dos

estimadores Lincoln-Petersen, Chapman e Bailey e conclúıram que o melhor estimador

considerando o erro quadrático médio e o erro padrão foi o estimador de Bailey. Quando

o mesmo estudo foi repetido por eles para maiores populações, os estimadores foram

equivalentes.

Hall [24] afirmou que em todos os seus experimentos as estimativas de Schnabel foram

as que apresentaram maior acurácia. Em populações nas quais de 25% a 50% da população

é marcada são melhores estimadas pelo estimador de Schumacher e Eschmeyer, enquanto

as estimativas de Schnabel são mais eficientes quando apenas uma pequena parte é mar-

cada.

Nos estudos de Budrys et al. [10], comparações entre os estimadores de Chapman,

Schnabel e Schumacher-Eschmeyer foram realizadas e notou-se que as estimativas de

Schumacher-Eschmeyer são aparentemente razoáveis. Nos casos de alta taxa de recap-

tura, os estimadores baseado no modelo de população fechada (Chapman, Schnabel e

Schumacher-Eschmeyer) forneceram resultados semelhantes com confiança relativamente

estreita de intervalos e abrangendo o tamanho real de população. Nos casos de baixa

taxa de recaptura, o estimador de Schnabel foi menos suscet́ıvel à flutuação ou falta par-

cial de recapturas nas séries de censos, mas a combinação do estimador de Chapman e o

estimador de Schumacher-Eschmeyer forneceram intervalo de confiança mais estreito.

Lincoln-Petersen Chapman Schnabel Schumacher
Accettura et al. [1] X X X X
Akanda et al. [3] X − X −
Blower et al. [6] X − − −
King et al. [30] X X − −

Oliveira [34] − X X −
Schnabel [37] − − X −

Schumacher et al. [38] − − − X

Tabela 2.1: Estimadores utilizados no Método de Captura e Recaptura Simples e Múltipla
apresentados em trabalhos anteriores.
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Horvitz-Thompson Hansen-Hurwitz
Brown et al. [8] X X

Cochran [13] X X
Hansen et al. [25] − X
Horvitz et al. [26] X −

Thompson et al. [48] X X

Tabela 2.2: Estimadores utilizados na Amostragem Adaptativa por Conglomerados apre-
sentados em trabalhos anteriores.

Nas Tabelas 2.1 e 2.2, os exemplos de autores que utilizaram os estimadores mais

comumente empregados na AAC, no MCRS e no MCRM em seus trabalhos são apresen-

tados. Nas colunas, estão os estimadores e nas linhas, as referências, no interior da tabela

“X” significa que o autor apresentou tal estimador e “−” para não mencionou.

Em relação a populações raras e agrupadas, Townsend et al. [50] enfatizaram que

estimativas precisas para este tipo de população, usando implementação computacional,

podem exigir tempos elevados de execução. Thompson [48] implementou uma região

de estudo com 400 células para estimar o número de objetos-ponto raros e agrupados

os quais foram produzidos por um processo de Poisson conforme Diggle [18] com cinco

núcleos através de uma distribuição Uniforme na região e uma distribuição de Poisson

com média igual a 40 números de objetos-ponto dispersos em relação aos núcleos com

uma distribuição Gaussiana com desvio padrão de φ = 0, 02.

Accettura et al. [1] questionaram a relação entre a eficácia do Método de Captura

e Recaptura para dimensionar redes e sua complexidade computacional, eles também

afirmam que a otimização de serviço ou sistema requer estimativas precisas do número

de itens-chave envolvidos tais como nós, usuários, arquivos, pacotes e fluxos. Contudo,

Accettura et al. [1] não se aplicaram a resolver o problema de estimar populações raras

e agrupadas, assim como Peng et al. [36] e outros autores os quais focaram em grandes

populações.

A principal problemática desta dissertação refere-se a impossibilidade ou dificuldade

em determinar o número total de elementos dentro da célula na AAC. Esta questão foi

trazida por Turk et al. [51], os quais comentaram ser dif́ıcil ou imposśıvel de determinar

em algumas situações. Outros autores que também utilizaram a AAC, tais como Gattone

et al. [22], Brown et al. [9] e Singh et al. [39], não procuraram solucionar essa questão e

desconsideraram essa limitação em suas pesquisas.
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Amostragem Adaptativa por Conglo-
merados

A Amostragem Adaptativa por Conglomerados - AAC foi proposta por Thompson [48] e

foi considerada como um planejamento amostral eficiente para populações raras e agrupa-

das. Este tipo de população encontra-se em pequenos números e concentrada em grupos

esparsos e dispersos em uma região, por definição. A ideia principal da AAC é sobre-

por uma grade a região cujos elementos de interesse estão contidos e utilizar a própria

estrutura da população para construir o plano amostral.

3.1 Conceitos Básicos da AAC

Na literatura sobre AAC, observa-se a introdução de alguns conceitos próprios tais como:

célula, grade, vizinhança, conglomerado, rede e borda. Nas subseções a seguir, serão

apresentadas as definições para cada um deles.

3.1.1 Célula, Grade e Vizinhança

Considere [a, b] um intervalo fechado em R, isto é, [a, b] = {t ∈ R | a ≤ t ≤ b}. Seja o

subconjunto P = {t0, t1, · · · , tv−1, tv} de [a, b] de uma partição, de ordem v+1 do intervalo

[a, b] se satisfaz a seguinte condição: t0 = a < t1 < · · · < tv−1 < b = tv. Note que v + 1

é o número de elementos da particão P . Cada retângulo Rij = [ti, ti+1] x [tj, tj+1] com

vértices nos pontos (ti, tj), (ti+1, tj), (ti, tj+1) e (ti+1, tj+1) são chamados de células em R2

para i, j = 0, 1, ..., v − 1. A Figura 3.1 ilustra uma célula em R2.
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Figura 3.1: Ilustração de célula no plano cartesiano.

Figura 3.2: Ilustração de células vizinhas no plano cartesiano.

Já uma grade é o conjunto de todas as células com a mesma área em R2 para uma

fixada partição P de [a, b]. Tem-se também que duas células Ri0,j0 e Ri1,j1 são vizinhas

quando possuem um lado em comum de acordo com a Figura 3.2, ou seja, os segmentos

de reta:

{((1− λ)ti + λti+1, tj) ∈ R2/λ ∈ [0, 1]}, {((1− λ)ti + λti+1, tj+1) ∈ R2/λ ∈ [0, 1]},
{(ti, (1− λ)tj + λtj+1) ∈ R2/λ ∈ [0, 1]} e {(ti+1, (1− λ)tj + λtj+1) ∈ R2/λ ∈ [0, 1]}

onde λ é uma variável no intervalo [0, 1] com a finalidade de definir um segmento de reta.
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3.1.2 Rede, Borda e Conglomerado

Com os elementos de interesse espalhados pela grade, em locais fixos, de forma rara e

agrupada, define-se rede pelo conjunto formado por células nas quais os elementos de

interesse podem ser encontrados. As bordas são células que não contêm elementos de

interesse, mas são vizinhas de células que satisfazem a condição. O conglomerado é a

união das células de rede e das células de borda.

Figura 3.3: Ilustração de um conglomerado da AAC com 24 células.

Os conceitos básicos definidos são visualizados na Figura 3.3 que é um conglomerado

com 24 células. Observe que os quadrados em cinza claro e o único quadrado em cinza

escuro são células de rede, logo constituem a rede, em particular o quadrado em cinza

escuro representa a primeira célula observada na rede. Os quadrados hachurados formam

as células de borda. Finalmente, o conglomerado é a união de todos estes quadrados,

exceto os quadrados em branco.

Figura 3.4: Ilustração de vizinhança na AAC através da utilização de arestas.

A Figura 3.4 é o mesmo conglomerado da Figura 3.3, sendo que as células foram
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afastadas e arestas que ligam as células foram adicionadas para representar o conceito de

vizinhança. Note que apenas as células em cinza e a célula em cinza escuro emitem arestas

para os 4 lados (direita, esquerda, em cima e em baixo), porque elas contêm elementos

de interesse e as células de borda uma vez que não contêm, elas não adicionam nenhuma

outra célula e apenas recebem arestas das células que formam a rede.

3.2 Metodologia da AAC

Seja uma determinada população rara e agrupada disposta em uma região. Conforme a

AAC é necessário sobrepor uma grade sobre a região de estudo e selecionar amostras de

células desta grade para conhecer o total populacional. A ideia principal da AAC é utilizar

a estrutura da rede para construir o plano amostral. Na AAC, quando um elemento de

interesse é encontrado, observa-se as localizações vizinhas. Uma vez que a vizinhança

revela com maior probabilidade outras concentrações de elementos com a caracteŕıstica

de interesse dessa população. Na Figura 3.5 é posśıvel observar uma grade com N = 400

células no R2 e os pontos representam a população de interesse.

Figura 3.5: Exemplo de uma população rara e agrupada sobreposta por uma grade com
400 células.

A AAC inicia-se com a extração de um subconjunto da grade, ou seja, uma amostra

ao acaso de z1 células com reposição (AASc) ou sem reposição (AASs) na qual todas

as células têm a mesma probabilidade de serem inclúıdas na amostra. No momento em

que um ou mais elementos da população são encontrados dentro da célula sorteada, a

metodologia da AAC orienta extrair todos os elementos dela e das células vizinhas, até

chegar às células que não contenham nenhum elemento da população de interesse, em

outras palavras, até obter a borda. Tal fato, indica que o tamanho amostral, ou seja,
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o número de células observadas até a parada do método é uma variável aleatória. Isto

ocorre, porque dentro das células vizinhas podem haver elementos de interesse e, portanto,

a seleção das vizinhas delas continua o processo ou, por outro lado, podem não haver

elementos e seleção é finalizada.

(a) Etapa 1 (b) Etapa 2

(c) Etapa 3

Figura 3.6: Ilustração da metodologia da AAC em uma população rara e agrupada so-
breposta por uma grade 400 células.

Na Figura 3.6, encontra-se uma ilustração da metodologia da AAC para a população

da Figura 3.5, assumindo que os elementos de interesse foram sobrepostos por uma grade,

os passos posteriores são apresentados nas etapas a seguir:

1. Extrair uma amostra aleatória simples com ou sem reposição de z1 células da grade.

Essa etapa está representada na Figura 3.6(a) pelos z1 = 10 quadrados em cinza;

2. Observa-se dentre as células amostradas no passo anterior as que atendem a uma

condição C, de forma que C = {y|yi > 0}, onde yi é o número de elementos de

interesse na célula i, ou seja, é o parâmetro populacional. No caso favorável, as
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células vizinhas as quais compartilham lados com a célula i serão adicionadas a

amostra. Note que na Figura 3.6(a) duas células satisfizeram a condição C, então

apenas as células vizinhas a estas foram observadas, como ilustrado na Figura 3.6(b);

3. O processo de observar células vizinhas continuará até chegar às células que não

satisfazem a condição de interesse, conforme a Figura 3.6(c).

Seja n a variável que representa o conjunto formado por todas células pertencentes a

amostra. Uma célula i pode ser inclúıda na amostra de três maneiras diferentes: se ela for

selecionada na amostra inicial z1; se ela for qualquer célula da rede; ou se ela for qualquer

célula de borda. É posśıvel que dois conglomerados compartilhem uma ou mais células

de borda. Ou ainda, tem-se que a seleção de células na Etapa 1 podem levar a inclusão

de uma mesma rede na amostra final.

Seja mi o número de células na rede em que a célula i pertence incluindo i, no caso

em que i não atende ao critério de interesse, mas seja selecionada na amostra inicial das

z1 células, então mi = 1 será chamada de uma rede de tamanho 1. Seja ai o número total

de células na rede em que i é uma célula de borda, no caso de i satisfazer a condição de

interesse, então ai = 0. Na Figura 3.3 tem-se que mi = 12 e ai = 0, sendo que a célula i

seja qualquer célula que pertença a rede em cinza claro. Vale ressaltar que se i é célula

de borda, não se pode garantir que i também não seja borda de uma outra rede que não

foi observada.

Considere a probabilidade de seleção da célula i partindo de qualquer uma das z1

células iniciais como sendo a razão entre o número de células que se selecionadas levam a

i estar na amostra e o número de células na grade. Tal probabilidade de seleção é dada

por:

pi =
mi + ai
N

, (3.1)

em que N é o número total de células constrúıdas na grade em R2.

Outra probabilidade importante é a probabilidade de inclusão da célula i na amostra

através da AASs, onde n é número total de células observadas ao final do processo, é dada

por:
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πi = 1− P ({i não estar inclúıda entre as células n}) = 1−

(
N −mi − ai

n

)
(
N

n

) .

Se as células iniciais z1 forem selecionadas através de uma amostragem aleatória sim-

ples com reposição na qual todas as células têm a mesma probabilidade de serem seleci-

onadas, a probabilidade de seleção será a mesma conforme a Equação 3.1. Contudo, a

probabilidade de inclusão da célula i dentro da AASc é dada pela seguinte expressão:

πi = 1− (N −mi − ai)n

Nn
= 1−

(
1− mi + ai

N

)n
= 1− (1− pi)n.

3.3 Estimadores usando na AAC

A Amostragem Adaptativa por Conglomerados - AAC leva em consideração para desen-

volver suas técnicas de estimação esquemas probabiĺısticos desiguais, isso ocorre quando

o processo deixa de adicionar células através de uma AAS e passa a considerar as células

vizinhas com maior probabilidade para entrarem na amostra do que as demais. Sendo as-

sim, a AAC utiliza os estimadores para seleção de unidades amostrais com probabilidades

desiguais, tais como o estimador de Horvitz-Thompson na Seção 3.3.1 e o estimador de

Hansen-Hurwitz na Seção 3.3.2.

3.3.1 Estimador de Horvitz-Thompson

O estimador Horvitz-Thompson - HT é considerado um estimador não tendencioso do

total populacional para população com probabilidades desiguais de seleção e as células z1

selecionadas por uma AAS sem reposição. Seja πi a probabilidade da célula i estar na

amostra, πj a probabilidade da célula j estar na amostra e πij a probabilidade da célula i e

da célula j estarem simultaneamente na amostra. Segundo Horvitz et al. [26], a expressão

do estimador de Horvitz-Thompson do total populacional é dada por:

τ̂HT =
∑
i∈s

yi
πi
, (3.2)
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na qual s = {1, 2, ..., n} é o conjunto por todas as células visitadas ao final do processo

da AAC e yi é o número total de elementos de interesse na célula i.

Mas o estimador de Horvitz-Thompson τ̂HT também pode ser reescrito da seguinte

maneira:

τ̂HT =
N∑
i=1

yiIi
πi
,

onde Ii é uma variável indicadora de inclusão da célula i na amostra. Ou seja, Ii = 1, se

i pertence a s e Ii = 0, caso contrário.

A variância do estimador de Horvitz-Thompson V ar(τ̂HT ) é dada por:

V ar(τ̂HT ) =
N∑
i=1

(1− πi)
πi

y2i + 2
N∑
i=1

N∑
j>i

(πij − πiπj)
πiπj

yiyj. (3.3)

O estimador não tendencioso para a variância de Horvitz-Thompson usando a amostra

de células de tamanho n tem a seguinte expressão:

V̂ ar(τ̂HT ) =
n∑
i=1

(1− πi)
π2
i

y2i + 2
n∑
i=1

n∑
j>i

(πij − πiπj)
πiπjπij

yiyj.

Segundo Horvitz et al. [26], a amostragem com probabilidade desigual de seleção pode

reduzir consideravelmente a variância dos estimadores quando comparados com planos que

assumem probabilidades iguais de seleção.

3.3.2 Estimador de Hansen-Hurwitz

Uma alternativa aos casos em que a amostra inicial z1 seja extráıda por uma AAS com

reposição foi estudada por Hansen et al. [25], o estimador de Hansen-Hurwitz - HH. Esse

estimador é não tendencioso para o total da população e é posśıvel ver sua expressão a

seguir:

τ̂HH =
1

n

∑
i∈s

yi
pi
, (3.4)

sendo s = {1, 2, ..., n} o conjunto das células visitadas, yi é o número total de elementos

de interesse na célula i e pi a probabilidade de seleção da i-ésima célula da população,

para i = 1, . . . , N .
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E sua variância é dada por:

V ar(τ̂HH) =
1

n

N∑
i=1

pi

(
yi
pi
− τ
)2

. (3.5)

Uma vez que τ é um parâmetro populacional (número total de pontos na grade) e

portanto desconhecido, V ar(τ̂HH) é também um parâmetro populacional que precisa ser

estimado. O estimador não tendencioso dessa variância tem a seguinte expressão:

V̂ ar(τ̂HH) =
1

n(n− 1)

∑
i∈s

(
yi
pi
− τ̂HH

)2

.

3.4 Critério de Parada da AAC

No plano amostral adaptativo, como descrito por Thompson [48], inicia-se por uma Amos-

tragem Aleatória Simples - AAS sem reposição ou com reposição de z1 células. No mo-

mento em que um elemento da população é encontrado dentro de qualquer uma das

células z1 sorteadas inicialmente, a AAC orienta seguir observando as células vizinhas

a elas, até chegar às células que não contenham nenhum elemento de interesse (são as

chamadas células de borda). Portanto, a AAC utiliza sua própria estrutura para finalizar

o processo, pois o critério de parada está na chegada às células de borda.



Caṕıtulo 4

Método de Captura e Recaptura

Uma solução aos problemas de contagem é usar o Método de Captura e Recaptura no

qual os elementos da população são capturados, marcados e liberados a população de

origem para futuras recapturas como explicado por Otis et al. [35]. Dentro do Método

de Captura e Recaptura, vale destacar que o termo capturado é usado para expressar

a primeira captura de cada elemento e o termo recapturado é usado para denominar os

elementos capturados duas ou mais vezes.

Dunn et al. [20] afirmaram que o Método de Captura e Recaptura, além de prover

estimativas relevantes, tem a vantagem de consumir menos tempo e ser mais barato.

Tal fato justifica-se porque não existe a necessidade de contar todos os elementos com a

caracteŕıstica desejada dentro de uma região.

Nas Seções 4.1 e 4.2, serão apresentados tanto o Método da Captura e Recaptura Sim-

ples como o Método da Captura e Recaptura Múltipla. Apesar de estarem divididos em

seções diferentes, ambos os métodos existem as seguintes condições fundamentais: coletas

amostrais precisam ser aleatórias e independentes entre elas; todos os elementos preci-

sam ter probabilidades iguais de serem capturados; e entre as recapturas, a identificação

aplicada ao elemento de pesquisa não poderá desaparecer ao longo de todo o estudo.

4.1 Método de Captura e Recaptura Simples

O Método de Captura e Recaptura Simples - MCRS é usado para estimar o total popu-

lacional. A estrutura desse método está baseada na extração de apenas duas amostras

aleatórias independentes e representativas da população. Suponha que haja interesse em

estimar o tamanho total N de uma população que não apresenta mudança ao longo do
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tempo, ou seja, nenhum elemento entra ou sai através de nascimento, morte, imigração

ou emigração.

Um número de elementos da população n1 são capturados no primeiro dia, marcados

de alguma forma com a finalidade de serem identificados na próxima etapa e liberados.

Na etapa seguinte, espera-se algum tempo podendo ser horas, dias ou conforme interesse

da pesquisa para os elementos marcados na etapa inicial e os não marcados se misturem.

Posteriormente a um intervalo de tempo finito, mais elementos são capturados e serão

denotados por n2. Seja m1 o número de elementos marcados antes na primeira amostra,

portanto m1 = 0. Vale notar que na segunda amostra de n2 elementos podem haver m2 já

marcados e eles serão chamados de recapturados. Tem-se que n2−m2 serão os capturados

pela primeira vez.

Antes de introduzir os estimadores utilizados no MCRS, dependendo do estimador,

os fatores que causam estimadores viesados, isto é, quando o valor esperado do estimador

é diferente do parâmetro E[N̂ ] 6= N foram discutidos por Coeli et al. [14] e apresentados

a seguir:

� Se as amostras não forem independentes, N̂ será viesado.

� Se a probabilidade de captura na segunda amostra for maior do que na primeira, N̂

irá subestimar N .

� Se a probabilidade de captura na segunda amostra será menor do que na primeira,

N̂ irá superestimar N .

4.1.1 Estimador de Lincoln-Petersen

Esse estimador foi introduzido por Lincoln [31] e composto por duas coletas: a captura

que é uma amostra aleatória sem reposição; e uma única reamostragem da população

correspondendo a recaptura com tamanho igual ou diferente da dimensão da primeira

amostra.

Antes de aplicar este estimador, salientaram Briand et al. [7] a necessidade de observar

certas suposições que podem diferir para diferentes populações, por exemplo, as inspeções

de biologia podem ser diferentes das inspeções de software, mas as suposições básicas para

utilizar o estimador Lincoln-Petersen são as mesmas, a seguir:

� A população é fechada;
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� Todos os elementos têm a mesma probabilidade de captura; e

� Na ocasião da recaptura, todos os elementos previamente observados podem ser

identificados.

O termo “população fechada”é utilizado, pois é um dos pressupostos dos estimadores

apresentados. Esse pressuposto é usado para facilitar as implementações, simulações e

comparações. Por exemplo, Teo [47] tinha o objetivo de comparar algoritmos e para isso

fixou o tamanho de sua população em 10, 20, 30, 50 e 100 elementos.

Seja t = 1 o instante da primeira amostra. Define-se n1 como sendo o número de

elementos pertencentes à amostra, no instante t = 1. Agora, seja t = 2 o instante da

segunda amostra. Define-se n2 como o número de elementos da amostra no instante

t = 2, ou seja, a quantidade de elementos da segunda amostra; e defina m2 como o

número de elementos encontrados na interseção das amostras n1 e n2, isto é, o número

de elementos encontrados em ambas as amostras n1 e n2. Por construção, m1 = 0, visto

que não existem elementos marcados antes da primeira amostra ser coletada. Se m2 6= 0,

tem-se a expressão dada pela Equação 4.1 que é o estimador do total populacional de

Lincoln-Petersen.

N̂ELP =
n1n2

m2

. (4.1)

A Figura 4.1 apresenta a ilustração de uma população com N = 100, uma captura

n1 = 12 foi realizada e devolvida à população, posteriormente, a distribuição espacial dos

elementos muda do instante t = 1 para o instante t = 2, tal fato ocorreu para que a

população com N = 100 misturem-se e então uma nova captura foi retirada n2 = 8, uma

vez que nenhum elemento foi marcado antes da primeira amostra, tem-se que m1 = 0 e

observou-se 1 elemento em comum as duas amostras, portanto m2 = 1. Caso a Equação

4.1 fosse aplicada, a estimativa seria de N̂ELP = 96 elementos.

No caso em que m2 = 0, logo N̂ELP é infinito, o estimador de Lincoln-Petersen não

está bem definido, pois tem esperança e variância infinitas. Por isso, surgiu a necessidade

do estimador de Chapman e do estimador de Bailey os quais propuseram modificações

no estimador de Lincoln-Petersen, com a finalidade de obter estimadores com média e

variância finitas.
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Figura 4.1: Ilustração da estrutura do estimador de Lincoln-Petersen.

4.1.2 Estimador de Chapman

O estimador de Chapman - EC, o qual foi proposto por Chapman [17], é considerado não

tendencioso para valores elevados de n1 e n2. Oliveira [34] demonstrou que E[N̂ ] = N e

que a estimativa da variância é sempre finita. Para suprir as deficiências do estimador

de Lincoln-Petersen no caso de m2 = 0, tem-se o estimador de Chapman com a notação

semelhante a do estimador de Lincoln-Petersen, dada pela Equação 4.1.2, a seguir:

N̂EC =
(n1 + 1)(n2 + 1)

(m2 + 1)
− 1.

A variância estimada é dada por:

v̂ar(N̂EC) = v̂ar

(
(n1 + 1)(n2 + 1)

(m2 + 1)
− 1

)
= v̂ar

(
(n1 + 1)(n2 + 1)

(m2 + 1)

)
.

A segunda igualdade é válida por propriedade de variância na qual tem-se que a

variância de constante é igual a zero.

4.1.3 Estimador de Bailey

Com o objetivo de eliminar o viés do estimador de Lincoln-Petersen para o total popula-

cional, Bailey [5] propôs o estimador de Bailey - EB dado por:
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N̂EB =
n1(n2 + 1)

m2 + 1
.

Contudo, este estimador traz a estimativa com viés relativo o qual pode ser sério

mesmo se o tamanho da amostra é bastante grande, conforme apresentado por Bailey [5].

4.2 Método de Captura e Recaptura Múltipla

O Método de Captura e Recaptura Múltipla - MCRM foi proposto por Schnabel [37],

visando a extração de um número maior que dois de amostras independentes, visto que a

utilização de apenas uma captura e uma recaptura pode não ser suficiente nos casos em

que número de recapturados seja igual a zero como visto na Seção 4.1. A ilustração do

MCRM é apresentada na Figura 4.2.

Figura 4.2: Ilustração do Método de Captura e Recaptura Múltipla.

Vale a pena enfatizar que o Método de Captura e Recaptura Múltipla visa obter

estimativas mais precisas para realizar inferências sobre a população. Por outro lado,

múltiplas recapturas podem ser uma tarefa bastante dif́ıcil por depender da capacidade

de acesso à população, aumentar os custos de pesquisa e o tempo computacional.

Notação Descrição
N número total de elementos da população
k número máximo de recapturas
j número de amostras coletadas, onde j = {1, 2, ..., k}
nj número de elementos a cada amostra j, j = {1, 2, ..., k}
mj número de elementos recapturados na amostra j de tamanho nj

Tabela 4.1: Notações espećıficas para Método Captura e Recaptura Múltipla.
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Esse método é composto por um vetor C1 que representa a captura de elementos e

R recapturas as quais são denotadas pelo conjunto de vetores R = {R1, R2, R3, ..., Rk},
os vetores M = {M1,M2, ...,Mk} para contabilizar os novos elementos que aparecem a

cada recaptura e as outras notações espećıficas são dadas pela Tabela 4.1. Além disso, o

Método de Captura e Recaptura Múltipla - MCRM conta com estimadores próprios, tais

como estimador de Schnabel e estimador de Schumacher e Eschmeyer.

4.2.1 Estimador de Schnabel

O estimador de Schnabel - ES foi desenvolvido por Schnabel [37] e é utilizado no contexto

do MCRM para população fechada, ou seja, sem “nascimentos”, “mortes”, imigração e

emigração, com a finalidade de obter a estimativa do total populacional. É posśıvel obter

a expressão do estimador de Schnabel pela Equação 4.2.

N̂schn =

∑k
j=2 njMj∑k
j=2mj

. (4.2)

Para uj = nj−mj, tem-se que M1 = 0 e Mj =
∑k

j=2 uj−1, onde j = {2, ..., k} é número

de elementos novos marcados na população imediatamente antes da próxima amostra ter

sido recolhida.

A variância do estimador de Schnabel é apresentada como 1/N̂schn:

V ar(1/N̂schn) =

∑k
j=2mj

(
∑k

j=2 njMj)2
.

A Tabela 4.2 contém a variável j, onde j = 1 representa a captura inicial e para j =

{2, 3, 4, ..., k} tem-se as recapturas, a variável Mj representa o número total de elementos

distintos capturados com pelo menos uma marca durante todo o processo, as variáveis n̂1,

n̂2, ..., n̂k−1 são as estimativas de Schnabel a cada recaptura e as demais variáveis nj e

mj são o número de elementos na j-ésima amostra e o número de elementos encontrados

em ambas as amostras, respectivamente. Uma vez que não existem elementos marcados

na primeira amostra, tem-se que m1 = 0, M1 = 0 e M2 = n1.

Trata-se de uma generalização do estimador de Lincoln-Petersen, mas no caso em

que existe a possibilidade de extrair mais do que duas amostras de diferentes tamanhos

ou não para nj. A estrutura desse estimador leva em consideração uma amostra inicial

de n1 elementos extráıdos e marcados, em seguida, devolvidos à população de origem;
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j nj mj Mj N̂schn

1 n1 m1 M1 ...
2 n2 m2 M2 = M1 + n1 −m1 n̂1 = n2M2

m2

3 n3 m3 M3 = M2 + n2 −m2 n̂2 = n2M2+n3M3

m2+m3

: : : : :

j + 1 nj+1 mj+1 Mj+1 = Mj + nj −mj n̂j =
n2M2+n3M3+...+nj+1Mj+1

m2+m3+...+mj+1

: : : : :
k nk mk Mk = Mk−1 + nk−1 −mk−1 n̂k−1 = n2M2+n3M3+...+nkMk

m2+m3+...+mk

Tabela 4.2: Estruturação das variáveis referente ao estimador de Schnabel.

posteriormente, recolhe-se uma segunda amostra de tamanho n2, anota-se o número de

elementos já marcados em n1 na variável m2, e marcam-se novamente todos os elementos;

o processo repete-se um determinado número k de vezes.

4.2.2 Estimador de Schumacher-Eschmeyer

O estimador de Schumacher-Eschmeyer - ESE foi proposto por Schumacher et al. [38]. A

Equação 4.3 fornece a expressão do estimador de Schumacher-Eschmeyer, a diferença em

relação a Equação 4.2 está na multiplicação de Mj no numerador e no denominador.

N̂schEsch =

∑k
j=2 njM

2
j∑k

j=2mjMj

. (4.3)

Assim como o estimador de Schnabel, o estimador de Schumacher-Eschmeyer não está

definido para todos os valores de j, pois se o denominador
∑k

j=2mjMj for igual a zero, o

estimador de Schumacher-Eschmeyer não está matematicamente definido.

4.3 Critérios de Parada para o Método de Captura e

Recaptura Múltipla

Os critérios de parada têm sido usados para fornecer aux́ılio à tomada de decisão. A esco-

lha incorreta do momento de parada pode adicionar viés aos resultados da pesquisa como

discutido por Dalal et al. [16], os quais apontaram para o uso de um modelo estocástico

ou uma regressão para estimar o número total de falhas em um software ao longo do

tempo. No entanto, nenhuma dessas abordagens responderam a questão central de qual

era o melhor momento em que o teste deve ser interrompido e adicionaram duas hipóteses
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sobre critério de parada, são elas: “Se o teste parar muito cedo, muitas falhas permane-

cem. Portanto, haverá custos de correção e perda de mercado, devido a insatisfação dos

clientes; e se o teste continuar até o limite máximo permitido, existe o custo do esforço

de teste elevado”.

Zielinski el al. [54] reafirmaram as hipóteses apresentadas por Dalal et al. [16] em seu

trabalho sobre os algoritmos de otimização cujo objetivo principal era a convergência e

o objetivo secundário era usar o mı́nimo esforço computacional. Estudos recentes sobre

os métodos de parada precoce foram propostos por Streeter [45], Golovin et al. [23],

Domhan et al. [19] e Yao et al. [53] usando modelos paramétricos e não-paramétricos,

visando refutar a primeira hipótese apontada por Dalal et al. [16].

Conforme Costanza et al. [15], a regra de parada mais comumente empregada nos anos

70 era o teste F para determinar a distância adequada entre cada resultado e a parada

ocorre logo antes do primeiro resultado não significativo. No artigo de Chao et al. [12], foi

apresentado o problema de definir critério de parada para teste de software podendo parar

a qualquer momento t > 0 (caso cont́ınuo) ou parar quando um erro é encontrado (caso

discreto) e estimar o número de erros, ou seja, falhas no software, levando em consideração

as seguintes variáveis: (i) custo por unidade de tempo; (ii) custo da ocorrência de um erro

com o usuário; (iii) coeficiente de variação das taxas de falha; (iv) tempo total esperado

de uso do software; e (v) tempo total do usuário até a próxima revisão.

É posśıvel encontrar muitos critérios de parada dispońıveis, mas não foi posśıvel evi-

denciar estudos conclusivos sobre regras de parada com foco no Método de Captura e

Recaptura Múltipla. Briand et al. [7] questionaram sobre qual seria o melhor momento

para que as suas inspeções de software pararem ou se deveriam continuar até atingir um

ńıvel adequado de qualidade, mas não chegaram a desenvolver uma solução. Assim como

o artigo de Smith et al. [43] que apontou a dificuldade em determinar em qual ocasião

que as recapturas devem cessar, mas ainda que plotando função de risco e ganhos para a

estimativa, não concluiu sobre critério de parada.

El et al. [21], durante as suas reinspeções, afirmaram que o momento de parar as

inspeções é um problema e que os estimadores do Método de Captura e Recaptura nem

sempre são precisos para decidir se devem parar ou voltar a inspecionar e adicionaram

que as organizações precisam definir seus limites de eficácia para suas inspeções. Um

caso particular apresentado foi aplicado as inspeções de software, lembrando que se elas

excederem o limite superior ou interior tornam proṕıcio para decidir em parar as inspeções.

Hwang et al. [27] trabalharam com a fixação de cinco tempos de parada, ou seja, t =
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{1; 1, 25; 1, 5; 2; 4} e apenas afirmaram que se o tempo de parada for relativamente curto

o estimador se comporta de maneira instável, por outro lado, quando o tempo de parada

é aumentado e existem mais dados dispońıveis, o estimador proposto supera o anterior

em relação ao viés.

No artigo de Accettura et al. [1], o critério de parada foi determinado a priori, pois o

número de recapturas foi decidido de antemão e com tamanhos de amostra fixados em 1.

Entretanto, se o critério de parada proposto por Accettura et al. [1] fosse utilizado com o

objetivo de interromper o MCRM quando um número predeterminado de elementos novos

fosse capturado ou quando um número predeterminado de recapturas fosse alcançado,

forneceria um critério de parada subjetivo.

4.3.1 Usando Coeficiente de Variação

O coeficiente de variação - CV é uma medida normalizada de dispersão de uma distribuição

de probabilidade definida como a razão entre o desvio padrão σ e a média µ. Essa medida é

amplamente utilizada para comparar conjuntos de dados com diferentes unidades. Tem-se

a sua expressão na Equação 4.4.

CV =
σ

µ
. (4.4)

Entretanto, o coeficiente de variação pode ser obtido através de dados amostrais γ̂

onde γ̂ ∈ [0,+∞[ é definido como:

γ̂ =
S

X̄
, (4.5)

onde S é o desvio padrão amostral e X̄ é a média obtida a partir dos dados amostrais.

Yang et al. [52] definiram o CV ≤ 0, 5 como critério de parada ótimo, mas essa

escolha pode levar a um viés no procedimento, visto que para algumas populações esse

valor determińıstico não contribuirá a uma correta tomada de decisão. Vale mencionar

que o critério de parada ótimo é aquele que possui o melhor custo benef́ıcio entre tempo

de pesquisa e estimativa mais próxima do valor verdadeiro do parâmetro.

Castagliola et al. [11] avaliaram o CV como uma abordagem bem-sucedida dentro de

Controle Estat́ıstico do Processo, mesmo quando a média do processo e o desvio padrão

não são constantes. Dalal et al. [16] também apresentaram o uso do coeficiente de variação

na Equação 4.5 com o propósito de parar um experimento.
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4.3.2 Usando Intervalo de Confiança

Uma abordagem promissora é usar a meia largura do Intervalo de Confiança - IC como

critério de parada, conforme proposto por Singham et al. [40] [41] [42]. Seja X =

{X1, X2, ..., Xk} uma amostra de tamanho k do total populacional. Seja X̄ uma esti-

mativa para média do total populacional e S2
k a sua variância amostral. Considere η

como sendo o coeficiente de confiança e assumindo que tη,k−1 seja (1 + η)/2 o quantil da

distribuição T-Student com k − 1 graus de liberdade. Tem-se que o IC para a média do

total populacional é dado por:

[
X̄ − tη,k−1

√
S2
k

k
, X̄ + tη,k−1

√
S2
k

k

]
. (4.6)

Define-se MKη,k como a meia largura do IC:

MKη,k = tη,k−1

√
S2
k

k
. (4.7)

Seja δ o valor máximo da meia largura do IC desejado, portanto valores pequenos

de δ implicam intervalos de confiança mais estreitos. O critério de parada proposto

por Singham et al. [40] [41] [42] afirmou que é necessário escolher um valor de precisão

desejado, parar quando a meia largura do IC, ou seja, a variável MKη,k for menor ou

igual a δ e define-se k∗ como a iteração na qual ocorre a parada de um processo sequencial.

k∗ = arg min
k>0

MKη,k ≤ δ, (4.8)

onde arg min é definido como o primeiro valor de k ∈ N tal que MKη,k ≤ δ.

Usando a Inequação 4.8, observa-se que o critério de parada para o MCRM pode ser

definido por k∗ como o primeiro valor de recaptura no qual a meia largura do IC atinge o

valor máximo para δ. Seja n̂∗ a estimativa na k∗-ésima recaptura. A seguir, são descritas

as etapas para implementação do critério de parada com a garantia de confiança η baseada

na Inequação 4.8 para o cenário do MCRM, são elas:

1. Escolha um valor para o coeficiente de confiança η, um valor para o erro δ e faça a

primeira captura de elementos.

2. Inicie a recaptura {k = 1} e obtenha a estimativa n̂1.

3. Realize a k-ésima recaptura, para k = {2, ..., k∗}, obtenha a estimativa n̂k e calcule
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a média, a variância e a meia largura das estimativas obtidas até k.

4. Se MKη,k > δ, realize a próxima recaptura k = k + 1 na etapa 3. Caso contrário,

vá para a etapa 5.

5. Quando MKη,k ≤ δ, pare e entregue o valor de k∗ e a estimativa n̂∗ na k∗-ésima

recaptura.

A adequação da proposta de Singham et al. [40] [41] [42] ao contexto dessa dissertação

ao MCRM foi posśıvel devido ao valor de δ poder ser desenvolvido a partir da primeira

estimativa válida dos estimadores usuais, tal como o estimador de Schnabel.

δ = n̂1ε, (4.9)

onde n̂1 é a primeira estimativa válida e ε é erro.

A Equação 4.9 possibilita utilizar a proposta de Singham et al. [40] [41] [42] para

diferentes tamanhos de população, pois δ varia de acordo com o produto de uma variável

aleatória e não predeterminada (n̂1) com uma variável predeterminada (ε). Tal fato,

viabiliza um critério de parada ao MCRM menos subjetivo em comparação a proposta de

Yang et al. [52] em que existe apenas uma variável predeterminada.
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Framework Proposto

A partir da observação de uma premissa que se tornou uma lacuna na metodologia da

AAC na qual todos os elementos dentro da célula deveriam ser encontrados, foi proposto

um framework chamado de Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E para estimar

o número total de elementos dentro da célula utilizando o MCRM e, posteriormente,

essas estimativas são inclúıdas aos estimadores usuais da AAC modificado. O objetivo é

solucionar o caso no qual não é posśıvel encontrar todos os elementos dentro da célula

(como requerido da AAC), devido à dificuldade de captura, por exemplo, por estarem

escondidos ou misturados a outra população com grande número de elementos sem a

variável de interesse em questão.

5.1 Metodologia

Esse framework proposto, M2C2E, como o próprio nome do método aponta, é o processo

que contém duas camadas e dois estimadores. Inicia-se de forma semelhante a AAC,

sobrepondo uma grade a população cuja variável de interesse esteja presente. Posterior-

mente, seleciona-se z1 células da grade e aplica-se o MCRM dentro de cada célula para

estimar o número total de elementos ŷi dentro da célula i selecionada.

Na Figura 5.1, é posśıvel observar que a camada 1 contém as células inicialmente sele-

cionadas usando uma amostragem aleatória simples com ou sem reposição, nelas aplica-se

o MCRM e para realizar esse procedimento é necessário usar um estimador do MCRM,

por exemplo, o estimador de Schnabel ou o estimador de Schumacher-Eschmeyer.

Vale ressaltar que é preciso definir o critério de parada para obter as estimativas nas

células por MCRM. Esse framework, em particular, foi constrúıdo a partir do critério
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Figura 5.1: Ilustração do Método 2-Camadas e 2-Estimadores na camada 1.

proposto por Singham et al. [40] [41] [42]. O processo de estimação dentro das células

é repetido para as células vizinhas nos casos em que existam elementos de interesse até

chegar às células de borda nas quais o processo de estimação por MCRM será finalizado.

As estimativas da camada 1, para o total populacional dentro da célula, são levadas

como entrada para a camada 2, na qual o objetivo é estimar o total populacional na grade.

Sendo assim, aplica-se um dos estimadores modificados da AAC (i.e., estimador HT mod

ou HH mod) conforme descrito na Subseção 5.1.1.

Figura 5.2: Ilustração do Método 2-Camadas e 2-Estimadores na camada 1 e na camada 2.

Na Figura 5.2, as camadas 1 e 2 são apresentadas simultaneamente com a ilustração

de seus conteúdos. Na camada 2, ocorre o final do método resultando no dimensionamento

do total populacional na grade. A Figura 5.2 contém a imagem da camada 1 que é um
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recorte de 8 células da camada 2 e a imagem da camada 2 que representa uma rede

sintética sobreposta por uma grade 10x10.

Notação Descrição
τ total populacional
N tamanho na grade, ou seja, número de células
n número total de células selecionadas
z1 tamanho inicial da amostra de células
nj número de elementos a cada amostra j, j = {1, 2, ..., k}

Tabela 5.1: Notações para o M2C2E.

Uma vez que esse framework proposto agrega o MCRM com a AAC, a notação é

semelhante a ambos os processos, com exceção para a notação do tamanho da grade,

pois na AAC é utilizada a variável N , enquanto que no MCRM N representa o total

populacional. Portanto, visto que a AAC finaliza o M2C2E, define-se a variável N como

o tamanho da grade e a variável τ como o total populacional na grade no M2C2E. A

Tabela 5.1 contém as notações a serem utilizadas no M2C2E.

5.1.1 Estimadores Modificados

Seja N̂∗schn o estimador de Schnabel até a última recaptura a qual ocorre na k∗-ésima

recaptura apresentado na Equação 5.1, onde a variável k∗ é obtida pelo critério de parada

proposto Singham et al. [40] [41] [42] representado pela Inequação 4.8 e pela Equação 4.9.

Seja n̂∗schn i a estimativa de Schnabel na k∗-ésima recaptura para a célula i obtida através

das informações trazidas pela amostra ao estimador de Schnabel na última recaptura.

N̂∗schn =

∑k∗

j=2 njMj∑k∗

j=2mj

. (5.1)

No estimador de Horvitz-Thompson modificado do total populacional τ̂HT mod, tem-se

que o parâmetro yi, que significa o número total de elementos na célula i, é substitúıdo

por n̂∗schn i, é dado por:

τ̂HT mod =
N∑
i=1

n̂∗schn i
πi

, (5.2)

na qual πi é a probabilidade de inclusão da célula i na amostra.
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Proposição 1: Se πi > 0, onde i = (1, 2, ..., N), então τ̂HT mod =
∑N

i=1

n̂∗schn i
πi

é o

estimador de τ e sua variância é dada por:

V ar(τ̂HT mod) =
N∑
i=1

(1− πi)
πi

n̂∗2schn i + 2
N∑
i=1

N∑
j>i

(πij − πiπj)
πiπj

n̂∗schn in̂
∗
schn j.

Prova: Seja Ii a variável indicadora de inclusão da célula i na amostra que recebe

o valor 1, se a i-ésima unidade é amostrada e recebe 0, caso contrário. Dessa forma,

Ii segue uma distribuição Bernoulli, com probabilidade πi. Tem-se que: E(Ii) = πi e

V (Ii) = π(1− π).

Seja o produto IiIj igual a 1, se a i-ésima e a j-ésima unidades aparecerem simulta-

neamente na amostra. Considerando Cov(IiIj) como a definição,

Cov(IiIj) = E(IiIj)− E(Ii)E(Ij) = πij − πiπj.

Sendo n̂∗schn i a estimativa de Schnabel no critério de parada para cada célula i, por-

tanto n̂∗schn i é um valor fixo e Ii como variável aleatória com distribuição Bernoulli:

E(τ̂HT mod) = E

(
N∑
i=1

Iin̂
∗
schn i

πi

)
=

1

Nπi
E(

N∑
i=1

Ii)
N∑
i=1

n̂∗schn i =
N∑
i=1

n̂∗schn i.

τ̂HT mod será um estimador não tendencioso para τ , se n̂∗schn i convergir para yi e E(Ii) = πi.

V (τ̂HT mod) =
N∑
i=1

(
n̂∗schn i
πi

)2

V (Ii) + 2
N∑
i=1

N∑
j>1

n̂∗schn i
πi

n̂∗schn j
πj

Cov(IiIj) =

=
N∑
i=1

(1− πi)
πi

n̂∗2schn j + 2
N∑
i=1

N∑
j>i

(πij − πiπj)
πiπj

n̂∗schn in̂
∗
schn j,

como prova da Proposição 1.

O estimador de Hansen-Hurwitz modificado para o total da população τ̂HH mod é

posśıvel ver sua expressão na Equação 5.3 a seguir:

τ̂HH mod =
1

n

N∑
i=1

n̂∗schn i
pi

, (5.3)

sendo pi a probabilidade de seleção da i-ésima célula da população, para i = 1, . . . , N .
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Proposição 2: Se a variável n representa o número total de células visitadas na grade

e pi > 0, onde i = 1, 2, ..., N , então τ̂HH mod =
1

n

∑N
i=1

n̂∗schn i
pi

é o estimador de τ e sua

variância é dada por:

V ar(τ̂HH mod) =
1

n

N∑
i=1

pi

(
n̂∗schn i
pi

− τ̂HH mod

)2

.

Prova: Seja Wi o número de vezes que a i-ésima célula da grade aparece no estimador.

Tem-se que Wi segue uma distribuição Binomial com E(Wi) = npi e V (Wi) = npi(1−pi).

E(τ̂HH mod) = E

(
1

n

N∑
i=1

Win̂
∗
schn i

pi

)
=

1

n · (Npi)
E(

N∑
i=1

Wi)
N∑
i=1

n̂∗schn i =
N∑
i=1

n̂∗schn i.

τ̂HH mod será um estimador não tendencioso para τ , se n̂∗schn i convergir para yi e E(Wi) =

npi.

Sendo V (τ̂HH mod) = E(τ̂ 2HH mod)− E(τ̂HH mod)
2.

V (τ̂HH mod) = V

(
1

n

N∑
i=1

n̂∗schn i
pi

)
=

 1

n

N∑
i=1

n̂∗2schn ipi
p2i

−

(
1

n

N∑
i=1

n̂∗schn i
pi

)2
 =

=
1

n

N∑
i=1

pi

(
n̂∗schn i
pi

− τ̂HH mod

)2

,

como prova da Proposição 2.

5.1.2 Etapas do M2C2E com Ilustrações

Considere uma população sobreposta por uma grade 10x10 (100 células) conforme a Fi-

gura 5.3. As estimativas de Schnabel na parada com ε = 5% na Figura 5.3 (c) foram

obtidas a partir do algoritmo em Apêndice A2 - Estimador de Schnabel e Critério de

Parada.

Partindo do prinćıpio que os elementos de interesse foram sobrepostos por uma grade e

cada célula tem o seu valor de k∗ de forma independente, aplicam-se para a implementação

do M2C2E as etapas a seguir:

1. Selecionar z1 células da grade a partir de uma AASs ou AASc (Figura 5.4).
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(a) Representação com pontos (b) Representação com os totais
reais

(c) Representação com as esti-
mativas de Schnabel na parada
com ε = 5%

Figura 5.3: População sintética sobreposta por uma grade com N = 100 células e τ = 50
elementos de interesse.

Figura 5.4: População sintética sobreposta por uma grade com 100 células com seleção
de 5 células iniciais.

2. Se houver elementos de interesse nas células selecionadas na etapa 1, as células que

compartilham lados com elas são observadas (Figura 5.5), aplicar nelas o estimador

Schnabel até chegar à k∗-ésima recaptura na Equação 5.1 e obter as estimativas

n̂∗schn i (Figura 5.3 (c)).

Figura 5.5: População sintética sobreposta por uma grade com 100 células com seleção
de 5 células iniciais e com as vizinhas imediatas.
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3. Adicionar as células vizinhas das vizinhas (Figura 5.6), novamente aplicar o es-

timador de Schnabel até chegar à k∗-ésima recaptura na Equação 5.1 e obter as

estimativas n̂∗schn para todas elas (Figura 5.3 (c)) até chegar em células vizinhas que

não contêm elementos de interesse.

Figura 5.6: População sintética sobreposta por uma grade com 100 células com seleção
de 5 células iniciais e com todas as vizinhas.

4. Inserir n̂∗schn i ao invés de yi ao estimador de Horvitz-Thompson na Equação 3.2

ou ao estimador de Hansen-Hurwitz na Equação 3.4 e retornar a estimativa para o

total populacional na grade usando τ̂HT mod ou τ̂HH mod de acordo com as Equações

5.2 e 5.3.

5.2 Vantagens e Desvantagens

A vantagem do M2C2E é não precisar pressupor que todos os elementos dentro das células

são conhecidos e possivelmente capturados. Dentre as desvantagens, a introdução de mais

uma estimação dentro do processo da AAC, o número inicial de células a serem utilizadas

e o número máximo de elementos a cada recaptura ou o tempo de coleta usado a cada

recaptura continuam sendo predeterminados, pois o número de elementos a serem coleta-

dos a cada recaptura, por exemplo, influencia no número total de recapturas na camada

1, ou seja, quanto menor esse número, maior é a quantidade de recapturas necessárias.
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Estudo com Dados Sintéticos

Neste caṕıtulo, tem-se por objetivo gerar populações sintéticas, analisar o critério de

parada para o número de recapturas, implementar e avaliar o Método de Captura e

Recaptura Múltipla, o Método 2-Camadas e 2-Estimadores e o Método Ótimo. Oliveira

[34] afirmou que quando se passa para a aplicação do Método de Captura e Recaptura

Múltipla, o algoritmo necessário é mais complexo e mais dif́ıcil de implementar, devido ao

número de amostras. Contudo, todas as implementações realizadas a seguir consideraram

múltiplas amostras aleatórias e foi posśıvel aplicar o Método de Captura e Recaptura

Múltipla com até 50 recapturas.

As populações sintéticas são geradas com totais populacionais iguais aN = {100, 1000,

10000} para observar o comportamento do critério de parada proposto por Singham et

al. [40] [41] [42] ao MCRM e outras duas com τ = {1000, 2000} sobrepostas por grades de

tamanho 10x10 (10 linhas e 10 colunas) e 20x20 (20 linhas e 20 colunas) com a finalidade

de testar os métodos de estimação apresentados. As grades são formadas por células e o

número de células é obtido multiplicando o número de linhas pelo número de colunas, ou

seja, uma grade 10x10 tem 100 células, já uma grade 20x20 tem 400 células. Vale lembrar

que no MCRM, por construção, é uma grade 1x1 e a notação para o total populacional é

N , entretanto quando trata-se da AAC a notação usual é τ e para o M2C2E usa-se τ .

Todas as implementações foram realizadas no software RStudio Cloud1 baseado em

nuvem. Dois estudos com dados sintéticos foram feitos, sendo o primeiro para definir um

critério de parada com foco no MCRM e, posteriormente, para comparar o M2C2E com o

modelo onde é posśıvel localizar todos os elementos dentro da célula chamado de Método

Ótimo - MO.

1https://rstudio.cloud
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6.1 Criação dos Dados Sintéticos

De modo semelhante a geração populacional em Thompson [48], as populações sintéticas

utilizando o processo de Poisson apresentado por Diggle et al. [18], que consiste na geração

de pontos numa região, foram criadas com a finalidade de implementar o critério de parada

e avaliar o M2C2E, o MO e o MCRM. As coordenadas dos pontos iniciais são geradas

a partir de uma distribuição Uniforme definida na região. Estes pontos são conhecidos

como “pais”ou núcleo da rede em análise.

As coordenadas dos “filhos” (Xf , Yf ) seguem uma distribuição Normal Bivariada -

NB com um vetor de médias igual as coordenadas dos “pais”(Xp, Yp) e matriz de variância

cuja variância é fixada na diagonal conforme a Expressão 6.1. Quanto maior a variância

φ, maior é a distância dos “filhos”com relação aos pais, isto é equivalente a populações

menos agrupadas.

[
Xf

Yf

]
∼ NB

([
Xp

Yp

]
, φ

[
1 0

0 1

])
. (6.1)

O algoritmo para realizar essa geração encontra-se no Apêndice A.1 - Geração da

população rara e agrupada. Visando identificar os elementos durante a implementação,

cada par ordenado das coordenadas foi atribúıdo a uma identificação chamada de ID do

elemento, como pode ser visto no Apêndice A.1 - Para identificar os elementos.

6.2 Implementando o Critério de Parada no MCRM

Com a finalidade de analisar o critério de parada proposto por Singham et al. [40] [41]

[42], foram implementadas três populações sintéticas N = 100, N = 1000 e N = 10000.

Na Figura 6.1, todos os pontos são equiprováveis e o processo de escolha dos pontos em

uma captura é aleatório com tamanho fixo ou variável. Suponha que as Figuras 6.1(a),

6.1(b) e 6.1(c) representem elementos dentro de uma célula, esse fato ajuda a visualizar os

posśıveis comportamentos do M2C2E na camada 1 ao variar o número total de elementos.

Ainda que uma célula com 10000 elementos seja um exemplo extremo e, portanto, pouco

provável para populações raras e agrupadas, é importante avaliar o critério de parada com

diferentes tamanhos populacionais.

As Figuras 6.2, 6.3 e 6.4 contêm as estimativas de Schnabel a cada recaptura geradas

pelo algoritmo no Apêndice A.2 - Estimador de Schnabel referente as populações sintéticas
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nas Figuras 6.1(a), 6.1(b) e 6.1(c), respectivamente. De modo geral, nas Figuras 6.2, 6.3

e 6.4, a linha na horizontal indica o valor do parâmetro e a linha na vertical aponta à

recaptura referente ao critério de parada que utiliza a Inequação 4.8 para δ com erro

de 5% em relação ao valor da primeira estimativa válida do estimador de Schnabel com

algoritmo no Apêndice A.2 - Critério de Parada.

(a) N = 100 (b) N = 1000 (c) N = 10000

Figura 6.1: Populações sintéticas com 100, 1000 e 10000 elementos.

Figura 6.2: Estimativas de Schnabel a cada recaptura para o número total de elementos
com n1 = n2 = ... = 10 referente a população sintética com 100 elementos.
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Figura 6.3: Estimativas de Schnabel a cada recaptura para o número total de elementos
com n1 = n2 = ... = 10 referente a população sintética com 1000 elementos.

Figura 6.4: Estimativas de Schnabel a cada recaptura para o número total de elementos
com n1 = n2 = ... = 10 referente a população sintética com 10000 elementos.

Note que na Figura 6.2, a parada ocorreu na 29ª recaptura e retornou a estimativa

de Schnabel na parada n̂∗schn = 104, onde N = 100. Por outro lado, nas Figuras 6.3 e

6.4, a ausência da linha na vertical pode ser percebida. Essa ausência, no caso da Figura

6.3, aponta para a necessidade de mais recapturas, ou seja, a parada ocorrerá após a 50ª

recaptura.

Entretanto, na Figura 6.4, uma vez que a população é muito densa, encontrar ele-

mentos em comum entre as recapturas é mais dif́ıcil, fazendo com que o número de re-

capturados mj seja igual a zero. Note que as primeiras 16 estimativas não aparecem na

Figura 6.4, pois N̂schn não está, matematicamente, bem definido e após a 16ª recaptura
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resulta em estimações ruins, esse problema é referente ao estimador de Schnabel. Uma

solução encontrada para esse caso é aumentar o número de elementos nas recapturas de

n1 = n2 = ... = 10 para n1 = n2 = ... = 100, por exemplo. O resultado com essa solução

é observado na Figura 6.5 onde a linha pontilhada na vertical representa a parada na 44ª

recaptura e a estimativa resultante nela foi de n̂∗schn = 9979 elementos usando δ com erro

10% em relação ao valor da primeira estimativa de Schnabel.

Figura 6.5: Estimativas de Schnabel a cada recaptura para o número total de elementos
com n1 = n2 = ... = 100 referente a população sintética com 10000 elementos.

As limitações no critério de parada proposto por Singham et al. [40] [41] [42] quando

aplicado ao MCRM são:

� Nos casos em que o número de elementos na rede é extremamente pequeno (N < 100,

por exemplo), pela possibilidade de não encontrar elementos de interesse nj.

� Em células muito densas (N ≥ 10000), número de recapturados mj igual a zero e,

sendo assim, não obter estimativas usando o estimador de Schnabel, por exemplo.

Vale lembrar que a captura sempre ocorrerá na existência de pelo menos um elemento

no MCRM. Nos casos onde o número de elementos na grade seja pequeno, a Figura 6.6

representa uma posśıvel solução que seria uma transição para o método de populações

raras tal como para a AAC. No cenário em que a população é densa, a Figura 6.5 na

qual houve um aumento no número de elementos a cada recaptura n1, n2, ...nj de 10 para

100 apresentou uma correção plauśıvel a utilização do critério de parada proposto por

Singham et al. [40] [41] [42].
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(a) MCRM com N = 100 (b) AAC com 100 células

Figura 6.6: Exemplo de refinamento de grade para populações extremamente pequenas
saindo do MCRM grade 1x1 para a AAC grade 10x10.

6.3 Verificando os Métodos: M2C2E, MO e MCRM

Na verificação para saber se o M2C2E pode ser uma alternativa ao AAC, quatro exemplos

de populações raras e agrupadas dispostas em uma região, vistas na Figura 6.7, foram

implementados seguindo a metodologia apresentada na Seção 6.1. Em particular, na

Figura 6.7, a variância foi fixada em φ = 0, 1 a qual representa o grau de agrupamento

entre os pontos.

A implementação foi realizada com 10 mil replicações para cada valor de z1 inicial,

totalizando 400 mil replicações, sendo 200 mil para o M2C2E e 200 mil para o MO,

em 2 diferentes refinamentos de grade N = 100 e N = 400 e 2 diferentes números de

elementos na rede τ = 1000 e τ = 2000. O algoritmo para implementar a camada 1 do

M2C2E encontra-se no Apêndice A.2 - Método de Captura e Recaptura Múltipla, e para

a camada 2 do M2C2E e o MO, utilizou-se o algoritmo em Affonso [2] apresentado no

Apêndice A.3 - Amostragem Adaptativa por Conglomerados.

A Tabela 6.1 apresenta estimações para cada tamanho de amostra inicial z1 = {1%N,

3%N, 5%N, 10%N, 15%N}, onde N é o número de células da grade, a média das estima-

tivas de Horvitz-Thompson foi representada por E(τ̂HT ), o erro relativo referente a cada

estimativa média ER =
|τ − E(τ̂HT )|

τ
representado em termo percentual, a variância

amostral foi representada por V ar(τ̂HT ), o IC95% é dado por 6.2, α = 0, 05 e zα/2 = 1, 96.

[
E(τ̂HT )− zα/2

√
V ar(τ̂HT )

k
;E(τ̂HT ) + zα/2

√
V ar(τ̂HT )

k

]
. (6.2)
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(a) τ = 1000 e N = 100 (b) τ = 1000 e N = 400

(c) τ = 2000 e N = 100 (d) τ = 2000 e N = 400

Figura 6.7: Populações sintéticas utilizadas para a comparação entre M2C2E e MO.

O valor da eficiência dos métodos são obtidos da seguinte maneira:

efM2C2E
MO =

V ar(τ̂HT mod)

V ar(τ̂HT )
. (6.3)

É posśıvel observar na Tabela 6.1 os casos em que efM2C2E
MO < 1 indicando serem

as estimativas do M2C2E mais eficiência que as estimativas do MO, caso contrário, as

estimativas do MO são mais eficientes em relação a variabilidade do que as estimativas

do M2C2E. Embora, o caso em que τ = 1000 e N = 400 aponta para a interpretação de

que o M2C2E seja mais eficiente que MO, as estimativas médias do total populacional,

para todos os casos de z1, estão fora do IC, uma vez que o valor do parâmetro é 1000, ou

seja, essas estimativas médias são tendenciosas.

Ainda que nos demais cenários a efM2C2E
MO seja maior que 1, indicando que o MO

é melhor, mas será apenas nos casos em que todos os elementos dentro da célula são

encontrados. Note que o resultado do IC na Tabela 6.1, no caso em que τ = 2000 e

N = 100, contém o valor do parâmetro τ = 2000 para todos os valores de z1, no caso

τ = 2000 e N = 400 para z1 = 1%N contém τ = 2000 e quando τ = 1000 e N = 100 para
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z1 = 1%N e z1 = 5%N também contém o valor do parâmetro que é τ = 1000. Os boxplots

das variáveis ER e efM2C2E
MO nas Figuras 6.8 e 6.9 indicam que o M2C2E ajusta-se melhor

em grade com menor número de células e maiores valores de τ .

Figura 6.8: Boxplots com os erros relativos das estimativas médias do M2C2E usando o
estimador de Horvitz-Thompson modificado das populações sintéticas τ = 1000 e N =
100, τ = 1000 e N = 400, τ = 2000 e N = 100, τ = 2000 e N = 400.

Figura 6.9: Boxplots com as eficiências entre o M2C2E e o MO das populações sintéticas
τ = 1000 e N = 100, τ = 1000 e N = 400, τ = 2000 e N = 100, τ = 2000 e N = 400.
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A Figura 6.10 contém as estimativas médias do MO (com HT) e do M2C2E (com ES

na camada 1 e HT na camada 2) após 10 mil replicações de cada método e para cada

tamanho inicial de z1 referentes as populações sintéticas apresentadas na Figura 6.7. Nos

casos em que τ = 1000 e N = 100 na Figura 6.10(a) e τ = 2000 e N = 100 na Figura

6.10(c), as estimativas médias estão visualmente mais próximas da linha pontilhada a

qual representa o total populacional verdadeiro.

(a) τ = 1000 e N = 100 (b) τ = 1000 e N = 400

(c) τ = 2000 e N = 100 (d) τ = 2000 e N = 400

Figura 6.10: Estimativas médias referente ao número total das populações sintéticas τ =
1000 e N = 100, τ = 1000 e N = 400, τ = 2000 e N = 100, τ = 2000 e N = 400 usando
o Método Ótimo - MO e o Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E.
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O teste de hipótese T 2 Hotelling é um teste paramétrico multivariado para testar a

igualdade entre os vetores de estimativas médias ~µ. Conforme Johnson [28], o único pré-

requisito para realizar esse teste é a normalidade dos dados o qual pode ser verificar pelo

Teorema do Limite Central, pois as médias ou os totais de amostras grandes e aleatórias

são aproximadamente normais ou pelo teste de normalidade Kolmogorov-Smirnov os quais

são válidos a este cenário, mas ainda que o pré-requisito não fosse válido, Arnold [4]

apresentou a não normalidade dentro do teste T 2 Hotelling.

Após realizar um teste de hipótese T 2 Hotelling para verificar a igualdade entre os

vetores de estimativas médias de Horvitz-Thompson com as seguintes hipóteses: H0:

~µM2C2EHT mod
= ~µMOHT

versus H1: ~µM2C2EHT mod
6= ~µMOHT

, a única população que não

rejeitou a hipótese de igualdade entre os vetores de estimativas médias foi a τ = 2000

e N = 100, ao ńıvel de significância de 5%, com p-valor de 0,66, isto significa que as

estimativas médias do MO e do M2C2E para essa população não podem ser consideradas

diferentes.

(a) N = 1000

(b) Implementação referente a população com 1000 elementos

Figura 6.11: População sintética com 1000 elementos e estimativas de Schnabel a cada
recaptura para o número total de elementos com n1 = n2 = ... = 100.
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(a) N = 2000

(b) Implementação referente a população com 2000 elementos

Figura 6.12: População sintética com 2000 elementos e estimativas de Schnabel a cada
recaptura para o número total de elementos com n1 = n2 = ... = 100.

As Figuras 6.11 e 6.12 têm o propósito de analisar o MCRM usando o critério de

parada com erros de 2% e 5%, respectivamente. Na Figura 6.11, a parada ocorreu na 9ª

recaptura, conforme representado pela linha pontilhada vermelha na vertical, retornando a

estimativa de Schnabel n̂∗schn = 921 elementos sendo que N = 1000, variância amostral na

9ª recaptura referente as estimativas de Schnabel anteriores igual a 888,17 e ER = 7, 90%

que é maior do que os erros relativos do MO (τ = 1000 e N = 100 e com τ = 1000 e

N = 400) e do M2C2E (τ = 1000 e N = 100). Na Figura 6.12, tem-se que a 15ª recaptura

seria a última com estimativa de Schnabel n̂∗schn = 1901 elementos, onde N = 2000,

variância amostral na 15ª recaptura referente as estimativas de Schnabel anteriores igual a

27495,08 e o erro relativo ER = 4, 95% indica que o MCRM implementado separadamente

contém um erro relativo maior que todos os cenários apresentados na Tabela 6.1 para

τ = 2000 no MO e no M2C2E, indicando que o MCRM apresentou a estimativa mais

tendenciosa no contexto na Figura 6.12 que na Figura 6.11.
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6.4 Convergência do Estimador de Schnabel

Com a finalidade de observar a convergência das estimativas de Schnabel a cada recaptura,

50 replicações para 50 recapturas foram realizadas, tem-se uma matriz de captura repre-

sentada por C50,100 e 49 matrizes de recaptura R50,100, sendo 100 o número de elementos

selecionados em 50 replicações, cujos conteúdos são os IDs dos escolhidos. Através dessas

matrizes, é posśıvel produzir os vetores com as estimativas de Schnabel ~n50,1, conforme

apresentado a seguir:

C50,100 R1
50,100 ~n1

50,1
1017 1860 · · · 1569

557 1685 · · · 1218
...

...
. . .

...

1531 510 · · · 741




1498 191 · · · 961

1490 13510 · · · 64
...

...
. . .

...

1267 1645 · · · 771

 =⇒


1428, 57

2000, 00
...

2000, 00


...

C50,100 R1
50,100 R49

50,100 ~n49
50,1

1017 1860 · · · 1569

557 1685 · · · 1218
...

...
. . .

...

1531 510 · · · 741




1498 191 · · · 961

1490 1351 · · · 64
...

...
. . .

...

1267 1645 · · · 771

 · · ·


93 8 · · · 49

86 7 · · · 11
...

...
. . .

...

40 20 · · · 5

 =⇒


1988, 08

2011, 01
...

2015, 66



Nas Figuras 6.13 e 6.14, os boxplots são resultados dos vetores com as estimativas

de Schnabel ~n50,1 = {~n1
50,1, ~n

2
50,1, ..., ~n

49
50,1} e apresentam a convergência das estimativas

referente as populações nas Figuras 6.11(a) e 6.12(a). Note que a medida que o número

de recapturas aumenta a distribuição das estimativas de Schnabel converge para o valor

de parâmetro de τ = 1000 e τ = 2000, respectivamente.



6.4 Convergência do Estimador de Schnabel 49

Figura 6.13: Boxplots com 50 replicações para cada número de recaptura dos dados
sintéticos de 1000 elementos com n1 = n2 = ... = 100.

Figura 6.14: Boxplots com 50 replicações para cada número de recaptura dos dados
sintéticos de 2000 elementos com n1 = n2 = ... = 100.



Caṕıtulo 7

Aplicação a Dados Reais

Neste caṕıtulo, o objetivo é analisar os métodos MO, M2C2E e o MCRM em um conjunto

de dados reais. Em particular, nesse estudo com dados reais, utilizou-se os dados de um

aplicativo de celular para táxis que fornecia, dentre outras informações, a localização

geográfica dos táxis conveniados em circulação no munićıpio do Rio de Janeiro no dia 22

de junho de 2016.

7.1 Descrição do Conjunto de Dados

No munićıpio do Rio de Janeiro, existem concentrações de táxis em região com maior renda

e em locais como aeroportos, shoppings e rodoviárias, em outras palavras, a presença de

táxis varia em relação a localização do munićıpio. A concorrência com carros particulares

que fazem serviço de transporte por aplicativo é um exemplo de fator que causa a redução

do número de táxi em operação. Portanto, esses dados são exemplos de população rara e

agrupada conectada por uma rede móvel a um aplicativo. Além de observar que os táxis

são distribúıdos de forma desigual em determinados bairros pelas causas mencionadas,

suas frequências variam em função do horário do dia.

O banco de dados a ser utilizado é constitúıdo pelas coordenadas geográficas (latitude

e longitude), data, hora e operadora de telefonia móvel do motorista desses táxis ao

longo de um dia. Nesse caso, o objetivo será estimar o número total de táxis por hora

no aplicativo, essa unidade de tempo foi escolhida por ser a menor unidade de tempo

apresentada pelos 24 conjuntos de dados sendo um para cada hora, uma vez que a escolha

de unidades maiores como por peŕıodo do dia ou por dia, poderia haver duplicidade na

contagem, já que o mesmo táxi pode sair do aplicativo e entrar novamente no mesmo dia,

por exemplo. Com a finalidade de atingir o objetivo, as coordenadas serão sobrepostas a
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região de interesse que é munićıpio do Rio de Janeiro.

A Figura 7.1 apresenta o contorno do munićıpio do Rio de Janeiro com área de 12001

km2 em vermelho sobreposto por uma grade de 16x16 (256 células) que representa a região

de estudo para os dados reais, exceto pelas ilhas.

Figura 7.1: Contorno do munićıpio do Rio de Janeiro sobreposto por uma grade com 256
células.

7.2 Resultados

Inicialmente, o número total de dados no dia 22 de junho de 2016 era 578297 observações.

Após a limpeza do banco de dados, devido às duplicações restaram 110369 coordenadas

relevantes. Observou-se que esses dados não estão divididos igualmente ao longo do dia,

ou seja, existem horários em que a circulação dos táxis conveniados ao aplicativo é maior,

conforme a Figura 7.2 na qual o total de táxis por hora é apresentado. Respeitando os

pressupostos dos estimadores a serem utilizados, a rede de táxis foi considerada como

uma população fechada no horário de estudo (01:00hs, 02:00hs, ... , 24:00hs). O software

RStudio Cloud foi utilizado para programar os algoritmos, consolidar os resultados e

confeccionar os gráficos.

1https://www.ibge.gov.br/cidades-e-estados/rj/rio-de-janeiro.html
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Figura 7.2: Gráfico de barras do número total de táxis no dia 22 de junho de 2016 no
munićıpio do Rio de Janeiro por hora.

A fim de verificar se o M2C2E seria de fato uma alternativa ao MO, repetiu-se o estudo

realizado no Caṕıtulo 6 utilizando os dados reais de táxis, variando z1 ∈ {1%N, 3%N, 5%N,

10%N, 15%N}, realizou-se 100 replicações de amostras adaptativas para cada tamanho

inicial de z1 e para cada horário. Vale destacar que em situações reais, as desvantagens do

MCRM grade 1x1 (1 célula) em populações raras e agrupadas estão na possibilidade de

não encontrar nenhum elemento da rede em áreas consideradas grandes e não encontrar

recapturados ao longo do estudo.

As Figuras 7.3, 7.4, 7.5 e 7.6 correspondem as distribuições espaciais por hora de

táxis no dia 22 de junho de 2016 ao longo de um dia no munićıpio do Rio de Janeiro

sobreposta por uma grade 40x40, ou seja, 1600 células. Os “x”representam a posição

(latitude e longitude) dos táxis no respectivo horário. Note que a concentração de táxi

varia no decorrer do dia, por exemplo, a Figura 7.4 (a) é o horário de 07:00hs no qual a

concentração de táxis é menor com 357 elementos conectados ao aplicativo, e, por outro

lado, a Figura 7.6 (d) referente ao horário de 22:00hs é o de maior concentração com 8451

elementos conectados ao aplicativo. Com o objetivo de facilitar a análise visual, as grades

foram divididas em 4 blocos que representam o peŕıodo do dia (madrugada, manhã, tarde

e noite) e as Figuras 7.3, 7.4, 7.5 e 7.6 referem-se ao peŕıodo madrugada, manhã, tarde e

noite, respectivamente.
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Nas Subseções 7.2.1 e 7.2.2, foram criadas duas configurações: uma utilizando, o esti-

mador de Schnabel (camada 1) e o estimador de Horvitz-Thompson modificado (camada

2); a outra, com o estimador de Schnabel (camada 1) e o estimador de Hansen-Hurwitz

modificado (camada 2). Uma vez que o MCRM por construção é uma grade 1x1, não

existe a variação de z1 que é o número de células selecionadas iniciais.

A Tabela 7.6 contém os resultados da estimação dos táxis usando MCRM com n1 =

n2 = ... = nj = 100, os horários, o valor verdadeiro de táxis no horário representado

pela variável N , a média das estimativas de Schnabel E(N̂schn) a partir de 50 replicações

para cada número de recaptura, o erro relativo referente a estimativa média em termos

percentuais ER, a variância V ar(N̂schn) e o intervalo de confiança de 95% para a estima-

tiva média E(N̂schn) usando Expressão 6.2 e as eficiências efM2C2E
MCRM que foram calculadas

em relação aos valores de variância do M2C2E usando o estimador de Horvitz-Thompson

modificado na camada 2.
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(a) 01:00hs (b) 02:00hs

(c) 03:00hs (d) 04:00hs

(e) 05:00hs (f) 06:00hs

Figura 7.3: Distribuição espacial por hora da população de táxis no dia 22 de junho de
2016 no peŕıodo da madrugada entre 01:00hs - 06:00hs no munićıpio do Rio de Janeiro
sobreposta por grade 40x40.
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(a) 07:00hs (b) 08:00hs

(c) 09:00hs (d) 10:00hs

(e) 11:00hs (f) 12:00hs

Figura 7.4: Distribuição espacial por hora da população de táxis no dia 22 de junho
de 2016 no peŕıodo da manhã entre 07:00hs - 12:00hs no munićıpio do Rio de Janeiro
sobreposta por grade 40x40.
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(a) 13:00hs (b) 14:00hs

(c) 15:00hs (d) 16:00hs

(e) 17:00hs (f) 18:00hs

Figura 7.5: Distribuição espacial por hora da população de táxis no dia 22 de junho
de 2016 no peŕıodo da tarde entre 13:00hs - 18:00hs no munićıpio do Rio de Janeiro
sobreposta por grade 40x40.
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(a) 19:00hs (b) 20:00hs

(c) 21:00hs (d) 22:00hs

(e) 23:00hs (f) 24:00hs

Figura 7.6: Distribuição espacial por hora da população de táxis no dia 22 de junho de
2016 no peŕıodo da noite entre 19:00hs - 24:00hs no munićıpio do Rio de Janeiro sobreposta
por grade 40x40.
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7.2.1 Primeira Configuração

A primeira configuração visa implementar o estimador de Schnabel na camada 1 e o esti-

mador de Horvitz- Thompson modificado na camada 2, variando z1 = {1%N, 3%N, 5%N,

10%N, 15%N} e o critério de parada na camada 1, conforme a Inequação 4.8 que foi

utilizada para δ com erro de 5% em relação a primeira estimativa. As especificações

de cada método empregado são as seguintes: MCRM com o estimador de Schnabel

n1 = n2 = ... = nj = 100; MO com o estimador de Horvitz-Thompson; e M2C2E -

camada 1 com estimador de Schnabel n1, n2, ..., nj capturando aleatoriamente de 1 a 10

elementos e camada 2 com o estimador de Horvitz-Thompson modificado.

As Tabelas 7.1, 7.2, 7.3, 7.4 e 7.5 contêm os horários, o total populacional τ , o tamanho

da amostra inicial z1, para o caso do M2C2E: a estimativa média E(τ̂HT mod), o erro

relativo referente a estimativa média em termos percentuais ER, a variância V ar(τ̂HT mod)

e o intervalo de confiança de 95% para a estimativa média E(τ̂HT mod) usando a Expressão

6.2; e para o MO: a estimativa média E(τ̂HT ), o erro relativo referente a estimativa média

em termos percentuais ER, a variância V ar(τ̂HT ). Por fim, a eficiência efM2C2E
MO que é a

razão entre as variâncias na Equação 6.3.

7.2.2 Segunda Configuração

A segunda configuração em relação a primeira muda o estimador utilizado na camada 2.

Portanto, tem-se o estimador de Schnabel na camada 1 e o estimador de Hansen-Hurwitz

modificado variando z1 = {1%N, 3%N, 5%N, 10%N, 15%N} na camada 2. Para cada um

dos três métodos, tem-se as seguintes configurações: MCRM - estimador de Schnabel

n1 = n2 = ... = nj = 100; MO - estimador de Hansen-Hurwitz; e M2C2E - Camada 1

- estimador de Schnabel n1, n2, ..., nj capturando aleatoriamente de 1 a 10 elementos e

Camada 2 - estimador de Hansen-Hurwitz modificado.

As Tabelas 7.7, 7.8, 7.9, 7.10 e 7.11 contêm os horários, o total populacional τ , o

tamanho da amostra inicial z1, para o M2C2E: a estimativa média E(τ̂HH mod), o erro re-

lativo ER referente a estimativa média em termos percentuais, a variância V ar(τ̂HH mod)

e o intervalo de confiança de 95% para a estimativa média E(τ̂HH mod); e para o MO,

a estimativa média E(τ̂HH), o erro relativo ER referente a estimativa média em ter-

mos percentuais, a variância V ar(τ̂HH). Usando V ar(τ̂HH mod) e V ar(τ̂HH) ao invés de

V ar(τ̂HT mod) e V ar(τ̂HT ) na Equação 6.3, tem-se por fim a eficiência efM2C2E
MO .
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aç

ão
d
os

re
su

lt
ad

os
p
ar

a
o

to
ta

l
p

op
u
la

ci
on

al
d
e

tá
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7.2.3 Análise dos Métodos

Nos resultados, referente a primeira configuração, para o total populacional nas Tabelas

7.1, 7.2, 7.3, 7.4 e 7.5, é posśıvel observar que os maiores valores de variância e os erros

relativos mais elevados estão em z1 = 1%N , ou seja, o tamanho inicial de células seleci-

onadas implica na acurácia das estimativas. Observando a variável IC95% no M2C2E em

apenas 15 dos 120 intervalos de confiança, o parâmetro estava incluso. De forma geral,

as eficiências apontam para um equiĺıbrio entre o M2C2E e o MO, exceto no horário de

02:00hs para z1 = 3%N onde o MO tem uma variância 7,29 vezes menor do que o M2C2E.

A Tabela 7.6 tem um valor médio de erro relativo de 7,74% para o MCRC. Note

que os valores médios para o erro relativo do MO e do M2C2E na primeira configuração

são 0,78% e 1,46%, respectivamente, e na configuração 2, para MO é 2,35% e para o

M2C2E é 3,09%, isso significa que o MCRM separadamente apresenta essa desvantagem

em comparação ao MO e ao M2C2E. Continuando a observar os resultados do MCRM,

em apenas 3 dos 24 intervalos de confiança IC95%, o valor do parâmetro estava contido.

Uma observação relevante a ser considerada na Tabela 7.6 é a eficiência efM2C2E
MCRM ,

nos horários em que o total populacional é menor, por exemplo, 06:00hs ou 07:00hs, a

variância do M2C2E é superior que a do MCRM. Entretanto, esta superioridade pode

estar apontando para um fator a ser considerado, pois, computacionalmente, todos os

elementos estão a disposição e podem ser capturados no MCRM, caso o estudo fosse

realizado em campo, por exemplo, capturar elementos em 1 m2 não é igual em 10000

km2, ou seja, a área da região não está sendo levada em consideração na metodologia do

MCRM.

A segunda configuração, para o total populacional nas Tabelas 7.7, 7.8, 7.9, 7.10 e

7.11, é posśıvel observar que as maiores variâncias estão em z1 = 1%N , mas os erros

relativos mais altos não encontram-se necessariamente em z1 = 1%N . A variável IC95%

no M2C2E em apenas 20 dos 120 intervalos de confiança, o parâmetro estava incluso. De

forma geral, as eficiências apontam para um equiĺıbrio entre o M2C2E e o MO.

As Figuras 7.7, 7.8, 7.9, 7.10, 7.11 correspondem as estimativas médias de 100 re-

plicações do MO e do M2C2E para cada horário na primeira configuração mencionada

na Subseção 7.2.1. As Figuras 7.12, 7.13, 7.14, 7.15, 7.16 correspondem as estimativas

médias de 100 replicações do MO e do M2C2E para cada horário na segunda configuração

mencionada na Subseção 7.2.2. Em ambas as configurações, à medida que o valor de z1

aumenta as estimativas médias do M2C2E e do MO se aproximam do valor verdadeiro.
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Contudo, na configuração 1, a partir do z1 = 3%N , observa-se essa aproximação na Figura

7.8, por outro lado, na configuração 2, tal fato ocorre a partir do z1 = 10%N na Figura

7.15. Vale salientar que as estimativas médias referente a 50 replicações do MCRM não

variam devido a configuração escolhida ser a primeira ou a segunda, uma vez que o MCRM

não apresenta refinamento de grade e utilizou o estimador de Schnabel independente da

configuração, por isso suas estimativas não apresentam alterações causadas pelo valor de

z1, visto que esse método é constitúıdo por uma grade 1x1.

Figura 7.7: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 1 e z1 = 1%N .
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Figura 7.8: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 1 e z1 = 3%N .

Figura 7.9: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 1 e z1 = 5%N .
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Figura 7.10: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 1 e z1 = 10%N .

Figura 7.11: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 1 e z1 = 15%N .
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Figura 7.12: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 2 e z1 = 1%N .

Figura 7.13: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 2 e z1 = 3%N .
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Figura 7.14: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 2 e z1 = 5%N .

Figura 7.15: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 2 e z1 = 10%N .
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Figura 7.16: Estimativas médias para número total de táxis por Método Ótimo - MO,
por Método 2-Camadas e 2-Estimadores - M2C2E e por Método de Captura e Recaptura
Múltipla - MCRM na configuração 2 e z1 = 15%N .

A Figura 7.17 contém os boxplots dos erros relativos referentes as estimativas médias

para os três métodos (MO, M2C2E e MCRM) e as duas configurações. Os valores su-

periores ao limite superior = 3° quartil + 1, 5 ∗ (3° quartil - 1° quartil ) ou inferiores ao

limite inferior = 1° quartil− 1, 5 ∗ (3° quartil - 1° quartil ) são chamados de outliers. Em

particular, os valores superiores a 1,96%, 6,63%, 4,06% e 8,66% são outliers para o MOHT ,

MOHH , M2C2EHT mod e M2C2EHH mod, respectivamente. A distribuição do erro rela-

tivo do MCRM não apresentou outliers, contudo esse método tem a maior amplitude

interquart́ılica e concentração em valores mais elevados de erro relativo em comparação

com os demais métodos. Na Tabela 7.12, é posśıvel encontrar as medidas resumo referente

a Figura 7.17.

Medidas Resumo MOHT MOHH M2C2EHT mod M2C2EHH mod MCRM
Mı́nimo 0,00% 0,00% 0,00% 0,01% 0,80%

1° Quartil 0,04% 0,66% 0,16% 1,16% 3,64%
Mediana 0,17% 1,74% 0,45% 2,26% 7,15%
Média 0,79% 2,35% 1,46% 3,10% 7,74%

3° Quartil 0,81% 3,05% 1,73% 4,16% 11.64%
Máximo 7,73% 13,43% 10,45% 15,94% 17.34%

Tabela 7.12: Estat́ıstica descritiva dos erros relativos referentes as estimativas médias
do Método Ótimo, do Método 2-Camadas e 2-Estimadores e do Método de Captura e
Recaptura Múltipla nas configurações 1 e 2.
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Figura 7.17: Boxplots dos erros relativos referentes as estimativas médias do método ótimo
usando o estimador de Horvitz-Thompson - MO com HT e estimador de Hansen-Hurwitz -
MO com HH, do framework proposto usando o estimador de Horvitz-Thompson - M2C2E
com HT mod e estimador de Hansen-Hurwitz - M2C2E com HH mod e MCRM.

Figura 7.18: Boxplots do número médio de células visitadas do método ótimo - MO
e do framework proposto - M2C2E, por número de células visitadas inicialmente z1 =
{1%N, 3%N, 5%N, 10%N, 15%N}.

A Figura 7.18 contém os boxplots com a amostra inicial de células visitadas z1 =

{1%N, 3%N, 5%N, 10%N, 15%N} no eixo X e o número médio de células visitadas no

eixo Y para o MO e para o M2C2E. Cada um deles é formado pelas 24 horas de cada

tamanho amostral inicial z1, ou seja, os primeiros boxplots são 1%N com todos os horários

(01:00hs, 02:00hs, ... , 24:00hs) até os últimos que são 15%N com todos os horários
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(01:00hs, 02:00hs, ... , 24:00hs). Os valores inferiores a 99,31; 232,10; 281,75; 384,80 e

460,25 são outliers para o MO e os valores inferiores a 94,34; 229,10; 278,20; 377,40 e

453,50 são outliers para o M2C2E.

7.2.4 Teste de Hipótese para Comparação dos Métodos

Usando o teste de hipótese não paramétrico Wilcoxon Mann-Whitney para duas amos-

tras independentes, é posśıvel notar que as distribuições do erro relativo na Figura 7.17

apresentam diferenças significativas entre os métodos MO e M2C2E com p-valores menor

do que o ńıvel de significância de 5% iguais a 0,00022 entre MOHT e o M2C2EHT mod;

e 0,04201 entre MOHH e o M2C2EHH mod. Tal fato aponta que o M2C2EHT mod e

o M2C2EHH mod erra mais do que o MOHT e MOHH , mas isso é esperado, pois o fra-

mework proposto utiliza-se de estimativa enquanto o MO de parâmetro dentro das células

selecionadas. O MCRM não foi testado em relação ao erro relativo com os outros métodos,

porque a sua mediana difere dos demais.

Aplicando o mesmo teste de hipótese não paramétrico, tem-se que as distribuições

do número médio de células visitadas na Figura 7.18 não contém diferença significativa

entre os dois métodos com p-valores iguais a 0,94; 0,95; 0,89; 0,81 e 0,97 para os valores

de z1 = {1%N, 3%N, 5%N, 10%, 15%N}, respectivamente. Isso significa que ao ńıvel de

significância de 5%, não há evidências de que essas distribuições sejam diferentes em pares,

ou seja, 1%N para M2C2E e MO, 3%N para M2C2E e MO, 5%N para M2C2E e MO,

10% para M2C2E e MO, e 15% para M2C2E e MO.

O teste de hipótese T 2 Hotelling para verificar a igualdade entre os vetores de estima-

tivas médias do método MO e do método M2C2E foi realizado sob as seguintes hipóteses:

Para a configuração 1:

H0: ~µM2C2EHT mod
= ~µMOHT

versus H1: ~µM2C2EHT mod
6= ~µMOHT

Para a configuração 2:

H0: ~µM2C2EHH mod
= ~µMOHH

versus H1: ~µM2C2EHH mod
6= ~µMOHH

Esse teste foi realizado considerando as estimativas médias obtidas pelo método MO

e pelo método M2C2E por horário em todos os horários independente do tamanho inicial

z1, por exemplo, na configuração 1 para o horário de 01:00hs, tem-se que:
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H0 :



4724, 41

4912, 43

4900, 42

4891, 55

4901, 56


=



4880, 82

4911, 01

4905, 12

4919, 63

4909, 56


versus H1 :



4724, 41

4912, 43

4900, 42

4891, 55

4901, 56


6=



4880, 82

4911, 01

4905, 12

4919, 63

4909, 56


Na configuração 1, os horários 03:00hs, 07:00hs, 11:00hs, 14:00hs, 16:00hs, 22:00hs e

23:00hs, ao ńıvel de significância de 5%, há evidências para rejeitar que ~µM2C2EHT mod
=

~µMOHT
segundo os p-valores iguais a 0,01; 0,00; 0,00; 0,00; 0,00; 0,01 e 0,00, respectiva-

mente. Portanto, nos demais horários não há evidências para rejeitar que ~µM2C2EHT mod
=

~µMOHT
.

Por outro lado, na configuração 2, apenas nos horários de 07:00hs e de 24:00hs com

p-valor de 0,01 em ambos, ao ńıvel de significância de 5%, há evidências para rejeitar

que ~µM2C2EHH mod
= ~µMOHH

, para os demais horários não há evidências para rejeitar que

~µM2C2EHH mod
= ~µMOHH

, ao ńıvel de significância de 5%.

Dessa forma, o teste de hipótese T 2 Hotelling para comparação dos vetores de estima-

tivas médias dos métodos M2C2E e MO com os dados reais de táxis no munićıpio do Rio

de Janeiro no dia 22 de junho de 2016, ao ńıvel de significância de 5%, evidenciam que

a utilização do estimador de Hansen-Hurwitz aproxima as estimativas médias do M2C2E

ao MO mais do que o estimador de Horvitz-Thompson.



Caṕıtulo 8

Considerações Finais

Essa dissertação visa quantificar redes formadas por população rara e agrupada. O ob-

jetivo principal é solucionar uma lacuna da AAC no momento de obter o número de

elementos dentro da célula, pois todos os elementos deveriam ser encontrados, por isso a

AAC foi chamada de Método Ótimo - MO, devido ao fato do parâmetro ser conhecido.

Contudo, afirmar a possibilidade de encontrar todos elementos pode não ser viável para

todos os casos.

Uma posśıvel solução encontrada ao problema é a estimação dentro de cada célula

selecionada, através do MCRM o qual é considerado relevante por prover estimativas re-

levantes, ele tem a vantagem de consumir menos tempo e ser mais barato do que um censo

populacional onde todos os elementos precisam ser observados, por exemplo. Entretanto,

para utilizar o MCRM seria necessário determinar o critério de parada para o número de

recapturas. Para tal problema foi apresentado o critério de parada proposto por Singham

et al. [40] [41] [42], o qual foi posśıvel pela adequação do valor de δ como sendo n̂1ε,

quando o valor de k∗ for obtido, retornaria a estimativa na k∗-ésima recaptura.

O framework proposto recebeu o nome de Método 2-Camadas e 2-Estimadores -

M2C2E e esse método procura tornar a AAC um plano amostral mais realista através

das estimativas trazidas pelo MCRM dentro das células selecionadas. Os estudos com

dados sintéticos mostraram que o critério de parada está relacionado com o valor máximo

da meia largura δ e o número de elemento coletado a cada recaptura n1, n2, ..., nk∗ .

Vale ressaltar que o MCRM pode apresentar dificuldades, que limitam o critério de

parada, nos casos em que o número de elementos na rede é extremamente pequeno, pelo

fato de não encontrar elementos de interesse e em células muito densas, pois com o número

de recapturados igual a zero, matematicamente, as estimativas não estão bem definidas
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pelo estimador de Schnabel, por exemplo.

Na aplicação do M2C2E e do MO à população de táxis conectada a um aplicativo

através de uma rede móvel no munićıpio do Rio de Janeiro, não houve o problema de

células muito densas do MCRM, porque o número máximo de elementos dentro de uma

célula não ultrapassou 400 táxis. Note que o problema no critério de parada devido a

célula muito densa foi gerado com 10000 elementos em uma célula, o que seria um caso

bem extremo.

Em relação ao tempo computacional, Townsend et al. [50] afirmaram que para obter

estimativas precisas no contexto de população rara e agrupada, usando implementação

computacional, podem exigir tempos elevados de execução. No software RStudio Cloud,

cada algoritmo foi implantado em um contêiner no qual foi alocado 1 GB de RAM dedicada

e 1 CPU Xeon E5-2666 V3. Sendo assim, as simulações com dados sintéticos nas grades

de 10x10 e de 20x20 para 10 mil replicações levaram em torno de 5 minutos e 1 hora e 5

minutos, respectivamente, para cada um dos tamanhos iniciais z1. Dessa forma, conclui-se

que o número de células na grade é um fator decisivo para o tempo de processamento.

Os dados reais ao sobrepor uma grade de 40x40 com 100 replicações, o processamento

dos dados levou em torno de 1 hora e 15 minutos para cada um dos tamanhos iniciais

z1 no RStudio Cloud com 1 GB de RAM dedicada e 1 CPU Xeon E5-2666 V3. Levando

em consideração que foram dois métodos MO e M2C2E em duas configurações, o tempo

totalizou 25 dias de processamento sem interrupções. Caso fosse utilizado o RStudio

em um computador doméstico com uma configuração igual a Core I3 e 4 GB de RAM,

levariam, aproximadamente, 52 dias de processamento sem interrupções para realizar o

Caṕıtulo 7.

Os estudos com dados sintéticos auxiliaram as análises sobre o critério de parada e

evidenciam que o M2C2E apresenta-se melhor em comparação ao MO, quando o total

populacional aumenta e o tamanho da grade diminui, mas partindo de um grau de agru-

pamento de φ = 0, 1. Por outro lado, a aplicação a dados reais configura um caso de

uso aos sistemas distribúıdos analisados por hora com uma variabilidade maior do total

populacional entre 357 e 8451 elementos em comparação aos estudos com dados sintéticos.

O teste de hipótese para comparação dos métodos com os dados reais ao ńıvel de signi-

ficância de 5% revelam que a utilização do estimador de Hansen-Hurwitz aproxima as

estimativas médias do M2C2E ao MO mais do que o estimador de Horvitz-Thompson.

Os resultados permitem concluir que o M2C2E apresenta boas estimativas a serem

usadas como uma solução à lacuna da AAC e tem vantagens significativas sobre o MCRM
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implementado separadamente em relação aos erros das estimativas médias e a região de

estudo, visto que o M2C2E: (i) não precisa observar toda a região igual ao MCRM, mas

apenas algumas células; e, (ii) não precisa conhecer toda a população do interior de cada

célula, como pressuposto pela AAC, pois estima apenas a partir da amostra de alguns

elementos.

8.1 Contribuições

As contribuições desta dissertação, do ponto de vista teórico, são:

� Adaptação do critério de parada proposto por Singham et al. [40] [41] [42] ao con-

texto do MCRM;

� Implementação do método M2C2E o qual visa contornar a lacuna da AAC; e,

� Modificação dos estimadores clássicos de Horvitz-Thompson e Hansen-Hurwitz.

8.2 Trabalhos Futuros

Os trabalhos futuros importantes a serem desenvolvidos seriam: analisar a eficiência de

outros critérios de parada para o MCRM e a AAC os quais poderão ser implementados

através da abordagem bayesiana, confeccionar um método adaptativo local de refinamento

da grade e estudar o fator de agrupamento entre os elementos da rede, ou seja, saber o

quanto essa variável influencia nos métodos. Nesta dissertação, por exemplo, o estudo

com rede sintética apresentava-se mais agrupada do que os dados reais da rede de táxis.

Outro ponto a ser levado em consideração é conseguir modelar computacionalmente

a proporção da área para o MCRM, tal necessidade ocorre devido ao ambiente compu-

tacional ser mais controlado do que em situações reais, pois durante o estudo com dados

sintéticos e com dados reais todos os elementos têm a mesma chance de serem capturados

independentemente do tamanho da área na qual os elementos de interesse estão contidos,

por exemplo, na prática capturar um elemento em 1 m2 não é igual a capturar em 10000

km2. Portanto, o trabalho futuro seria a criação de peso a prior em função da área da

célula na qual o elemento está inserido.
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APÊNDICE A -- Aspectos Computacionais

A.1 População Rara e Agrupada: Geração e Conta-

gem

########################################

# Confecç~ao de grade

########################################

# Grade 20X20, ou seja, N = 400 células

x = 0

ladox = 20 #para definir o tamanho da grade

ladoy = 20 #para definir o tamanho da grade

y = seq(0,ladoy,l = ladoy+1)

grid = expand.grid(x,y)

x11(4,4)

par(mar=c(1,1,1,1))

plot(grid,col="black",lwd=1.7,axes=F,ylim=c(0,ladoy),xlim=c(0,ladox),

type="l",ylab=NA,xlab=NA,cex.lab=1.4)

for (i in 1:ladoy)

{x = i; grid = expand.grid(x,y); lines(grid,lwd=1.7)}

x = seq(0,ladox,l=ladox+1)

for (i in 0:ladox)

{y = i; grid = expand.grid(x,y); lines(grid,lwd=1.7)}

#######################################

# Geraç~ao da populaç~ao rara e agrupada

########################################

# Para os pontos "pais"

Nv = rpois(10,ladox) # Poisson, para obtemos valores inteiros

pais = length(Nv) #número de pais
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copx=runif(pais,1,ladox-1) #coordenadas x do ponto pais

copy=runif(pais,1,ladoy-1) #coordenadas y do ponto pais

points(copx,copy,bg=25,pch=21,cex=0.45) # plota os pontos pais

coordp = matrix(c(copx,copy),pais,2,byrow = F)

# Para os pontos "filhos"

coordf = NULL

tamanho = 9 # número de filhos

sigma = 0.1 #para concentrar mais os filhos ou n~ao

for(i in 1:pais){

cofx = rnorm(9,copx[i],sigma) #coordenadas x dos pontos filhos

while(any((cofx>ladox)|(cofx<0))){

aux = which((cofx>ladox)|(cofx<0))

cofx[aux] = rnorm(9,copx[i],sigma)}

#cofx[aux] = rnorm(length(aux),copx[i],sigma)}

cofy = rnorm(tamanho,copy[i],sigma) #coordenadas y dos pontos filhos

while(any((cofy>ladoy)|(cofy<0))){

aux = which((cofy>ladoy)|(cofy<0))

cofy[aux] = rnorm(9,copy[i],sigma)}

#cofy[aux] = rnorm(length(aux),copy[i],sigma)}

points(cofx,cofy,bg=25,pch=21,cex=0.45) #plota os pontos filhos

coord = matrix(c(cofx,cofy),9,2,byrow = F)

coordf = rbind(coordf,coord)

}

########################################

# Para identificar os elementos

########################################

coordenada_popul1 = rbind(coordp,coordf)

coordenada_popul1

coordx = coordenada_popul1[,1] #coordenada X

coordy = coordenada_popul1[,2] #coordenada Y

id_elemento = seq(1,length(coordenada_popul1)/2,1)

com_id_elemento = cbind(coordx,coordy,id_elemento)
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########################################

# Contagem das variáveis de interesse nas células

########################################

x = coordenada_popul1[,1]

y = coordenada_popul1[,2]

matriz = array(0,c(20,20))

contagem = function(x,y){

for(j in 0:19){

for(i in 0:19){

cont = 0

for (k in 1:length(x)){

if(((x[k]<=(i+1))&&(x[k]>i))&&((y[k]<=(j+1))&&(y[k]>j)))

{

cont = cont+1

matriz[i+1,20-j]= cont

}

}

}

}

return(matriz)

}

pop_rara_agrupada = t(contagem(x,y))

pop_rara_agrupada
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A.2 Método de Captura e Recaptura Múltipla: Es-

timador de Schnabel e Critério de Parada

########################################

# Matriz de Captura e Matrizes de Recaptura

########################################

elementos_por_celula1 = com_id_elemento_id_unidade[id_unidade==1301,1:4]

elementos_por_celula1

#apresenta todos os elementos dentro da célula selecionada.

captura_1cel = array(0,c(50,10)) #50 CAPTURAS E 10 ELEMENTOS

for(i in 1:50){

captura_1cel[i,] = sample(elementos_por_celula1[,3],10, replace = FALSE)

}

captura_1cel #NO INTERIOR O ID DO ELEMENTO

recaptura_1cel1 = array(0,c(50,10))

recaptura_1cel2 = array(0,c(50,10))

até...recaptura_1ce49 = array(0,c(50,10))

for(i in 1:50){

recaptura_1cel1[i,] = sample(elementos_por_celula1[,3],10,replace = FALSE)

recaptura_1cel2[i,] = sample(elementos_por_celula1[,3],10,replace = FALSE)

até...recaptura_1cel49[i,]

}

########################################

# Estimador de Schnabel

########################################

n_1 = ... = n_50 = 10 ; m_1 = rep(0,50); m_2 = ... = m_50 = 10;

u1 = ... = u50 = NULL; M_1 = ... = M_50 = NULL

n_hat_schnabel11 = ... = n_hat_schnabel150 = NULL

#recapturados

for(i in 1:50){

m_2[i] = recapturados1_celula[i,1]
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m_3[i] = recapturados1_celula[i,2]

até...m_50[i] = recapturados1_celula[i,49]

u1[i] = n_1 - m_1[i]

u2[i] = n_2 - m_2[i]

até...u50[i] = n_50 - m_50[i]

M_1=0

M_2[i] = u1[i]

M_3[i] = u1[i]+u2[i]

até...M_50[i]

n_hat_schnabel11[i] = sum(n_2*M_2[i])/sum(m_2[i])

n_hat_schnabel12[i] = sum(n_2*M_2[i],n_3*M_3[i])/sum(m_2[i],m_3[i])

até...n_hat_schnabel149[i]

}

########################################

# Critério de Parada

########################################

matriz_schnabel = matrix(c(n_hat_schnabel11,...,n_hat_schnabel149),

50,49,byrow = FALSE)

i = 1

média = NULL

média[1]= mean(c(matriz_schnabel[i,2],matriz_schnabel[i,3]))

média[2]= mean(c(matriz_schnabel[i,2],matriz_schnabel[i,3],

matriz_schnabel[i,4]))

até...média[48]

variância = NULL

variância[1]= var(c(matriz_schnabel[i,2],matriz_schnabel[i,3]))

variância[2]= var(c(matriz_schnabel[i,2],matriz_schnabel[i,3],

matriz_schnabel[i,4]))

até...variância[48]
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k = seq(2,50,1)

LS = NULL

LI = NULL

MK = NULL

eta = 0.95

for(i in 1:48){

LS[i] = média[k[i]]+qt(eta,k-1)[i]*(sqrt(variância[k[i]]/k[i]))

LI[i] = média[k[i]]-qt(eta,k-1)[i]*(sqrt(variância[k[i]]/k[i]))

MK[i] = qt(eta,k-1)[i]*(sqrt(variância[k[i]]/k[i]))

}

parada_k* = which(MK <= média[1]*0.05)[1]

estimativa_k* = round(matriz_schnabel[1,parada], digits = 0)
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A.3 Amostragem Adaptativa por Conglomerados

AAC=function(popul,z1,c)

{

indices=array(1:(nrow(popul)*ncol(popul)),c(nrow(popul),ncol(popul)))

d=(nrow(popul)*ncol(popul)) #número total de células na grade

soma=integer(0)

somaj=integer(0)

divisao=integer(0)

alpha=integer(0)

amostrat=sample(indices,z1) #retira uma amostra de tamanho z1

empilha=array(NA,c(length(amostrat),d))

for (l in 1:length(amostrat))

{

amostra=amostrat[l]

referencia=amostra

vizinho=function(x) #varredura nos vizinhos

{

#determina a posiç~ao do elemento da referência

lca=array(0,c(length(x),2))

for (i in 1:length(x))

{lca[i,]=which(indices==x[i], arr.ind=TRUE)}

linha=lca[1,1]

coluna=lca[1,2]

cima=integer(0)

baixo=integer(0)

esquerda=integer(0)

direita=integer(0)

#cria vizinhos

if (popul[linha,coluna]>c)

{

if (linha!=1){cima=indices[lca[1,1]-1,lca[1,2]]}

if (linha!=nrow(popul)){baixo=indices[lca[1,1]+1,lca[1,2]]}

if (coluna!=1){esquerda=indices[lca[1,1],lca[1,2]-1]}

if (coluna!=ncol(popul)) {direita=indices[lca[1,1],lca[1,2]+1]}

}
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b=integer(0)

b=cbind(cima,baixo,esquerda,direita)

}

b=vizinho(referencia)

#cria um vetor contendo as células já visitadas

dados=array(NA,c(d,1))

#cria um vetor indicando se os vizinhos daquele elemento

já est~ao contemplados

explore=array(0,c(d,1))

#coloca o elemento amostrado na matriz de dados

dados[referencia]=popul[which(indices==referencia, arr.ind=TRUE)]

visita=amostra[which(popul[amostra]>c)] # os visitados no passo 1

while (length(visita)>0)

{

referencia=min(visita)

b=vizinho(referencia)

for (i in 1:d)

{if (length(b[which(b==i)])>0) dados[i]=popul[i]}

#indica que os vizinhos da referência já foram explorados

explore[referencia]=1

#elementos a serem explorados

visita=which(dados>c)

explorados=which(explore==1)

comuns=array(0,c(length(visita),length(explorados)))

for (i in 1:length(visita))

for (j in 1:length(explorados))

{if (visita[i]==explorados[j]) comuns[i,j]=i}

visita=visita[-comuns]

}

empilha[l,]=dados

}

#conglomerados distintos

conglomerados=unique(empilha)

#redes distintas

redes=array(NA,c(nrow(conglomerados),ncol(conglomerados)))



A.3 Amostragem Adaptativa por Conglomerados 95

#redes de tamanho 1

for (i in 1:nrow(conglomerados)){

for (j in 1:ncol(conglomerados)){

if ((is.na(conglomerados[i,j])==T|(conglomerados[i,j]<=c)))

redes[i,j]=NA

else redes[i,j]=conglomerados[i,j]

if (length(which(is.na(conglomerados[i,])==F))==1)

redes[i,j]=conglomerados[i,j]

}

}

x=integer(0)

for (i in 1:ncol(conglomerados))

{

x[i]=1-min(is.na(conglomerados[,i]))

}

amtotal=which(x==1)

w=integer(0)

var_HT=0

pi=matrix(0,length(amostrat),length(amostrat))

for (k in 1:nrow(redes))

{

rede=redes[k,which(is.na(redes[k,])==F)]

lr=max(1,length(rede))

soma[k]=sum(rede)

w[k]=mean(rede)

alpha[k]=1-(choose((d-lr),length(amostrat))/choose(d,length(amostrat)))

divisao[k]=soma[k]/alpha[k]

for (j in 1:nrow(redes))

{

lrj=max(1,length(rede))

rede=redes[j,which(is.na(redes[j,])==F)]

somaj[j]=sum(rede)

pi[k,j]= 1-(choose(d-lr,length(amostrat))+choose(d-lrj,length(amostrat))
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-choose(d-lr-lrj,length(amostrat)))/choose(d,length(amostrat))

}

}

for (k in 1:nrow(redes))

{

for (j in 1:nrow(redes))

{

var_HT=var_HT+(1/d^2)*(soma[k]*somaj[j])*(pi[k,j]-pi[k,k]*pi[j,j])

/(pi[k,k]*pi[j,j]*pi[k,j])

}

}

for (k in 1:nrow(redesr))

{

reder=redesr[k,which(is.na(redesr[k,])==F)]

w[k]=mean(reder)

}

HT=sum(divisao)

N = d

HH=N*mean(w)

size=length(amtotal)

result=cbind(HT,var_HT,size,HH)

}

HT = integer(0)

tam = integer(0)

HH = integer(0)

DES = integer(0)

tamDES = integer(0)

junto = 0

c = 0

N = nrow(read.table("populacao_real.txt"))*ncol(read.table

("populacao_real.txt"))

populacao = matrix(scan("populacao_real.txt"),nrow=40,ncol=40,byrow=T)

for(z1 in c(1/100*N, 3/100*N,5/100*N,10/100*N,15/100*N))

{
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for(r in 1:10000)

{

aacobs = AAC(populacao,z1,c)

HT[r] = aacobs[1,1]

tam[r] = aacobs[1,3]

HH[r] = aacobs[1,4]

print(paste("r=",r,"---","z1=",z1))

}

EHT = mean(HT)

VHT = var(HT)

EHH = mean(HH)

VHH = var(HH)

Eeta = mean(tam)

estatisticas = c(z1,EHT,VHT,EHH,VHH,Eeta)

junto = rbind(junto,estatisticas)

}

write.table(junto,paste("Resultados_N=",N,".txt",sep=""),col.names=FALSE,

row.names=FALSE)


