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Resumo

Seja G = (V,E) um grafo e CG a família dos grafos cordais G′ tal que V (G) = V (G′) e
E(G) ⊆ E(G′). A treewidth de um grafo G pode ser definida como o tamanho da menor
clique de tamanho máximo de um grafo em CG, menos um. A noção de treewidth visa
mensurar quão próximo de uma árvore um dado grafo G se encontra. Dado uma per-
mutação ρ dos vértices de um grafo G, determinar a maior clique do supergrafo cordal
de G que possui ρ como esquema de eliminação perfeita é uma tarefa que pode ser exe-
cutada em tempo polinomial. Sendo assim, uma estratégia para computar a treewidth
de um grafo G é encontrar o esquema de eliminação perfeita do grafo cordal G′ ∈ CG
que possui a menor clique máxima. Nesta dissertação, baseado na estratégia de mani-
pular permutações representando esquemas de eliminação perfeita, desenvolvemos uma
meta-heurística BRKGA para computar a treewidth de um grafo que utiliza heurísticas
clássicas acopladas à técnicas de algoritmos genéticos. A solução proposta conseguiu ser
competitiva e trouxe como subproduto um método para solucionar o problema Chordal
Completion, que consiste em determinar o supergrafo cordal de um grafo G com menor
número de arestas. Além disso, para ambos problemas também apresentamos um refina-
mento do decodificador de soluções que geralmente se utiliza em heurísticas clássicas para
os problemas.

Palavras-chave: treewidth, chordal completion, algoritmo genético tendencioso de cha-
ves aleatórias



Abstract

Let G = (V,E) be a graph and CG be the family of chordal graphs G′ such that V (G) =
V (G′) and E(G) ⊆ E(G′). The treewidth of a graph G can be defined as the size of the
smallest maximum clique of a graph in CG, minus one. The notion of treewidth aims to
measure how close to a tree a given graph G is. Given a permutation ρ of the vertices of
a graph G, determining the largest clique of the chordal supergraph of G having ρ as a
perfect elimination ordering is a task that can be performed in polynomial time. Therefore,
a strategy to compute the treewidth of a graph G is to find the perfect elimination
ordering for the chordal graph G′ ∈ CG that has the smallest maximum clique. In this
dissertation, based on the strategy of manipulating permutations representing perfect
elimination ordering, we developed a BRKGA metaheuristic to compute the treewidth
of a graph that uses classical heuristics coupled with genetic algorithm techniques. The
proposed solution managed to be competitive and brought as a by-product a method
to solve the Chordal Completion problem, which consists of determining the chordal
supergraph of a graph G with fewer edges. In addition, for both problems, we also present
a refinement of the solution decoder that is generally used in classical heuristics for these
problems.

Keywords: treewidth, chordal completion, biased random-key genetic algorithms.
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Capítulo 1

Introdução

Muitos problemas matemáticos e da Ciência da Computação, práticos ou teóricos, podem

ser modelados através de grafos. Um grafo G é um par não ordenado (V (G), E(G)),

onde V (G) é um conjunto finito de vértices e E(G) um conjunto de pares não ordenados

a = (v, w), tal que v e w ∈ V (G). Cada elemento de E(G) é denominado uma aresta de

G.

A Figura 1.1 ilustra como o mapa do Brasil pode ser representado com um grafo.

Primeiramente cria-se um vértice para cada estado e em seguida para cada par de estados

que fazem fronteira, cria-se uma ligação entre os respectivos vértices, estas são as arestas.

Figura 1.1: Exemplo de grafo representando o mapa do Brasil. (Fonte [36])

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V (H) ⊆ V (G) e E(H) ⊆ E(G). Dado

um conjunto S ⊆ V (G), o subgrafo induzido por S de um grafo G, denotado por G[S], é

o subgrafo maximal em arestas de G cujo conjunto de vértices é exatamente S.
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Um passeio em um grafo é uma sequência de vértices em que cada par de vértices

consecutivos na sequência possui aresta entre si. Um passeio é dito fechado se tem pelo

menos duas arestas e seu primeiro vértice coincide com o último. Um caminho em um

grafo é um passeio sem vértices repetidos. Um ciclo é um passeio fechado que contém

exatamente dois vértices iguais, o primeiro e o último. Um grafo é dito conexo quando

existe pelo menos um caminho entre todos os pares de vértices desse grafo. Por fim, um

ciclo induzido é um ciclo que é um subgrafo induzido.

Um grafo é dito cordal quando todos seus ciclos induzidos (se existirem) tem exa-

tamente três vértices. Grafos cordais são importantes pois possuem aplicações práticas,

como computação em matrizes esparsas [38] e em visão computacional [12].

Uma importante subclasse dos grafos cordais são as árvores. Uma árvore é um grafo

conexo e sem ciclos. Árvores são muito importantes e muitos problemas NP-difíceis po-

dem ser resolvidos em tempo polinomial quando o grafo de entrada é uma árvore, como

por exemplo Vertex Cover e Minimum Dominating Set [13]. Diversos problemas

em grafos tornam-se tratáveis quando restrito a classe das árvores pois estas admitem

estruturas hierárquicas que a partir de uma raiz definem uma relação entre vértices an-

cestrais e descendentes. Tais estruturas possibilitam o uso de técnicas como programação

dinâmica1 para a resolução de problemas em grafos.

A manuseabilidade das árvores motiva o estudo de outras classes de grafos que tenham

uma estrutura semelhante à árvores e que poderiam ser exploradas para resolução de

problemas através de técnicas como programação dinâmica. Uma destas classes é a família

das k-árvores.

Uma k-árvore é definida recursivamente da seguinte forma: um grafo completo2 com

k + 1 vértices é uma k-árvore; uma k-árvore T com n + 1 vértices onde n ≥ k + 1 pode

ser construída a partir de uma k-árvore H com n vértices adicionando-se um novo vértice

adjacente a exatamente k vértices que formam uma k-clique em H. Toda árvore com pelo

menos dois vértices é uma 1-árvore, pois pode ser obtida a partir de uma única aresta

(uma clique de tamanho k+1 onde k é igual a 1), adicionando-se sucessivamente vértices

adjacentes a um único vértice da corrente árvore.

Um grafo G é uma k-árvore parcial se G é subgrafo de uma k-árvore. Dado um grafo

G, denota-se por tw(G) o menor inteiro k para o qual G é uma k-árvore parcial. Note que
1Programação dinâmica é uma técnica para resolução de problemas em que sua solução ótima pode ser

computada a partir da solução ótima de subproblemas que, sobrepostos, compõem o problema original.
(veja [30])

2Grafo completo é um grafo que contém aresta entre cada par de vértices.
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todo grafo G é subgrafo de um grafo completo, portanto tw(G) ≤ n, onde n = |V (G)|.
Essa invariante denotada por tw(G) é conhecida na literatura como a treewidth de G, ou

alternativamente, sua largura arbórea. A noção de treewidth visa mensurar quão próximo

de uma árvore um grafo se encontra. Note que a classe dos grafos G com tw(G) ≤ 1 é

exatamente a classe das florestas 3.

Diversas classes de grafos possuem treewidth limitada por uma constante e muitos

problemas NP-difíceis podem ser solucionados em tempo polinomial em classes de grafos

que possuem treewidth constante (veja [14, 20]).

O problema de determinar a treewidth de um grafo pode ser definido da seguinte

forma:

Treewidth

Instância: Um grafo G = (V,E).

Objetivo: Determinar a treewidth de G, isto é, o valor inteiro k tal que tw(G) = k.

Decidir se um grafo tem treewidth de tamanho no máximo k é NP-completo [37].

Sendo assim, têm-se então a motivação de encontrar soluções que, talvez não sejam óti-

mas, mas que sejam razoáveis. Portanto, o principal objetivo deste trabalho é discutir

sobre soluções heurísticas para o problema Treewidth. Além disso, será proposto um

algoritmo genético tendencioso de chaves aleatórias para o problema.

É bem conhecido na literatura que as k-árvores são uma subclasse dos grafos cordais.

Sendo assim, dado um grafo G = (V,E) e denotando por CG a família dos grafos cordais

G′ tal que V (G) = V (G′) e E(G) ⊆ E(G′), a treewidth de um grafo G pode ser definida

alternativamente como o tamanho da menor clique de tamanho máximo de um grafo em

CG, menos um. Grafos em CG são conhecidos como triangulações ou chordal completions

de G.

Dado a relação de treewidth com o tamanho da maior clique de uma chordal comple-

tion, o desenvolvimento de alguns métodos para a resolução de Treewidth tipicamente

fornecem como subproduto métodos para a resolução de problemas correlacionados, em

especial Chordal Completion, o problema de determinar a quantidade mínima de

arestas a serem adicionadas em um grafo G para torná-lo um grafo cordal. Em outras

palavras, dado um grafo G = (V,E) e denotando por CG a família dos grafos cordais G′

tal que V (G) = V (G′) e E(G) ⊆ E(G′), o problema Chordal Completion consiste

em determinar min
G′∈CG

(|E(G′) \ E(G)|).

3Todo grafo não conexo e sem ciclos é chamado de floresta.
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Como visto anteriormente, grafos cordais são muito importantes para diversos tipos

de aplicações podendo ser igualmente interessante determinar a quantidade mínima de

arestas a serem adicionadas para tornar um dado grafo de entrada cordal. Tal problema,

denominado Chordal Completion [26] é apresentado formalmente a seguir:

Chordal Completion

Instância: Um grafo G = (V,E).

Objetivo: Determinar o tamanho do menor conjunto de aresta que pode ser adicio-

nado em G para torná-lo cordal.

Note que Treewidth pode ser visto como o problema de encontrar a chordal com-

pletion de menor clique máxima, enquanto o problema Chordal Completion consiste

em encontrar a chordal completion com menor número de arestas. Dado a semelhança

entre Treewidth e Chordal Completion, nesta dissertação também é apresentado

e discutido um algoritmo genético tendencioso de chaves aleatórias para Chordal Com-

pletion. Em tempo, vale ressaltar que apesar das semelhança entre Treewidth e

Chordal Completion, resolver um problema não necessariamente implica em resolver

o outro. Por exemplo, Mancine mostra em [33] que para a classe de grafos split + kv4

o problema Treewidth torna-se polinomial, enquanto Chordal Completion perma-

nece NP-difícil.

Na próxima seção são apresentados os principais objetivos desta dissertação. Na

Seção 1.2 uma breve revisão da literatura dos dois problemas é apresentada. O Capítulo 2

aborda a fundamentação teórica necessária para compreensão dos algoritmos propostos.

A seguir, no Capítulo 3 os algoritmos genéticos para os problemas são apresentados. No

Capítulo 4 é mostrado o funcionamento de um decodificador de solução de Treewidth

refinado, que é então também adaptado para o Chordal Completion, sendo esse

novo decodificador uma contribuição deste trabalho. No Capítulo 5, é mostrado todos

os resultados dos experimentos feitos. Por fim, no Capítulo 6, uma discussão sobre as

conclusões do trabalho é fornecida.

1.1 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é discutir sobre soluções heurísticas bem como propor

uma meta-heurística baseada em aprimoramentos dos métodos heurísticos discutidos para
4A classe dos grafos split é a classe dos grafos em que seu conjunto de vértices pode ser participado

em uma clique e um conjunto independente. A classe de grafos split + kv é a classe dos grafos obtidos a
partir de um grafo split adicionando-se mais um novo vértice.
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Treewidth e Chordal Completion. Inicialmente um estudo foi feito para entender

como as principais heurísticas funcionam e como poderiam ser utilizadas. O trabalho

então traz uma fundamentação teórica sobre a relação de grafos cordais, k -árvores, de-

composições em árvores e a computação dos problemas através desses conceitos. Por fim,

obtém-se uma solução baseada em uma meta-heurística com algoritmo genético tendenci-

oso de chaves aleatórias para o problema Treewidth e, como subproduto, uma solução

para o problema de Chordal Completion.

Além disso, objetiva-se um refinamento no decodificador de solução, que é descrito

no Capítulo 4. Outro objetivo foi acoplar esse decodificador ao algoritmo genético ten-

dencioso de chaves aleatórias e obter uma meta-heurística eficiente e competitiva. E com

todos esses resultados propor também uma solução para Chordal Completion.

1.2 Revisão da literatura

As principais heurísticas para resolução de Treewidth são descritas no trabalho de

Gaspers et al. [20]. Os dois métodos descritos são baseados em encontrar uma permutação

dos vértices do grafo representando uma ordem de eliminação perfeita do supergrafo cordal

de menor treewidth possível. O primeiro método chamado min-degree escolhe cada vértice

com base no seu grau, sendo os de menores, escolhidos primeiro. Já o segundo método,

chamado fill-in, escolhe o vértice que tem sua vizinhança mais próxima de uma clique, ou

seja, que o número de arestas a serem inseridas para formar a clique da vizinhança, seja

mínima. No trabalho de Gaspers et al. [20], ambas heurísticas são testadas, e a fill-in

obtém melhores resultados.

Para o Chordal Completion, as heurísticas mais usuais também são baseadas

na escolha de vértices para formar a permutação que gera uma ordem de eliminação

que adiciona menos arestas, entre elas min-degree e fill-in também são comuns de serem

utilizadas, veja [26].

Além disso, para comparações com os algoritmos propostos pelo trabalho, foi utilizado

os resultados do desafio do PACE (Parameterized Algorithms and Computational Expe-

riments), que propôs um desafio com 200 instâncias (para cada um dos problemas) para

resolver o problema Treewidth e também para o problema Chordal Completion,

veja [15].



Capítulo 2

Fundamentação Teórica

Para um entendimento do funcionamento dos principais métodos heurísticos para resolu-

ção dos problemas Treewidth e Chordal Completion, alguns conceitos precisaram

ser revisitados. A próxima seção introduz os conceitos relacionados a grafos cordais. Na

Seção 2.2 é definido formalmente a noção de k-árvore bem como apresentado sua relação

com grafos cordais. Na Seção 2.3 é introduzido o conceito de ordem de eliminação per-

feita, que é a base de muitos algoritmos para computação da Treewidth e Chordal

Completion. Na seção 2.4 é introduzido o conceito de decomposição em árvore e como

a partir de uma ordem de eliminação é possível obter uma decomposição em árvore e con-

sequentemente soluções viáveis para ambos os problemas. Por fim, na seção 2.5 é definido

o problema de Chordal Completion.

2.1 Grafos Cordais

Uma aresta é chamada de corda quando esta não está em um ciclo mas conecta dois

vértices desse ciclo. Dessa forma, pode-se definir grafos cordais conforme a seguir.

Definição 2.1. Um grafo G é um grafo cordal se todos ciclos de G com quatro ou mais

vértices têm uma corda.

Um ciclo induzido de um grafo G é um ciclo que é um subgrafo induzido de G, também

chamado de ciclo sem corda ou buraco. Equivalentemente à definição anterior, pode-se

então definir grafos cordais alternativamente conforme abaixo.

Definição 2.2. Um grafo G é um grafo cordal, se todos seus ciclos induzidos tem exata-

mente três vértices.
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Figura 2.1: Um exemplo de grafo cordal à esquerda e um exemplo de grafo não cordal à
direita.

Na Figura 2.1 tem-se à esquerda um grafo com cinco vértices, estes cinco vértices

formam um ciclo pela sequência de vértices: < 1, 2, 3, 4, 5, 1 >, mas este ciclo não é

induzido, pois as arestas entre os vértices 1 e 3 e entre os vértices 1 e 4 são cordas, ou seja,

o subgrafo induzido por esses cinco vértices contém essas arestas que não fazem parte do

ciclo. Desta forma, todos os ciclos induzidos do grafo têm três vértices, como o subgrafo

induzido pelos vértices < 1, 2, 3 > e < 1, 4, 5 > e, consequentemente, este grafo é cordal.

À direita tem-se um grafo com cinco vértices e, nota-se, que o subgrafo induzido pelos

vértices < 1, 2, 3, 4 > é um ciclo de tamanho quatro e sem cordas, logo, este é um exemplo

de um grafo não cordal.

Grafos cordais podem ser reconhecidos em tempo polinomial e muitos problemas que

são difíceis em outras classes de grafos, como coloração de grafos, podem ser solucionados

em tempo polinomial quando o grafo da entrada é cordal.

Um fato notável para o contexto deste trabalho é que a treewidth de um grafo G

qualquer pode ser caracterizada pelo tamanho das cliques em grafos cordais que contém

G como subgrafo. Para entender isto, a próxima seção introduz o conceito de k-árvores,

que são uma subclasse dos grafos cordais e que auxiliam no entendimento da computação

da treewidth.

2.2 k-árvores, k-árvores parciais e treewidth

Um conceito importante para entender o que são k -árvores é o de separador minimal.

Dado um grafo conexo G = (V,E), um conjunto de vértices S ⊂ V é um separador se o

subgrafo de G induzido por V \ S é desconexo. O conjunto S é um uv-separador se u e
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v estão em componentes conexas diferentes em G[V \ S]. Um uv-separador é minimal se

nenhum subconjunto de S separa u e v.

A família das k-árvores, para algum inteiro positivo k, é uma subclasse dos grafos

cordais em que suas cliques maximais tem um mesmo tamanho k+1 e todos seus separa-

dores minimais têm tamanho k [35]. Dado um inteiro k > 0, a classe das k-árvores pode

ser definida conformea seguir.

Definição 2.3. Um grafo G com n vértices é uma k-árvore se G é um grafo completo

com k + 1 vértices ou n > k + 1 e G pode ser obtido a partir de uma k-árvore com n− 1

vértices adicionando-se um novo vértice cuja vizinhança é uma clique de tamanho k.

A Figura 2.2 mostra um exemplo de k -árvore, onde k = 2. Inicialmente tem-se um

grafo completo com k+ 1 vértices, formado pelos vértices 0, 1 e 2. Depois é adicionado o

vértice 3. Em seguida, adiciona-se arestas entre 3 e os vértices 2 e 1.

Figura 2.2: Exemplo de uma 2-árvore.

Figura 2.3: Grafo Goldner-Harary, um exemplo de 3-árvore.

Como exemplo de grafos com pelo menos k + 1 vértices que são k-arvores, podemos

citar árvores como exemplo de 1-árvores, grafos série-paralelo maximais e grafos peripla-

nares maximais [29] como exemplo de 2-árvores, e as redes Apollonian [5] como exemplo

de 3-árvores. Outro exemplo de 3-árvore, mostrado na Figura 2.3, é o grafo de Gold-

ner–Harary, que é bem conhecido como o menor grafo planar não-hamiltoniano maximal

[21].



2.2 k-árvores, k-árvores parciais e treewidth 9

Uma outra definição fundamental para este trabalho é dada a seguir.

Definição 2.4. Um grafo G é uma k-árvore parcial se G é um subgrafo de uma k-árvore.

A Figura 2.4 mostra um grafo à esquerda que é um ciclo sem cordas e, consequen-

temente, não é um grafo cordal. Como é um ciclo, não é possível que seja um subgrafo

de uma 1-árvore, pois estas são árvores. No entanto, tal ciclo é um subgrafo da 2-árvore

mostrada à direita, pois bastaria serem adicionadas as arestas entre os vértices (1, 3) e

(1, 5) para obtê-lo. Logo, este ciclo com cinco vértices é uma 2-árvore parcial.

Figura 2.4: Exemplo de uma 2-árvore parcial à esquerda e seu supergrafo que é uma
2-árvore à direita.

A noção de k-árvores parciais são importantes pois todo grafo é uma k-árvore parcial

para algum valor de k. Note que todo grafo é subgrafo de um grafo completo.

Intuitivamente, o valor do menor inteiro k para o qual um dado grafo G é uma k-

árvore parcial é uma invariante que fornece uma medida de quão próximo da estrutura

de uma árvore (ou de uma floresta) o grafo G se encontra. Tal invariante é equivalente

ao conceito de treewidth, a qual possui diversas definições alternativas uma vez que foi

descoberta e redescoberta por diversos autores.

O conceito de treewidth é creditado ter sido originalmente introduzido por Umberto

Bertelè e Francesco Brioschi em 1972 com o nome de dimension. Mais tarde, esse conceito

foi redescoberto por Rudolf Halin em 1976. No entanto, tal conceito foi novamente redes-

coberto por Neil Robertson e Paul Seymour em 1984 onde popularizou-se por sua relação

com a estrutura de minors em grafos. Desde então, esse conceito tem sido estudado por

diversos autores.

Nesta dissertação iremos discutir algumas definições/caracterizações alternativas de
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treewidth, no entanto, por conveniência iremos iniciar pelo Teorema 2.5 que nos permite

formular tal conceito através de k-árvores parciais.

Teorema 2.5. [25] Um grafo G é uma k-árvore parcial se e somente se G possui treewidth

no máximo k.

Tipicamente o conceito de treewidth é definido através de árvores de decomposição, as

quais serão discutidas mais adiante. No entanto, pelo Teorema 2.5 podemos assumir nesse

momento a treewidth de um grafo G como o menor inteiro k tal que G é uma k-árvore

parcial.

Com esse embasamento teórico, pode-se então assumir que o problema Treewidth

consiste em determinar o menor inteiro k tal que o grafo de entrada G é uma k-árvore

parcial.

Decidir se um grafo G é uma k-árvore parcial é um problema NP-completo [3], e

portanto, Treewidth é um problema NP-difícil. Sendo assim, surge a motivação de

encontrar soluções heurísticas para o problema Treewidth.

Revisitando a definição de k-árvore, pode-se dizer que um grafo G é uma k-árvore,

se e somente se, G é completo com k + 1 vértices ou tem um vértice v com grau k de

forma que G− v é uma k-árvore. A próxima seção detalha como essa propriedade auxilia

a computação da treewidth de um grafo.

2.3 Esquema de eliminação perfeita

Definição 2.6. Um vértice v de um grafo G é simplicial se sua vizinhança induz uma

clique. Uma ordem ρ = v1, v2, . . . , vn dos vértices de um grafo G é um esquema (ou

ordem) de eliminação perfeita de G se para todo 1 ≤ i ≤ n, vi é um vértice simplicial em

G[X] onde X = {vi, . . . , vn}.

Note que k-árvores são grafos cordais que admitem um esquema de eliminação perfeita

obtida pela remoção sucessiva de vértices simpliciais de grau k até que o grafo resultante

seja uma k-clique.

A Figura 2.5 mostra inicialmente uma 2-árvore, e em cada passo, é encontrado um

vértice simplicial, em vermelho marcando sua vizinhança que sempre forma uma clique e

que é logo em seguida eliminado do grafo. Desta forma, temos um esquema de eliminação

perfeita ρ = 1, 5, 3, 4, 2.
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Figura 2.5: Exemplo de uma eliminação perfeita de uma 2-árvore.

A seguir apresentamos uma propriedade útil dos grafos cordais.

Teorema 2.7. [17] Um grafo cordal ou é um grafo completo ou possui pelo menos dois

vértices simpliciais não adjacentes.

Fulkerson e Gross [19] apresentam um algoritmo para reconhecer grafos cordais, que

usa como base o Teorema 2.7. O algoritmo tem os seguintes passos:

(1) Repita o próximo passo até não haver mais vértices.

(2) Procure um vértice simplicial e remova-o do grafo.

(3) Se não houver vértice simplicial, e o grafo não for estiver vazio, pelo Teorema 2.7,

pode-se concluir que o grafo não é cordal. Se estiver vazio, então, é cordal.

Se o grafo for cordal, sempre haverão vértices simpliciais a serem removidos até o grafo

se tornar vazio, consequentemente, pela Definição 2.6, tem-se um esquema de eliminação

perfeita. Portanto, é possível sempre encontrar uma ordem de eliminação perfeita para

grafos cordais. Logo, temos os seguintes teoremas:

Teorema 2.8. ([19]) Um grafo é cordal se e somente se ele tem um esquema de eliminação

perfeita.

Teorema 2.9. ([17]) Dado um esquema de eliminação perfeita f = v1, . . . , vn de um

grafo cordal G, a treewidth de G é dado por max(|N(vi) ∩ {vi, . . . , vn}|).
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Com os dois teoremas acima, consegue-se garantir que sempre é possível obter um

esquema de eliminação de um grafo cordal e consequentemente o valor da treewidth deste

grafo. Além disso, o algoritmo descrito nos fornece um esquema de eliminação perfeita.

Também, é possível transformar qualquer grafo G em cordal através de adição de

arestas, e o grafo resultante é chamado de triangulação (ou chordal completion) de G. O

processo para isto é descrito nos seguintes passos:

(1) Crie uma cópia do grafo original, chame de C.

(2) Escolha qualquer vértice x de C, adicione arestas entre vértices da vizinhança de x

até estes formarem uma clique. Remova x de C.

(3) Adicione todas as arestas adicionadas no passo anterior, no grafo original. Repita o

passo 2, se ainda houver vértices em C.

A Figura 2.6 mostra uma exemplo de triangulação, neste caso a ordem escolhida dos

vértices sendo: ρ = 1, 2, 5, 4, 3, 6, 7, e sendo descrito aqui os passos de A a G:

(A) Vértice 1 a ser removido, sua vizinhança (em vermelho) são os vértice 2 e 6, que já

formam uma clique. Remove-se o vértice 1.

(B) Vértice 2 a ser removido, sua vizinhança são os vértice 3 e 6, é necessário adicionar

a aresta entre 3 e 6 (pontilhada) para formar a clique. Remove-se o vértice 2.

(C) Vértice 5 a ser removido, sua vizinhança são os vértice 4 e 7, que já formam uma

clique. Remove-se o vértice 5.

(D) Vértice 4 a ser removido, sua vizinhança são os vértice 3 e 7, é necessário adicionar

a aresta entre 3 e 7 para formar a clique. Remove-se o vértice 4.

(E) Vértice 3 a ser removido, sua vizinhança são os vértice 6 e 7, que já formam uma

clique. Remove-se o vértice 3.

(F) Vértice 6 a ser removido, sua vizinhança é o vértice 7, que já formam uma clique.

Remove-se o vértice 6.

(G) Vértice 7 a ser removido, que é o último vértice do grafo. Remove-se o vértice 7.

As novas arestas que foram criadas durante o processo foram (3, 6) e (3, 7). Então,

estas são adicionadas ao grafo original. A Figura 2.7 mostra o grafo original e sua trian-

gulação com o ρ dado, onde as arestas em vermelho são as novas arestas adicionadas.
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Figura 2.6: Exemplo de uma triangulação.

Figura 2.7: Grafo original e triangulação gerada.

Ao final do processo, o grafo resultante é uma triangulação de G, e consequentemente

um grafo cordal. É fácil ver que a ordem em que os vértices foram sendo removidos

da cópia do grafo original é uma ordem de eliminação perfeita, logo, para calcular a
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Treewidth, basta usarmos o Teorema 2.9, que para este exemplo é 2, pois é o valor

da maior vizinhança encontrada durante o processo. No entanto, encontrar o esquema

de eliminação perfeita que resulte na triangulação com menor treewidth é NP-difícil, uma

vez que equivale a computar a treewidth do grafo original, veja também [46]. Em outras

palavras, a treewidth de um grafo cordal é igual ao tamanho de sua maior clique menos

um. E como toda k-árvore é um grafo cordal e possui um esquema de eliminação perfeita,

a treewidth de um grafo não cordal G pode ser visto como a menor treewidth dentre todas

as triangulações de G. Vale ressaltar que uma triangulação G′ de G com menor clique

máxima não necessariamente é uma k-árvore, mas sim uma k-árvore parcial, no entanto,

percorrendo em ordem reversa um esquema de eliminação perfeita de G′ é fácil identificar

arestas que podem ser adicionadas de modo a satisfazer a definição de k-árvores (supondo

que G possui pelo menos k + 1 vértices).

Neste ponto, esse embasamento teórico permite redefinir o problema de encontrar a

treewidth de um grafo G, conforme a seguir.

Treewidth

Instância: Um grafo G = (V,E).

Objetivo: Determinar uma permutação dos vértices deG representando um esquema

de eliminação perfeita da triangulação de G com menor clique máxima (treewidth).

Em geral, os métodos heurísticos para resolução do problema Treewidth buscam

encontrar uma permutação que representa o esquema de eliminação perfeita da triangula-

ção com menor treewidth possível. Essa permutação dos vértices de G representando um

esquema de eliminação perfeita de uma triangulação de G também produz uma estrutura

interessante para o estudo da treewidth que é denominada decomposição em árvore e que

será assunto da próxima seção.

2.4 Decomposição em árvore

Definição 2.10. Uma decomposição em árvore de um grafo G é um par T = (T, {Xt}t∈V (T )),

onde T é uma árvore em que todo nó t de T é associado a um subconjunto Xt ⊆ V (G),

chamado de bolsa, seguindo as seguintes condições ([14]):

1.
⋃

t∈V (T )

Xt = V (G). Em outras palavras, todo vértice está em pelo menos uma bolsa.

2. Para toda aresta uv ∈ E(G), existe um nó t de T em que a bolsa Xt contém ambos

os vértices u e v.
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3. Para todo u ∈ V (G), o conjunto Tu = {t ∈ V (T ) : u ∈ Xt} (conjunto de bolsas que

contém u) induz uma subárvore conexa de T .

A largura de uma decomposição em árvore T = (T, {Xt}t∈V (T )) é igual aomaxt∈V (T ) |Xt|−
1, ou seja, o tamanho da maior bolsa, menos um. Tipicamente, a treewidth de um grafo

G é definida como a menor largura possível dentre todas as possíveis decomposições em

árvore de G.
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Figura 2.8: Exemplo de uma decomposição em árvore.

A Figura 2.8 mostra um exemplo de decomposição em árvore. A esquerda um grafo

G e na direita uma possível decomposição em árvore de G. Pode-se notar que todos os

Xi (bolsas) tem três vértices, logo a largura dessa decomposição em árvore é dois.

Teorema 2.11. ([7]) Seja T uma decomposição em árvore de G = (V,E), e seja K ⊆ V

uma clique de G. Então existe um nó t de T tal que K ⊆ Xt.

Na Seção 2.3 foi introduzido o conceito de esquema de eliminação perfeita de um grafo

cordal. Dado um esquema de eliminação perfeita, consegue-se construir uma decomposi-

ção em árvore de um grafo cordal com base no Teorema 2.11 da seguinte forma:

• Seja ρ = v1, v2, . . . , vn um esquema de eliminação perfeita de um grafo cordal G, e

seja T uma árvore inicialmente vazia.

• Para cada clique formada pela vizinhança fechada de um vértice vt emG[{vt, . . . , vn}],
cria-se um nó t em T com uma bolsa Xt contendo todos os vértices dessa clique.
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• Para cada bolsa Xt criada no passo anterior tal que |Xt| ≥ 2, adiciona-se em T uma

aresta entre t e t′ onde vt′ é o vértice em Xt \ {vt} mais próximo de vt na ordem ρ.

• Cria-se em T um nó r com bolsa Xr = ∅, e adiciona-se entre r e cada nó t tal que

|Xt| = 1.

Para observar que (T, {Xt}t∈V (T )) é de fato uma decomposição em árvore basta obser-

var que: todo vértice está em uma bolsa (por construção); toda aresta tem seus extremos

em uma mesma bolsa, pois toda clique maximal está em uma bolsa; Tu = {t ∈ V (T ) :

u ∈ Xt} induz um subgrafo conexo de T pois todo nó em Tu é conectado ao nó u.

Como uma decomposição em árvore de uma triangulação de G também é uma de-

composição em árvore de G, toda permutação dos vértices de G está associada a uma

triangulação de G bem como a uma decomposição em árvore de G.

Para o grafo de exemplo utilizado para exemplificar a triangulação na Figura 2.6, a

montagem é descrita na Figura 2.9:

Esta decomposição em árvore gerada pelo esquema de eliminação perfeita pode ser

convertida no que chama-se decomposição em árvore legal (nice).

O conceito de decomposição em árvore legal foi introduzido por Kloks [31] e surge

para limitar a estrutura de uma decomposição em árvore em um conjunto pequeno de

possíveis transições entre os nós e suas bolsas.

A decomposição em árvore legal mantém o valor de largura de largura máxima da

decomposição original, mas permite apenas quatro tipos de nós e transições entre bolsas.

As quatro transições são:

• bolsas que introduzem um vértice, nó com apenas um filho, onde sua bolsa contém

apenas um vértice a mais que a bolsa do filho;

• nós que esquecem um vértice - nó com apenas um filho, onde sua bolsa contém

apenas um vértice a menos que a bolsa do filho;

• nós de junção - nós com dois filhos tendo bolsas com o mesmo conteúdo que o pai;

• e nós folha.

Na seção anterior foi mostrado como montar uma decomposição em árvore através

de uma ordem de eliminação perfeita. O teorema a seguir mostra que a partir de uma
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(a) (b)

(c)

Figura 2.9: Montagem da decomposição em árvore pela ordem de eliminação perfeita.
Em (a), a triangulação do grafo da Figura 2.6 e ρ dado, em (b) a criação das bolsas
referentes às cliques do grafo e em (c), a decomposição em árvore final, após adição de
arestas entre as bolsas e a criação da bolsa com elemento vazio, conectando-se às bolsas
Xt onde |Xt| = 1
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1 2

}
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do vértice 3
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3

1 2 }
Bag de 
esquecimento 
do vértice 3

1 2
3 } Bag de 

junção

1 2
3

1 2
3

1

ᴓ } Bag folha

Figura 2.10: Tipos de nós em uma decomposição em árvore legal.
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decomposição em árvore arbitrária, um decomposição em árvore legal com mesma largura

pode ser obtida de maneira eficiente.

Teorema 2.12. [6] Seja G um grafo com n vértices. Dada uma decomposição em árvore

(T,X) de G com largura k e O(n) nós, uma decomposição em árvore legal (T ′, X ′) de G

com largura k pode ser construída em tempo O(k · n).

A motivação desse tipo de estrutura é que com ela consegue-se desenvolver algoritmos

de programação dinâmica para problemas em grafos, como Árvore de Steiner proposto

por [45] e variantes de Corte Máximo (veja [18]).

Pelo Teorema 2.12 qualquer decomposição em árvore pode ser convertida em uma

decomposição em árvore legal em tempo polinomial. Como dito anteriormente, a partir

ordem de eliminação perfeita obtém-se uma decomposição em árvore, e desta forma, pode-

se obter uma decomposição em árvore legal, que pode ser uma ferramente para resolução

de problemas de otimização, como citado anteriormente.

Para maiores detalhes sobre decomposições em árvores, treewidth, e conceitos envol-

vendo parâmetros de largura e complexidade parametrizada, convida-se o leitor a consul-

tar [14]. Sobre demais notações e conceitos da Teoria dos Grafos, veja [16].

2.5 Chordal Completion

Um problema de natureza muito semelhante ao problema Treewidth é o problema

Chordal Completion. Como dito anteriormente, grafos cordais são importantes em

muitos problemas e pode ser útil transformar um grafo qualquer em um grafo cordal,

ou seja, obter uma triangulação (chordal completion) do grafo. Neste ponto, desejamos

determinar o número mínimo de arestas para que isso seja feito, ou decidir se com no

máximo k adições de arestas isso é possível.

A Figura 2.11 mostra alguns exemplos de possíveis triangulações. Inicialmente tem-se

o grafo original mais a esquerda. Em (a) tem-se uma triangulação não minimal, em (b)

uma triangulação mínima, que adiciona apenas uma aresta e torna o grafo original em

cordal e em (c) uma triangulação minimal que também torna o grafo original em cordal

mas não é mínima.

Este problema possuí muitas aplicações, como computação em matrizes esparsas [38] e

em visão computacional [12]. Porém, assim como a Treewidth, também é um problema

NP-difícil [46].



2.5 Chordal Completion 19

Figura 2.11: Exemplos de triangulações.

Voltando ao esquema de eliminação perfeita, ao final do processo de triangulação,

as arestas adicionadas tornam o grafo cordal, logo, a partir de qualquer permutação dos

vértices do grafo também pode-se obter uma solução viável para este problema. Desta

forma, Chordal Completion pode ser reformulado como segue.

Chordal completion

Instância: Um grafo G = (V,E); um inteiro positivo k.

Pergunta: Determinar uma permutação dos vértices de G representando um es-

quema de eliminação perfeita de uma triangulação de G com número mínimo de

arestas.

Assim, pode-se criar heurísticas para obter a permutação que adiciona menos arestas

para tornar o grafo em cordal.

Embora Treewidth e Chordal Completion sejam problemas bem semelhantes,

a permutação/triangulação associada a uma solução ótima de um problema não neces-

sariamente é uma permutação/triangulação representando uma solução ótima do outro

problema. Mancine mostra em [33] que para a classe de grafos split + kv, classe dos

grafos obtidos a partir de um grafo split adicionando-se mais um novo vértice, o pro-

blema Treewidth torna-se polinomial, enquanto Chordal Completion permanece

NP-difícil.



Capítulo 3

Algoritmos genéticos tendenciosos
de chaves aleatórias

Como foi visto no Capítulo 2, uma forma de encontrar a treewidth de um grafo consiste

em obter uma permutação dos vértices que seja uma ordem de eliminação perfeita e que

gere a solução mínima.

Sendo assim, as heurísticas mais comuns para encontrar a treewidth se baseiam em

selecionar vértices seguindo um bom critério, e assim computar uma ordem de eliminação

perfeita que gere uma decomposição em árvore com largura mínima.

Este trabalho, visa propor a solução do problema por meio de um algoritmo genético

tendencioso de chaves aleatórias. Este capítulo detalha o funcionamento deste algoritmo.

Na Seção 3.1 é mostrado como funciona o uso de chaves aleatórias para codificar soluções.

Na Seção 3.2 é descrito o funcionalmente geral do algoritmo. Na Seção 3.3 é descrita a

heurística construtiva utilizada para gerar um indivíduo. Na Seção 3.4, é apresentada

uma descrição do funcionamento de injeção de indivíduos na população. Finalmente, na

Seção 3.5, é apresentado o funcionamento do decodificador para cálculo da treewidth.

3.1 Codificando soluções com chaves aleatórias

Uma chave aleatória é um número real no intervalo contínuo [0, 1). Um vetor X de chaves

aleatórias é um vetor de números reais. Pode-se então codificar soluções de problemas de

otimização cujas soluções são representadas por uma permutação de valores inteiros.

A Figura 3.1 mostra um exemplo de codificação com chaves aleatórias. Inicialmente

tem-se o vetor V = [1, 2, 3, 4, 5], que poderia representar uma permutação dos vértices
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de um grafo, por exemplo. Então é gerado o vetor X com números reais aleatórios no

intervalo [0, 1) e cada um desses números é associado aos valores de V . Quando X é

ordenado, a ordem em V muda e X passa a codificar a sequência [1, 2, 4, 5, 3].

Figura 3.1: Exemplo de codificação com chaves aleatórias.

Como foi visto no Capítulo 2, qualquer permutação dos vértices de um grafo é uma

ordem de eliminação perfeita que gera triangulações possivelmente diferentes e, conse-

quentemente, estimativas diferentes para treewidth. Sendo assim, para este problema,

pode-se codificar qualquer permutação dos vértices de um grafo com chaves aleatórias,

pois toda permutação é uma solução viável, mesmo que gere uma decomposição em árvore

com largura grande.

Para o contexto do trabalho, cada permutação codificada é chamada de indivíduo e

cada chave é chamada de gene. A Seção 3.2 demonstra como as chaves aleatórias serão

utilizadas com algoritmos genéticos.

3.2 BRKGA

O conceito de algoritmo genético é baseado na analogia com o processo de seleção natural

e evolução. Pertence à classe dos métodos populacionais, que consideram uma população

de soluções e não apenas uma única.

Desta forma, tem-se uma população que evolui de acordo com princípios de seleção

natural e de "sobrevivência dos mais adaptados". Assim como na natureza, indivíduos

mais bem sucedidos em adaptar-se ao ambiente têm mais chances de sobreviver e de se

reproduzirem. Ou seja, quão mais adaptado o indivíduo, maior a chance de sobreviver

e passar a diante, para próximas gerações, os seus genes. Então, geração a geração, as

espécies evoluem tornando-se cada vez mais adaptadas ao ambiente.

Para determinar, entre dois indivíduos, qual se adapta melhor, a escolha é dada por

aquele que gera um valor de treewidth menor. Durante as gerações, novos indivíduos
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são gerados a partir da população corrente e inclusos na população, enquanto outros são

excluídos.

Em algoritmos genéticos há dois principais mecanismos: reprodução e mutação.

• Reprodução: seleciona dois indivíduos pais e executa uma operação de cruzamento,

que é uma combinação dos dois indivíduos pais;

• Mutação: modifica de forma arbitrária uma parte do indivíduo.

Assim, um algoritmo genético segue os seguintes passos:

(1) Gerar população inicial.

(2) Se critério de parada foi estabelecido, pare.

(3) Escolher indivíduos reprodutores.

(4) Fazer cruzamento dos reprodutores e gerar filhos.

(5) Gerar indivíduos mutantes.

(6) Avaliar aptidão dos novos indivíduos gerados.

(7) Atualizar a população, eliminando os menos adaptados. Volte para (2).

Algoritmos genéticos com chaves aleatórias foram inicialmente introduzidos por Bean

[4] para problemas de otimização em que suas soluções podem ser representadas por

vetores de permutações.

Como mostrado na Seção 3.1, soluções são representadas como vetores de números

reais, gerados randomicamente e associados a alguma estrutura da entrada do problema.

No contexto deste trabalho, sempre representam uma permutação dos vértices do grafo.

Um algoritmo determinístico, chamado decodificador, recebe como entrada um indiví-

duo e o associa com uma solução. Dois indivíduos pais são selecionados randomicamente

de uma população e é feita então a operação de cruzamento. Este algoritmo é denominado

RKGA (do inglês, Random-key genetic algorithm).

Então, Gonçalves e Resende [22] introduziram o algoritmo genético tendencioso de

chaves aleatórias, ou BRKGA(do inglês, Biased random-key genetic algorithm), que difere

do RKGA na forma com que os pais são selecionados na operação de cruzamento. No
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BRKGA, cada elemento é gerado combinando um elemento selecionado randomicamente

do conjunto de soluções mais aptas da população corrente, enquanto o outro é selecionado

do restante da população. A seleção é dita tendenciosa pois um pai é sempre selecionado

dos melhores indivíduos e tem probabilidade maior de passar seus genes para a nova

geração.

Para a população inicial, cada indivíduo é gerado de forma aleatória, ou seja, os

indivíduos correspondem a permutações aleatórias do vetor de vértices do grafo. Os

indivíduos associados às melhores soluções formam o conjunto Elite, enquanto os demais

forman o conjunto Resto. O tamanho da população é dado por | Elite | + | Resto |. Para
gerar uma nova geração, são seguidos os seguintes passos:

(1) Copia-se o conjunto Elite para a nova geração.

(2) Cria-se o conjunto Meio que é produzido através de cruzamentos entre indivíduos

da Elite e Resto.

(3) Cria-se um conjunto Fundo que são indivíduos gerados aleatoriamente.

A Figura 3.2 ilustra como a população da geração seguinte do BRKGA é formada:

  

Resto

Elite

Melhores 
soluções

Piores 
soluções

Copia melhores soluções Elite

Meio

Fundo

X

Soluções geradas
randomicamente 

Cruzamento

Seleciona um pai 
da Elite

Seleciona um 
pai do Resto

Geração atual Próxima geração

Figura 3.2: Evolução da população entre gerações no BRKGA.

O procedimento de cruzamento é feito como proposto por Spears e de Jong [40]: para

cada gene do filho, há uma probabilidade maior desse gene ser herdado de um gene do

pai pertencente ao conjunto Elite. A Figura 3.3 mostra como isto é feito. Os genes em

vermelho são os que são escolhidos para formar o filho.
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Figura 3.3: Exemplo de cruzamento.

Como qualquer permutação dos vértices é uma solução viável para este problema,

então todo cruzamento também irá gerar uma solução viável.

Para a implementação do BRKGA para o problema de determinar a treewidth foi

utilizado a biblioteca C++ brkgaAPI framework desenvolvida por Toso e Resende [44].

Essa API conta com um framework (mostrado na Figura 3.4) e para sua utilização basta

apenas a implementação de um decodificador para os indivíduos. Algumas outras apli-

cações utilizando este framework podem ser vistas em Brandão et al. [8, 9], Chaves et al.

[11], Gonçalves et al. [11] e Ruiz et al. [39].

Segundo Gonçalves et al. [23], o framework do BRKGA possui os seguintes parâme-

tros:

• Tamanho de população (p = |Elite|+ |Resto|);

• A fração pe de uma população correspondente ao conjunto Elite;

• A fração pm da população correspondente ao conjunto de mutantes, Fundo.

• A probabilidade rhoe que o filho tem de herdar um gene do pai proveniente do

conjunto Elite.

• O número k de gerações sem melhoria na solução até que um restart seja feito.

O restart citado na lista de parâmetros é um processo em que, se uma população não

consegue gerar indivíduos mais aptos após um certo número de gerações, é então feito um

reinício que mantêm os indivíduos mais aptos, mas exclui todo o resto, criando uma nova

população com os demais indivíduos gerados randomicamente.

Para a escolha destes parâmetros foi utilizando uma técnica de ajuste de parâmetros

(tuning), que será discutida com detalhes no Capítulo 5.

A Seção 3.3 detalha a heurística construtiva utilizada para gerar um indivíduo que é

codificado com chaves aleatórias e que é injetado na população do BRKGA.
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Figura 3.4: Framework BRKGA.

3.3 Heurística construtiva

Heurísticas construtivas são métodos que constroem soluções iterativamente. As heurís-

ticas construtivas mais comuns para treewidth são baseadas na montagem de uma ordem

de eliminação perfeita, que escolhe os vértices seguindo algum critério. As mais comuns

são a min-degree e fill-in. A primeira escolhe os vértices com base nos de menor grau e

a segunda com base nos vértices que têm vizinhança mais próxima de uma clique. Gas-

pers et al. [20] mostraram que a heurística fill-in obtém melhores resultados e ela será

então utilizada neste trabalho para gerar indivíduos codificados como vetores de chaves

aleatórias que são injetados na população do BRKGA.

Seja G um grafo, V (G) o conjunto de vértices de G e E(G) o conjunto de arestas de G.

Seja NG(v) o conjunto de vértices adjacentes a v em G (também chamado de vizinhança

de x em G) e Av a quantidade de arestas entre os vértices de NG(v). Seja Kn o grafo

completo com n vértices. O vértice em G com vizinhança mais próxima de uma clique

é dado por minv∈V (G)(|E(K|NG(v)|)| − Av), ou seja, é analisada a quantidade de arestas

que precisariam ser adicionadas na vizinhança de cada vértice para que esta se torne uma

clique. O vértice escolhido é aquele que minimiza essa quantidade e, em caso de empate,

a escolha entre eles é aleatória.

O Algoritmo 1 descreve o funcionamento da heurística fill-in. Ela recebe como parâ-

metro o grafo G. O algoritmo baseia-se no conceito de triangulação descrito no Capítulo

2 em que escolhe-se um vértice aleatório do grafo. Sua vizinhança é transformada em

uma clique por meio de adição de arestas entre todos os vértices de sua vizinhança e
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então este vértice é removido. Esse processo é feito até o grafo não conter mais vértices

e o algoritmo retorna o tamanho da maior clique criada. Como dito anteriormente, na

heurística fill-in a escolha do vértice a ser removido é feita com base no vértice que tem

a vizinhança mais próxima de uma clique a cada iteração. Inicialmente, nas linhas 1 e

2, tem-se a inicialização da variável S (um vetor que armazena a permutação que será

gerada pelo algoritmo) e a variável conta, que controla quantos vértices foram removidos

e que recebe inicialmente o valor de |V (G)|, ou seja, a quantidade de vértices em G. A

repetição entre as linhas 3 e 15 controla quantos vértices foram removidos do grafo, pa-

rando quando o valor da variável conta atingir 0. Na linha 4 busca-se o vértice que tem a

vizinhança mais próxima de uma clique e este é armazenado na variável x. Desta forma,

na linha 5, o vértice x é adicionado à solução S. Nas linhas 6 e 7 o algoritmo itera sobre

todos os pares a e b de vizinhos de x. Na linha 8 é verificado se existe aresta entre a e

b. Caso não existir, a aresta entre a e b é criada, na linha 9. Na linha 13, o vértice x é

removido do grafo e a variável conta é decrementada de 1 na linha 14. Por fim, na linha

16, o algoritmo retorna a solução S.

Algoritmo 1 Fill-in(G)
1: S ← ∅
2: conta← |V (G)|
3: enquanto conta > 0 faça
4: x← vértice com vizinhança mais próxima de clique
5: S ← S ∪ {x}
6: para todo vizinho a de x faça
7: para todo vizinho b de x faça
8: se não existe aresta entre a e b então
9: cria aresta entre a e b
10: fim se
11: fim para
12: fim para
13: remove vértice x de G
14: conta← conta− 1
15: fim enquanto
16: retorna S

Para o problema de chordal completion, fill-in e min-degree também são as heurísti-

cas construtivas mais comuns, como mostrado por Heggernes [26], embora não se conheça

qual obtêm melhores resultados. Neste trabalho, ambas são utilizadas para gerar soluções

que podem ser codificadas como chaves aleatórias e injetadas na população do BRKGA.

A Figura 3.5 descreve o passo a passo da solução gerada pela heurística fill-in e a

solução ótima para o grafo ilustrado. Os vértices em vermelho indicam vértices sendo
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removidos no momento corrente. Arestas em vermelho indicam a vizinhança do vértice

sendo removido. Arestas pontilhadas indicam arestas criadas durante o processo. Nota-

se que, na solução da heurística, inicialmente não há vértices simpliciais, o que faz a

seleção do primeiro vértice a ser removido se dar pela escolha de um vértice que tem sua

vizinhança mais próxima de uma clique. Como bastaria a aresta entre os vértices 2 e 3

ser criada para tornar a vizinhança do vértice 1 uma clique, este é selecionado e, com

isto, cria-se a clique de tamanho quatro entre os vértices 1, 2, 3 e 4. Já na solução ótima,

ao se remover primeiro outros vértices que não sejam 1, 2, 3 ou 4, consegue-se evitar a

criação da clique de tamanho quatro, criando-se apenas cliques de tamanho três. Tem se

a solução computada pela heurística fill-in para o problema Treewidth de valor três

e a solução ótima de valor dois (tamanho da maior clique gerada, menos um). Para o

problema Chordal Completion, a heurística fill-in tem solução com valor três e a

solução ótima valor dois (número de arestas criadas).
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Figura 3.5: Passo a passo da solução gerada pela heurística fill-in e da solução ótima.

A permutação gerada pela heurística construtiva pode ser codificada por chaves ale-

atórias e injetada na população inicial do BRKGA. A próxima seção descreve como este

procedimento de injeção é feito.
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3.4 Algoritmo para injetar indivíduos codificados como
chaves aleatórias

Neste trabalho foi implementado uma forma de injetar soluções codificadas como chaves

aleatórias na população inicial do BRKGA.

O Algoritmo 2 ilustra o procedimento. Ele recebe como entrada um vetor S, que

representa a permutação dos vértices do grafo a ser codificada em chaves aleatórias e

injetada (os elementos são rotulados com os valores de 1 a |V (G)|), a população P e a

posição na população i onde esta permutação será inserida. P (`, k) indica a posição k no

vetor de chaves aleatórias do `-ésimo indivíduo da população P . Na linha 1 é inicializada

a sequência X para armazenar o vetor de chaves aleatórias. A repetição entre as linhas 2

e 5 é feita enquanto X tiver tamanho menor que S. Na linha 3 é gerado um número real

aleatório no intervalo (0,1] e, na linha 4, este é inserido na última posição da sequência

X. Na linha 6, os elementos da sequência X são ordenados de forma crescente. Na linha

7 é criada a variável k que recebe 1. A repetição entre as linhas 8 e 11 itera entre todos

os vértices v de S e, na linha 9, é atribuído o k-ésimo valor de X, denotado por X(k),

na posição v no vetor da i-ésima posição da população P . Na linha 10, o contador k é

incrementado em 1. Por fim, na linha 12, a população P atualizada é retornada.

Algoritmo 2 InjetaSolução(S, P, i)
1: X ← ∅
2: enquanto |X | < |S | faça
3: Seleciona randomicamente r ∈ (0, 1]
4: X ← X ∪ {r}
5: fim enquanto
6: Ordena-se X pela ordem crescente de seus elementos.
7: k ← 1
8: para todo v ∈ S faça
9: P(i, v)← X(k)
10: k ← k + 1
11: fim para
12: retorna P

A Figura 3.6 mostra um exemplo da injeção na população de uma solução codificada

como vetor de chaves aleatórias. Seja inicialmente a solução S = < 5, 3, 1, 4, 2 >. Então, é

gerado um vetor de números reais aleatórios no intervalo (0,1] que é ordenado e associado

a S, onde o vértice 5 está associado a 0.1, o vértice 3 associado a 0.2, o vértice 1 associado

a 0.4, o vértice 4 associado a 0.7 e o vértice 2 associado a 0.9. Para cada vértice v em

S e para k igual a 1, 2, . . . , |S| = 5, a k-ésima chave aleatória é atribuída na posição
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v no vetor na população . Ao final, o vetor de chaves aleatórias que codifica S é <

0.4, 0.9, 0.2, 0.7, 0.1 >. Ao ser decodificada por ordenação tem-se < 0.1, 0.2, 0.4, 0.7, 0.9 >

que representa a permutação S = < 5, 3, 1, 4, 2 > original.

Figura 3.6: Injetando uma solução codificada como vetor de chaves aleatórias.

A próxima seção mostra como funciona o algoritmo decodificador de soluções para

treewidth, para que seja possível computar e associar o valor objetivo para cada um dos

indivíduos da população.

3.5 Decodificador

Como visto na Figura 3.4, a única parte necessária a ser implementada utilizando o

framework do BRKGA é o decodificador de soluções, que associa uma solução (e calcula

seu valor ou aptidão) a cada vetor de chaves aleatórias, com base na permutação dos

vértices do grafo atribuídos a essas chaves.

No Capítulo 2 foi explicado o algoritmo de triangulação que, dado uma permutação dos

vértices (que é também uma ordem de eliminação perfeita) transforma o grafo de entrada

num grafo cordal e, com este, é obtido o valor da treewidth a partir do tamanho da maior

clique criada, dado pelo vértice de maior grau removido. O algoritmo de triangulação

é utilizado como decodificador e a ordem em que os vértices serão removidos do grafo é

dada pela permutação dos vértices fornecida como parâmetro no algoritmo.

O Algoritmo 3 mostra o funcionamento do decodificador. Ele recebe como entrada um

grafo G e o vetor ρ que armazena uma permutação dos vértices do grafo G. Inicializa-se

a variável tw com valor 0, na linha 1, e copia-se o grafo G para o grafo G′, na linha 2. A
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linha 3 itera sobre todo vértice x pertencente a ρ. Na linha 4 atualiza-se o valor de tw

com o máximo entre tw e o valor do grau do vértice x em G′, dado pela função degG′(x).

Note-se que estão sendo removidos sucessivamente vértices em G′, então degG′(x) retorna

o grau do vértice x no momento corrente. As linhas 5 e 6 iteram sobre todos os pares de

vizinhos a e b do vértice x. Na linha 7 é verificado se não há aresta entre a e b. Caso não

houver, esta é adicionada ao grafo G′ e desta forma toda a vizinhança de x é transformada

em uma clique. Na linha 12, o vértice x é removido de G. Por fim, na linha 14, é retornado

o valor tw computado da treewidth de ρ.

Para o problema Chordal Completion, usa-se o mesmo decodificador, mas o re-

torno do algoritmo é a quantidade de arestas criadas na linha 8.

A complexidade do decodificador descrito no Algoritmo 3 é O(|V (G)|3), onde |V (G)| é
o número de vértices de G. Com isto, vem a motivação de um decodificador mais eficiente,

que será objeto do Capítulo 4.

Algoritmo 3 Decodificador(ρ,G)
1: tw ← 0
2: G′ ← G
3: para todo x ∈ ρ faça
4: tw ← max{tw, degG′(x)}
5: para todo vizinho a de x faça
6: para todo vizinho b de x faça
7: se não existe aresta entre a e b em G′ então
8: cria aresta entre a e b em G′

9: fim se
10: fim para
11: fim para
12: remove vértice x de G′
13: fim para
14: retorna tw



Capítulo 4

Refinando o decodificador

No Capítulo 3 foi mostrado como funciona o decodificador de soluções de Treewidth

e que este tem uma complexidade cúbica com relação ao número de vértices do grafo de

entrada. Este capítulo descreve um refinamento para o decodificador, que busca diminuir

a complexidade algorítmica para que o BRKGA tenha um desempenho mais eficiente.

Na Seção 4.1 será explicado o funcionamento do refinamento do decodificador e, na

Seção 4.3, uma análise de sua complexidade será apresentada.

4.1 Algoritmo

Como visto no Capítulo 2, qualquer permutação dos vértices de um grafo gera uma ordem

de eliminação perfeita de uma triangulação do grafo. Durante essa triangulação, arestas

são geradas e adicionadas para transformar o grafo original em cordal. O algoritmo aqui

busca computar a Treewidth a partir de uma permutação dos vértices (representando

um ordem de eliminação perfeita de uma triangulação), mas sem fazer adição de arestas

ao grafo original.

O primeiro passo do algoritmo é encontrar o que chama-se de vértices folha (diferente

de nós folha das decomposições em árvores). Esses vértices podem ser vistos como os

vértices que ditam em qual ramo da decomposição em árvore cada vértice estará.

A Figura 4.1 mostra um grafo G, uma triangulação de G chamada de G′ e a decompo-

sição em árvore associada a G′. Nesta última, estão destacadas as bolsas que são criadas

pelos vértices 1 e 3, que são vértice simpliciais e que também são justamente os vértices

folhas e que ditam os ramos da decomposição em árvore. A figura destaca também a

importância de saber-se o conjunto de folhas de um vértice, pois com essa informação, ao
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remover-se o vértice 5, sabe-se que este está no ramo das folhas 1 e 3 e que então devem

estar em sua bolsa, o que é análogo à adição de arestas que seria feito na triangulação.

Figura 4.1: Exemplo de vértices folhas.

Para o funcionamento do algoritmo, é criado uma estrutura de lista de conjuntos F

indexada pelos vértices do grafo. Estes conjuntos contêm pares de inteiros f e c, onde f

indica um vértice folha que v alcança e c indica através de qual vértice do grafo f alcança

v (vizinho de v no caminho entre f e v). O seguinte Algoritmo 4 descreve o processo de

encontrar os vértices folhas e inicializar o conjunto de cada vértice. O algoritmo recebe

como entrada um grafo G e uma permutação dos vértices ρ. Seja x um vértice de G, Fx

denota o conjunto F na posição x e Nx denota a vizinhança de x em G. A variável Folhas

é o conjunto com as folhas de G, inicialmente tal conjunto irá conter todos os vértices de

G, e vai sendo atualizado com o decorrer do algoritmo, de acordo com ρ.

Utilizando como exemplo o grafo anteriormente descrito para explicar a triangulação

no Capítulo 2, a Figura 4.2 mostra como ficam as estruturas depois da primeira fase do

algoritmo, em que os vértices 1 e 5, são encontrados como folhas e cada vértice tem a si

associado um conjunto dos pares, indicando a qual folhas eles estão relacionados (primeiro

elemento do par), e por qual vértice alcança essa folha (segundo elemento do par).

Após isso, tem-se a segunda parte do algoritmo em que completa-se as bolsas. A ideia

então é, para cada vértice em ρ, verificar quais vértices sucessores devem estar em sua

bolsa. Para que isso aconteça, o vértice atual e seu sucessor devem ter folhas em comum

em seus conjuntos de folhas, isso quer dizer que são vértices que fazem parte do mesmo

ramo na decomposição em árvore, mas não apenas isso, também é necessário que o vértice

que leva o sucessor à folha esteja em uma posição menor ou igual em ρ, pois a bolsa do

vértice corrente deve ser um separador minimal entre os vértices já esquecidos e os vértices

ainda não esquecidos no caminho do nó da folha até a raiz da árvore da decomposição
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Algoritmo 4 EncontraFolhas(G, ρ)
1: Seja ρ = 1, 2, . . . , n
2: Folhas← ∅
3: para x de 1 até n faça
4: Fx ← ∅
5: Folhas ← Folhas ∪ {x}
6: fim para
7: para x de 1 até n faça
8: se x ∈ Folhas então
9: Fx ← Fx ∪ {x, x}
10: fim se
11: para todo w ∈ Nx faça
12: se w > x então
13: Folhas ← Folhas \ {w}
14: senão
15: para todo par ∈ Fw faça
16: se par.f está em algum elemento de Fx então
17: Seja par′ o elemento de Fx tal que par′.f = par.f
18: remove par′ de Fx

19: Fx ← Fx ∪ {par.f ,min(par.c, par′.c)}
20: senão
21: Fx ← Fx ∪ {par.f, w}
22: fim se
23: fim para
24: fim se
25: fim para
26: fim para
27: retorna F
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Figura 4.2: Estruturas após primeira parte do algoritmo.

associada a permutação ρ.

Como foi visto no Capítulo 2, cada vértice do grafo deve estar em uma bolsa, então

inicialmente cria-se um bolsa para cada um deles e adiciona-os respectivamente a suas

bolsas. A Figura 4.3 mostra todas as estruturas inicializadas e esse processo da criação

dos bolsas.

  

2
6

1

5

4

3

7

1 2 3 4 5 6 7

{1,1} {1,1} {3,3} {3,3} {1,2}
{3,4}

{1,1} {3,3}  F=
ρ 1 2 3 4 5 6 7

Bolsas

1 2 3 4 5 6 7

Figura 4.3: Segunda parte do algoritmo, estruturas iniciadas.

As próximas figuras descrevem a segunda parte do algoritmo, vértice a vértice, na

ordem de eliminação perfeita ρ. Inicialmente na Figura 4.4, tem-se como primeiro vértice

em ρ o vértice 1. Ele tem como conjunto de folhas {1, 1}. Os possíveis vértices que entram

em sua bolsa são os vértice 2, 5 e 6, pois têm a folha 1 em seus conjuntos folha. Porém,

apenas os vértice 2 e 6 são introduzidos em sua bolsa, pois o vértice 5, apesar de ter a

folha 1, esta é acessada pelo vértice 2, que ainda não foi esquecido e por tanto não se faz

necessário. Já os outros dois, são acessados pelo próprio 1, que representa justamente as
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arestas entre esses vértices.

  

2
6

1

5

4

3

7

1 2 3 4 5 6 7

{1,1} {1,1} {3,3} {3,3} {1,2}
{3,4}

{1,1} {3,3}  F=
ρ 1 2 3 4 5 6 7

Bolsas

1 2 3 4 5 6 7

2 6

Figura 4.4: Estruturas após processar vértice 1.

A seguir, na Figura 4.5, analisa-se o vértice 2. Este tem por conjunto folha {1, 1},
logo os possíveis vértices a serem introduzidos em sua bolsa são os vértice 5 e 6. Ambos

são introduzidos, pois têm a folha 1 e estes são acessados por vértices esquecidos ou pelo

próprio 2. O par da folha 1 do vértice 5, é então atualizado para {1, 1} (sublinhado na

imagem), pois como 2 será agora esquecido, essa correção faz com que se o vértice 5 for

esquecido antes de vértices que ainda têm 1 em seus conjunto folha, consiga introduzir

esses vértices em sua bolsa.

  

2
6

1

5

4

3

7

2 3 4 5 6 7

{1,1} {3,3} {3,3} {1,1}
{3,4}

{1,1} {3,3}  F=
ρ 2 3 4 5 6 7

Bolsas

1 2 3 4 5 6 7

2 6 65

Figura 4.5: Estruturas após processar vértice 2.

Então, na Figura 4.6, o próximo vértice é o 3, que tem como conjunto folha {3, 3}.
Os possíveis vértices a serem introduzidos em sua bolsa são o 4, 5 e 7, mas apenas os 4 e
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7 são introduzidos, pois 5 chega na folha 3, pelo vértice 4 e este ainda não foi esquecido.

  

2
6

1

5

4

3

7

3 4 5 6 7

{3,3} {3,3} {1,1}
{3,4}

{1,1} {3,3}  F=
ρ 3 4 5 6 7

Bolsas

1 2 3 4 5 6 7

2 6 65 4 7

Figura 4.6: Estruturas após processar vértice 3.

O próximo vértice então é o 4, como mostra a figura 4. Os possíveis vértices a serem

introduzidos em sua bolsa são 3 e 7, e ambos são. A folha 3, no conjunto do vértice 5, é

agora também atualizada para {3, 3}, pois o vértice 4 está sendo esquecido.
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6

1

5

4

3

7

4 5 6 7

{3,3} {1,1}
{3,3}

{1,1} {3,3}  F=
ρ 4 5 6 7

Bolsas

1 2 3 4 5 6 7

2 6 65 4 7 7 5

Figura 4.7: Estruturas após processar vértice 4.

Seguindo, tem-se o vértice 5 que tem por conjunto folha {1, 1} e {3, 3}. Como mostra

a Figura 4.8, nota-se aqui a importância da atualização feita nos passos anteriores, pois

os possíveis vértices a serem introduzidos são 6 e 7, que têm como conjuntos folha, res-

pectivamente {1, 1} e {3, 3}, e desta forma é necessário introduzi-los na bolsa de 5, que

é análogo, a introduzir as arestas (5, 6) e (5, 7). Um passo importante é que agora, como
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o vértice 5 é esquecido, e este introduziu 6 e 7 em sua bolsa, todas as suas folhas são

"espalhadas"para os conjunto folha de 6 e 7.

  

2
6

1

5

4

3

7

5 6 7

{1,1}
{3,3}

{1,1}
{3,3}

{3,3}
{1,1}

  F=
ρ 5 6 7

Bolsas

1 2 3 4 5 6 7

2 6 65
6 77 54 7

Figura 4.8: Estruturas após processar vértice 5.

O penúltimo vértice a ser analisado é o 6. A Figura 4.9 mostra que este tem como

conjunto folha {1, 1} e {3, 3}. O único possível vértice de ser introduzido em sua bolsa

é o 7, que é de fato introduzido. Aqui fica evidente, mais uma vez a importância dos

conjuntos folhas, pois fazendo isso, é análogo a criar a aresta entre 6 e 7.

  

6 7

{1,1}
{3,3}

{3,3}
{1,1}

  F=
ρ 6 7

Bolsas

1 2 3 4 5 6 7

2 6 65
6 77 54 7 7
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Figura 4.9: Estruturas após processar vértice 6.

Por fim, tem-se apenas o vértice 7, que não tem mais nenhum outro possível para ser

introduzido em sua bolsa. Termina-se então o algoritmo. A Figura 4.10 mostra como as

estruturas terminam. As bolsas então são os mesmo criados durante a triangulação no



4.1 Algoritmo 38

Capítulo 2, e o mesmo processo para cria-se a decomposição em árvore pode ser utilizada

aqui.

  

7

{3,3}
{1,1}

  F=
ρ 7

Bolsas

1 2 3 4 5 6 7

2 6 65
6 77 54 7 7
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Figura 4.10: Estruturas após processar vértice 7.

O Algoritmo 5 resume todo o processo necessário a ser feito na segunda parte. Recebe

como parâmetro a estrutura de conjuntos F gerada pelo Algoritmo 4 e a permutação dos

vértice ρ.

Algoritmo 5 CompletaBolsas(F, ρ)
1: width← 0
2: para todo x ∈ ρ faça
3: para todo y ∈ ρ e y > x faça
4: inter ← Fx ∩ Fy, onde Fx.f = Fy.f e Fx.c ≤ Fy.c
5: adiciona vértices de inter na bolsa de x
6: notinter ← Fx \ inter
7: se inter 6= ∅ então
8: para todo par ∈ inter faça
9: remove par de Fx;
10: Fy ← Fy ∪ {par.f, par.f};
11: fim para
12: para todo par ∈ nointer faça
13: Fy ← Fy ∪ {par.f, par.f};
14: fim para
15: fim se
16: fim para
17: width← max{width, | bolsa de x|}
18: fim para
19: retorna width

Para o problema Chordal Completion a mudança no algoritmo seria que, ao invés
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de retornar o tamanho da maior bolsa encontrada, retorna-se o somatório do tamanho

das cliques (subtraindo as arestas originais).

4.2 Análise de complexidade

A primeira parte do algoritmo para encontrar folhas faz uma varredura em todos os

vértices e arestas, e dentro desta, uma varredura pelo conjunto de folhas de cada vértice,

logo, tem uma complexidade de O((n+m) ·k), onde n é o número de vértices, m o número

de arestas do grafo de entrada e k o número máximo de folhas de um vértice.

Já a segunda parte, faz uma varredura entre todos os vértices, e dentro dessa var-

redura, faz outra varredura por todos os vértices ainda não removidos, e nesta iteração,

por sua vez, varre também todas as folhas do vértice corrente. Seja k o número máximo

de folhas de um vértice (isto é, número de folhas da árvore de decomposição associada

a permutação ρ), temos que a complexidade de O(n2 · k). Somadas as partes, temos

O(n2 · k + (n+m) · k) que é igual a O(n2 · k). Note que m = O(n2).

Na prática, foi observado que para instâncias relativamente pequenas, o novo deco-

dificador acaba sendo menos eficiente que o decodificador antigo, e seu ganho passa a

ser notado em instâncias relativamente maiores. Isso se dá pois k é um número que no

máximo tem a dimensão de m, mas que na prática, é menor que n, tornando o algoritmo

mais eficiente. Em particular, quanto mais denso for o grafo, menos folhas sua decom-

posição tende a ter, por exemplo, em grafos co-bipartidos (grafos G em que V (G) pode

ser particionado em duas cliques) terá no máximo duas folhas. No Capítulo 5 há um

experimento mostrando como os dois decodificadores se comportam na prática.

4.3 Prova de corretude

A corretude do decodificador apresentado neste capítulo consiste em mostrar que dado

uma permutação ρ dos vértices de G, as bolsas criadas pelo Algoritmo 5 para cada vér-

tice de G são exatamente as mesmas bolsas que seriam obtidas através do processo de

primeiramente obter uma triangulação G′ de G a partir de ρ, e em seguida obter uma

decomposição em árvore dessa triangulação onde para cada vértice t a bolsa Xt é formada

pela clique maximal contendo o vértice t em G′[{t, t+1, . . . , n}] (o processo de construção

dessa decomposição encontra-se descrito no Capítulo 2).

Lema 4.1. Seja ρ = 1, 2, . . . , n uma permutação dos vértices de um grafo G, e seja G′ a
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triangulação de G obtida a partir da permutação ρ. Para cada t, a bolsa Xt criada pelo

Algoritmo 5 é igual a vizinhança fechada do vértice t em G′[{t, t+1, . . . , n}]. Ou seja, Xt

é semelhante a t-ésima bolsa de uma decomposição de G′ construída a partir da remoção

sucessiva de simpliciais considerando ρ como esquema de eliminação perfeita.

Demonstração. Seja t o t-ésimo vértice de ρ. Para 1 ≤ t′ ≤ t iremos provar que as bolsas

Xt′ criadas pelo Algoritmo 5 são as mesmas bolsas criadas pelo processo de triangulação

e utilização de ρ como esquema de eliminação perfeita, isto é, Xt′ é igual a vizinhança

fechada do vértice t′ em G′[{t′, t′ + 1, . . . , n}]

A prova é feita através de indução matemática.

Caso base (t = 1) – Quando t = 1, a bolsa criada pelo Algoritmo 5 é formada pelo

próprio vértice 1 e sua vizinhança, o que é igual a bolsa criada pelo processo consi-

derando triangulação.

Hipótese indutiva – Suponha por hipótese que para 1 ≤ t′ ≤ t−1 as bolsas Xt′ criadas

pelo Algoritmo 5 são as mesmas bolsas criadas pelo processo de triangulação e

utilização de ρ como esquema de eliminação perfeita.

Passo indutivo – Assumindo a hipótese indutiva resta provar que a bolsaXt criada pelo

Algoritmo 5 também é igual a t-ésima bolsa criada pelo processo de triangulação e

utilização de ρ como esquema de eliminação perfeita.

Inicialmente, a bolsa criada no instante t contém o próprio vértice t e os vértices de

sua vizinhança. No processo baseado na triangulação, também haverão os vértices

que passaram a ser vizinhos de t após a adição de arestas. Isso acontece quando

um vértice t′ anterior a t em ρ (ou seja, que já foi removido considerando ρ como

esquema de eliminação perfeita) tem em sua bolsa tanto t quanto algum outro vértice

r que não é adjacente a t. Como por hipótese Xt′ é igual em ambos os processos,

isso significa que, com relação a pelo menos uma folha f , os vértices t e r tiveram

o par referente a essa folha f reduzidos para {f, f} e, desta forma, esse vértice r,

que ainda não foi esquecido (removido com relação a ρ), também será adicionado à

bolsa de t. Como no processo baseado em triangulação a bolsa Xt é formada pela

vizinhança fechada de t em G′[{t′, t′ + 1, . . . , n}], todo vértice que foi adicionado

em Xt pelo processo baseado em triangulação, também será adicionado na t-ésima

bolsa gerada pelo Algoritmo 5.

Por fim, resta provar que o Algoritmo 5 não adiciona em Xt nenhum vértice que

não está na bolsa correspondente a t criada pelo processo baseado em triangulação.
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Suponha por absurdo que Xt contém um vértice v que não está na bolsa corres-

pondente a t criada pelo processo baseado em triangulação. Sabe-se que v apenas é

adicionado na bolsa Xt pelo Algoritmo 5, quando para alguma folha f de t, o índice

do vértice pelo qual v alcança f é menor ou igual a t, e quando isso acontece, indica

que, ou v tem aresta para um vértice t′ no ramo de f que já foi esquecido/removido

de acordo com ρ (t′ < t), ou v apareceu em alguma bolsa Xt′ anteriormente criada,

onde t′ estava no ramo f . Ambos os casos implicam na existência de uma aresta

entre v e t′ na triangulação. Como, por definição de decomposição em árvore, na tri-

angulação a bolsa correspondente ao vértice t deve ser um separador entre todos os

vértices que já foram esquecidos/removidos e pertenciam ao ramo de f e os demais

vértices da triangulação, a existência de uma aresta entre v e t′ implica que a bolsa

correspondente ao vértice t ou contém v ou não é um separador como esperado,

ambos os casos nos levam a uma contradição.



Capítulo 5

Experimentos computacionais

Este capítulo descreve os experimentos computacionais realizados com o BRKGA. As

instâncias para os experimentos foram todas retiradas do desafio PACE 2017 [15]. Para

os experimentos foi utilizado um computador Intel(R) Core(TM) i7-4770 CPU @ 3.40GHz,

16GiB de RAM com sistema operacional Ubuntu 18.04 kernel 4.15.0-112-generic. Todos

os algoritmos foram implementado na linguagem C++. O BRKGA utiliza o algoritmo

Mersenne twister para gerar números pseudo-randômicos apresentado em [34]. A Seção

5.1 descreve o experimento para validar o refinamento do decodificador. A Seção 5.2

mostra o ajuste dos parâmetros do BRKGA para ambos os problemas, Treewidth e

Chordal Completion. A Seção 5.3 explica como foram testadas duas versões diferentes

do BRKGA para determinar a versão definitiva utilizada para cada problema. A Seção

5.4 apresenta o estudo comparativo entre o BRKGA e as heurísticas da literatura para

o problema Treewidth. A Seção 5.5 discorre sobre a comparação com o algoritmo

vice-campeão do desafio PACE 2017 para o problema Treewidth. Por fim, a Seção 5.6

apresenta os experimentos para o problema Chordal Completion em que o BRKGA

foi comparado com o algoritmo campeão do desafio PACE 2017, além de uma análise sobre

a qualidade das soluções encontradas pelo algoritmo no caso em que não foi alcançada

otimalidade.

5.1 Validação do refinamento do decodificador

Como proposto no Capítulo 4, o refinamento do decodificador foi implementado na lin-

guagem C + + e foi acoplado ao BRKGA. Para validação foi criada uma base de dados

com as 200 instâncias do problema Treewidth do desafio PACE 2017 e, para cada uma,

foi associada uma permutação aleatória dos vértices. Para cada uma foi executada o deco-
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Tabela 5.1: Decodificador versus refinamento.

Instância Vértices Arestas Tempo decodificador (s) Tempo decodificador refinado (s)
4 490 118403 1,71 0,05

101 1038 291034 5,41 0,10
104 1038 291037 5,40 0,13
105 1038 291037 5,41 0,10
115 963 419877 19,44 0,24

dificador e o seu refinamento. Uma melhora substancial em tempo de execução, causada

pelo refinamento do decodificador, foi notada em instâncias com alto número de vértices

e de arestas, conforme ilustrado na Tabela 5.1.

Para todo o restante dos experimentos o refinador do decodificador foi então utilizado

como decodificador padrão para o BRKGA.

5.2 Ajuste dos parâmetros

Conforme discutido no Capítulo 3, o BRKGA possui diversos parâmetros a serem ajusta-

dos. Para isso, foi utilizado o IRACE [2, 32, 10], uma ferramenta para ajuste (tuning) de

parâmetros. Foram buscados os valores para os parâmetros p (tamanho da população),

pe (fração da população correspondente ao conjunto Elite), pm (fração da população

correspondente ao conjunto de mutantes), rhoe (probabilidade de o filho herdar um gene

do pai proveniente do conjunto Elite) e o número k de gerações consecutivas sem me-

lhoria na melhor solução encontrada até que um restart seja feito. Para cada um dos

problemas, Treewidth e Chordal Completion, foi dado um limite de 1000 execu-

ções para o IRACE sobre 20 instâncias de tamanhos variados, apresentadas na Tabela

5.2. A variação de valores possíveis a serem considerados para cada parâmetro seguiu as

recomendações de Gonçalves e Resende [22]. A Tabela 5.3 mostra os parâmetros conside-

rados para o problema Treewidth e a Tabela 5.4 aqueles considerados para o problema

Chordal Completion.

Em ambas tabelas os valores na coluna “BRKGA” foram aqueles selecionados pelo

IRACE e usados na implementação dos algoritmos.
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Tabela 5.2: Instâncias utilizadas pelo IRACE para os problemas Treewidth (tabela à
esquerda) e Chordal Completion (tabela à direita).

Instância Vértices Arestas
ex002 145 2368
ex013 56 280
ex043 279 513
ex057 281 9075
ex067 235 424
ex070 48 96
ex075 111 360
ex084 161 4431
ex091 193 336
ex095 220 555
ex096 119 415
ex100 170 415
ex104 1038 291034
ex123 122 635
ex154 570 8158
ex179 187 346
ex181 109 732
ex185 237 793
ex190 296 1131
ex200 270 942

Instância Vértices Arestas
13 119 161
18 150 259
20 50 59
24 75 158
29 151 316
31 100 207
36 175 199
38 176 378
43 27 69
50 30 349
65 276 749
67 276 346
74 30 307
84 76 83
86 76 132
92 132 255
96 247 804
97 298 780
98 213 380
183 293 14074

Tabela 5.3: Parâmetros considerados pelo IRACE para o BRKGA para o problema Tre-
ewidth.

Parâmetro Valores BRKGA
p 100, 150, 200 200
pe 0.10, 0.11, . . . , 0.25 0.15
pm 0.10, 0.11, . . . , 0.30 0.10
rhoe 0.50, 0.51, . . . , 0.80 0.67
k 50, 100 100

Tabela 5.4: Parâmetros considerados pelo IRACE para o BRKGA para o problema Chor-
dal Completion.

Parâmetro Valores BRKGA
p 100, 150, 200 200
pe 0.10, 0.11, . . . , 0.25 0.19
pm 0.10, 0.11, . . . , 0.30 0.09
rhoe 0.50, 0.51, . . . , 0.80 0.68
k 50, 100 100

5.3 Versões do BRKGA

Conforme apresentado no Capítulo 3, foi implementado um algoritmo para injetar soluções

codificadas como chaves aleatórias na população inicial do BRKGA. Foram testadas duas
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versões do BRKGA com configurações de execução diferentes, sendo elas:

(1) 500 gerações ou 15 minutos, o que ocorrer primeiro, para gerar o indivíduo mais

apto a partir de uma população totalmente aleatória (fase 1) e mais 500 gerações ou

15 minutos, o que ocorrer primeiro, injetando o indivíduo gerado na fase 1 e mais

um obtido pela heurística construtiva como parte da população inicial (fase 2).

(2) 500 gerações ou 15 minutos, o que ocorrer primeiro, injetando a solução da heurística

construtiva na população inicial (fase 1) e mais 500 gerações ou 15 minutos, o que

ocorrer primeiro, injetando os dois indivíduos mais aptos da fase 1 na população

inicial (fase 2).

Para cada versão do BRKGA para o problema Treewidth, foram testadas as instân-

cias 2 e 13 do dataset ex do PACE 2017. Cada uma foi executada dez vezes, variando-se

a semente do algoritmo aleatório do BRKGA de 1 a 10.

A Tabela 5.5 mostra em verde todas as execuções em que o BRKGA conseguiu en-

contrar o ótimo. Para a instância 2, a versão 1 obteve melhores resultados e encontrou o

valor ótimo em uma das execuções. Para a instância 13, em todas as execuções da versão

1 o BRKGA encontrou a solução ótima e da versão 2 em apenas quatro das dez execuções.

Tabela 5.5: Comparativo de versões do BRKGA.

Instância 2
Semente Versão 1 Versão 2

1 54 56
2 57 56
3 56 58
4 55 58
5 53 56
6 54 58
7 52 56
8 55 56
9 51 56
10 55 54

Instância 13
Semente Versão 1 Versão 2

1 29 32
2 29 29
3 29 29
4 29 32
5 29 32
6 29 29
7 29 29
8 29 32
9 29 32
10 29 32

A versão 1 foi então utilizada para o problema da Treewidth no restante do trabalho

e em todos os demais experimentos.

Para o problema Chordal Completion, durante os experimentos com relações às

versões, o algoritmo com duas fases não se mostrou relevante, não melhorando a solução
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em nenhuma instância, logo, para este problema, o algoritmo final tem apenas 1 fase e co-

meça com dois indivíduos em sua população, gerados a partir das heurísticas construtivas

fill-in e min-degree.

5.4 BRKGA vs heurísticas construtivas (Treewidth)

Além de avaliarem as principais heurísticas construtivas para o problema Treewidth,

min-degree e fill-in, Gaspers et al. [20] também propuseram uma rotina para melhorar

seus desempenhos. As heurísticas aprimoradas foram denominadas turbo-fill-in e turbo-

min-degree. Neste trabalho, foi comparado o BRKGA com as heurísticas aprimoradas

propostas em [20]. Assim como em [20], foram testadas todas as 200 instâncias do ben-

chmark ex do PACE 2017. O BRKGA foi executado uma vez para cada instância. Em

todas instâncias o BRKGA obteve soluções iguais ou melhores do que as heurísticas cons-

trutivas turbo-fill-in e turbo-min-degree. As soluções obtidas pelas heurísticas construtivas

turbo-fill-in e turbo-min-degree foram relatadas em [20]. A Figura 5.1 ilustra os resultados

obtidos.

BRKGA
foi igual

81.5%

BRKGA 
foi melhor

18.5%

(a) BRKGA vs turbo-fill-in

BRKGA 
foi igual 

27.0%

BRKGA 
foi melhor

73.0%

(b) BRKGA vs turbo-min-degree

Figura 5.1: BRKGA comparado com as heurísticas construtivas turbo-fill-in e turbo-fill-in.

Foi feito um estudo comparativo com relação ao erro relativo percentual entre o valor

da solução obtida por cada algoritmo e o valor ótimo de cada instância. Seja opt o valor

ótimo para uma instância e x o valor obtido por um algoritmo. O erro relativo é dado

por erro = x−opt
opt
× 100%. Foram considerados os intervalos de faixas de erro de [0%, 5%],

(5%, 10%], (10%, 20%]. Desta forma, foram obtidos os gráficos da Figura 5.2. Neles,

apresenta-se o percentual de instâncias que obtiveram erros relativos em cada faixa, para

cada algoritmo. Todos os algoritmos obtiveram soluções com erro percentual relativo

inferior ou igual a 20% para todas as instâncias.

Os algoritmos turbo-fill-in e turbo-min-degree são aprimoramentos das heurísticas fill-
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Figura 5.2: Percentual de erro relativo para cada algoritmo em relação aos valores ótimos.

in e min-degree, mas que não aumentam suas complexidades de tempo significantemente.

Como o BRKGA, para o problema Treewidth, utiliza a heurística construtiva fill-in

para gerar indivíduos a serem codificados por chaves aleatórias e inseridos na população

inicial, o tempo de execução total do BRKGA é necessariamente superior ao tempo para

gerar esses indivíduos. Portanto, os tempos de execução do BRKGA são naturalmente

superiores aos das heurísticas construtivas turbo-fill-in e turbo-min-degree.

O Apêndice C apresenta a Tabela C.1 com todos os resultados referentes ao estudo

comparativo do BRKGA com as heurísticas turbo-fill-in e turbo-min-degree.

5.5 BRKGA vs algoritmo vice-campeão PACE 2017 (Tre-
ewidth)

No desafio heurístico do PACE 2017 [15] foram estabelecidos os algoritmos (vencedores)

que obtiveram os melhores resultados nas 200 instâncias do benchmark heurístico, he.

O algoritmo campeão de Tamaki et al. utiliza o algoritmo exato de [43] como sub-

rotina. Como as instâncias do benchmark exato (ex ) utilizado por [20] são relativamente

pequenas, durante a execução do algoritmo campeão, a sub-rotina exata é executada
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para praticamente todas as instâncias. Desta forma, para este benchmark, o algoritmo de

Tamaki et al. obtém soluções ótimas para todas as instâncias. Sendo assim, comparar a

qualidade das soluções do BRKGA com o algoritmo de Tamaki et al. é análogo a comparar

com um algoritmo exato para Treewidth. Vale apontar que em instâncias em que essa

sub-rotina exata não consegue finalizar sua execução em tempo viável, o algoritmo de

Tamaki et al. retorna uma solução gulosa. Ao ser executado para cada instância, com

tempo limite igual ao demandado pelo BRKGA em cada instância, o algoritmo de Tamaki

et al. encontra uma solução melhor ou igual do que a obtida pelo BRKGA para todas as

instâncias.

Vale ressaltar que o método exato desenvolvido por [43] e utilizado como sub-rotina no

PACE 2017 possui um desempenho excelente, tendo sido premiado como melhor trabalho

do European Symposium on Algorithms (ESA) de 2017 (Best Paper Award Track B -

ESA 2017), veja [42]. A implementação utilizada nos experimentos apresentados nesta

dissertação foi disponibilizada pelo autor para o desafio em [27].

O vice-campeão do desafio foi o algoritmo de Strasser [24]. Vale ressaltar que con-

forme [15], os dois primeiros colocados do desafio obtiveram desempenhos semelhantes. O

algoritmo de Tamaki et al. obtém melhores soluções do que o de Strasser em 51,65% das

instâncias: descontadas as nove instâncias onde ambos produzem o mesmo valor compu-

tado para a treewidth, em apenas pouco mais da metade das instâncias (ou seja, 47) o

algoritmo de Tamaki et al. obtém melhores soluções e em pouco menos da metade (ou

seja, 44) o algoritmo de Strasser obtêm melhores soluções.

Para obter os resultados do algoritmo de Strasser foi utilizada a implementação dis-

ponibilizada pelo autor para o desafio em [41].

Para a comparação entre o BRKGA e o método de Strasser, cada instância foi execu-

tada cinco vezes pelo BRKGA, com sementes diferentes. Primeiramente, foi executado o

BRKGA e o tempo médio das cinco execuções de cada instância do BRKGA foi utilizado

como tempo limite para a execução do algoritmo de Strasser, que para quando atinge

esse tempo e que, por ser um método randomizado, foi executado cinco vezes para cada

instância, com sementes diferentes.

O Apêndice A apresenta a Tabela A.1 com os resultados obtidos pelo BRKGA e pelo

método de Strasser nas 200 instâncias do benchmark ex do PACE 2017. Pela ordem, as

dez colunas desta tabela apresentam:

• número da instância;



5.5 BRKGA vs algoritmo vice-campeão PACE 2017 (Treewidth) 49

• número de vértices do grafo;

• número de arestas do grafo;

• valor ótimo da instância;

• valor da heurística construtiva fill-in para esta instância;

• valor da melhor solução obtida pelo algoritmo vice-campeão para esta instância;

• valor médio da solução obtida pelo algoritmo vice-campeão para esta instância;

• valor da melhor solução obtida pelo BRKGA para esta instância;

• valor médio da solução obtida pelo BRKGA para esta instância e

• tempo médio em segundos do BRKGA para as cinco execuções desta instância.

Células referentes à coluna correspondente a cada heurística coloridas de verde indicam

instâncias em que esta heurística construtiva encontrou a solução ótima. Células referentes

à coluna de valor da melhor solução obtida pelo BRKGA coloridas de verde indicam

instâncias em que o BRKGA obteve uma solução melhor ou igual à melhor solução obtida

pelo método de Strasser. Células referentes à coluna de valor da melhor solução obtida

pelo método de Strasser coloridas de verde indicam instâncias em que este foi melhor

ou igual ao da melhor solução do BRKGA. Células referentes à coluna de valor médio

da solução obtida pelo BRKGA coloridas de amarelo indicam instâncias em que o valor

médio das soluções obtidas pelo BRKGA foi melhor ou igual ao valor médio das soluções

obtidas pelo método de Strasser. Células referentes à coluna de valor médio da solução

obtida pelo método de Strasser coloridas de amarelo indicam instâncias em que este foi

melhor do que o valor médio das soluções obtidas pelo BRKGA.

Os valores em cada coluna da primeira linha da Tabela 5.6 indicam a quantidade de

vezes em que a respectiva coluna foi colorida na Tabela A.1 como indicado anteriormente.

Já na segunda linha, a coluna ”Melhor vice-campeão” indica a quantidade de vezes em

que a melhor solução obtida pelo método de Strasser foi melhor do que a melhor solução

do BRKGA, em ”Média vice-campeão” a quantidade de vezes em que o valor médio da

solução obtida pelo método de Strasser foi melhor do que o valor médio da solução obtida

pelo BRKGA. A coluna ”Melhor BRKGA” indica a quantidade de vezes em que a melhor

solução obtida pelo BRKGA foi melhor do que a melhor solução obtida pelo método de

Strasser e, por fim, a coluna ”Média BRKGA” indica a quantidade de vezes em que o
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valor médio da solução obtida pelo BRKGA foi melhor do que o valor médio da solução

obtida pelo método de Strasser.

Tabela 5.6: Apuração das colunas destacadas na Tabela A.1.

Heurística Melhor
vice-campeão

Média
vice-campeão

Melhor
BRKGA

Média
BRKGA

44 130 131 185 167
15 33 70 69

A Figura 5.4 sumariza o quão longe as melhores soluções obtidas pelas cinco execuções

de cada método ficaram dos valores ótimos das instâncias do benchmark analisado. Para

cada heurística, apresenta-se o percentual de instâncias em que a melhor solução encontra-

se a certa distância do valor ótimo.
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31.3%
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ótimo em 1 

29.30%

Difere do
ótimo em 2 

18.1%
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ótimo em 3
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pelo menos 4

13.4%

(a) BRKGA

Encontra o 
ótimo

24.0%

Difere do 
ótimo em 1

27.5%

Difere do 
ótimo em 2

21.5%

Difere do
ótimo em 3 

10.0%

Difere do ótimo 
em pelo menos 4

17.0%

(b) Método de Hamann e Strasser

Figura 5.3: Comparação entre o BRKGA e o método de Strasser considerando os valores
das soluções ótimas.

Em seguida, foi efetuada uma comparação direta entre as cinco execuções de cada

instância, comparando: a) o valor da melhor solução obtida nas cinco execuções de cada

instância; b) o valor médio das soluções das cinco execuções de cada instância; e c) o valor

da mediana das soluções das cinco execuções de cada instância. A Figura 5.5 resume estes

resultados.

Por fim, o experimento que avalia a distribuição dos tempos de execução (ou gráfico

de tempo para alvo, do inglês time-to-target plots, ou ttt-plots, para encurtar) para o

BRKGA. O ttt-plot mostra no eixo das ordenadas a probabilidade de que o algoritmo

irá encontrar uma solução pelo menos tão boa quanto um determinado valor alvo dentro

de um determinado tempo de execução (em segundos), mostrado no eixo das abscissas.

Distribuições de tempo de execução também fora utilizadas por Hoos e Stützle [28] como

uma forma de caracterizar os tempos de execução de algoritmos de busca local estocástica

para problemas de otimização combinatória.
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Figura 5.4: Comparação entre o BRKGA e o método de Strasser.

Foi utilizada no experimento a instância 13 e o BRKGA para o problema Treewidth

Foram considerados três alvos: o valor exato da instância, o valor ótimo mais 1 e o valor

ótimo mais 2. Para cada alvo, foram realizadas 100 execuções do algoritmo BRKGA com

sementes diferentes. Em todas as execuções o BRKGA encontra o alvo. A distribuição

da probabilidade empírica do tempo para encontrar o alvo das execuções do BRKGA são

mostradas na Figura 5.5, seguindo a metodologia proposta por Aiex, Resende e Ribeiro

[1].

Vale notar que aproximadamente entre os segundos 4 a 8 há uma quebra na curva

exponencial, que indica o momento em que ocorre o restart do BRKGA, uma importante

ferramenta para encontrar melhores soluções.

5.6 BRKGA vs algoritmo campeão PACE 2017 (Chor-
dal Completion)

No desafio PACE 2017 [15] também houve uma competição para o problema Chordal

Completion, mas apenas para algoritmos exatos. Aqui o BRKGA é comparado com o

algoritmo campeão, dos autores Yasuaki Kobayashi e Hisao Tamaki.
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Figura 5.5: TTT-plot para a instância 13

Para estes experimentos foi utilizada a versão do BRKGA com apenas uma fase, ou

seja, no início da execução são injetadas as soluções codificadas como chaves aleatórias ge-

radas pelas heurísticas construtivas (fill-in e min-degree) na população inicial e o BRKGA

executa cinco vezes cada instância por trinta minutos, sendo este o único critério de pa-

rada para estes experimentos. Foram executadas todas as 200 instâncias do desafio PACE

2017 para Chordal Completion.

Foi utilizada a implementação do método de Tamaki et al. do desafio PACE 2017,

disponível em [47], com tempo limite de 30 minutos para encontrar as soluções ótimas.

Os resultados obtidos por Tamaki et al. foram:

• Em 116 instâncias, foi encontrada a solução ótima;

• Em 84 instâncias o algoritmo não retornou resposta (isto é, sequer uma solução

viável) em 30 minutos de execução.

Com relação ao BRKGA, cada instância foi executada cinco vezes, com sementes

diferentes. Em todas as instâncias o BRKGA conseguiu retornar alguma solução.

Com o melhor resultado das cinco execuções de cada instância em que o método de

Tamaki et al. encontra o ótimo (116), o BRKGA conseguiu:

• Em 78 instâncias, encontra a solução ótima;
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• Em 38 instâncias, não encontra a solução ótima, mas uma viável.

Nas outras 84 instâncias que o método de Tamaki et al. não encontrou solução viável,

o BRKGA obtêm alguma solução viável e, em 48 destas, obtêm uma solução melhor do

que as soluções das heurísticas construtivas fill-in e min-degree codificadas como chaves

aleatórias e injetadas na população inicial. A Figura 5.6 são mostrados os valores das

melhores soluções a cada geração para três execuções (com tempo limite de 30 minutos

cada) do BRKGA, com sementes diferentes, para a instância 179. A Figura 5.7 mostra o

mesmo experimento para a instância 144.

Figura 5.6: Evolução do valor da melhor solução obtida pelo BRKGA para a instância
179, em três execuções.

A Figura 5.8 mostra a relação entre a melhor solução obtida pelo BRKGA nas cinco

execuções de cada instância e as soluções obtidas pelo método de Tamaki et al.. Em azul

estão as instâncias em que ambos, BRKGA e método de Tamaki et al., obtêm a solução

ótima. Já em verde, são consideradas as instâncias em que o método de Tamaki et al.

não obtém solução viável, mas o BRKGA encontra alguma solução viável. Finalmente,
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Figura 5.7: Evolução do valor da melhor solução obtida pelo BRKGA para a instância
144, em três execuções.

em vermelho, as instâncias em que o BRKGA não obtém a solução ótima e o método de

Tamaki et al. encontra a solução ótima.
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19.0%

Figura 5.8: BRKGA versus método de Tamaki et al. nas instâncias do desafio PACE
2017 (Chordal Completion).

Para as instâncias em que o BRKGA não encontra a solução ótima em nenhuma das
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cinco execuções mas o método de Tamaki et al. encontra (em vermelho, 19%), foi feito

um estudo comparativo com relação ao erro relativo percentual entre o valor da solução

obtida pelo BRKGA e o valor ótimo de cada instância, utilizando a mesma metodologia

do estudo análogo apresentado na Seção 5.4. Foram considerados os intervalos de faixas de

erro de [0%, 5%], (5%, 10%], (10%, 20%]. Desta forma, foi obtido o gráfico da Figura 5.9.

Nele, apresenta-se o percentual de instâncias que obtiveram erros relativos em cada faixa.

Em todas instâncias consideradas neste experimento o BRKGA obteve soluções com erro

percentual relativo inferior ou igual a 20%. Observou-se ainda que, apesar do BRKGA

não obter as soluções ótimas nestas instâncias, ele obtém, em 86.1% delas, soluções com

um erro relativo menor ou igual a 5%.

0% a 5%
de erro

86.1%

5% a 10% 
de erro

11.1%

10% a 20% 
de erro 2.8%

Figura 5.9: Percentual de erro relativo para as soluções obtidas pelo BRKGA em relação
aos valores ótimos.

No Apêndice B apresenta-se a tabela com todos os dados dos experimentos feitos

e discutidos nesta seção, além da tabela com a melhora percentual de valor de solução

do BRKGA em relação às heurísticas construtivas em instâncias que Tamaki et al. não

encontra a solução ótima.



Capítulo 6

Conclusões

Nesta dissertação foram estudadas soluções para os problemas Treewidth e Chordal

Completion.

Foram desenvolvidos algoritmos genéticos tendenciosos de chaves aleatórias para am-

bos os problemas. Para o problema Treewidth, obtém-se soluções de qualidade superior

ou igual ao do segundo colocado no desafio PACE 2017 [15] no mesmo limite de tempo

na maioria das instâncias testadas. O BRKGA também obteve soluções melhores ou

iguais de solução em relação às heurísticas construtivas da literatura de [20] em todas as

instâncias testadas. Apesar desse algoritmo não superar o primeiro colocado do desafio

PACE 2017, que encontra a solução ótima em todas as instâncias, o BRKGA também se

aproxima muito, obtendo o valor ótimo ou à distância um do ótimo em mais de 50% das

instâncias em pelo menos uma de cinco execuções por instância.

O experimento com as distribuições de tempos de execução mostrou que o algoritmo

tem uma probabilidade maior de encontrar o valor alvo em menos tempo. É interessante

notar que aproximadamente entre os segundos 4 a 8 há há uma quebra na curva exponen-

cial, que indica o momento em que ocorre o restart do BRKGA, que acaba se mostrando

uma importante ferramenta para encontrar melhores soluções.

Para o problema Chordal Completion, o algoritmo obteve soluções competitivas

com o campeão do desafio PACE 2017 e obteve soluções para as instâncias em que este

não conseguiu obter nenhuma solução viável (42%). Como mostrado pelos experimentos

computacionais, o BRKGA melhora a qualidade da solução em relação às heurísticas

construtivas que são injetadas na população inicial. O BRKGA encontrou a solução

ótima em 39% das instâncias e nas instâncias em que obtêm uma solução pior do que o

algoritmo campeão, fica bem próximo da solução ótima, obtendo um erro relativo menor
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ou igual a 5% em 86.1% das instâncias.

Uma importante contribuição foi o decodificador que consegue computar o valor da

solução para ambos os problemas para qualquer esquema de eliminação perfeita, com

complexidade O(n2 · k + m), que na prática se mostrou mais eficiente que o algoritmo

decodificador baseado puramente no procedimento de triangulação do grafo da entrada.



Referências

[1] Aiex, R. M.; Resende, M. G.; Ribeiro, C. C. Ttt plots: a perl program to
create time-to-target plots. Optimization Letters 1, 4 (2007), 355–366.

[2] Alfaro-Fernández, P.; Ruiz, R.; Pagnozzi, F.; Stützle, T. Exploring au-
tomatic algorithm design for the hybrid flowshop problem. In 12th Metaheuristics
International Conference (2017), pp. 201–203.

[3] Arnborg, S.; Corneil, D. G.; Proskurowski, A. Complexity of finding embed-
dings in ak-tree. SIAM Journal on Algebraic Discrete Methods 8, 2 (1987), 277–284.

[4] Bean, J. C. Genetic algorithms and random keys for sequencing and optimization.
ORSA journal on computing 6, 2 (1994), 154–160.

[5] Bodini, O.; Darrasse, A.; Soria, M. Distances in random apollonian network
structures. arXiv preprint arXiv:0712.2129 (2007).

[6] Bodlaender, H. L.; Bonsma, P.; Lokshtanov, D. The fine details of fast
dynamic programming over tree decompositions. In International Symposium on
Parameterized and Exact Computation (2013), Springer, pp. 41–53.

[7] Bodlaender, H. L.; Möhring, R. H. The pathwidth and treewidth of cographs.
SIAM Journal on Discrete Mathematics 6, 2 (1993), 181–188.

[8] Brandao, J. S.; Noronha, T. F.; Resende, M. G.; Ribeiro, C. C. A biased
random-key genetic algorithm for single-round divisible load scheduling. Internatio-
nal Transactions in Operational Research 22, 5 (2015), 823–839.

[9] Brandão, J. S.; Noronha, T. F.; Resende, M. G.; Ribeiro, C. C. A bia-
sed random-key genetic algorithm for scheduling heterogeneous multi-round systems.
International Transactions in Operational Research 24, 5 (2017), 1061–1077.

[10] Cáceres, L. P.; López-Ibáñez, M.; Stützle, T. An analysis of parameters
of irace. In European Conference on Evolutionary Computation in Combinatorial
Optimization (2014), Springer, pp. 37–48.

[11] Chaves, A. A.; Lorena, L. A. N.; Senne, E. L. F.; Resende, M. G. Hybrid
method with cs and brkga applied to the minimization of tool switches problem.
Computers & Operations Research 67 (2016), 174–183.

[12] Chung, F. R.; Mumford, D. Chordal completions of planar graphs. Journal of
Combinatorial Theory, Series B 62, 1 (1994), 96–106.

[13] Courcelle, B. The monadic second-order logic of graphs. i. recognizable sets of
finite graphs. Information and computation 85, 1 (1990), 12–75.



Referências 59

[14] Cygan, M.; Fomin, F. V.; Kowalik, Ł.; Lokshtanov, D.; Marx, D.; Pilipc-
zuk, M.; Pilipczuk, M.; Saurabh, S. Parameterized algorithms, vol. 5. Springer,
2015.

[15] Dell, H.; Komusiewicz, C.; Talmon, N.; Weller, M. The pace 2017 parame-
terized algorithms and computational experiments challenge: The second iteration.
In 12th International Symposium on Parameterized and Exact Computation (IPEC
2017) (2018), Schloss Dagstuhl-Leibniz-Zentrum fuer Informatik.

[16] Diestel, R.; Schrijver, A.; Seymour, P. Graph theory. Oberwolfach Reports
7, 1 (2010), 521–580.

[17] Dirac, G. A. On rigid circuit graphs. In Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Universität Hamburg (1961), vol. 25, Springer, pp. 71–76.

[18] Duarte, G. L.; Eto, H.; Hanaka, T.; Kobayashi, Y.; Kobayashi, Y.; Loksh-
tanov, D.; Pedrosa, L. L.; Schouery, R. C.; Souza, U. S. Computing the
largest bond and the maximum connected cut of a graph. Algorithmica 83, 5 (2021),
1421–1458.

[19] Fulkerson, D.; Gross, O. Incidence matrices and interval graphs. Pacific journal
of mathematics 15, 3 (1965), 835–855.

[20] Gaspers, S.; Gudmundsson, J.; Jones, M.; Mestre, J.; Rümmele, S. Tur-
bocharging treewidth heuristics. Algorithmica 81, 2 (2019), 439–475.

[21] Goldner, A.; Harary, F. Note on a smallest nonhamiltonian maximal planar
graph. Bull. Malaysian Math. Soc 6, 1 (1975), 41–42.

[22] Gonçalves, J. F.; Resende, M. G. Biased random-key genetic algorithms for
combinatorial optimization. Journal of Heuristics 17, 5 (2011), 487–525.

[23] Gonçalves, J. F.; Resende, M. G.; Toso, R. F. An experimental comparison
of biased and unbiased random-key genetic algorithms. Pesquisa Operacional 34, 2
(2014), 143–164.

[24] Hamann, M.; Strasser, B. Graph bisection with pareto optimization. Journal of
Experimental Algorithmics (JEA) 23 (2018), 1–34.

[25] Heggernes, P. Treewidth, partial k-trees, and chordal graphs. Partial curriculum
in INF334-Advanced algorithmical techniques, Department of Informatics, University
of Bergen, Norway (2005).

[26] Heggernes, P. Minimal triangulations of graphs: A survey. Discrete Mathematics
306, 3 (2006), 297–317.

[27] Hisao Tamaki, Hiromu Ohtsuka, T. S. K. M. Pace2017-tracka. https://
github.com/TCS-Meiji/PACE2017-TrackA, 2017.

[28] Hoos, H.; Stützle, T. On the empirical evaluation of las vegas algorithms-position
paper. Tech. rep., Citeseer, 1998.



Referências 60

[29] Hwang, F.; Richards, D.; Winter, P. The steiner tree problemannals of discrete
mathematics series, vol. 53, 1992.

[30] Johnson, D. S.; Niemi, K. On knapsacks, partitions, and a new dynamic program-
ming technique for trees. Mathematics of Operations Research 8, 1 (1983), 1–14.

[31] Kloks, T. Treewidth: computations and approximations, vol. 842. Springer Science
& Business Media, 1994.

[32] López-Ibáñez, M.; Dubois-Lacoste, J.; Cáceres, L. P.; Birattari, M.;
Stützle, T. The irace package: Iterated racing for automatic algorithm configura-
tion. Operations Research Perspectives 3 (2016), 43–58.

[33] Mancini, F. Minimum fill-in and treewidth of split+ ke and split+ kv graphs. In
International Symposium on Algorithms and Computation (2007), Springer, pp. 881–
892.

[34] Matsumoto, M.; Nishimura, T. Mersenne twister: a 623-dimensionally equidis-
tributed uniform pseudo-random number generator. ACM Transactions on Modeling
and Computer Simulation (TOMACS) 8, 1 (1998), 3–30.

[35] Patil, H. On the structure of k-trees. Journal of Combinatorics, Information
System Sciences 11, 2 4 (1986), 57–64.

[36] Rabelo, A. S.; Moreira, M.; Rangel, S. O número cromático do brasil.

[37] Robertson, N.; Seymour, P. D. Graph minors. ii. algorithmic aspects of tree-
width. Journal of algorithms 7, 3 (1986), 309–322.

[38] Rose, D. J. A graph-theoretic study of the numerical solution of sparse positive
definite systems of linear equations. In Graph theory and computing. Elsevier, 1972,
pp. 183–217.

[39] Ruiz, E.; Albareda-Sambola, M.; Fernández, E.; Resende, M. G. A biased
random-key genetic algorithm for the capacitated minimum spanning tree problem.
Computers & Operations Research 57 (2015), 95–108.

[40] Spears, W. M.; De Jong, K. D. On the virtues of parameterized uniform crosso-
ver. Tech. rep., Naval Research Lab Washington DC, 1995.

[41] Strasser, B. flow-cutter-pace17. https://github.com/kit-algo/
flow-cutter-pace17, 2017.

[42] Tamaki, H. Positive-Instance Driven Dynamic Programming for Treewidth. In
25th Annual European Symposium on Algorithms (ESA 2017) (Dagstuhl, Germany,
2017), K. Pruhs and C. Sohler, Eds., vol. 87 of Leibniz International Proceedings in
Informatics (LIPIcs), Schloss Dagstuhl–Leibniz-Zentrum fuer Informatik, pp. 68:1–
68:13.

[43] Tamaki, H. Positive-instance driven dynamic programming for treewidth. Journal
of Combinatorial Optimization 37, 4 (2019), 1283–1311.



Referências 61

[44] Toso, R. F.; Resende, M. G. A c++ application programming interface for
biased random-key genetic algorithms. Optimization Methods and Software 30, 1
(2015), 81–93.

[45] van der Graaff, L. W. Dynamic programming on nice tree decompositions.
Master’s thesis, 2015.

[46] Yannakakis, M. Computing the minimum fill-in is np-complete. SIAM Journal on
Algebraic Discrete Methods 2, 1 (1981), 77–79.

[47] Yasuaki Kobayashi, H. T. Pace2017-trackb. https://github.com/TCS-Meiji/
PACE2017-TrackB, 2017.



62

APÊNDICE A -- TABELA DOS
RESULTADOS
REFERENTES AO
PROBLEMA Treewidth



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 63

Ta
be

la
A
.1
:
R
es
ul
ta
do

s
do

es
tu
do

co
m
pa

ra
ti
vo

en
tr
e
o
B
R
K
G
A

e
o
al
go

ri
tm

o
de

St
ra
ss
er

do
de
sa
fio

PA
C
E

20
17

.

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

1
26

2
64

8
10

.0
0

12
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
8.
62

2
14

5
23

68
49

.0
0

58
.0
0

51
.0
0

51
.0
0

53
.0
0

55
.0
0

54
2.
62

3
92

21
13

44
.0
0

44
.0
0

44
.0
0

44
.0
0

44
.0
0

44
.0
0

19
0.
68

4
49

0
11

84
03

48
6.
00

48
6.
00

48
6.
00

48
6.
00

48
6.
00

48
6.
00

13
14

.3
6

5
37

7
59

7
7.
00

8.
00

9.
00

9.
00

8.
00

8.
00

65
.6
2

6
37

0
56

1
7.
00

7.
00

8.
00

8.
00

7.
00

7.
00

45
.0
2

7
13

7
45

1
12

.0
0

14
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.8
0

42
.5
1

8
17

0
39

6
10

.0
0

11
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.2
0

37
.7
1

9
46

6
66

2
7.
00

10
.0
0

9.
00

9.
00

9.
00

9.
60

62
.8
0

10
25

1
43

0
9.
00

12
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.4
0

36
.9
3

11
46

5
10

04
9.
00

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

9.
00

9.
80

51
2.
25

12
36

5
87

8
12

.0
0

12
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

34
6.
50

13
56

28
0

29
.0
0

34
.0
0

32
.0
0

32
.0
0

29
.0
0

29
.0
0

36
.9
4

14
37

0
17

67
18

.0
0

19
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

19
.0
0

19
.0
0

43
5.
71

15
17

7
66

9
15

.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

11
5.
73

16
27

5
43

8
8.
00

9.
00

10
.0
0

10
.0
0

9.
00

9.
00

51
.3
0

17
33

0
57

1
9.
00

12
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

83
.5
4

18
26

6
46

0
9.
00

11
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.2
0

41
.1
1

19
29

1
75

2
11

.0
0

17
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

45
5.
30

20
10

6
55

8
20

.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

68
.8
7



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 64

T
ab

el
a
A
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

21
31

8
57

2
9.
00

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

91
.9
3

22
11

6
52

2
16

.0
0

28
.0
0

24
.0
0

24
.0
0

18
.0
0

18
.6
0

72
.1
3

23
69

0
13

55
8.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

86
8.
14

24
11

6
52

2
16

.0
0

28
.0
0

24
.0
0

24
.0
0

18
.0
0

19
.0
0

72
.8
2

25
92

47
2

20
.0
0

20
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

20
.0
0

20
.0
0

48
.6
1

26
17

6
30

8
9.
00

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

10
.0
0

11
.2
0

25
.2
0

27
27

4
71

5
11

.0
0

18
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

39
9.
80

28
19

8
35

2
9.
00

10
.0
0

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

26
.3
4

29
23

8
41

1
9.
00

12
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.8
0

34
.8
0

30
40

4
60

7
7.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

59
.8
3

31
21

9
38

2
8.
00

11
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.2
0

37
.2
8

32
14

0
33

6
11

.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

33
.5
1

33
36

3
54

1
7.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

56
.7
0

34
28

5
73

5
11

.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

44
4.
95

35
24

7
80

4
14

.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

25
6.
49

36
22

6
80

13
11

9.
00

11
9.
00

11
9.
00

11
9.
00

11
9.
00

11
9.
00

90
8.
93

37
27

2
61

5
10

.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

12
7.
87

38
71

92
5

26
.0
0

26
.0
0

26
.0
0

26
.0
0

26
.0
0

26
.0
0

53
.4
5

39
56

28
0

32
.0
0

36
.0
0

35
.0
0

35
.0
0

32
.0
0

32
.2
0

40
.6
6

40
28

5
52

6
9.
00

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

73
.4
3

41
20

5
34

1
9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

20
.5
7



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 65

T
ab

el
a
A
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

42
27

8
52

2
9.
00

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

10
.0
0

10
.4
0

75
.1
7

43
27

9
51

3
9.
00

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

68
.4
7

44
19

69
42

28
6.
00

6.
00

6.
00

6.
00

6.
00

6.
00

18
40

.7
8

45
60

0
86

5
7.
00

7.
00

8.
00

8.
00

7.
00

7.
00

89
.2
4

46
20

7
36

8
9.
00

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

9.
00

9.
80

31
.9
4

47
18

54
21

11
8

21
.0
0

32
.0
0

29
.0
0

29
.0
0

29
.0
0

29
.0
0

18
30

.1
7

48
23

8
10

77
15

.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

35
9.
51

49
11

7
33

2
13

.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

31
.7
7

50
66

83
8

28
.0
0

28
.0
0

28
.0
0

28
.0
0

28
.0
0

28
.0
0

48
.8
1

51
13

6
25

4
10

.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

18
.3
9

52
24

4
71

7
9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

79
.6
6

53
21

8
38

3
9.
00

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

10
.0
0

10
.4
0

31
.7
8

54
24

3
42

8
9.
00

11
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

9.
00

9.
60

48
.9
9

55
19

7
81

3
18

.0
0

21
.0
0

20
.0
0

20
.0
0

18
.0
0

18
.6
0

11
3.
04

56
11

4
58

4
34

.0
0

35
.0
0

35
.0
0

35
.0
0

34
.0
0

34
.2
0

86
.7
6

57
28

1
90

75
11

7.
00

11
7.
00

11
7.
00

11
7.
00

11
7.
00

11
7.
00

90
8.
72

58
15

2
49

2
10

.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

11
.0
0

11
.8
0

87
.6
1

59
29

8
78

0
10

.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

31
4.
89

60
24

9
43

4
10

.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

34
.2
1

61
15

8
10

58
22

.0
0

24
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

29
6.
45

62
99

54
9

18
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

49
.7
8



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 66

T
ab

el
a
A
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

63
10

3
58

2
34

.0
0

36
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

34
.0
0

34
.6
0

79
.6
6

64
58

9
82

5
7.
00

7.
00

7.
00

7.
00

7.
00

7.
00

94
.8
7

65
50

17
5

25
.0
0

29
.0
0

29
.0
0

29
.0
0

25
.0
0

25
.0
0

22
.1
0

66
13

6
47

1
15

.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

67
.0
1

67
23

5
42

4
10

.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

56
.3
7

68
11

5
35

4
8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

49
.9
3

69
23

5
44

1
9.
00

14
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.8
0

62
.3
9

70
48

96
8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

4.
92

71
25

3
43

4
9.
00

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

36
.4
4

72
22

1
38

3
9.
00

10
.0
0

9.
00

9.
00

9.
00

9.
40

29
.3
9

73
71

2
10

85
7.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

23
2.
49

74
35

9
61

66
47

.0
0

54
.0
0

48
.0
0

48
.0
0

54
.0
0

54
.0
0

96
2.
43

75
11

1
36

0
8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

47
.9
0

76
10

2
44

6
17

.0
0

18
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

42
.5
5

77
23

7
42

3
10

.0
0

10
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

43
.1
2

78
25

6
46

5
9.
00

14
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.4
0

59
.8
1

79
31

4
49

43
42

.0
0

47
.0
0

52
.0
0

52
.0
0

47
.0
0

47
.0
0

93
5.
65

80
32

9
57

3
9.
00

11
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

75
.7
1

81
18

8
63

8
6.
00

6.
00

6.
00

6.
00

6.
00

6.
00

25
8.
44

82
19

3
86

0
16

.0
0

23
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

22
.8
0

23
3.
75

83
21

3
38

0
10

.0
0

13
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.6
0

42
.3
8



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 67

T
ab

el
a
A
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

84
16

1
44

31
70

.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

90
0.
55

85
22

9
37

0
8.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

33
.0
3

86
10

2
51

1
31

.0
0

33
.0
0

33
.0
0

33
.0
0

32
.0
0

32
.0
0

68
.6
8

87
38

0
57

90
47

.0
0

53
.0
0

54
.0
0

54
.0
0

53
.0
0

53
.0
0

97
7.
02

88
38

7
58

27
47

.0
0

55
.0
0

56
.0
0

56
.0
0

55
.0
0

55
.0
0

98
6.
19

89
31

8
57

6
9.
00

13
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

12
.0
0

12
.4
0

88
.4
8

90
20

1
36

5
11

.0
0

11
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

45
.0
2

91
19

3
33

6
9.
00

12
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

37
.3
0

92
37

7
67

88
53

.0
0

56
.0
0

56
.0
0

56
.0
0

56
.0
0

56
.0
0

98
1.
34

93
45

4
66

4
7.
00

7.
00

7.
00

7.
00

7.
00

7.
00

58
.5
0

94
25

7
45

3
11

.0
0

14
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

66
.3
8

95
22

0
55

5
11

.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

87
.1
9

96
11

9
41

5
9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

26
.0
5

97
28

6
40

79
48

.0
0

56
.0
0

53
.0
0

53
.0
0

56
.0
0

56
.0
0

92
6.
51

98
34

2
58

8
9.
00

10
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

9.
00

9.
60

61
.3
0

99
61

6
92

3
7.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

16
0.
98

10
0

17
0

41
5

12
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

14
.0
0

14
.8
0

56
.4
2

10
1

10
38

29
10

34
54

0.
00

54
0.
00

54
0.
00

54
0.
00

54
0.
00

54
0.
00

18
38

.8
4

10
2

29
1

52
12

54
.0
0

60
.0
0

58
.0
0

58
.0
0

60
.0
0

60
.0
0

93
4.
21

10
3

23
7

41
9

10
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.6
0

46
.7
0

10
4

10
38

29
10

37
54

0.
00

54
0.
00

54
0.
00

54
0.
00

54
0.
00

54
0.
00

18
39

.4
6



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 68

T
ab

el
a
A
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

10
5

10
38

29
10

37
54

0.
00

54
0.
00

54
0.
00

54
0.
00

54
0.
00

54
0.
00

18
33

.9
0

10
6

16
6

44
55

70
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

18
24

.6
7

10
7

16
6

39
6

12
.0
0

15
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

12
.0
0

13
.2
0

48
.1
6

10
8

19
4

60
3

11
.0
0

12
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

11
.0
0

11
.8
0

12
0.
37

10
9

12
12

17
94

7.
00

9.
00

8.
00

8.
00

9.
00

9.
00

32
9.
08

11
0

25
4

35
5

8.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

29
.7
2

11
1

39
5

66
8

9.
00

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

86
.3
3

11
2

31
8

55
9

10
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

83
.4
8

11
3

93
48

8
14

.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

46
.8
6

11
4

26
8

45
6

10
.0
0

13
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

10
.0
0

11
.0
0

48
.1
0

11
5

96
3

41
98

77
90

8.
00

90
8.
00

90
8.
00

90
8.
00

90
8.
00

90
8.
00

18
36

.4
3

11
6

45
3

74
2

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

10
3.
35

11
7

77
18

1
13

.0
0

14
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

13
.0
0

13
.4
0

14
.0
0

11
8

81
81

0
54

.0
0

54
.0
0

60
.0
0

60
.0
0

54
.0
0

54
.0
0

17
5.
17

11
9

84
47

9
23

.0
0

24
.0
0

24
.0
0

24
.0
0

23
.0
0

23
.4
0

52
.4
0

12
0

18
8

31
8

9.
00

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

11
.0
0

11
.2
0

30
.6
9

12
1

20
4

11
64

34
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

35
.0
0

35
.8
0

23
9.
66

12
2

13
1

40
93

76
.0
0

76
.0
0

76
.0
0

76
.0
0

76
.0
0

76
.0
0

45
9.
67

12
3

12
2

63
5

35
.0
0

36
.0
0

37
.0
0

37
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

11
4.
39

12
4

49
6

86
8

10
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

11
4.
71

12
5

32
0

88
62

70
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

92
8.
95



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 69

T
ab

el
a
A
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

12
6

44
0

76
6

9.
00

11
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.8
0

11
8.
21

12
7

22
8

52
7

10
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

12
6.
74

12
8

19
4

25
13

28
.0
0

28
.0
0

28
.0
0

28
.0
0

28
.0
0

28
.0
0

32
5.
92

12
9

73
7

28
26

14
.0
0

16
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

94
8.
40

13
0

29
3

16
47

19
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

20
.0
0

20
.2
0

49
8.
08

13
1

29
2

13
86

18
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

34
8.
38

13
2

39
2

16
26

18
.0
0

20
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

20
.0
0

20
.0
0

57
7.
78

13
3

52
2

12
96

11
.0
0

14
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

87
4.
60

13
4

34
5

54
0

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

56
.9
5

13
5

28
22

12
94

74
87

.0
0

87
.0
0

87
.0
0

87
.0
0

87
.0
0

87
.0
0

18
31

.4
5

13
6

33
8

17
52

34
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

53
8.
81

13
7

19
6

10
98

19
.0
0

19
.0
0

19
.0
0

19
.0
0

19
.0
0

19
.0
0

19
1.
82

13
8

20
9

27
75

27
.0
0

27
.0
0

27
.0
0

27
.0
0

27
.0
0

27
.0
0

38
6.
51

13
9

33
4

56
8

9.
00

12
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

64
.7
7

14
0

25
8

46
7

10
.0
0

13
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

61
.7
1

14
1

22
6

11
68

34
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

25
6.
84

14
2

39
2

72
6

10
.0
0

11
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

12
2.
19

14
3

13
0

66
0

35
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

36
.0
0

35
.0
0

35
.6
0

10
2.
29

14
4

25
7

45
5

10
.0
0

16
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

13
.0
0

13
.8
0

63
.8
1

14
5

48
96

12
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

6.
95

14
6

15
2

37
7

12
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

50
.5
0



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 70

T
ab

el
a
A
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

14
7

10
1

60
6

16
.0
0

18
.0
0

19
.0
0

19
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

67
.4
5

14
8

74
6

27
84

12
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

96
4.
87

14
9

69
8

26
04

12
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

94
3.
37

15
0

83
9

27
22

4
11

7.
00

11
7.
00

11
7.
00

11
7.
00

11
7.
00

11
7.
00

89
0.
48

15
1

27
9

73
3

12
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

47
4.
15

15
2

77
0

28
74

12
.0
0

15
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

96
2.
36

15
3

77
2

11
65

4
47

.0
0

55
.0
0

56
.0
0

56
.0
0

55
.0
0

55
.0
0

92
5.
36

15
4

57
0

81
58

48
.0
0

56
.0
0

55
.0
0

55
.0
0

56
.0
0

56
.0
0

10
54

.2
3

15
5

75
8

11
58

0
47

.0
0

53
.0
0

55
.0
0

55
.0
0

53
.0
0

53
.0
0

18
33

.5
3

15
6

26
4

63
0

11
.0
0

13
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

13
0.
11

15
7

26
0

46
7

9.
00

11
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.6
0

42
.9
2

15
8

59
6

14
13

11
.0
0

12
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

90
0.
32

15
9

58
2

27
72

18
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

92
2.
48

16
0

32
0

84
6

12
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.8
0

17
5.
54

16
1

10
46

39
06

12
.0
0

13
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

10
52

.8
3

16
2

75
5

13
02

9.
00

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

45
3.
79

16
3

24
4

44
5

10
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

55
.3
6

16
4

40
2

13
50

14
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

68
0.
41

16
5

22
2

74
2

14
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

14
3.
26

16
6

21
7

40
2

10
.0
0

11
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.0
0

10
.8
0

46
.3
0

16
7

50
9

96
9

10
.0
0

12
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

35
2.
16



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 71

T
ab

el
a
A
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

16
8

57
2

19
23

14
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

92
2.
86

16
9

37
06

42
23

6
22

.0
0

34
.0
0

30
.0
0

30
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

18
27

.7
3

17
0

36
1

62
8

9.
00

10
.0
0

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

85
.8
5

17
1

64
7

21
75

14
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

93
2.
01

17
2

11
4

13
63

32
.0
0

32
.0
0

32
.0
0

32
.0
0

32
.0
0

32
.0
0

22
5.
27

17
3

53
6

10
11

10
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

34
3.
27

17
4

35
0

16
65

24
.0
0

24
.0
0

24
.0
0

24
.0
0

24
.0
0

24
.0
0

24
2.
12

17
5

22
7

10
00

17
.0
0

24
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

24
.0
0

24
.0
0

33
3.
05

17
6

74
3

13
02

10
.0
0

12
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

29
8.
40

17
7

22
7

75
9

14
.0
0

16
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
4.
20

17
8

69
5

12
33

10
.0
0

15
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

46
2.
94

17
9

18
7

34
6

10
.0
0

14
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

33
.1
2

18
0

47
9

13
29

3
70

.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

56
2.
36

18
1

10
9

73
2

18
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

22
.0
0

20
.0
0

20
.4
0

96
.5
0

18
2

39
4

74
6

10
.0
0

13
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

19
2.
15

18
3

26
5

47
1

11
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

11
.0
0

11
.4
0

77
.5
4

18
4

74
9

12
90

10
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

45
2.
53

18
5

23
7

79
3

14
.0
0

17
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

17
8.
70

18
6

31
6

56
3

10
.0
0

15
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

14
.0
0

14
.4
0

87
.3
3

18
7

24
0

45
3

10
.0
0

12
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

50
.1
4

18
8

14
0

18
50

27
.0
0

27
.0
0

27
.0
0

27
.0
0

27
.0
0

27
.0
0

18
8.
59



Apêndice A -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES AO PROBLEMA Treewidth 72

T
ab

el
a
A
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

ót
im

o
V
al
or

fil
l-i
n

M
el
ho

r
va
lo
r

St
ra
ss
er

V
al
or

m
éd
io

St
ra
ss
er

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

Te
m
po

(s
eg
un

do
s)

18
9

17
8

45
17

70
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

79
.0
0

90
4.
56

19
0

29
6

11
31

15
.0
0

18
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

36
5.
18

19
1

49
2

16
08

15
.0
0

16
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

16
.0
0

16
.0
0

91
4.
52

19
2

53
25

8
29

.0
0

31
.0
0

29
.0
0

29
.0
0

29
.0
0

29
.4
0

31
.7
1

19
3

13
91

30
12

10
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

11
07

.3
2

19
4

78
2

19
44

11
.0
0

14
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

14
.0
0

14
.0
0

93
3.
14

19
5

21
6

38
2

10
.0
0

17
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.6
0

42
.3
4

19
6

24
2

44
3

11
.0
0

16
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.6
0

67
.6
0

19
7

30
3

11
58

15
.0
0

18
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

16
.0
0

16
.2
0

38
1.
63

19
8

31
04

14
24

22
87

.0
0

87
.0
0

87
.0
0

87
.0
0

87
.0
0

87
.0
0

17
86

.8
2

19
9

31
0

53
7.
00

9.
00

10
.0
0

11
.0
0

11
.0
0

9.
00

9.
80

63
.3
1

20
0

27
0

94
2.
00

16
.0
0

18
.0
0

17
.0
0

17
.0
0

16
.0
0

16
.8
0

32
5.
98



73

APÊNDICE B -- TABELA DOS
RESULTADOS
REFERENTES À CHORDAL
COMPLETION



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 74

Ta
be

la
B
.1
:
R
es
ul
ta
do

s
do

co
m
pa

ra
ti
vo

en
tr
e
o
B
R
K
G
A

e
o
al
go

ri
tm

o
de

Ta
m
ak

ie
t
al
.
do

de
sa
fio

pa
ce

20
17

.

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

1
22

05
59

64
86

68
5.
00

72
85
0.
00

-
72

85
0.
00

72
85

0.
00

2
12

9
49

43
20

0.
00

21
0.
00

18
6.
00

18
8.
00

19
0.
60

3
10

1
84

0
32

5.
00

28
6.
00

28
6.
00

28
6.
00

28
6.
00

4
10

1
50

50
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

5
10

1
11

0
28

.0
0

23
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

21
.0
0

6
10

1
16

00
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

7
10

30
29

14
24

95
5.
00

20
43
7.
00

-
20

43
7.
00

20
43

7.
00

8
11

8
48

80
13

8.
00

12
9.
00

12
9.
00

12
9.
00

12
9.
00

9
27

25
4

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

9.
00

10
15

1
75

04
45

9.
00

40
5.
00

38
9.
00

39
8.
00

40
0.
60

11
12

6
10

95
19

3.
00

18
9.
00

18
2.
00

18
2.
00

18
2.
80

12
12

6
24

5
1.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

13
11

9
16

1
95

.0
0

94
.0
0

91
.0
0

91
.0
0

92
.4
0

14
12

6
17

01
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

15
35

58
8

57
29

14
54

07
12

0.
00

-
-

54
07

12
0.
00

54
07

12
0.
00

16
18

7
11

44
5

61
7.
00

58
8.
00

57
9.
00

57
9.
00

58
2.
20

17
10

00
19

60
31

08
.0
0

31
31
.0
0

-
31

31
.0
0

31
31

.0
0

18
15

0
25

9
10

8.
00

10
6.
00

10
4.
00

10
4.
00

10
4.
00

19
30

0
61

7
48

3.
00

45
1.
00

-
44

9.
00

44
9.
00

20
50

59
2.
00

2.
00

2.
00

2.
00

2.
00



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 75

T
ab

el
a
B
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

21
33

91
46

00
35

40
.0
0

34
15
.0
0

-
34

15
.0
0

34
15

.0
0

22
24

2
20

17
6

12
58

.0
0

11
35
.0
0

11
33

.0
0

11
33

.0
0

11
34
.6
0

23
20

0
66

1
84

0.
00

81
6.
00

-
80

7.
00

80
7.
00

24
75

15
8

72
.0
0

70
.0
0

63
.0
0

63
.0
0

63
.0
0

25
16

12
21

06
16

68
.0
0

15
36
.0
0

-
15

36
.0
0

15
36

.0
0

26
12

0
49

04
25

4.
00

22
9.
00

22
6.
00

22
9.
00

22
9.
00

27
15

1
20

55
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

28
15

1
15

22
13

1.
00

14
4.
00

13
1.
00

13
4.
00

13
4.
00

29
15

1
31

6
59

5.
00

52
6.
00

-
51

3.
00

51
3.
00

30
15

1
23

76
88

5.
00

73
5.
00

71
7.
00

73
0.
00

73
3.
00

31
10

0
20

7
15

9.
00

16
0.
00

14
9.
00

15
0.
00

15
0.
00

32
50

0
16

53
57

11
.0
0

55
72

.0
0

-
55

72
.0
0

55
72

.0
0

33
42

7
43

81
9

26
72

.0
0

26
72
.0
0

-
26

72
.0
0

26
72

.0
0

34
95

32
35

02
3

28
91

58
.0
0

-
-

28
91

58
.0
0

28
91

58
.0
0

35
87

38
29

15
83

25
72

96
1.
00

-
-

25
72
96

1.
00

25
72

96
1.
00

36
17

5
19

9
59

.0
0

53
.0
0

46
.0
0

46
.0
0

47
.0
0

37
17

6
44

3
16

36
.0
0

15
10
.0
0

-
15

06
.0
0

15
06

.0
0

38
17

6
37

8
87

9.
00

70
1.
00

-
69

0.
00

69
0.
00

39
17

6
15

40
0

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

40
14

7
73

03
37

7.
00

35
5.
00

34
7.
00

34
8.
00

35
1.
80



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 76

T
ab

el
a
B
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

41
54

89
10

70
16

45
22

89
.0
0

-
-

45
22
89

.0
0

45
22

89
.0
0

42
66

14
60

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

43
27

69
3.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

44
11

1
43

32
17

0.
00

17
7.
00

16
7.
00

16
8.
00

16
9.
00

45
20

1
39

6
11

.0
0

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

46
20

1
52

0
21

63
.0
0

20
12
.0
0

-
20

01
.0
0

20
01

.0
0

47
20

1
18

71
15

58
.0
0

14
90

.0
0

-
14

90
.0
0

14
90

.0
0

48
20

1
76

91
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

49
49

60
94

62
25

.0
0

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

50
30

34
9

4.
00

3.
00

3.
00

3.
00

3.
00

51
40

58
7

5.
00

5.
00

5.
00

5.
00

5.
00

52
22

6
50

1
13

57
.0
0

11
33
.0
0

-
11

32
.0
0

11
32

.0
0

53
22

6
37

77
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

54
22

6
37

77
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

55
22

6
37

77
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

56
27

6
20

85
0

44
65

.0
0

44
65
.0
0

44
65

.0
0

44
65

.0
0

44
65
.0
0

57
16

24
22

13
17

88
.0
0

17
28
.0
0

-
17

28
.0
0

17
28

.0
0

58
25

1
20

20
11

.0
0

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

59
25

1
27

46
17

47
.0
0

17
54

.0
0

-
17

23
.0
0

17
23

.0
0

60
25

1
34

81
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 77

T
ab

el
a
B
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

61
25

1
42

13
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

62
85

25
16

78
.0
0

78
.0
0

78
.0
0

78
.0
0

78
.0
0

63
17

75
8

54
19

6
0.
00

0.
00

-
0.
00

0.
00

64
27

6
78

40
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

65
27

6
74

9
42

33
.0
0

37
82
.0
0

-
37

39
.0
0

37
39

.0
0

66
27

6
38

40
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

67
27

6
34

6
22

6.
00

21
3.
00

20
7.
00

21
0.
00

21
0.
20

68
53

57
10

11
69

34
45

53
.0
0

31
80

00
.0
0

-
31

80
00

.0
0

31
80

00
.0
0

69
20

2
13

63
7

55
0.
00

55
3.
00

54
9.
00

55
3.
00

55
3.
00

70
30

1
36

2
21

7.
00

21
0.
00

19
9.
00

20
3.
00

20
5.
80

71
30

1
11

59
3

81
33

.0
0

81
33
.0
0

81
33

.0
0

81
33

.0
0

81
33
.0
0

72
30

1
55

10
47

75
.0
0

40
74

.0
0

-
40

74
.0
0

40
74

.0
0

73
30

1
42

06
0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

74
30

30
7

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

75
40

53
9

3.
00

3.
00

3.
00

3.
00

3.
00

76
72

11
21

25
.0
0

26
.0
0

25
.0
0

25
.0
0

25
.0
0

77
19

4
11

14
5

47
6.
00

46
7.
00

46
3.
00

46
6.
00

46
6.
20

78
19

7
13

05
2

73
3.
00

70
0.
00

69
0.
00

70
0.
00

70
0.
00

79
12

0
49

41
15

7.
00

15
7.
00

15
7.
00

15
7.
00

15
7.
00

80
14

54
19

23
16

02
.0
0

14
83
.0
0

-
14

83
.0
0

14
83

.0
0



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 78

T
ab

el
a
B
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

81
30

3
24

39
3

95
4.
00

90
9.
00

-
90

9.
00

90
9.
00

82
54

89
13

78
11

56
09

79
.0
0

-
-

56
09
79

.0
0

56
09

79
.0
0

83
23

3
16

63
6

72
3.
00

63
7.
00

55
2.
00

63
7.
00

63
7.
00

84
76

83
19

.0
0

18
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

85
76

28
50

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

86
76

13
2

16
8.
00

14
7.
00

11
8.
00

12
1.
00

12
4.
80

87
76

22
28

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

0.
00

88
53

00
82

71
15

00
5.
00

13
71
5.
00

-
13

71
5.
00

13
71

5.
00

89
13

8
63

38
23

5.
00

23
9.
00

23
5.
00

23
5.
00

23
5.
00

90
11

74
14

17
13

96
.0
0

13
16
.0
0

-
13

09
.0
0

13
09

.0
0

91
20

5
42

1
29

3.
00

27
8.
00

-
27

6.
00

27
6.
00

92
13

2
25

5
22

4.
00

20
5.
00

-
20

5.
00

20
5.
00

93
69

0
10

29
10

89
.0
0

10
21

.0
0

-
10

09
.0
0

10
09

.0
0

94
35

7
62

25
33

49
.0
0

33
63

.0
0

-
33

63
.0
0

33
63

.0
0

95
46

5
10

04
58

4.
00

54
9.
00

-
54

6.
00

54
6.
00

96
24

7
80

4
64

2.
00

59
9.
00

-
58

9.
00

58
9.
00

97
29

8
78

0
62

5.
00

57
6.
00

-
57

3.
00

57
3.
00

98
21

3
38

0
30

1.
00

31
1.
00

-
30

2.
00

30
2.
00

99
16

6
39

6
47

6.
00

40
6.
00

-
39

8.
00

39
8.
00

10
0

15
2

37
7

40
8.
00

38
9.
00

-
37

8.
00

37
8.
00



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 79

T
ab

el
a
B
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

10
1

22
5

16
81

9
10

18
.0
0

91
1.
00

89
8.
00

91
1.
00

91
1.
00

10
2

30
32

7
3.
00

3.
00

3.
00

3.
00

3.
00

10
3

40
53

1
15

.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

15
.0
0

10
4

20
4

14
11

8
82

0.
00

76
6.
00

74
9.
00

75
9.
00

76
0.
20

10
5

15
9

74
29

17
4.
00

17
2.
00

17
1.
00

17
2.
00

17
2.
00

10
6

30
29

2
1.
00

1.
00

1.
00

1.
00

1.
00

10
7

75
11

0
30

.0
0

30
.0
0

30
.0
0

30
.0
0

30
.0
0

10
8

20
0

36
3

18
9.
00

18
6.
00

18
3.
00

18
3.
00

18
3.
20

10
9

39
34

78
73

27
83

4.
00

27
75
9.
00

-
27

75
9.
00

27
75

9.
00

11
0

10
0

16
4

16
1.
00

15
5.
00

14
5.
00

15
1.
00

15
1.
80

11
1

50
0

15
93

40
62

.0
0

40
57

.0
0

-
40

40
.0
0

40
46

.4
0

11
2

10
00

31
18

14
31

6.
00

13
52
2.
00

-
13

52
2.
00

13
52

2.
00

11
3

11
82

3
33

23
0

32
72

10
.0
0

-
-

32
72

10
.0
0

32
72

10
.0
0

11
4

50
51

5.
00

3.
00

3.
00

3.
00

3.
00

11
5

15
0

29
9

36
8.
00

34
8.
00

-
34

3.
00

34
3.
20

11
6

30
0

88
7

24
93

.0
0

20
84
.0
0

-
20

82
.0
0

20
82

.4
0

11
7

18
0

10
09

8
53

7.
00

54
4.
00

52
1.
00

54
2.
00

54
3.
20

11
8

19
4

13
06

0
59

7.
00

56
7.
00

55
9.
00

55
9.
00

55
9.
00

11
9

89
26

75
64

.0
0

63
.0
0

63
.0
0

63
.0
0

63
.0
0

12
0

14
1

72
57

34
4.
00

31
1.
00

30
7.
00

30
7.
00

30
7.
80



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 80

T
ab

el
a
B
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

12
1

16
9

98
67

43
9.
00

44
0.
00

42
3.
00

42
9.
00

43
6.
20

12
2

15
6

80
22

47
2.
00

41
2.
00

38
7.
00

39
7.
00

40
0.
20

12
3

18
3

11
54

0
71

2.
00

67
9.
00

65
4.
00

66
7.
00

66
8.
00

12
4

50
76

5
8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

8.
00

12
5

19
0

12
47

3
58

6.
00

58
4.
00

58
1.
00

58
2.
00

58
2.
00

12
6

18
7

12
34

2
63

2.
00

63
6.
00

61
1.
00

63
2.
00

63
2.
80

12
7

12
0

49
92

29
0.
00

30
4.
00

29
0.
00

29
0.
00

29
1.
00

12
8

16
7

95
04

35
4.
00

34
7.
00

33
9.
00

34
1.
00

34
1.
00

12
9

27
28

0
3.
00

3.
00

3.
00

3.
00

3.
00

13
0

13
8

68
20

24
3.
00

24
3.
00

23
5.
00

24
2.
00

24
2.
00

13
1

78
20

14
68

.0
0

63
.0
0

62
.0
0

62
.0
0

62
.4
0

13
2

25
8

20
42

2
95

3.
00

84
5.
00

84
5.
00

84
5.
00

84
5.
00

13
3

35
46

0
2.
00

2.
00

2.
00

2.
00

2.
00

13
4

16
7

89
69

29
8.
00

30
8.
00

29
8.
00

29
8.
00

29
9.
80

13
5

66
14

63
33

.0
0

32
.0
0

32
.0
0

32
.0
0

32
.0
0

13
6

76
46

9
62

.0
0

48
.0
0

47
.0
0

47
.0
0

47
.0
0

13
7

76
60

6
13

1.
00

13
1.
00

13
1.
00

13
1.
00

13
1.
00

13
8

10
0

10
9

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
.0
0

13
9

10
0

23
9

10
7.
00

10
7.
00

10
7.
00

10
7.
00

10
7.
00

14
0

10
0

29
7

30
0.
00

28
9.
00

-
28

6.
00

28
6.
00



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 81

T
ab

el
a
B
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

14
1

12
6

19
80

55
2.
00

55
2.
00

55
2.
00

55
2.
00

55
2.
00

14
2

15
1

16
9

25
.0
0

20
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

18
.0
0

14
3

15
0

34
5

98
6.
00

92
2.
00

-
91

3.
00

91
4.
40

14
4

15
0

43
3

55
3.
00

53
2.
00

-
49

1.
00

49
5.
80

14
5

15
0

79
0

75
1.
00

68
2.
00

-
67

5.
00

67
6.
40

14
6

15
0

12
03

13
41

.0
0

11
81

.0
0

-
11

60
.0
0

11
63

.6
0

14
7

17
6

20
3

81
.0
0

79
.0
0

78
.0
0

78
.0
0

78
.0
0

14
8

17
6

29
83

13
55

.0
0

10
05

.0
0

96
5.
00

10
05

.0
0

10
05
.0
0

14
9

17
6

29
59

14
57

.0
0

14
58

.0
0

14
08
.0
0

14
58

.0
0

14
58

.0
0

15
0

20
1

35
18

16
82

.0
0

16
82

.0
0

15
70
.0
0

16
82

.0
0

16
82

.0
0

15
1

22
6

21
69

30
57

.0
0

27
12

.0
0

-
27

12
.0
0

27
12

.0
0

15
2

22
6

27
1

13
5.
00

12
7.
00

12
2.
00

12
3.
00

12
3.
00

15
3

22
6

24
87

30
0.
00

28
2.
00

14
4.
00

28
2.
00

28
2.
00

15
4

22
5

13
60

4
22

78
.0
0

22
78
.0
0

22
78

.0
0

22
78

.0
0

22
78
.0
0

15
5

25
1

30
8

11
3.
00

10
9.
00

10
0.
00

10
6.
00

10
6.
40

15
6

25
1

67
2

33
24

.0
0

29
51
.0
0

-
29

22
.0
0

29
26

.4
0

15
7

27
6

33
00

51
6.
00

49
8.
00

36
0.
00

49
8.
00

49
8.
00

15
8

27
6

33
2

19
9.
00

19
5.
00

18
7.
00

19
0.
00

19
2.
00

15
9

30
1

36
12

31
42

.0
0

30
60

.0
0

-
30

49
.0
0

30
51

.0
0

16
0

30
1

37
0

20
2.
00

19
5.
00

19
4.
00

19
4.
00

19
4.
60



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 82

T
ab

el
a
B
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

16
1

30
1

34
16

38
53

.0
0

36
14

.0
0

-
35

87
.0
0

36
04

.6
0

16
2

30
0

11
92

23
92

.0
0

23
58

.0
0

-
23

48
.0
0

23
49

.0
0

16
3

30
0

19
64

32
05

.0
0

29
18

.0
0

-
28

73
.0
0

28
79

.0
0

16
4

30
0

27
40

62
47

.0
0

63
30

.0
0

-
63

24
.0
0

63
26

.4
0

16
5

50
0

49
60

13
55

7.
00

12
80

7.
00

-
12

79
3.
00

12
79

9.
40

16
6

50
0

48
64

18
19

7.
00

17
75

2.
00

-
17

74
9.
00

17
75

0.
00

16
7

50
0

63
52

11
71

1.
00

11
61

6.
00

-
11

55
5.
00

11
58

7.
00

16
8

75
0

81
16

29
16

4.
00

28
92

7.
00

-
28

92
7.
00

28
92

7.
00

16
9

75
0

88
16

48
80

6.
00

46
80

1.
00

-
46

80
1.
00

46
80

1.
00

17
0

80
0

88
05

33
94

3.
00

31
22

3.
00

-
31

22
3.
00

31
22

3.
00

17
1

62
73

9
23

2.
00

22
1.
00

22
0.
00

22
0.
00

22
0.
00

17
2

12
8

16
44

11
90

.0
0

11
14

.0
0

10
63
.0
0

11
06

.0
0

11
12

.0
0

17
3

12
02

17
72

11
26

.0
0

10
09
.0
0

-
10

06
.0
0

10
06

.4
0

17
4

14
2

68
5

78
8.
00

71
7.
00

65
4.
00

69
2.
00

69
6.
20

17
5

81
89

3
52

4.
00

51
2.
00

49
8.
00

49
8.
00

49
8.
00

17
6

39
8

59
9

58
1.
00

52
8.
00

-
52

2.
00

52
2.
80

17
7

12
6

22
43

23
4.
00

17
8.
00

17
8.
00

17
8.
00

17
8.
00

17
8

23
8

39
5

26
2.
00

23
8.
00

-
23

4.
00

23
5.
20

17
9

23
5

33
95

22
03

.0
0

18
28

.0
0

-
17

15
.0
0

17
24

.8
0

18
0

20
0

31
77

25
83

.0
0

25
05

.0
0

-
24

99
.0
0

24
99

.0
0



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 83

T
ab

el
a
B
.1

co
nt
in
u
aç
ão

d
a
p
ág
in
a
an

te
ri
or

In
st
ân

ci
a

V
ér
ti
ce
s

A
re
st
as

V
al
or

m
in
-d
eg
re
e

V
al
or

fil
l-i
n

V
al
or

Ta
m
ak

ie
t
al
.

M
el
ho

r
va
lo
r

B
R
K
G
A

V
al
or

m
éd
io

B
R
K
G
A

18
1

60
9

65
86

26
53

.0
0

33
23

.0
0

-
33

10
.0
0

33
19

.2
0

18
2

20
8

48
3

50
2.
00

38
9.
00

-
38

1.
00

38
1.
00

18
3

29
3

14
07

4
18

4.
00

18
4.
00

18
4.
00

18
4.
00

18
4.
00

18
4

37
0

17
67

13
41

.0
0

10
95

.0
0

-
10

72
.0
0

10
75

.2
0

18
5

17
7

66
9

33
5.
00

32
1.
00

31
9.
00

31
9.
00

31
9.
00

18
6

40
4

60
7

71
3.
00

66
9.
00

-
66

4.
00

66
5.
00

18
7

27
8

52
2

48
3.
00

42
3.
00

-
42

0.
00

42
0.
20

18
8

18
54

21
11

8
91

83
.0
0

94
43

.0
0

-
91

83
.0
0

91
83

.0
0

18
9

28
1

90
75

94
.0
0

85
.0
0

80
.0
0

85
.0
0

85
.0
0

19
0

71
2

10
85

11
91

.0
0

10
87

.0
0

-
10

78
.0
0

10
79

.4
0

19
1

18
8

63
8

18
5.
00

16
2.
00

16
1.
00

16
1.
00

16
1.
00

19
2

16
6

44
55

32
02

.0
0

31
83

.0
0

-
30

81
.0
0

30
97

.8
0

19
3

25
8

46
7

50
1.
00

42
6.
00

-
41

9.
00

41
9.
00

19
4

27
9

73
3

14
44

.0
0

12
56
.0
0

-
12

28
.0
0

12
36

.4
0

19
5

22
7

10
00

16
40

.0
0

13
41

.0
0

-
12

79
.0
0

12
88

.8
0

19
6

34
78

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

12
.0
0

19
7

88
9

29
14

88
47

.0
0

82
19

.0
0

-
81

98
.0
0

82
10

.0
0

19
8

24
26

16
63

0
62

94
5.
00

60
13

0.
00

-
62

94
5.
00

62
94

5.
00

19
9

51
67

39
43

2
51

09
14

.0
0

-
-

51
09

14
.0
0

51
09

14
.0
0

20
0

12
64

5
67

05
3

33
74

56
.0
0

-
-

33
74

56
.0
0

33
74

56
.0
0



Apêndice B -- TABELA DOS RESULTADOS REFERENTES À CHORDAL COMPLETION 84

Tabela B.2: Tabela dos percentuais relativos de melhora no valor da solução obtida pelo
BRKGA em relação à melhor solução das heurísticas construtivas em instâncias em que
o algoritmo de Tamaki et al. não retornou solução viável.

Instância Vértices Arestas min-degree fill-in
Melhor valor

BRKGA

Melhora

Percentual

BRKGA (%)

18 300 617 483 451 449 0.44

22 200 661 840 816 807 1.10

28 151 316 595 526 513 2.47

36 176 443 1636 1510 1506 0.26

37 176 378 879 701 690 1.57

45 201 520 2163 2012 2001 0.55

51 226 501 1357 1133 1132 0.09

58 251 2746 1747 1754 1723 1.37

64 276 749 4233 3782 3739 1.14

89 1174 1417 1396 1316 1309 0.53

90 205 421 293 278 276 0.72

92 690 1029 1089 1021 1009 1.18

94 465 1004 584 549 546 0.55

95 247 804 642 599 589 1.67

96 298 780 625 576 573 0.52

98 166 396 476 406 398 1.97

99 152 377 408 389 378 2.83

110 500 1593 4062 4057 4040 0.42

114 150 299 368 348 343 1.44

115 300 887 2493 2084 2082 0.10

139 100 297 300 289 286 1.04

142 150 345 986 922 913 0.98

143 150 433 553 532 491 7.71

144 150 790 751 682 675 1.03

145 150 1203 1341 1181 1160 1.78

155 251 672 3324 2951 2922 0.98

158 301 3612 3142 3060 3049 0.36

160 301 3416 3853 3614 3587 0.75

161 300 1192 2392 2358 2348 0.42
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Tabela B.2 continuação da página anterior

Instância Vértices Arestas min-degree fill-in
Melhor valor

BRKGA

Melhora

Percentual

BRKGA (%)

162 300 1964 3205 2918 2873 1.54

164 500 4960 13557 12807 12793 0.11

165 500 4864 18197 17752 17749 0.02

166 500 6352 11711 11616 11555 0.53

172 1202 1772 1126 1009 1006 0.30

175 398 599 581 528 522 1.14

177 238 395 262 238 234 1.68

178 235 3395 2203 1828 1715 6.18

179 200 3177 2583 2505 2499 0.24

181 208 483 502 389 381 2.06

183 370 1767 1341 1095 1072 2.10

185 404 607 713 669 664 0.75

186 278 522 483 423 420 0.71

189 712 1085 1191 1087 1078 0.83

191 166 4455 3202 3183 3081 3.20

192 258 467 501 426 419 1.64

193 279 733 1444 1256 1228 2.23

194 227 1000 1640 1341 1279 4.62

196 889 2914 8847 8219 8198 0.26
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APÊNDICE C -- TABELA DOS
RESULTADOS DO ESTUDO
COMPARATIVO COM AS
HEURÍSTICAS turbo-fill-in e
turbo-min-degree

Tabela C.1: Resultados do comparativo entre BRKGA e as heurísticas construtivas turbo-
fill-in e turbo-min-degree.

Instância Vértices Arestas
Valor

turbo-min-degree

Valor

turbo-fill-in

Valor

BRKGA

Tempo

(segundos)

1 262 648 17.00 12.00 12.00 167.56

2 145 2368 58.00 58.00 51.00 675.24

3 92 2113 44.00 44.00 44.00 233.06

4 490 118403 486.00 486.00 486.00 1627.73

5 377 597 9.00 8.00 8.00 87.79

6 370 561 8.00 7.00 7.00 52.55

7 137 451 14.00 13.00 13.00 49.64

8 170 396 11.00 11.00 10.00 45.71

9 466 662 10.00 9.00 9.00 74.30

10 251 430 10.00 11.00 10.00 44.93

11 465 1004 10.00 9.00 9.00 674.31

12 365 878 13.00 13.00 12.00 427.73

13 56 280 32.00 34.00 29.00 45.34

14 370 1767 22.00 19.00 19.00 531.59

15 177 669 15.00 15.00 15.00 143.82

16 275 438 11.00 9.00 9.00 62.40

17 330 571 15.00 11.00 11.00 108.52
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Tabela C.1 continuação da página anterior

Instância Vértices Arestas
Valor

turbo-min-degree

Valor

turbo-fill-in

Valor

BRKGA

Tempo

(segundos)

18 266 460 12.00 10.00 10.00 48.68

19 291 752 21.00 16.00 16.00 597.74

20 106 558 21.00 21.00 21.00 96.47

21 318 572 11.00 10.00 10.00 125.51

22 116 522 34.00 28.00 20.00 95.72

23 690 1355 9.00 8.00 8.00 903.30

24 116 522 34.00 28.00 21.00 98.86

25 92 472 20.00 20.00 20.00 69.06

26 176 308 14.00 12.00 11.00 33.31

27 274 715 20.00 25.00 18.00 513.07

28 198 352 10.00 9.00 9.00 32.12

29 238 411 13.00 11.00 11.00 40.53

30 404 607 8.00 8.00 8.00 75.72

31 219 382 11.00 10.00 10.00 50.36

32 140 336 12.00 12.00 12.00 44.08

33 363 541 9.00 7.00 7.00 71.78

34 285 735 23.00 15.00 15.00 564.80

35 247 804 16.00 15.00 15.00 332.12

36 226 8013 119.00 119.00 119.00 908.90

37 272 615 12.00 11.00 11.00 169.02

38 71 925 26.00 26.00 26.00 67.75

39 56 280 36.00 35.00 35.00 53.84

40 285 526 11.00 9.00 9.00 94.36

41 205 341 10.00 9.00 9.00 26.64

42 278 522 12.00 10.00 10.00 95.13

43 279 513 10.00 10.00 10.00 86.28

44 1969 4228 7.00 6.00 6.00 3171.71

45 600 865 8.00 7.00 7.00 105.13

46 207 368 13.00 10.00 10.00 43.31

47 1854 21118 29.00 33.00 29.00 923.32

48 238 1077 15.00 15.00 15.00 413.74

49 117 332 13.00 13.00 13.00 36.51
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Tabela C.1 continuação da página anterior

Instância Vértices Arestas
Valor

turbo-min-degree

Valor

turbo-fill-in

Valor

BRKGA

Tempo

(segundos)

50 66 838 28.00 28.00 28.00 54.98

51 136 254 10.00 10.00 10.00 21.06

52 244 717 10.00 9.00 9.00 82.10

53 218 383 12.00 10.00 10.00 36.42

54 243 428 10.00 10.00 10.00 54.59

55 197 813 22.00 21.00 19.00 123.38

56 114 584 36.00 35.00 35.00 95.17

57 281 9075 117.00 117.00 117.00 909.79

58 152 492 13.00 11.00 11.00 93.74

59 298 780 11.00 11.00 11.00 354.46

60 249 434 12.00 11.00 10.00 40.79

61 158 1058 27.00 24.00 22.00 345.19

62 99 549 22.00 18.00 18.00 55.25

63 103 582 36.00 36.00 35.00 96.62

64 589 825 9.00 7.00 7.00 102.26

65 50 175 28.00 28.00 25.00 27.65

66 136 471 17.00 16.00 16.00 73.58

67 235 424 12.00 11.00 11.00 61.65

68 115 354 8.00 8.00 8.00 55.46

69 235 441 14.00 11.00 11.00 71.91

70 48 96 10.00 8.00 8.00 6.08

71 253 434 11.00 10.00 10.00 41.43

72 221 383 11.00 10.00 9.00 34.16

73 712 1085 9.00 8.00 8.00 257.31

74 359 6166 54.00 54.00 54.00 980.22

75 111 360 8.00 8.00 8.00 52.85

76 102 446 20.00 18.00 18.00 48.24

77 237 423 11.00 11.00 10.00 47.29

78 256 465 14.00 12.00 12.00 64.16

79 314 4943 50.00 46.00 46.00 947.38

80 329 573 12.00 11.00 11.00 92.48

81 188 638 6.00 6.00 6.00 305.18
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Tabela C.1 continuação da página anterior

Instância Vértices Arestas
Valor

turbo-min-degree

Valor

turbo-fill-in

Valor

BRKGA

Tempo

(segundos)

82 193 860 36.00 23.00 23.00 270.85

83 213 380 12.00 12.00 11.00 51.22

84 161 4431 88.00 79.00 79.00 907.32

85 229 370 10.00 9.00 9.00 43.61

86 102 511 34.00 33.00 33.00 82.07

87 380 5790 54.00 53.00 53.00 998.49

88 387 5827 56.00 55.00 55.00 1004.39

89 318 576 13.00 12.00 12.00 110.44

90 201 365 11.00 11.00 11.00 57.00

91 193 336 12.00 11.00 11.00 48.17

92 377 6788 70.00 56.00 56.00 1002.21

93 454 664 7.00 7.00 7.00 68.12

94 257 453 13.00 12.00 12.00 75.35

95 220 555 13.00 13.00 12.00 100.75

96 119 415 9.00 9.00 9.00 29.41

97 286 4079 58.00 56.00 56.00 930.32

98 342 588 10.00 10.00 9.00 69.95

99 616 923 8.00 8.00 8.00 180.10

100 170 415 20.00 15.00 15.00 66.77

101 1038 291034 540.00 540.00 540.00 913.42

102 291 5212 66.00 60.00 60.00 941.67

103 237 419 15.00 12.00 12.00 54.45

104 1038 291037 540.00 540.00 540.00 910.32

105 1038 291037 540.00 540.00 540.00 908.42

106 166 4455 89.00 79.00 79.00 907.07

107 166 396 16.00 14.00 14.00 53.63

108 194 603 13.00 11.00 11.00 125.87

109 1212 1794 9.00 8.00 8.00 366.70

110 254 355 10.00 9.00 9.00 34.10

111 395 668 10.00 9.00 9.00 94.59

112 318 559 11.00 11.00 11.00 86.29

113 93 488 18.00 16.00 16.00 52.15
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Tabela C.1 continuação da página anterior

Instância Vértices Arestas
Valor

turbo-min-degree

Valor

turbo-fill-in

Valor

BRKGA

Tempo

(segundos)

114 268 456 12.00 10.00 10.00 52.03

115 963 419877 908.00 908.00 908.00 1954.46

116 453 742 10.00 9.00 9.00 110.37

117 77 181 14.00 13.00 13.00 16.57

118 81 810 60.00 54.00 54.00 201.77

119 84 479 26.00 24.00 24.00 59.33

120 188 318 12.00 11.00 11.00 35.64

121 204 1164 36.00 36.00 36.00 272.48

122 131 4093 76.00 76.00 76.00 485.19

123 122 635 36.00 36.00 36.00 118.38

124 496 868 12.00 11.00 11.00 126.04

125 320 8862 89.00 79.00 79.00 935.95

126 440 766 11.00 10.00 10.00 125.03

127 228 527 11.00 11.00 11.00 133.93

128 194 2513 28.00 28.00 28.00 373.20

129 737 2826 18.00 16.00 16.00 959.23

130 293 1647 23.00 21.00 20.00 565.97

131 292 1386 21.00 21.00 21.00 409.28

132 392 1626 21.00 20.00 20.00 671.45

133 522 1296 16.00 13.00 13.00 900.28

134 345 540 8.00 8.00 8.00 71.86

135 2822 129474 87.00 87.00 87.00 907.35

136 338 1752 37.00 36.00 36.00 625.49

137 196 1098 22.00 19.00 19.00 265.17

138 209 2775 27.00 27.00 27.00 520.55

139 334 568 13.00 11.00 11.00 81.95

140 258 467 13.00 11.00 11.00 79.52

141 226 1168 35.00 35.00 35.00 323.32

142 392 726 13.00 11.00 11.00 167.46

143 130 660 36.00 36.00 36.00 143.99

144 257 455 17.00 13.00 13.00 90.50

145 48 96 13.00 12.00 12.00 9.95
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Tabela C.1 continuação da página anterior

Instância Vértices Arestas
Valor

turbo-min-degree

Valor

turbo-fill-in

Valor

BRKGA

Tempo

(segundos)

146 152 377 13.00 13.00 12.00 70.84

147 101 606 21.00 18.00 18.00 96.28

148 746 2784 15.00 14.00 14.00 966.93

149 698 2604 13.00 13.00 13.00 946.09

150 839 27224 117.00 117.00 117.00 1079.00

151 279 733 26.00 18.00 17.00 498.02

152 770 2874 15.00 14.00 14.00 970.34

153 772 11654 56.00 55.00 47.00 1455.89

154 570 8158 59.00 56.00 56.00 1073.82

155 758 11580 54.00 53.00 47.00 918.31

156 264 630 16.00 13.00 12.00 156.59

157 260 467 12.00 10.00 10.00 55.64

158 596 1413 17.00 13.00 12.00 900.88

159 582 2772 21.00 21.00 21.00 926.96

160 320 846 14.00 13.00 13.00 209.67

161 1046 3906 15.00 13.00 13.00 1088.87

162 755 1302 12.00 10.00 10.00 557.59

163 244 445 12.00 10.00 10.00 62.33

164 402 1350 17.00 16.00 16.00 796.81

165 222 742 16.00 15.00 15.00 175.62

166 217 402 11.00 10.00 10.00 54.87

167 509 969 14.00 12.00 12.00 374.44

168 572 1923 18.00 17.00 17.00 927.28

169 3706 42236 30.00 35.00 22.00 901.24

170 361 628 11.00 9.00 9.00 92.82

171 647 2175 17.00 17.00 16.00 937.25

172 114 1363 36.00 32.00 32.00 257.33

173 536 1011 13.00 12.00 12.00 365.97

174 350 1665 24.00 24.00 24.00 249.03

175 227 1000 36.00 22.00 22.00 335.57

176 743 1302 14.00 11.00 11.00 309.05

177 227 759 16.00 15.00 15.00 166.13
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Tabela C.1 continuação da página anterior

Instância Vértices Arestas
Valor

turbo-min-degree

Valor

turbo-fill-in

Valor

BRKGA

Tempo

(segundos)

178 695 1233 18.00 13.00 13.00 498.55

179 187 346 16.00 13.00 12.00 36.54

180 479 13293 89.00 79.00 79.00 989.59

181 109 732 24.00 22.00 20.00 109.49

182 394 746 14.00 11.00 11.00 197.38

183 265 471 13.00 11.00 11.00 82.92

184 749 1290 13.00 11.00 11.00 460.98

185 237 793 16.00 17.00 16.00 186.83

186 316 563 18.00 14.00 14.00 92.51

187 240 453 11.00 11.00 11.00 54.07

188 140 1850 27.00 27.00 27.00 196.11

189 178 4517 89.00 79.00 79.00 907.62

190 296 1131 20.00 18.00 18.00 386.34

191 492 1608 16.00 16.00 15.00 919.40

192 53 258 29.00 30.00 29.00 36.62

193 1391 3012 10.00 10.00 10.00 1143.36

194 782 1944 16.00 14.00 14.00 956.89

195 216 382 14.00 13.00 10.00 46.20

196 242 443 16.00 14.00 14.00 72.83

197 303 1158 18.00 18.00 15.00 407.20

198 3104 142422 87.00 87.00 87.00 932.32

199 310 537 13.00 11.00 9.00 69.98

200 270 942 16.00 16.00 16.00 395.34
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