
O Problema de Reobrimento de Rotas omColeta de Prêmios: Regras de Redução,Formulação Matemátia e Heurístias

Adria Ramos de Lyra
Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-Graduação em Computaçãoda Universidade Federal Fluminense omo requisito parial para a obtenção do títulode Mestre. Área de onentração: Otimização e Inteligênia Arti�ial.

Orientador: Luiz Satoru Ohi
Niterói, Setembro de 2004.



O Problema de Reobrimento de Rotas om Coleta de Prêmios:Regras de Redução, Formulação Matemátia e HeurístiasAdria Ramos de Lyra
Dissertação de Mestrado submetida ao Pro-grama de Pós-Graduação em Computação daUniversidade Federal Fluminense omo re-quisito parial para a obtenção do título deMestre. Área de onentração: Otimização eInteligênia Arti�ial.Aprovada por:

Prof. Luiz Satoru Ohi / IC-UFF (Presidente)
Prof. Carlile Campos Lavor / UERJ

Prof. Celso da Cruz Carneiro Ribeiro / IC-UFF
Prof. Fabio Protti / UFRJ

Profa. Lúia Maria de Assumpção Drummond / IC-UFF
Niterói, Setembro de 2004.



A meus pais, irmão e avós,om amor.
ii



Agradeimentos
Agradeço primeiramente a Deus, por mais esta vitória. Porque Tua é a honra ea glória.A meus pais, Maura e Carlos, meu irmão Junior, e avós, para os quais todoagradeimento sempre será pouo, por todo amor, arinho, apoio e enorajamento.Ao meu orientador (desde a iniiação ientí�a), Luiz Satoru Ohi, pela amizade,dediação, pelo resimento pessoal e pro�ssional durante estes anos de onvívio.Ao Professor Nelson Maulan, da Universidade Federal do Rio de Janeiro, porter gentilmente edido o Laboratório de Otimização da COPPE-Sistemas (LabOtim)onde os testes om o XPRESS-MP foram realizados.Aos professores Adilson Xavier, Jayme Szwar�ter, Maria Fampa e SulamitaKlein, da Universidade Federal do Rio de Janeiro, que permitiram que eu ursassesuas disiplinas no Programa de Pós-Graduação da COPPE-Sistemas (PESC).Aos professores que aeitaram fazer parte da bana examinadora deste trabalho.Aos amigos que �z na COPPE, Carol, Elivelton, Fátima, Luidi, Rosa, Talita eYuri que me proporionaram um ambiente tão agradável de trabalho.Aos amigos que �z durante este mestrado na UFF que tornaram, sem dúvida,estes anos muito mais agradáveis.Ao meu grande amigo Yuri Abitbol, pela ajuda na implementação, pela suaompania e inentivo na reta �nal da defesa.iii



A minha queridíssima amiga Fátima, pela revisão desta tese, pela amizade, pelasonversas e por todo o arinho om que me aolheu no LabOtim.Aos amigos de todas as horas, Carlos Marelo, Gabriel Junior , Leo, Miguel,M�nia e Xandinha, pela amizade inondiional e pela onstante torida.À todos os funionários do Instituto de Computação, em espeial à Angela, àIsabela e ao Carlinhos.Ao Instituto de Computação desta Universidade pela oportunidade de desenvol-ver meus estudos, agora no doutorado.À Coordenação de Aperfeiçamento de Pessoal de Nível Superior (CAPES), peloapoio �naneiro.



Resumo da Tese apresentada à UFF omo requisito parial para aobtenção do grau de Mestre em Ciênia da Computação (M.S.)O Problema de Reobrimento de Rotas om Coleta de Prêmios: Regras deRedução, Formulação Matemátia e HeurístiasAdria Ramos de LyraSetembro/2004Orientador: Luiz Satoru OhiPrograma de Pós-Graduação em ComputaçãoEste trabalho propõe ténias para resolver de forma e�iente uma generalizaçãodo Problema de Reobrimento de Rotas (PRR). Dado um grafo não direionado eponderado G(V ∪W,A), o onjunto de vérties assoiado V ∪W é omposto pelosseguintes: T ⊆ V (vérties obrigatórios), V \T (vérties optativos) e W , o onjuntode vérties a serem obertos pela solução. O PRR onsiste em enontrar um ilode usto mínimo que ontenha todos os vérties de T , ubra todos os vérties de Wutilizando, se neessário, vérties de V \T . Este problema pode ser visto omo umaextensão do Problema do Caixeiro Viajante (PCV); portanto, pertene à lasse NP-Difíil. Neste trabalho abordamos uma generalização do PRR, que denotamos por:O Problema de Reobrimento de Rotas om Coleta de Prêmios (PRR-CP), ondeada vértie do onjunto V possui assoiado um valor positivo (prêmio), visandoa obter uma rota do PRR que olete pelo menos um valor mínimo de prêmio. Oobjetivo deste trabalho é propor proedimentos para resolver de forma e�iente oPRR-CP. Para isso são propostos: (i) uma formulação matemátia desrevendo oPRR-CP omo um problema de programação linear inteira; (ii) um onjunto deregras de redução para os dados de entrada; e (iii) heurístias utilizando oneitosde GRASP para obter bons limites superiores do valor ótimo.
v



Abstrat of Thesis presented to UFF as a partial ful�llment of the requirements forthe degree of Master of Siene (M.S.)The Prize Colleting Covering Tour Problem: Redution Rules, MathmatialFormulation and MetaheuristisAdria Ramos de LyraSeptember/2004Advisors: Luiz Satoru OhiDepartment: Computer SieneThis work proposes tehniques to solve in an e�ient way a generalization ofthe Covering Tour Problem (CTP). Starting with a graph G(V ∪W,A), the set ofassoiated vertexes V ∪W is omposed by the following subsets: T ⊆ V (obligatoryverties), V \T (optional verties) and W , the set of verties that must be overedby the solution. CTP onsists of �nding a yle of minimum ost that ontains allthe vertexes of T , over all the vertexes of W , using, if neessary, vertexes of V \T .This problem an be seen as an extension of the Traveling Salesman Problem (TSP),therefore, it belongs to the NP-hard. In this work we approahed a generalization ofCTP, that we denoted as: The Prize Colletion Covering Tour Problem (PC-CTP).Where eah vertex of the group V is assoiated to a positive value (prize) and theobjetive of PC-CTP is to obtain a route of PRR, olleting at least a minimumvalue of prize. The objetive of this work, is to propose proedures to solve PC-CTPin a e�ient way, for that we propose: (i) A mathematial formulation desribingthe PC-CTP as a problem of integer linear programming; (ii) a set of redution rulesfor the entrane data; and (iii) heuristis using onepts of GRASP to obtain goodsuperior limits of the best value.
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Capítulo 1
Introdução

O Problema de Reobrimento de Rotas (PRR) é um problema de otimizaçãoombinatória de elevada omplexidade omputaional, ainda pouo explorado pelaliteratura a�m.O objetivo é enontrar, em um grafo não direionado e ponderado G = (V ∪

W,E), o ilo de menor usto, obedeendo a um onjunto de restrições, onde V ∪W =

{1, ...,m} representa o onjunto de vérties, om V ∩W = ∅; E = {(i, j) | i, j ∈

V ∪W , i 6= j}, o onjunto de arestas; V , o onjunto de vérties que podem servisitados. Além disso, T ⊆ V é o onjunto dos vérties que devem ser visitados;
W , o onjunto dos vérties que devem ser obertos. Um vértie de W é onsideradooberto se a distânia entre ele e pelo menos um vértie pertenente à rota for menorou igual a uma distânia d ≥ 0, onde d é um dado de entrada para o problema. Ovértie 1 representa o vértie origem (1 ∈ T ). A matriz simétria de distânias
C = (cij), de�nida sob o onjunto de arestas E, satisfaz a desigualdade triangular.O PRR é onsiderado NP-difíil uma vez que ele pode ser reduzido ao Problemado Caixeiro Viajante (PCV) quando d = 0,∀j ∈ V e V = W . [35℄Este trabalho apresenta um estudo do PRR, onde se propõe uma versão ge-neralizada deste, denominada Problema de Reobrimento de Rotas om Coleta dePrêmios (PRR-CP), uma nova formulação matemátia, assim omo a análise dasregras existentes para a redução do grafo assoiado ao PRR e a proposta de um



2novo onjunto de regras para a redução do grafo assoiado ao PRR-CP. Propõem-seainda heurístias baseadas em oneitos do método GRASP (Greedy RandomizedAdaptive Searh Proedure) para a solução aproximada do problema.Este trabalho apresenta-se da seguinte forma: no Capítulo 2, apresenta-se adesrição do Problema de Reobrimento de Rotas om Coleta de Prêmios, a li-teratura orrelata ao PRR, outros problemas similares e apliações. No Capítulo3, apresenta-se a formulação matemátia proposta, onde fazemos uma omparaçãoom outras formulações existentes na literatura para o PRR adaptadas ao PRR-CP.No Capítulo 4, apresenta-se uma análise das regras de redução existentes na lite-ratura para o PRR, assim omo se propõe um onjunto de regras para a reduçãodo grafo assoiado ao PRR-CP. No Capítulo 5, apresenta-se uma breve desriçãodas metaheurístias GRASP (Greedy Randomized Adaptive Searh Proedure), VNS(Variable Neighbourhood Searh), bem omo reonexão de aminhos. Além disso,propõe-se um proedimento para a onstrução de uma solução iniial, e proedi-mentos para a busa loal assoiado ao PRR-CP, assim omo as heurístias GRASPformadas por estes proedimentos. No Capítulo 6, apresentam-se os resultados om-putaionais obtidos. No Capítulo 7, são apresentadas as onlusões e as propostaspara a ontinuação do trabalho.



Capítulo 2
O Problema de Reobrimento deRotas om Coleta de Prêmios(PRR-CP)
2.1 Desrição do ProblemaO PRR-CP é uma variação do Problema de Reobrimento de Rotas (PRR),que por sua vez é uma generalização do Problema do Caixeiro Viajante (PCV). Oobjetivo do PRR é enontrar, em um grafo não direionado G = (V ∪W,E), umilo de menor usto, obedeendo a um onjunto de restrições, onde:
• V ∪W = {1, ...,m} representa o onjunto de vérties, onde V ∩W = ∅;
• E = {(i, j) | i, j ∈ V ∪W , i 6= j}, o onjunto de arestas;
• V , o onjunto de vérties que podem ser visitados numa solução;
• T ⊆ V , o subonjunto dos vérties que devem neessariamente ser visitadosnuma solução;
• W , o onjunto dos vérties que devem neessariamente ser obertos numasolução;
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• Um vértie de W é onsiderado oberto se a distânia entre este e pelo menosum vértie pertenente à rota for menor ou igual a uma distânia d ≥ 0, onde

d é um dado de entrada para o problema;
• Neste problema, é suposto que os vérties de W não podem estar presentesnuma solução.
• O vértie 1 representa o vértie origem (1 ∈ T );
• Existe uma matriz simétria de distânias C = (cij), om i, j ∈ V ∪W , de�nidasob o onjunto de arestas E, satisfazendo a desigualdade triangular.O Problema de Reobrimento de Rotas (PRR) onsiste em determinar uma rotaou um ilo de omprimento mínimo sob um subonjunto de V . Esta rota deve ontertodos os vérties do subonjunto T ⊆ V e deve obrir ada vértie do onjunto W,utilizando, se neessário, os vérties de V \T .Neste trabalho, tratamos uma variante do PRR, denominada Problema de Re-obrimento de Rota om Coleta de Prêmios (PRR-CP). Onde a ada vértie vk ∈ Vassoia-se um prêmio, não negativo pk. Além das restrições do PRR, aresenta-seuma restrição de oleta de uma quantidade de prêmios (PRIZE). Na �gura 2.1,os números aima de ada vértie representam os prêmios assoiados aos mesmos.Note que somente os vérties de V possum prêmios. Observe ainda que o prêmiooletado pela rota é de 14 unidades. Enquanto o prêmio mínimo a ser oletado é de10 unidades.O objetivo do PRR-CP, assim omo o do PRR, é enontrar uma rota de ompri-mento mínimo sob um subonjunto de V , que ontenha todos os vérties de T ⊆ V ,obrindo todos vérties de W e oletando pelo menos uma quantidade mínima deprêmios, denotado PRIZE.
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Figura 2.1: Grafo assoiado à uma instânia do PRR-CP.2.2 Literatura ExistenteNesta seção abordamos a literatura referente ao PRR, uma vez que o PRR-CPestá sendo proposto neste trabalho.Apesar da grande apliabilidade a problemas reais, o PRR não tem reebidomuita atenção na literatura desde que foi introduzido em 1981, por Current [9℄,que, juntamente om Shilling propõe em [13℄ e [11℄ uma heurístia para gerar umonjunto de soluções para duas versões distintas do problema. A primeira versãoonsiste em minimizar somente o omprimento da rota, enquanto a segunda, maxi-miza o número de vérties obertos pela mesma.Gendreau, Laporte e Semet [21℄, apresentam e analisam a seguinte formulaçãomatemátia para o PRR.Para ada vértie vk ∈ V , seja yk uma variável binária igual a 1 se e somente seo vértie vk pertene a rota. Se vk ∈ T então yk é neessariamente igual a 1. Para
vi, vj ∈ V e i < j, seja xij uma variável binária igual a 1 se e somente se a aresta
(vi, vj) pertene a rota. Também de�ne-se o δlk igual a 1 se e somente se vl ∈ W éoberto por vk ∈ V (i.e., clk ≤ c) e seja Sl = {vk ∈ V | δlk = 1} para todo vl ∈ W .Onde Sl representa o onjunto dos vérties vk ∈ V que obrem o vértie vl ∈W .



2.2 Literatura Existente 6Usando as variáveis de deisão de�nidas aima, o PRR foi desrito em [21℄ daseguinte forma,
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minimizar

∑

i<j

cijxij, (2.1)sujeito a:
∑

vk∈Sl

yk ≥ 1 (vl ∈ W ), (2.2)
∑

i<k

xik +
∑

j>k

xkj = 2yk (vk ∈ V ), (2.3)
∑

λ

xij ≥ 2yt (S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 2, T\S 6= ∅, vt ∈ S), (2.4)
xij ∈ {0, 1} (1 ≤ i < j ≤ n), (2.5)

yk = 1 (vk ∈ T ), (2.6)
yk ∈ {0, 1} (vk ∈ V \T ), (2.7)Nesta formulação, as restrições (2.2) asseguram que todo vértie de W é obertopela rota, enquanto as restrições (2.3) asseguram que todos os vérties da rotapossuam, obrigatoriamente, grau 2. As restrições (2.4) são responsáveis pela one-tividade da rota, forçando a preença de pelo menos duas arestas entre quaisquernjunto S e V \S, para todo subonjunto próprio S de V tal que T\S 6= ∅ e Sontem um vértie vt pertenente a rota. Para ada iruito hamiltoniano possívelé neessário uma restrição do tipo (2.4), justi�ando, assim o número de O(2n) res-trições. Note que, λ orresponde a (vi ∈ S, vj ∈ V \S ou vj ∈ S, vi ∈ V \S),isto é, λ orresponde às arestas (i, j) que possuem uma de suas extremidades noonjunto S e a outra no onjunto (V \S). |S| representa o número de vérties em S.Finalmente, as restrições (2.5), (2.6) e (2.7) referem-se às ondições de integralidadedo problema. Note que as restrições (2.6) determinam que ∀k ∈ T, yk = 1. Porde�nição, a rota {1, 1}, onde 1 é o depósito, é onsiderada inviável. Esta formulaçãodestaa um importante aspeto do PRR que é sua natureza altamente ombinatória.Para adaptarmos este modelo de programação linear inteira para o PRR-CPbasta aresentarmos uma nova restrição



2.2 Literatura Existente 8
∑

k∈V

pkyk ≥ PRIZE (2.8)A restrição (2.8) garante que o prêmio mínimo, PRIZE, será oletado pela rota.O maior gargalo desta formulação é o número exponenial de restrições exigidaspara se evitar a formação de subrotas desonexas da origem no PRR e PRR-CP (2nrestrições).Ainda neste mesmo trabalho[21℄ os autores propuzeram um algoritmo exato dotipo Branh and Cut e uma heurístia, uja função é produzir um limite superioriniial para o algoritmo exato. Esta heurístia ombina a heurístia GENIUS parao Problema do Caixeiro Viajante (PCV) [20℄ om o algoritmo PRIMAL1 para oSet Covering Problem [7℄. A heurístia GENIUS para o PCV, onsiste de duasfases. A primeira fase, hamada GENI (Generalized Insertion), iniia-se om aseleção arbitrária de três vérties, formando a rota parial, a partir dos quais, aada passo, um novo vértie é inserido até que todos façam parte da rota. A grandediferença entre as demais formas de inserção de vérties em subrotas, onsiste emnão neessariamente realizar a insersão entre dois vérties onseutivos da subrota.Cada inserção é exeutada simultaneamente om uma reotimização loal da rotaorrente. Após esta fase de inserção, iniia-se a fase de reotimização, onheidapor US (Unstringing and Stringing). Nesta reotimização, ada vértie pode sersuessivamente removido e reinserido na rota, usando o mesmo prinípio da fase deinserção, até que nenhuma melhora possa ser obtida.A outra heurístia utilizada, PRIMAL1, inlui gradualmente na solução, variáveisde aordo om um ritério �guloso�, om o objetivo de minimizar de uma função
f(ck, bk), onde a ada passo, bk representa o número de vérties vl ∈ W , om δlk = 1,ainda não obertos pela rota, onde δij é um oe�iente binário que é igual a 1, se esomente se, i ∈ W é oberto por j ∈ V . Os três ritérios para inlusão de vértiesutilizados na heurístia foram sugeridos por Balas e Ho para o Set Covering Problem[7℄ são:(i) f(ck, bk) = ck/logbk,



2.2 Literatura Existente 9(ii) f(ck, bk) = ck/bk e(iii) f(ck, bk) = ck.A heurístia PRIMAL1 primeiramente aplia o ritério (i) de maneira gulosa atéque todos os vérties de W estejam obertos. De aordo om a ordem de inlusão,as variáveis yk são removidas da solução quando δlk é igual a 1 para um vértie
vl ∈ W oberto por mais de um vk. Então, a obertura parial é feita segundo oritério (ii). Novamente, as variáveis yk que obrem um mesmo vl mais de uma vezsão removidas e o ritério (iii) é apliado a obertura parial. Uma segunda soluçãoé onstruída apliando-se o onjunto de ritérios na seguinte ordem (i), (iii) e (ii).A melhor das duas soluções é armazenada.A heurístia apresentada por Gendreau et al. [21℄ onstrói a rota iterativamenteinserindo os vérties na subrota existente, utilizando a heurístia GENIUS. A seleçãodos vérties a serem inseridos a ada iteração é feita de aordo om o ritério gulosoorrente, assim omo na heurístia PRIMAL1. A inserção prossegue até que todosos vérties de W estejam obertos.O algoritmo exato resolve um Problema de Programação Linear, ontendo umsubonjunto de restrições válidas a partir de um vértie genério da árvore. Paratanto é feita uma separação de restrições violadas pela relaxação linear, introdu-zindo algumas destas restrições no problema orrente que é então reotimizado. Esteproesso é repetido até que uma solução viável ou dominate seja obtida ou até queseja mais promissor partiionar o espaço de busa.Os testes são realizados om alguns problemas onde somente um subonjuntode vérties são visitados. Dentre os quais, estão o Prize Colleting Travelling Sa-lesman Problem (PCTSP) [5℄, o Seletive Travelling Salesman Problem (STSP) [34℄e o Generalized Travelling Salesman Problem (GTSP) [18℄. Os algoritmos tambémsão testados om uma série de problemas gerados aleatoriamente, onde os |V |+ |W |vérties são gerados em um quadrado de dimensões [0, 100]× [0, 100], onsiderandouma distribuição uniforme. Os onjuntos T e V são de�nidos onsiderando os |T | e
|V | primeiros pontos respetivamente e W omo o restante dos pontos. Os oe�ien-



2.2 Literatura Existente 10tes cij (usto assoiado à aresta (i, j)) são omputados omo a distânia Eulideanaentre os vérties i e j. Os algoritmos são implementados em C e exeutados emuma estação SunSPARC 1000. Testes forão realizados om instânias onde n = 50,
75, 100, |T | = 1, ⌈0.25n⌉, ⌈0.50n⌉, ⌈0.75n⌉ e |W | = n, 2n, 3n, 4n, 5n. Para adaombinação desses parâmetros, 5 instânias são resolvidas, envolvendo até 600 vér-ties (antes da redução do grafo). As que envolviam até 100 vérties, são resolvidasotimamente om um tempo omputaional razoável. Os testes realizados onstatamque a heurístia obteve um bom desempenho para instânias em que |T | é bem pe-queno. No algoritmo exato, o limite inferior iniial �ou bem perto da solução ótima,era de 0.5 por ento. Como onseqüênia, a árvore de busa resultante é relativa-mente pequena, entretanto, um erto esforço omputaional é despendido em adavértie. Infelizmente os problemas testes usados pelos autores não se enontraramdisponíveis em biblioteas públias.Em 1999, Maniezzo et al. [35℄ apresentaram três algoritmos utilizando a me-taheurístia Satter Searh proposta por Glover [23℄. A idéia por trás desta téniaé o uso de um onjunto R de soluções, ou pontos representativos, hamado ConjuntoReferênia. Operadores de reombinação são apliados nos pontos de R, para gerarnovas soluções. Cada uma destas será usada omo entrada para proedimentos debusa loal om o intuito de se obter soluções melhores. Combinações lineares sãoos meios utilizados para se ombinar as soluções. As melhores soluções obtidas ao�nal deste proesso de reombinação são inseridas no onjunto referênia. Todo oproesso é repetido por um determinado número de iterações.O primeiro algoritmo apresentado por Maniezzo et al. em [35℄, denotado porSS-CTP1, utiliza ortes para obter desigualdades que são posteriormente utilizadaspara iniializar ada laço prinipal do algoritmo. O segundo, SS-CTP2, difere doprimeiro por utilizar uma ténia diferente na geração de soluções, onheida omostar paths . O tereiro algoritmo, SS-CTPB, é elaborado de aordo om o algoritmoSS1 apresentado em [22℄, diferindo dos dois anteriores por não usar ortes. Os trêsalgoritmos ompartilham uma série de proedimentos de problemas relaionados aoPRR.



2.2 Literatura Existente 11Nos testes omputaionais são utilizados os quatro testes para a redução dografo original, apresentados em [21℄. Os algoritmos são odi�ados em Fortran 77 eexeutados em uma Silion Graphis Indy (MIPS R4400/proessadores de 200Mhz),equipados om 256Mb de RAM em uma Irix 5.3. O CPLEX 4.0 [8℄ é utilizado pararesolver o problema Lagrangeano. As instânias são geradas omo propostas porGendreau et al. [21℄, desrito anteriormente. Os ustos {cij} são omputados omovalores inteiros iguais à ⌊eij +0.5⌋, onde eij é a distânia Eulideana entre os pontos
i e j. Testes omparativos são realizados om a heurístia proposta por Gendreauet al. [21℄, onstatando que a heurístia de Gendreau é muito mais rápida que oSatter Searh, proposto em [35℄.Neste mesmo artigo, Maniezzo et al. [35℄ propõem uma formulação matemátiapara o PRR. Este modelo foi proposto, originalmente, por Finke, Clauss e Gunn[17℄ para o TSP e adaptado para o PRR.Tal formulação desreve o PRR omo um problema de programação linear inteira,assoiando duas variáveis de �uxo xij e xji a ada aresta (i, j) do grafo. Se a rotavai do vértie i ao j, então xij representa o número de vérties que podem servisitados e xji representa o número de vérties já visitados. Assim, a variável xijde�ne dois iruitos para qualquer rota que representar uma solução viável. Umiruito é de�nido pelas variáveis de �uxo representando o número de vérties quepodem ser visitados, enquanto o segundo iruito é de�nido pelas variáveis de �uxorepresentando o número de vérties já visitados. E �nalmente, temos duas variáveisbinárias, ξij é igual a 1 se, e somente se, a aresta (i, j) ∈ E está na solução e zero,aso ontrário e yi é igual a 1 se, e somente se, o vértie i ∈ V for visitado e zero,aso ontrário.Assim, o PRR pode ser desrito omo um PPLI da seguinte forma:(P2)

minimizar
∑

(i,j)∈E

cijξij, (2.9)



2.3 Problemas Similares e Apliações 12sujeito a:
∑

j∈V

xij −
∑

j∈V

xji = −2yi (i ∈ V ), (2.10)
∑

j∈V

(xij + xji) = 2yi(|V | − 1), (i ∈ V ) (2.11)
∑

i∈Gh

yi ≥ 1, (Gh = {i ∈ V : cih ≤ d, h ∈W}) (2.12)
xij + xji = (n− 1)ξij, (i, j) ∈ E (2.13)

xij ≥ 0, i, j ∈ V, i 6= j (2.14)
yj = 1 (j ∈ T ) (2.15)

yi ∈ {0, 1} (j ∈ V \T ) (2.16)
ξij ∈ {0, 1} (i, j) ∈ E (2.17)Nesta formulação, as restrições (2.10) e (2.14) de�nem um �uxo viável para asvariáveis xij. As restrições (2.11) e (2.13) garantem que todo vértie i na rotapossui grau 2. As restrições (2.12) asseguram a obertura de todos os vérties de

W , garantindo que pelo menos um vértie i ∈ V , tal que cih ≤ d esteja na rota. Asrestrições (2.15) garantem que todos os vérties i ∈ T pertenem à rota. Finalmente,as restrições (2.16) e (2.17) referem-se as ondições de integralidade do problema.Observe que, assim omo em (P1), para adaptarmos este modelo para o PRR-CP,basta aresentarmos a restrição (2.8).Não é do nosso onheimento a existênia de outro algoritmo, aproximado ouexato, proposto para o PRR.2.3 Problemas Similares e ApliaçõesExistem na literatura diversos problemas similares ao PRR. Entre eles estão: oShortest Covering Path Problem (SCPP) [11, 10℄, o Multi-Vehile Covering TourProblem (m-CTP) [27℄, o Median Tour Problem (MTP)[12℄, o Maximal CoveringTour Problem (MCTP) [12℄, entre outros.O SCPP foi formulado em 1984 por Current et al. [10℄ e é de�nido sob um



2.3 Problemas Similares e Apliações 13grafo ompleto e direionado G = (N,A), onde V é um onjunto de n vérties e Aé um onjunto de m aros (i, j), onetando o vértie i ao vértie j. O problemaonsiste em identi�ar um aminho de usto mínimo, partindo de um vértie origem
s e retornando à um vértie destino t (s 6= t), ambos previamente estabeleidos. Oaminho deve obrir todos os vérties do grafo. Um vértie é onsiderado oberto sedistaniar no máximo um valor previamente estabeleido d ≥ 0 de algum vértie doaminho. Uma apliação para o SCPP é o roteamento de despahos aéreos, onde osvérties (idades) do aminho devem ser servidos por aeronaves. Os vérties obertospor este aminho, mas não neessariamente ontidos nele, devem ser obertos porum meio de transporte seundário, geralmente terrestre. Neste exemplo, a distâniamáxima de obertura, re�ete uma distânia ou um tempo máximo om a onexãoar-terra.O m-CTP é de�nido sob um grafo G = (V ∪W,E), ompleto e não direionado,onde V ∪W é o onjunto de vérties e E = {(i, j) : i, j ∈ V ∪W, i < j} é o onjuntode arestas. O onjunto de vérties V , assim omo no PRR, é partiionado em vértiesque podem ser visitados (V \T ) e em vérties que devem ser visitados (T ⊆ V ). Oonjunto W ontém os vérties que devem ser obertos por uma distânia d ≥ 0previamente estabeleida. O m-CTP onsiste em determinar um onjunto de m rotasde omprimento mínimo, de modo que as rotas satisfaçam às seguintes restrições:1. Todas as m rotas de omprimento mínimo, devem partir e retornar ao depósito

s (s ∈ T ) previamente estabeleido;2. Cada vértie de V deve pertener no máximo a uma rota, enquanto adavértie de T ⊆ V deve pertener à exatamente uma rota;3. Cada vértie de W deve estar oberto por pelo menos uma rota, isto é, deveestar a uma distânia máxima d ≥ 0 de pelo menos um vértie pertenentea uma das m rotas (é assumido que o depósito s não obre nenhum vértie
i ∈ W );4. O número de vérties de ada rota (exluindo o depósito) não deve exederum valor �xo p previamente estabeleido;



2.3 Problemas Similares e Apliações 145. O omprimento de ada rota não deve exeder um valor �xo q previamenteestabeleido.O m-CTP se reduz ao PRR se m = 1 e o valor pré-�xado p for grande o su�-iente para onter, no pior aso, todos os vérties de V , assim omo q omportar osomatório do omprimento das arestas desta rota. Uma apliação para o m-CTPpode ser assoiada ao problema de loalização e roteamento de aixas de orreios,onsiderando-se um subonjunto de loais andidatos, onde todos os usuários devemestar loalizados a uma distânia razoável de alguma das aixas. O usto da rotaatravés de todas as aixas deve ser minimizado [32℄ .O Prize Colleting Travelling Salesman Problem (PCTSP) [6, 19℄ e o SeletiveTravelling Salesman Problem (STSP) [34℄ também podem ser vistos omo proble-mas similares ao PRR e ao PRR-CP. Ambos possuem um prêmio pi, não negativo,assoiado a ada vértie i do grafo e onsistem na onstrução de uma rota atravésde um subonjunto destes vérties. O PTCSP onsiste na minimização do usto darota, onde o total de prêmios oletados é no mínimo p. Ale �m disso, a ada vértienão pertenente à rota, existe uma penalidade assoiada. O STSP, por sua vez,onsiste na maximização do total de prêmios oletados pela rota ujo omprimentototal não deve exeder um erto valor r, pré-�xado.Pode-se ainda itar o Median Tour Problem (MTP) e o Maximal Covering TourProblem (MCTP) [12℄, que se assemelham em muitos pontos ao PRR. Em ambosproblemas, a rota deve onter somente p dos n vérties do grafo. Adiionalmente,assim omo busam a minimização do omprimento total da rota, também objetivama maximização do aesso à rota por parte dos vérties não pertenentes a ela. Adiferença básia entre o MTP e o MCTP é que no primeiro deseja-se minimizaro usto total da distânia de aesso à rota por parte dos vérties que não fazemparte dela, enquanto no segundo, deseja-se minimizar a demanda total dos vértiesnão obertos pelos vérties da rota. Uma apliação potenial do MTP e do MCTP,desrita por Oppong e Hodgson [39℄, é o roteamento de equipes para a entrega demediamentos em países subdesenvolvidos, onde mediamentos somente podem serentregues a um subonjunto de vilarejos. Todos os usuários dos demais vilarejos



2.3 Problemas Similares e Apliações 15devem ser apazes de atingir pelo menos um vilarejo da rota, visando suprir aneessidade de serviços e mediamentos. O MTP pode ser usado para determinarque vilarejos visitar se o tempo médio de aesso é a restrição prinipal. Para o asode existir uma distânia máxima a ser perorrida pelos usuários, usa-se o MCTP.Uma versão ontínua do PRR é também hamada Geometri Covering SalesmanProblem (GCSP) [4℄, onde o onjunto de vérties não é um onjunto disreto, massim uma região de um plano. Uma apliação para o GCSP pode ser vista na de-terminação de rotas perorridas por rob�s em polígonos uja visibilidade é limitadapor uma série de restrições [38℄ ou ainda na identi�ação aérea de foos de inêndioem �orestas [31℄.Existem ainda muitas outras apliações para o PRR. O roteamento de aeronavesem v�os noturnos, onde a rota não inlui a visita em todas as idades diretamentee o planejamento de paradas de um iro durante uma estação são exemplos quepodem ser menionados. Este último é também onheido omo Travelling CirusProblem [41℄ e onsiste em enontrar uma rota onde as loalidades não inluídas noplanejamento de paradas estejam aessíveis a pelo menos uma das inluídas. Paraada loalidade não visitada aresenta-se uma penalidade.Uma variante do PRR, denominada Problema de Reobrimento de Rotas Ge-neralizado (PRRG), foi proposta por Motta em [36℄. Esta generalização difere doPRR, no sentido em que permite que os vérties do onjunto W façam parte dasolução. É apresentada uma formulação matemátia, as regras de redução existentesna literatura para o PRR são analisadas e foi mostrado ainda que duas destas regraspodem gerar soluções iniviáveis. Neste trabalho, também é apresentado um onjuntode regras para a redução do grafo assoiado ao PRRG e são propostas heurístiaspara a solução aproximada do problema.Apliações do PRR-CP inluem alguns problemas de roteamento de veíulos o-letores de derivados de petróleo em poços terrestres semi desativados, onde em adavértie (poço) de V existe assoiado determinadas quantidades de produtos (óleo)a serem oletadas. Normalmente uma solução ontém apenas parte dos vérties de
V devido à apaidade limitada do veíulo oletor [14℄. Outras apliações envolvem



2.3 Problemas Similares e Apliações 16modelos de despaho de meradorias onde um veíulo de maior porte entrega osprodutos em bases maiores (depósitos), por exemplo, vérties de T e alguns vértiesde V \T e os vérties de W (lientes menores) devem ser abasteidas por uma destasbases utilizando veíulos menores, mas om a ondição dos pontos de W estarem auma distânia menor ou igual a uma distânia máxima pre�xada de pelo menos umadas bases. Neste aso, o prêmio poderia ser assoiado à apaidade dos depósitosou à soma das demandas dos lientes a ele assoiados.



Capítulo 3
Formulação Matemátia para oPRR-CP

Nesta seção, apresentamos um modelo de Prgramação Linear Inteira para oPRR-CP, utilizando variáveis de �uxo, om o intuito de evitar a formação de ilosdesonexos da origem.3.1 Formulação propostaNesta seção propomos uma nova formulação matemátia para o PRR-CP. Nelaintroduzimos variáveis de �uxo om a �nalidade de evitar a formação de ilosdesonexos da origem. Para ada aresta (i, j) assoiamos uma variável de �uxo, zijom i 6= j, uma variável inteira não negativa, que representa a quantidade de �uxoesoado no aro (i, j). Além disso, temos yk, om k ∈ V , variável binária, iguala 1 se, e somente se, o vértie k estiver na rota e zero, aso ontrário. O vértie
s = 1 é o vértie origem. Além disso, xij, ∀i, j ∈ V e i 6= j, é uma variável binária,igual a 1 se, e somente se, a aresta (i, j) pertene à rota e 0 (zero), aso ontrário.Finalmente, cij representa o usto de se ir de i para j; pk, o prêmio assoiado a adavértie k ∈ V ; e PRIZE, o prêmio mínimo a ser oletado pela rota.Assim, esta nova formulação pode ser esrita omo um problema de programação



3.1 Formulação proposta 18linear inteira da seguinte forma:(P3)
minimizar

∑

i<j|i,j∈V

cijxij, (3.1)sujeito a:
∑

k∈V

pkyk ≥ PRIZE, (3.2)
∑

k∈Sl

yk ≥ 1 (∀l ∈ W ), (3.3)
∑

i<k

xik +
∑

j>k

xkj = 2yk (∀k ∈ V ), (3.4)
∑

j∈V

zkj =
∑

i∈V

zik + yk (∀k ∈ V − {s}), (3.5)
∑

j∈V

zsj = 1, (3.6)
∑

j∈V

zjs =
∑

j∈V

yj, (3.7)
xij ≤ zij (∀i ∀j ∈ V ), (3.8)

xij ≥ zij/(|V |+ 1) (∀i ∀j ∈ V ), (3.9)
yk = 1 (∀k ∈ T ), (3.10)

yk ∈ {0, 1} (∀k ∈ V \T ), (3.11)
xij ∈ {0, 1} (∀i ∀j ∈ V ), (3.12)

zij ∈ Z (∀i ∀j ∈ V ), (3.13)Em (P3), a função objetivo (3.1) minimiza o usto da rota. A restrição (3.2)garante que o prêmio mínimo, PRIZE, será oletado. Note que, retirando-se (3.2)obtemos uma formulação para o PRR. As restrições (3.3) asseguram que ada vértiede W seja oberto por pelo menos um vértie da rota. O onjunto Sl = {k ∈ V \clk ≤

d, l ∈ W} representa o onjunto de todos os vérties de V que obrem l ∈ W . Asrestrições (3.4) restringem a dois o grau dos vérties da rota. As restrições de (3.5)a (3.7) asseguram a não formação de ilos desonexos da origem. As restrições(3.8) e (3.9) asseguram que a rota gerada a partir da variável de �uxo (zij) oinideom a gerada pela variável de deisão (xij). As restrições (3.10) garantem que todos



3.1 Formulação proposta 19os vérties de T fazem parte da rota. Finalmente, as restrições de (3.11) a (3.13)representam as ondições de integralidade do problema.3.1.1 Comparação entre as três formulaçõesNesta seção, mostramos uma omparação entre os três modelos desritos em
(P1), (P2) e (P3), os dois primeiros são modelos já existentes na literatura para oPRR e adaptados aqui para o PRR-CP, e o último é o modelo aqui proposto. Natabela 3.1, a primeira oluna mostra o modelo que estamo tratando, na segundaoluna temos o número de restrições e na tereira oluna, o número de variáveisoriginais de ada modelo. Onde n = |V ∪ W |, p = |V | e m = |E|, onde E éo onjunto de arestas do grafo de entrada. Note que, para um grafo ompleto
m = n(n−1)

2
. Posteriormente, apresentamos os resultados omputaionais obtidosom a nossa formulação (P3). restrições variáveis

(P1) O(2n) m + n + p(n− p)

(P2) O(n2) 3m + p

(P3) O(n2) 2m + pTabela 3.1: Comparação entre os modelos pelo número de restrições e variáveisexigidas



Capítulo 4
Regras de Redução para o PRR e oPRR-CP

Um dos prinipais gargalos dos problemas de Otimização Combinatória é jus-tamente o tamanho de suas entradas. Se onseguirmos reduzir o espaço de busados problemas desta natureza também reduzimos o esforço omputaional para sehegar a um ótimo global. É este o objetivo das regras de redução, reduzir o espaçode busa sem exluir nenhuma solução ótima.Neste apítulo apresentamos e analisamos regras de redução para o PRR exis-tentes na literatura e as adaptações destas para o PRR-CP, bem omo, uma novaregra proposta para redução do grafo assoiado.4.1 Regras de Redução para o PRRAs regras para a redução do espaço de busa desritas a seguir foram introduzidaspor Gendreu, Laporte e Semet [21℄, e posteriormente utilizadas por Maniezzo et al[35℄ para o PRR. Considere a variável binária, ξij, que representa a ondição deobertura do vértie i em relação ao vértie j, onde ξij = 1 se o vértie i é obertopelo vértie j e ξij = 0 (zero), aso ontrário. O onjunto de regras de reduçãoapresentadas em [21℄ é desrito por:



4.1 Regras de Redução para o PRR 211. Remover i ∈ W , se ∀j ∈ V \T , ξij = 1;2. Remover i ∈ W , se ∃j 6= i, om j ∈W , tq ξik ≤ ξjk, ∀k ∈ V \T ;3. Remover i ∈ W , se ∃j ∈ T , tq j ubra i, isto é, ξij = 1;4. Remover i ∈ V \T , se ∀j ∈W, ξij = 0.Motta [36℄ mostra que as regras (1) e (2) podem gerar soluções inviáveis parao PRR. Com relação às regras (3) e (4), estas se apliam perfeitamente ao PRR.Neste trabalho adaptamos o onjunto de regras anterior para o PRR om Coleta dePrêmios (PRR-CP). Propomos uma orreção para a regra (1), bem omo, uma novaregra. A regras (3) pode ser apliada e a regra (4) om uma pequena modi�açãopoderá ser utilizada. Ainda, mostramos que se utilizarmos estas regras em umadeterminada ordem, o proesso de redução do grafo será otimizado ainda mais.Considere o grafo da Figura 4.1, para análise da regra (1) . Neste grafo, todovértie de V \T obre todo vértie W . Entretanto, ao remover os vérties de W , nãoneessitamos mais dos vérties de V \T na solução. Logo, uma solução viável parao grafo reduzido teria somente os vérties de T . Portanto, qualquer algoritmo en-ontrará uma solução inviável assoiada ao grafo original, omo ilustrado na Figura4.2.

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Figura 4.1: Grafo assoiado a uma instânia do PRR, para análise da regra (1).Em relação à regra (2), esta elimina do grafo original todo vértie i ∈ W , quandoexistir um outro vértie j 6= i em W , tal que todo k ∈ V \T pertenente à vizinhança
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Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Rota SoluçãoFigura 4.2: Grafo da Figura 4.1, após a redução, om a rota ótima (inviável para ografo original).de i, também pertene à vizinhança de j, mas nem todo k ∈ V \T pertenente àvizinhança de j, pertene à vizinhança de i. Observe a situação ilustrada na Figura4.3. Realizando a redução segundo a regra (2), um vértie de W será eliminado(Figura 4.4) e o grafo reduzido terá omo solução ótima (Figura 4.5), uma soluçãoinviável ao grafo original.

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Figura 4.3: Grafo assoiado a uma instânia do PRR para análise da regra (2)
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Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Vértices RemovidosFigura 4.4: Redução do grafo da Figura 4.3 pela regra (2)

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Rota SoluçãoFigura 4.5: Grafo da Figura 4.3 após a redução, pela regra (2). A rota assoiada éinviável no grafo original.Note que, na Figura 4.5, que a rota ótima assoiada ao grafo reduzido não é viávelno grafo original. Com relação às regras (3) e (4), estas se apliam perfeitamente aoPRR.



4.1 Regras de Redução para o PRR 24Veja nas Figuras 4.6 e 4.7 a interpretação da regra (3), que retira do grafo os nósde W que forem obertos por algum nó de T .

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Vértices RemovidosFigura 4.6: Instânia do PRR, após análise da regra (3).

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Rota SoluçãoFigura 4.7: Grafo da Figura 4.6, após redução pela regra (3), om a rota ótimaassoiada.



4.1 Regras de Redução para o PRR 25E ainda, segundo a regra (4), podemos eliminar os vérties de V \T que nãoubram nenhum vértie de W , ver Figura 4.8.

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Vértices RemovidosFigura 4.8: Grafo da Figura 4.6, após redução pela regra (4).4.1.1 Análise das Regras existentes assoiadas ao PRR-CPMostramos nesta seção, omo adaptar o onjunto de regras existentes para o PRRao PRR om Coleta de Prêmios (PRR-CP). As regras (1) e (3) podem ser apliadas ea regra (4) om uma pequena modi�ação poderá ser utilizada. Além disso, tambémmostramos que se utilizarmos estas regras em uma determinada ordem, o proessode redução do grafo pode ser otimizado ainda mais. Vamos reesrever as regras omuma nova numeração, adaptar a regra (4) do PRR e propor uma nova regra para oPRR-CP.R1. Remover i ∈ W , se ∀j ∈ V \T , ξij = 1 e setar �ag = 1;R2. Remover i ∈ W , se ∃j ∈ T , tq j ubra i, isto é, ξij = 1;R3. Se ∑

i∈T

pi ≥ PRIZE, remover i ∈ V \T , se ∀j ∈ W, ξij = 0.



4.1 Regras de Redução para o PRR 26R4. Se apenas um j ∈ V , obre um i ∈ W (ξij = 1), transforme o vértie j emvértie de T .As regras (R1) e (R2) são as regras (1) e (2) da literatura. Note que, aso aregra (R1) seja apliada e elimine algum elemento de W teremos que utilizar umavariável auxiliar, �ag, para sabermos que algum vértie de V \T terá que entrar nasolução. A regra (R3) preisou ser modi�ada, pois ada vértie do onjunto V teráum prêmio assoiado, e vk ∈ V só será desartado aso este não seja neessáriopara que o prêmio mínimo (PRIZE ) seja obtido. Isto é, quando os vérties de T jáatendam a esta restrição. Propomos ainda a reagra (R4) que reduz a ardinalidadedo onjunto V \T . Veremos s seguir porque a apliação desta regra é interessantepara o problema.A primeira regra a ser apliada deverá ser (R4). Esta irá trasformar um vértie
j optativo (j ∈ V \T ) em vértie obrigatório. Caso somente este j possa ser usadopara obrir algum vértie i ∈ W . Esta regra poderá reduzir a ardinalidade de
V \T (o que ajudará na apliação da regra (R1)) e onsequentemente irá aumentara ardinalidade de T (o que ajudará na remoção de vérties por (R2) e (R3))Em seguida, devemos apliar a regra (R3) modi�ada para reduzir, se for o aso,a ardinalidade do onjunto V \T . O que, mais tarde, ajudará na reução do grafopela regra (R1), omo veremos a seguir (Figura 4.11).Depois de (R3), vamos apliar a regra (R2). Neste aso, podemos remover todo
i ∈ W , onde i está oberto por j ∈ T . Caso todo i ∈ W esteja oberto por algum
j ∈ T , então teremos uma situação ideal e não vamos nos preoupar om a ondiçãode obertura destes vérties. Caso ontrário, algum vértie v ∈ V \T terá que entrarna solução e é neste ponto que se enquadra (R1). Esta regra, que até então nãoera utilizada, om o reurso do �ag (variável auxiliar) poderá ajudar na redução dografo. Ela vai remover i ∈ W , se i for oberto por todo v ∈ V \T .A regra (R3) dever ser apliada antes de (R1), pois poderá reduzir o onjunto
V \T , o que irá ajudar na apliabilidade desta regra.



4.1 Regras de Redução para o PRR 27Caso a regra (R2) seja apliada antes da (R1), pode ser que ela exlua todosos vérties de W então (R1) não será utilizada, pois |W | = 0. Caso ontrário, seapós apliarmos a regra (R2) e o onjunto W ainda não estiver vazio, então vamosapliar a regra (R1). Feito isso, aso o onjunto W esteja vazio, nós saberemos queserá neessário se inluir um vértie de V \T na rota para que nenhum nó de W ,do grafo original, �que desoberto. Vejamos omo a ordem de apliação das regraspode in�ueniar na redução do grafo. Suponha que a regra (R1) foi utilizada antesda (R3). Para o exemplo da Figura 4.9, suponhamos que o prêmio mínimo estejaatendido pelos vérties de T .

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Figura 4.9: Grafo assoiado a uma instânia do PRR-CPSe apliássemos a regra (R1), ao grafo da Figura 4.9, ela não eliminaria nenhumvértie de W , pois nem todos os vérties de V \T obrem algum vértie de W . Con-tudo, apliando a regra (R3) obtemos o grafo da Figura 4.11. Assim, se apliarmosa regra (R1), ao grafo da Figura 4.11 poderemos eliminar os vérties de W que sãoobertos por todos os v ∈ V \T . Além disso, é interessante apliarmos (R2) antesde (R1) uma vez que (R2) pode tornar onjunto W vazio então a regra (R1) serádesneessária. Caso ontrário, saberemos que será preiso aresentar um elementode V \T na rota para que a solução seja válida no grafo original. Vejamos, então, naFigura 4.12 a redução do grafo pela regra (R2).
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Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Figura 4.10: Grafo assoiado a uma instânia do PRR-CP, após apliação da regra(R4)

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Vértices removidosFigura 4.11: Grafo assoiado a uma instânia do PRR-CP, após a redução pela regra(R3)Na Figura 4.13, após a redução pela regra (R1) obtemos |W | = 0, sabemos então,que para se obter a rota ótima assoiada ao grafo original teremos que inluir umvértie de V \T do grafo reduzido.A regra (R3) só terá efeito se a restrição do prêmio mínimo for atendida pelosvérties de T . As regras (R1) e (R2) podem ser apliadas de forma inondiional,
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Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Vértices removidosFigura 4.12: Grafo assoiado ao PRR-CP, após a redução pela regra (R2)

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Vértices removidos

Flag = 1

Figura 4.13: Grafo assoiado ao PRR-CP, após a redução pela regra (R1)pois os vérties de W não possuem prêmios e também não podem entrar na rota.Vejamos agora, regras para eliminar vérties de V \T quando estes vérties foremneessários para atender a restrição do prêmio mínimo e todo o onjunto W já estiveroberto. Para isso vamos estudar dois asos.Caso (1): existe um vi ∈ V \T uja inlusão atende ao Prêmio Mínimo e o seuusto de inserção na rota orrente menor que o usto de inserção dos demais vk de
V \T que atendem a mesma restrição. Então, vamos eliminar todos os vk ∈ V \T ,
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V rticesé de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Flag = 1

Vértices de V\T

V rticesé de W

Vértices de T

Solução

(A) (B)Figura 4.14: (A) Grafo Original, om rota ótima assoiada. (B) Grafo Reduzido,om rota ótima assoiada.tal que vi 6= vk. No exemplo da Figura 4.15.a, temos todo wi ∈ W oberto e trêsvérties de V \T . Suponhamos que assoiado a ada vk esteja um prêmio maior ouigual à quantia que falta para ompletar o PRIZE (prêmio mínimo). Assim, serãoeliminados todos os vk ∈ V \T , exeto aquele uja inlusão seja mínima (Figura4.15.b).Caso(2): Este é uma generalização do aso anterior. Onde existem k vértiesde V \T que atendem ao prêmio mínimo. Seja ∆ a quantidade de prêmios que faltaser oletada na atual solução para atingir a quantidade PRIZE e,
Ci = {vj ∈ V \T ;

∑

vj∈Ci

pj ≥ ∆}Neste aso, vamos veri�ar para qual destes onjuntos o usto da inlusão serámínima. E exluiremos os demais onjuntos.Em ada onjunto Ci a soma de seus prêmios atende a diferença (∆). Porém,o melhor onjunto, o de usto mínimo, para inlusão é o C3. Portanto, os demaisserão exluídos (Figura 4.15.d).
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Solução

C2

C3

C1 C2

C3

C1 C2

C3

C1

C3

Vértices de V\T

Vértices de W

Vértices de T

Vértices removidosFigura 4.15: (a) Grafo assoiado a uma instânia do PRR-CP, para análise do Caso(1).(b) Redução do grafo da Figura 4.15.a. () Grafo assoiado a uma instânia do PRR-CPpara análise do Caso(2). (d) Redução do grafo da Figura 4.15. (e) Rota assoiada ainstânia da Figura 4.15.



Capítulo 5
Heurístias para o PRR-CP
5.1 IntroduçãoO método GRASP (Greedy Randomized Adaptive Searh Proedures) [40℄ é umproedimento iterativo onde ada iteração é omposta de uma fase de onstrução,na qual uma solução viável é onstruída, e de uma fase de busa loal, ujo objetivoé enontrar um ótimo loal. Ambas as fases são desritas a seguir.Na fase onstrutiva, uma solução viável é onstruída também iterativamente,inserindo-se na solução parial um elemento de ada vez. A ada iteração da faseonstrutiva, são avaliados apenas elementos que podem ser adiionados à soluçãosem violar as restrições de viabilidade. Esses elementos são hamados elementosandidatos. A esolha do próximo elemento a ser adiionado à solução é determi-nada ordenando-se todos os elementos andidatos em uma lista de andidatos C, deaordo om uma função gulosa g : C → R. Essa função mede o benefíio assoiado àseleção de ada elemento. A heurístia é adaptativa porque os benefíios assoiadosa ada elemento são atualizados a ada iteração da fase onstrutiva, para inorporaras mudanças ausadas pela esolha dos elementos anteriores. A omponente proba-bilístia é araterizada pela esolha aleatória de um dos melhores andidatos de C,que não neessariamente o melhor. A lista dos melhores andidatos é denominadade Lista de Candidatos Restrita (LCR), que difere de C pois LCR ontem apenas



5.1 Introdução 33os melhores elementos de C.A Figura 5.1 mostra o pseudo-ódigo do proedimento semi-guloso usado na faseonstrutiva. 1. proedimento CONSTRUTIVO(semente)2. x = ∅;3. Iniialize o onjunto de andidatos C;4. Enquanto C 6= ∅ faça5. Construa LCR;6. i = rand(semente);7. Seleione si de LCR;8. x = x ∪ {si};9. Atualize o onjunto de andidatos C;10. retorne (x);Figura 5.1: Algoritmo usado na fase onstrutiva.Na maior parte dos asos, é possível melhorar a solução onstruída, apliando-seuma busa loal a ela. A fase de Busa proura melhorar s solução onstruída. Osalgoritmos de busa loal funionam de maneira iterativa, substituindo suessiva-mente a solução orrente por outra melhor em sua vizinhança. O pseudo-ódigo deum algoritmo básio de busa loal iniiado a partir de uma solução x0 onstruídana fase de onstrução e usando-se uma vizinhança N é apresentado na �gura 5.2.1. proedimento BUSCA_LOCAL(x0)2. Iniialize x = x0;3. Enquanto existe x′ ∈ N(x) tal que f(x′) < f(x) faça4. Seleione x′ ∈ N(x) tal que f(x′) < f(x);5. x = x′;6. retorne (x);Figura 5.2: Proedimento básio de busa loal (para um problema de minimização).



5.1 Introdução 34A idéia básia da metaheurístia GRASP onsiste de um proedimento do tipomulti-partida usando diferentes soluções iniiais omo pontos de partida para a busaloal. Uma solução x é dita omo pertenente ao vale de um ótimo loal quando, apartir de uma busa loal iniiada em x, é possível atingir este ótimo loal. Casouma das soluções iniiais esteja em um vale de um ótimo global, a busa loal iráenontrar este ótimo global. Caso ontrário, a solução do algoritmo será um ótimoloal. 1. proedimento GRASP2. Repita por Max_Iter3. Construa uma solução rand�mia gulosa;4. Use busa loal para melhorar a qualidade da solução onstruída;5. Atualize a melhor solução enontrada;Figura 5.3: Algoritmo GRASP básio.Uma solução no vale de um ótimo global será eventualmente produzida, aso umnúmero grande de soluções geradas aleatoriamente seja usado para iniiar a busaloal. Porém, soluções produzidas aleatoriamente são, em geral, de baixa qualidade.Além disso, o número de movimentos neessários para que soluções geradas aleato-riamente (e que estejam no vale de um ótimo global) atinjam o ótimo possivelmenteserá muito elevado ou até mesmo exponenial no tamanho do problema. Por outrolado, algoritmos gulosos geralmente produzem soluções de melhor qualidade do queas geradas aleatoriamente. O uso de soluções gulosas omo ponto de partida parauma busa loal, em geral, levará a boas soluções, porém, sub-ótimas, i.e., soluçõesde qualidade inferior à qualidade dos ótimos globais. Isso aontee porque a diversi-dade das soluções produzidas por um algoritmo guloso é muito pequena. Caso nãoexistam elementos om valores idêntios produzidos pela função gulosa, ou aso umaregra determinístia seja usada para seleionar entre esses elementos, o algoritmoguloso produzirá sempre a mesma solução. Para garantir diversidade de soluções eao mesmo tempo, um ontrole na qualidade das soluções produzidas, a metaheu-rístia GRASP usa um algoritmo não totalmente guloso, pois ele não vai esolher



5.1 Introdução 35neessariamente o melhor elemento para entrar na solução, mas sim um elementoentre os melhores, para produzir as soluções iniiais usadas em ada iteração.A �gura 5.3 mostra o pseudo-ódigo de um proedimento GRASP no qual sãorealizados MAX_ITER iterações.A seguir, são propostos um algoritmo de onstrução, ADD, dois algoritmos debusa loal, o primeiro que hamamos de BL1 e o segundo, busa loal BL2 e maisum algoritmo de Reonexão de Caminhos, mais onheido na literatura omo PathRelinking (PR).5.1.1 Algoritmo de ConstruçãoUsamos um algoritmo de onstrução por adição de vérties denominado ADD.Baseado em um ritério de inserção, de tal modo que a solução parial omee a seronstruída a partir de uma rota iniial ontendo todos os vérties de T , gerada pelaheurístia do Caixeiro Viajante onheida omo Heurístia de Inserção Mais Barata.A partir de LDisp, lista dos vérties não pertenentes à rota parial, é montadaa Lista de Candidatos Restrita (LCR), om os p melhores elementos de LDisp, onde
p = 30% do tamanho de LDisp. Os vérties são inseridos em LCR de aordo om oseguinte ritério de seleção:

P (k, i, j) = Cpk+Bφ(k)
A[cij−(cik+ckj)]para ada k = 1, ..., n e i, j = 1, ..., n e A,B,C ≥ 0Onde:

• P (k, i, j) fornee o benefíio de inserir o vértie k entre os vérties adjaentes
i e j da rota orrente;
• k é o índie do vértie andidato à inserção;
• i, j são os índies dos vérties da rota parial entre os quais o vértie k seráinserido;
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• pk é o prêmio de k;
• cij, cik, ckj são as distânias Eulidianas entre os respetivos vérties;
• A, B, C, onstantes inteiras;
• φ(k) representa o número de vérties do onjunto W que são obertos por k,e não são obertos pelos outros vérties da rota parial.Os vérties são inseridos na rota parial até que uma rota viável para o PRR-CPtenha sido obtida, i.e., todo w ∈ W esteja oberto e o prêmio mínimo tenha sidooletado.1. Algoritmo ADD: Heurístia de Construção por Adição de Vérties2. Entrada:3. ROTA ← {v | v ∈ T}4. CUSTO-ROTA ← CUSTO-ROTA (ROTA);5. Polet ←∑

j∈T

Pj ;6. LCR ← n melhores elementos de LDisp;7. Enquanto (ritério de parada não satisfeito) faça8. ESCOLHIDO ← vértie esolhido aleatoriamente de LCR;9. Polet← Polet + Prêmio assoiado à ESCOLHIDO;10. atualiza LCR;11. POSIÇ�O ← melhor posição para inserir ESCOLHIDO na ROTA;12. ROTA ← insere-rota (ROTA, POSIÇ�O);13. CUSTO-ROTA ← realula CUSTO-ROTA (ROTA);Figura 5.4: Algoritmo para onstrução de uma solução iniial por adição de vértiesNa linha 3, do algoritmo ADD, �gura 5.4, obtemos a rota parial iniial, formadapelos vérties de T . Ainda que esta rota seja inviável, a inserção dos demais vértiesé apaz de ajustá-la. Na linha 4, iniializamos o usto da rota, om o usto da rotaparial formada somente pelos vérties de T . Na linha 6, iniializamos a Lista deCandidatos Restrita om os n melhores vérties disponíveis para adição, LDisp. DeLDisp fazem parte todos os vérties do grafo não pertenentes à rota. O algoritmo



5.1 Introdução 37prossegue om a esolha de um vértie de LCR até que o ritério de parada sejaatendido, ou seja, até que todo w ∈ W esteja oberto e PRIZE tenha sido obtido(linha 7). Na linha 9, atualizamos o total de prêmios oletado até o momento. Nalinha 10, atualizamos LCR, uma vez que o número de vérties desobertos muda aada iteração. Na linha 11, a variável POSIÇ�O armazena o par ordenado entreo qual ESCOLHIDO será inserido, que vai ser determinada por uma heurístia doProblema do Caixeiro Viajante (PCV). Neste aso, a heurístia de Inserção maisBarata. Na linha 12, a função insere-rota vai inserir o vértie ESCOLHIDO, naROTA, na POSIÇ�O determinada. Na linha 13, a função realula CUSTO-ROTAvai atualizar o usto da rota.5.1.2 Algoritmos de Busa LoalA busa loal, normalmente, é a fase mais dispendiosa, em termos de tempoomputaional, de uma metaheurístia. É nesta fase que vários ótimos loais sãoanalisados a �m de se tentar obter um ótimo global. Desrevemos a seguir, duaspropostas de busa loal para o PRR-CP.Algoritmo de Busa Loal - BL1Dada uma solução viável efetuar todas as troas do tipo:
• Coloar um v1 ∈ V \T , mas não pertenente à rota atual e,
• Retirar v2 ∈ V \T , pertenente à rota atual.A ada permutação avalia-se a viabilidade da solução resultante. Este algoritmoé exeutado até que uma solução melhor do que a solução iniial, onstruída naprimeira fase do GRASP, seja enontrada. Note que no pior aso toda a vizinhançada solução iniial terá que ser perorrida.Na linha 3, do algoritmo BL1, �gura 5.5, de�ne-se o onjunto V das vizinhanças,este onjunto é iniializado om todos os vérties que não fazem parte da solução



5.1 Introdução 381. Algoritmo BL1:2. Entrada3. De�nir o onjunto de V = {v ∈ V \T , mas n�¿o pertenente à rota atual}4. Rota-Iniial ← solução iniial viável, forneida por uma heurístia de onstrução;5. Rota-Atual ← Rota-Iniial;6. Melhor-Rota ← Rota-Atual;7. Polet ← ∑

j∈ROTA

Pj ,8. Custo-Atual ← usto assoiado à Rota -Iniial;9. Melhor-Custo ← Custo-Atual;10. Enquanto (ritério de parada não satisfeito) faça11. Gerar uma solução Rota-Nova na vizinhança V de Rota-Atual;12. Rota-Atual ← Rota-Nova;13. Custo-Atual ← usto assoiado à Rota-Nova;14. Se Custo-Atual < Melhor-Custo então15. Melhor-Rota ← Rota-Atual;16. Melhor-Custo ← Custo-Atual;Figura 5.5: Algoritmo de busa loal baseado na remoção de vérties seguida desuessivas adiçõesforneida pela heurístia de onstrução, na qual a busa loal será realizada. Nalinha 4, iniializa-se a variável Rota-Iniial, nela armazena-se a solução forneidapela busa loal. Na linha 5, iniializa-se a variável Rota-Atual om Rota-Iniial.Na linha 6, iniializa-se Melhor-Rota om Rota-Atual. Na linha 7, iniializa-se avariável Polet, om o prêmio oletado pela Rota-Iniial. Na linha 8, o Custo-Atualé iniializado om o usto da Rota-Iniial. Na linha 9, o Melhor-Custo é iniializadoom o Custo-Atual. O algoritmo prossegue fazendo as troas das vizinhanças até queuma solução melhor do que a solução iniial seja enontrada, linha 10. Na linha 11,uma Rota-Nova (viável) na vizinhança V da Rota-Atual é gerada da seguinte forma,retira-se um vértie optativo de Rota-Atual e oloa-se um vértie da vizinhança emRota-Nova. Neste ponto também heamos a viabilidade de Rota-Nova, ou seja, seela obre todos os vérties de W e se o prêmio mínimo (PRIZE) é oletado. Nalinha 12, atualiza-se a Rota-Atual om a Rota-Nova, que aabou de ser gerada. Na



5.1 Introdução 39linha 13, atualiza-se o Custo-Atual om o usto da Rota-Nova. Se o usto da Rota-Atual (Custo-Atual) for melhor do que o usto da Melhor-Rota (Melhor-Custo),linha 14, então deve-se atualizar a Melhor-Rota e o Melhor-Custo, linhas 15 e 16,respetivamente.Algoritmo de Busa Loal - BL2Baseados na metaheurístia VNS (Variable Neighbourhood Searh) proposta porHansen e Mladenovi [29℄, que onsiste basiamente em uma sistemátia troa devizinhança assoiada a um algoritmo rand�mio de busa loal, desenvolvemos nossoalgoritmo de busa. Contrariamente a outras metaheurístias baseadas em métodosde busa loal, VNS não segue uma trajetória, mas explora inrementalmente vi-zinhanças distantes da solução orrente, atualizando esta solução somente quandouma melhora puder ser realizada. Neste aso, freqüentes araterístias da soluçãoatual são guardadas e utilizadas para a obtenção de soluções vizinhas promissoras.Apesar do nosso algoritmo de busa loal se assemelhar a um VNS, ele nãopode ser hamado de VNS pois não explora inrementalmete as vizinhanças de umasolução iniial. Ao invés disso, ele explora a vizinjança V 1 da solução e ao enontraruma melhor solução nesta vizinhança o algoritmo passará a explorar a vizinhança
V 2 desta segunda solução, enontrando uma melhor solução em V 2, o algoritmopassará a explorar a vizinhança V 3 desta tereira solução.Desta forma, as vizinhanças de busa assoiadas a uma solução são de�nidas doseguinte modo:
• V1 = {oloar um vértie não pertenente à solução atual e retirar um vértieda solução atual.};
• V2 = {oloar dois vérties não pertenentes à solução atual e retirar doisvérties da solução atual.};
• Vn = {oloar n vérties não pertenentes à solução atual e retirar n vértiesda solução atual.}; onde, o valor de n pode variar até | V \ T |.



5.1 Introdução 401. Algoritmo BL-2:2. Entrada3. De�nir o onjunto de estruturas de vizinhança Vn4. Rota-Iniial ← solução iniial viável para o PRR-CP,forneida por uma heurístia de onstrução;5. Rota-Atual ← Rota-Iniial;6. Melhor-Rota ← Rota-Atual;7. Polet ← ∑

j∈ROTA

Pj ;8. Custo-Atual ← usto assoiado à Rota -Iniial;9. Melhor-Custo ← Custo-Atual;10. n← 1;11. Enquanto (n ≤ nmax) faça12. Enquanto (ritério de parada não satisfeito) faça13. Gerar uma solução Rota-Nova na vizinhança Vn de Rota-Atual;14. Rota-Atual ← Rota-Nova;15. Se Custo-Atual < Melhor-Custo então16. Melhor-Rota ← Rota-Atual;17. Melhor-Custo ← Custo-Atual;18. n← n + 1;Figura 5.6: Algoritmo de busa loal BL2Na linha 3, do algoritmo BL-2, �gura 5.6, de�ni-se o onjunto Vn das vizinhanças,este onjunto é iniializado om todos os vérties que não fazem parte da soluçãoforneida pela heurístia de onstrução. Na linha 4, iniializa-se a variável Rota-Iniial, nela armazena-se a solução forneida pela busa loal. Na linha 5, iniializa-se a variável Rota-Atual om Rota-Iniial. Na linha 6, iniializa-se Melhor-Rotaom Rota-Atual. Na linha 7, iniializa-se a variável Polet om o prêmio oletadopela Rota-Iniial. Na linha 8, o Custo-Atual é iniializado om o usto da Rota-Iniial. Na linha 9, o Melhor-Custo é iniializado om o Custo-Atual. O loop maisexterno, linha 11, será exeutado tantas vezes quantas forem o número de estruturasde vizinhanças de BL-2. Por isso iniializamos a variável inteira n om 1, na linha10 e a inrementamos na linha 19. O algoritmo prossegue fazendo as troas dasvizinhanças até todo o onjunto Vn de vizinhos tenha sido perorrido, linha 12.



5.1 Introdução 41Na linha 13, uma Rota-Nova (viável) na vizinhança Vn da Rota-Atual é gerada daseguinte forma, retiram-se n vérties optativos de Rota-Atual e oloam-se n vértiesda vizinhança em Rota-Nova. Neste ponto também heamos a viabilidade de Rota-Nova, ou seja, se ela obre todos os vérties de W e se o prêmio mínimo (PRIZE)é oletado. Na linha 14, atualiza-se a Rota-Atual om a Rota-Nova, que aaboude ser gerada. Na linha 15, atualiza-se o Custo-Atual om o usto da Rota-Nova.Se o usto da Rota-Atual (Custo-Atual) for melhor do que o usto da Melhor-Rota(Melhor-Custo), linha 16, então deve-se atualizar a Melhor-Rota e o Melhor-Custo,linhas 17 e 18, respetivamente.5.1.3 Reonexão de aminhosA Reonexão de Caminhos (RC) foi iniialmente introduzida no ontexto dametaheurístia Busa Tabu [26℄, omo uma abordagem para integrar estratégias deintensi�ação e diversi�ação ao proesso de busa. Em [25℄ é apresentado um le-vantamento sobre reonexão de aminhos. A ténia onsiste em explorar trajetóriasque onetam soluções de alta qualidade, omeçando de uma solução base e gerandoum aminho na vizinhança dessa solução na direção de outra solução, hamada desolução alvo. Esse aminho é gerado seleionando-se movimentos que introduzamatributos da solução alvo na solução base. A ada passo, todos os movimentos queinorporam atributos da solução alvo são analisados e o melhor movimento é eso-lhido. Essa abordagem é denominada reonexão de aminhos porque quaisquer duassoluções visitadas por um algoritmo de busa tabu estão ligadas por uma seqüêniade movimentos.solução base solução alvoCaminho na vizinhança das soluções
Figura 5.7: Reonexão de aminhos: exploração de trajetórias que onetam soluçõesde alta qualidade (elite)



5.1 Introdução 42A reonexão de aminhos inorporada a um algoritmo GRASP tem omo objetivointensi�ar a busa em regiões onde soluções de qualidade tenham sido enontradas.Seu uso foi introduzido por Laguna e Martí [33℄. Na implementação proposta poreles, as três melhores soluções obtidas pela estratégia são armazenadas em um on-junto elite P para serem usadas omo soluções alvo pela reonexão de aminhos.Após ada iteração do algoritmo GRASP, a solução obtida é omparada às soluçõesarmazenadas em P . Caso a nova solução seja melhor do que alguma das soluçõesarmazenadas, o onjunto elite P é atualizado.A RC pode ser inorporada a uma abordagem GRASP de duas formas básias.A primeira delas onsiste em apliar a reonexão após ada iteração do algoritmo,entre a solução produzida pela busa loal e uma solução do onjunto elite orrente.A segunda estratégia onsiste em realizar a reonexão entre soluções do próprioonjunto elite, obtidas durante as iterações do GRASP. A �gura 5.8 mostra o pseudo-ódigo de um proedimento GRASP om reonexão de aminhos.1. proedimento GRASP om reonexão de aminho2. Repita por Max_Iterations3. Construa uma solução rand�mia gulosa;4. Use busa loal para tentar melhorar a qualidade da solução onstruída;5. Aplique reonexão de aminhos para melhorar a qualidade da solução;6. Atualize o onjunto elite;7. Atualize a melhor solução enontrada;Figura 5.8: Algoritmo básio de GRASP om reonexão de aminho.Neste trabalho, a Reonexão de Caminhos (RC) é feita usando-se a soluçãoproduzida pela busa loal omo solução base e todas as soluções de P , esolhidasomo alvo. Por este motivo, a �m de não sobrearregarmos o GRASP om a adiçãodeste módulo de RC, utilizamos um onjunto elite bem pequeno, neste aso detamanho 3. Além disso, ainda pelo mesmo motivo de não sobrearregar o tempode proessamento do algoritmo, não vamos ativar a RC em todas as iterações doGRASP. Optamos por ativar a RC de tempos em tempos, apenas quando onjunto



5.1 Introdução 43elite P tiver sido atualizado.Para fazer a reonexão nós separamos os vérties de V \T da solução base e dasolução alvo. A ada iteração da reonexão, um vértie de V \T pertenente à solu-ção alvo é introduzido na solução base. Note que neste passo nenhum proessamentomuito grande é feito na esolha do vértie que vai entrar na solução base, apenaspegamos o primeiro vértie sa solução alvo e o aresentamos na solução base. Fa-zemos isso om o intuito de não onerarmos o tempo de proessamento do algoritmoomo um todo. Após se introduzir um vértie na solução base, o algoritmo irá tentarretirar os vérties de V \T não pertenentes à solução alvo e irá avaliar o usto dessasolução gerada. Somente a melhor solução gerada é guardada. Note que, a remoçãodestes vérties só será possível aso esse passo não gere uma solução inviável, ouseja, aso nenhum vértie de W �que desoberto e PRIZE seja oletado. Portanto,em nenhum passo da reonexão uma solução inviável é gerada.



Capítulo 6
Resultados Computaionais

Nesta seção apresentamos os resultados omputaionais om os dois proedimen-tos GRASP propostos. O GRASP que hamamos de GRASP1, onsiste do algoritmode onstrução ADD e da busa loal BL1. E o GRASP2, onsiste do algoritmo deonstrução ADD e da busa loal BL-VNS.Uma omparação entre os resultados obtidos pelas heurístias e o ótimo forneidopelo método exato, usando a formulação matemátia proposta, e ainda os resultadosobtidos om a apliação das regras de redução nas instânias testadas no métodoexato são apresentados. Nos nomes das instânias, os pre�xos numérios indiam otamanho da mesma.Devido à ausênia de instânias para o PRR ou o PRR-CP nas biblioteas derinstânias na Internet. Foi implementado um onjunto de instânias para testesusando um plano artesiano de 100 x 100, as oordenadas foram geradas aleatóri-manente, e a distânia usada é a eulidiana.Os testes foram realizados em um miro omputador Atlhon, om proessadorde 2GHz e 1Gb de memória RAM.As tabelas 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 mostram a taxa de redução obtida om a apliaçãodas regras aqui propostas. Nas segunda, tereira e quarta olunas temos as di-mensões de ada onjunto assoiado ao PRR-CP, |W |, onjunto dos vérties que



6.1 Avaliação das heurístias GRASP 45devem ser obertos, |V \ T |, onjunto dos vérties que podem entrar na rota e |T |,onjunto dos vérties que devem estar na rota. Na quinta oluna temos o númerototal de vérties do Grafo Original (GO). Na sexta oluna temos o tamanho doGrafo Reduzido (GR), que onsiste no grafo original após a apliação das regras deredução. E �nalmente, na última oluna temos o perentual de redução dos grafos,após o uso das regras propostas.Os resultados das tabelas 6.1 - 6.4 mostram o impato das regras de reduçãoaqui propostas para o PRR-CP, onde em média houve uma redução de 20% paragrafos de diferentes dimensões.6.1 Avaliação das heurístias GRASPEsta seção apresenta os resultados omputaionais obtidos om as heurístiasGRASP propostas para instânias de até 500 vérties. As tabelas 6.5 e 6.6 mostramo desvio das metaheurístias para os grafos originais e reduzidos. Este desvio éalulado entre a média das soluções obtidas pelo algoritmo (exeutados três vezesada) e a melhor média onsiderando todos as heurístias:[ ( média das soluções - melhor solução heurístia) ÷ média das soluções℄ .Em 6.5, da segunda à quinta oluna, apresentamos os resultados obtidos peloGRASP1, om os grafos originais (GO) e reduzidos (GR), om e sem a apliaçãoda Reonexão de Caminhos (RC), respetivamente. Em 6.6 mostramos os mesmosresultados para o GRASP2. Note que, em muitos asos a qualidade da solução me-lhora para os grafos reduzidos (GR). Isso aontee devido à diminuição no tamanhodo grafo de entrada e onsequentemente na diminuição do espaço de busa das so-luções. Failitando, dessa forma, o trabalho da heurístia para enontrar soluçõesde boa qualidade.As tabelas 6.7 e 6.8 mostram o tempo de proessamento das heurístias GRASP1e GRASP2, para os grafos originais e reduzidos, om e sem a apliação da Reonexãode Caminhos (RC), respetivamente. Neste aso, em partiular, om o objetivo de



6.1 Avaliação das heurístias GRASP 46TESTE |W | |V \ T | |T | |W
⋃

V | -GO |W
⋃

V | -GR % redução1 9 6 15 30 24 202 15 9 6 30 25 173 6 12 12 30 22 274 3 15 12 30 21 305 12 12 6 30 20 336 3 12 15 30 18 407 15 12 3 30 20 338 12 9 9 30 20 339 3 9 18 30 18 4010 6 9 15 30 18 4011 15 10 25 50 43 1412 25 15 10 50 45 1013 10 20 20 50 42 1614 5 25 20 50 41 1815 20 20 10 50 44 1216 5 20 25 50 41 1817 25 20 5 50 45 1018 25 15 10 50 45 1019 20 15 15 50 44 1220 10 15 25 50 42 1621 20 50 30 100 100 022 50 30 20 100 85 1523 20 40 40 100 82 1824 10 50 40 100 78 2225 40 40 20 100 84 1626 10 40 50 100 78 2227 50 40 10 100 85 1528 40 30 30 100 84 1629 10 30 60 100 78 2230 20 30 50 100 82 18Tabela 6.1: Redução do Grafo, om até 100 vérties, usando as regras propostaspara o PRR-CP



6.1 Avaliação das heurístias GRASP 47
TESTE |W | |V \ T | |T | |W

⋃
V | -GO |W

⋃
V | -GR % redução31 45 30 75 150 124 1732 75 45 30 150 125 1733 30 60 60 150 122 1834 15 75 60 150 118 2135 60 60 30 150 124 1736 15 60 75 150 118 2137 75 60 15 150 125 1738 60 45 45 150 124 1739 15 45 90 150 118 2140 30 45 75 150 122 1841 40 100 60 200 200 042 100 60 40 200 170 1543 60 100 40 200 200 044 20 100 80 200 149 2645 80 80 40 200 169 1646 20 80 100 200 163 1947 100 80 20 200 170 1548 80 60 60 200 169 1649 20 60 120 200 113 4450 40 60 100 200 117 42Tabela 6.2: Redução do Grafo, om até 200 vérties, usando as regras propostaspara o PRR-CP



6.1 Avaliação das heurístias GRASP 48
TESTE |W | |V \ T | |T | |W

⋃
V | -GO |W

⋃
V | -GR % redução51 75 50 125 250 197 2152 125 75 50 250 175 2553 50 100 100 250 170 3254 25 125 100 250 163 3555 100 100 50 250 199 2056 25 100 125 250 193 2357 125 100 25 250 200 2058 100 75 75 250 200 2059 25 75 150 250 193 2360 50 75 125 250 197 2161 90 60 150 300 236 2162 90 150 60 300 300 063 60 120 120 300 220 2764 30 150 120 300 212 2965 120 120 60 300 200 3366 30 120 150 300 195 3567 150 120 30 300 200 3368 120 90 90 300 209 3069 30 90 180 300 204 3260 60 90 150 300 207 31Tabela 6.3: Redução do Grafo, om até 300 vérties, usando as regras propostaspara o PRR-CP



6.1 Avaliação das heurístias GRASP 49TESTE |W | |V \ T | |T | |W
⋃

V | -GO |W
⋃

V | -GR % redução71 120 80 200 400 316 2172 200 120 80 400 301 2573 80 160 160 400 295 2674 120 200 80 400 400 075 160 160 80 400 250 3876 40 160 200 400 245 3977 200 160 40 400 250 3878 160 120 120 400 279 3079 40 120 240 400 274 3280 80 120 200 400 277 3181 150 100 250 500 396 2182 250 150 100 500 374 2583 150 250 100 500 500 084 50 250 200 500 362 2885 200 200 100 500 350 3086 50 200 250 500 344 3187 250 200 50 500 500 088 200 150 150 500 350 3089 50 150 300 500 344 3190 100 150 250 500 348 3091 300 200 500 1000 796 2092 500 300 200 1000 749 2593 200 400 400 1000 745 2694 100 500 400 1000 737 2695 400 400 200 1000 650 3596 100 400 500 1000 645 3697 500 400 100 1000 650 3598 400 300 300 1000 699 3099 100 300 600 1000 694 31100 200 300 500 1000 697 30Tabela 6.4: Redução do Grafo, om até 1.000 vérties, usando as regras propostaspara o PRR-CP



6.1 Avaliação das heurístias GRASP 50TESTE GRASP1(GO) GRASP1(GR) GRASP1+RC(GO) GRASP1+RC(GR)50.a 0,0000 0,0000 0,0000 0,000050.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,000050. 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000100.a 0,0014 0,0014 0,0000 0,0014100.b 0,0028 0,0028 0,0042 0,0028100. 0,0014 0,0014 0,0014 0,0014200.a 0,0243 0,0321 0,0038 0,0107200.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000200. 0,0230 0,0160 0,0010 0,0000300.a 0,0817 0,0933 0,0156 0,0082300.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000300. 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000400.a 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000400.b 0,0351 0,0351 0,0056 0,0042400. 0,1115 0,0921 0,0180 0,0083500.a 0,0469 0,0515 0,0017 0,0034500.b 0,0640 0,0586 0,0035 0,0029500. 0,0411 0,0512 0,0000 0,0012Média 0,0206 0,02419 0,0030 0,0024Tabela 6.5: Desvio obtido pela heurístia GRASP1 em instânias de médio e grandeportenão sobrearregarmos o tempo de proessamento das heurístias foi implementadaum RC suavizada. Ou seja, o tamanho do onjunto elite é bem pequeno e esta nãoé apliada em todas as iterações do GRASP. Além disso, não foi pesquisado a adapasso da RC o melhor movimento a ser feito. Ao invés disso, pegamos o primeirovértie de V \T da lista de vérties que pertenem à solução alvo, mas não perteneà solução base e insere-se este vértie na solução base. Feito isso, tentamos retiraros demais vérties que pertenem a solução base, mas não pertenem a solução alvo.



6.1 Avaliação das heurístias GRASP 51
TESTE GRASP2(GO) GRASP2(GR) GRASP2+RC(GO) GRASP2+RC(GR)50.a 0,0000 0,0000 0,0000 0,000050.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,000050. 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000100.a 0,0014 0,0014 0,0000 0,0014100.b 0,0056 0,0028 0,0000 0,0028100. 0,0000 0,0014 0,0014 0,0014200.a 0,0321 0,0321 0,0000 0,0077200.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000200. 0,0160 0,0200 0,0030 0,0040300.a 0,0858 0,0809 0,0148 0,0000300.b 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000300. 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000400.a 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000400.b 0,0358 0,0386 0,0084 0,0000400. 0,1018 0,1060 0,0450 0,0000500.a 0,0538 0,0504 0,0000 0,0074500.b 0,0634 0,0598 0,0000 0,0035500. 0,0443 0,0449 0,0031 0,0006Média 0,0244 0,02435 0,0042 0,0016Tabela 6.6: Desvio obtido pela heurístia GRASP2 em instânias de médio e grandeporte



6.1 Avaliação das heurístias GRASP 52

TESTE GRASP1(GO) GRASP1(GR) GRASP1+RC(GO) GRASP1+RC(GR)50.a 0,0000 0,0000 0,0100 0,012550.b 0,0000 0,0000 0,1900 0,187550. 0,0000 0,0000 0,2350 0,2450100.a 1,0000 1,0000 1,5500 1,5600100.b 0,0000 0,0000 0,5975 0,6225100. 1,0000 1,0000 1,4000 1,3900200.a 13,0000 13,0000 13,7400 13,7600200.b 0,0000 0,0000 0,1200 0,1200200. 13,8050 13,5500 13,8300 13,5100300.a 30,0000 29,0000 30,0000 30,1200300.b 0,0000 0,0000 0,3300 0,3200300. 41,5000 41,0000 41,8300 41,6900400.a 63,5000 0,0000 60,3600 0,4000400.b 26,0000 26,0000 26,6500 26,3000400. 75,7500 74,5000 76,1800 75,1900500.a 126,0000 127,5000 130,0000 125,0400500.b 248,2500 247,7500 246,2900 248,7700500. 108,7500 109,5000 109,7200 109,3300Tabela 6.7: Tempo médio de proessamento,em segundos, para GRASP1



6.1 Avaliação das heurístias GRASP 53

TESTE GRASP2(GO) GRASP2(GR) GRASP2+RC(GO) GRASP2+RC(GR)50.a 0,0100 0,0100 0,0125 0,012550.b 0,1900 0,1925 0,1900 0,195050. 0,2375 0,2425 0,2475 0,2400100.a 1,5300 1,5700 1,5700 1,5600100.b 0,5875 0,5600 0,5600 0,6250100. 1,3900 1,3900 1,3900 1,5300200.a 13,7200 13,8500 13,7300 13,8400200.b 0,1100 0,1000 0,1200 0,1200200. 13,0000 13,0000 13,7600 13,5900300.a 30,0400 29,9300 30,0200 28,6900300.b 0,3000 0,2900 0,3300 0,3100300. 41,8900 41,8100 41,9800 41,8400400.a 63,1100 0,3800 60,3600 0,4000400.b 26,6500 26,2700 26,3700 26,3400400. 76,2900 75,0000 75,9900 75,0000500.a 126,4800 126,4700 126,7000 126,3700500.b 248,2000 247,2500 247,6900 249,8600500. 114,7800 115,3500 109,4000 109,4000Tabela 6.8: Tempo médio de proessamento,em segundos, para GRASP2



6.2 Comparação entre o GRASP e o método exato 54TESTE GRASP1(GO) GRASP1(GR) GRASP1+RC(GO) GRASP1+RC(GR)10.a 0 0 0 010.b 0 0 0 010. 0 0 0 015.a 0 0 0 015.b 0 0 0 015. 0 0 0 020.a 0 0 0 020.b 0 0 0 020. 0 0 0 030.a 0 0 0 030.b 0 0 0 030. 0,069 0,069 0 040.a 0 0 0 040.b 0 0 0 040. 0,070 0,070 0 0Média 0,0092 0,0092 0 0Tabela 6.9: Desvio entre as soluções obtidas pela heurístia GRASP1 e as soluçõesexatas6.2 Comparação entre o GRASP e o método exatoNesta seção apresentamos uma omparação entre as heurístias aqui propostase o método exato, utilizando a formulação matemátia proposta. Nas tabelas 6.9 e6.10, a primeira oluna india o tamanho da instânia testada, a segunda e tereiraoluna india o desvio das soluções heurístias em relação ao ótimo global, forneidopelo XPRESS-MP [15℄. Note nas tabelas 6.9 e 6.10 que o GRASP sem RC onseguiuhegar no ótimo para quase todas as instânias testadas. Enquanto que o GRASPom RC onseguiu atingir o ótimo para todas as instânias. Nestes exemplos, nãopode ser veri�ado um impato signi�ativo nos grafos reduzidos (GR) devido aotamanho das instânias, que são bem pequenas.
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TESTE GRASP2(GO) GRASP2(GR) GRASP2+RC(GO) GRASP2+RC(GR)10.a 0 0 0 010.b 0 0 0 010. 0 0 0 015.a 0 0 0 015.b 0 0 0 015. 0 0 0 020.a 0 0 0 020.b 0 0 0 020. 0 0 0 030.a 0 0 0 030.b 0 0 0 030. 0,069 0,069 0 040.a 0 0 0 040.b 0 0 0 040. 0,070 0,070 0 0Média 0,0092 0,0092 0 0Tabela 6.10: Desvio entre as soluções obtidas pela heurístia GRASP2 e as soluçõesexatas



6.3 Uso das regras de redução no método exato 566.3 Uso das regras de redução no método exatoNesta seção apresentamos o impato das regras de redução no desempenho dométodo exato que utiliza a formulação aqui proposta e o software XPRESS-MP[15℄. Na tabela 6.11, na primeira oluna temos o tamanho das instânias testadas,na segunda oluna temos a performane do método exato sem o uso das regrasde redução, e na tereira oluna temos a performane, om o uso das regras. Aperformane (tempo de exeução) é medida em segundos. O (∗) nas olunas indiamque o XPRESS-MP não hegou no ótimo, após quatro horas de proessamento.Na tabela 6.11 podemos observar o impato das regras de redução no métodoexato. Para a instânia 30., por exemplo, om o grafo original não foi possívelhegarmos no ótimo. Entretanto om o grafo reduzindo em 218 segundos se obteve asolução ótima. Por outro lado, para a instania 30.b não houve diminuição alguma notempo de proessamento. Isso oorreu, pois não houve redução para esta instânia.6.4 Análise do Impato das regras de redução nasheurístias e no método exatoOs resultados ilustrados nas tabelas 6.5- 6.11 mostram o impato do uso dasregras de redução propostas na qualidade das soluções geradas pelas heurístias,bem omo nos tempos omputaionais exigidos tanto pelas heurístias quanto pelométodo exato.Além disso, observamos que o uso das regras permite a obtenção de soluçõesexatas para instânias de dimensões maiores (tabela 6.11).Em relação às heurístias GRASP aqui propostas, veri�a-se que tanto o GRASP1omo o GRASP2 apresentam um desempenho muito bom omo observado nas om-parações om o método exato (tabelas 6.9 e 6.10).Observamos também que na média a busa loal VNS apresenta resultados ligei-ramente superiores aos obtidos pela busa BL1 (GRASP1). Outro aspeto relevante,



6.4 Análise do Impato das regras de redução nas heurístias e nométodo exato 57

TESTE EXATO-GO EXATO-GR10.a 0 010.b 0 010. 0 015.a 0 015.b 0 015. 0 020.a 6 020.b 6 020. 792 61330.a 3 030.b 10.757 10.75730. ∗ 21840.a 10.756 10.74440.b ∗ 1540. 3967 219Tabela 6.11: Performane do método exato om e sem o uso das regras de redução



6.5 Distribuição de probabilidade das Heurístias GRASP 58é a melhora que o módulo de reonexão de aminhos (RC) proporiona ao GRASP,sem onerar signi�ativamente os tempos omputaionais.Em relação aos tempos omputaionais do método exato omparando om ostempos das heurístias observou-se uma diferença signi�ativa onde o XPRESS he-gou a exigir em alguns asos mais de 4 horas, o GRASP para estas instânias exigiuapenas alguns segundos.Adiionalmente, uma nova bateria de testes foi exeutada, agora om o intuitode avaliar a robustez das heurístias aqui propostas em relação a sua onvergêniapara valores alvos sub-ótimos.6.5 Distribuição de probabilidade das HeurístiasGRASPO objetivo desta seção é estudar o omportamento médio das heurístias GRASPe de algumas de suas variantes om reonexão de aminhos. Referênias deste estudopodem ser enontradas em [2℄. Nesta nova bateria de testes, usamos omo ritériode parada um valor alvo τ da função objetivo para o GRASP, este vai ser exeutadoaté que enontre uma solução om valor pelo menos tão bom quanto τ . Este rité-rio de parada permite omparar os tempos de exeução média de ada algoritmo,onsiderando-se que as soluções obtidas não preisam ser neessariamente idêntias,mas sim de mesma qualidade. O objetivo destes testes é veri�ar a performanemédia das heurístias aqui propostas em termos do tempo neessário para se atingirsoluções sub-ótimas.Para ada par problema teste/valor alvo, mediu-se o tempo de exeução nees-sário para se obter uma solução om usto pelo menos tão bom quanto o valor alvoe analisou-se a distribuição desses tempos.



6.5 Distribuição de probabilidade das Heurístias GRASP 596.5.1 Projeto dos experimentosNessa seção serão desritos os experimentos realizados. Para ada um dos al-goritmos GRASP apresentados neste trabalho, a distribuição da probabilidade dotempo para valor alvo foi estudada para três problemas testes. Tomamos omo valoralvo a média entre o valor médio obtido pelas heurístias e o melhor valor da fun-ção objetivo. Foram realizados 100 exeuções do programa para ada par problemateste/valor alvo. Em ada exeução, o programa foi interrompido após enontraruma solução de usto pelo menos tão bom quanto o valor alvo, e o seu tempo totalde CPU (em segundos) foi registrado. Para ada uma das 100 exeuções de adapar, o gerador de números aleatórios foi iniializado om uma semente diferente,assim, as exeuções são independentes.Para ada par problema teste/valor alvo, os tempos de exeução medidos sãoordenados de forma resente. Ao i-ésimo tempo de exeução ordenado (ti) é asso-iada uma probabilidade pi = (i − 1/2)/n. Os pontos zi = (ti, pi) para i = 1, ..., nsão plotados em um grá�o, segundo a de�nição dada em [2℄. Nestes grá�os,ada urva representa o desempenho de um algoritmo e quanto mais a esquerdaestiver a urva melhor será desempenho do algoritmo assoiado. As �guras 6.1- 6.6 ilustram, separadamente, os grá�os das distribuições exponeniais dos al-goritmos GRASP1, GRASP1(Red), GRASP1+PR, GRASP1+PR(Red), GRASP2,GRASP2(Red), GRASP2+PR, GRASP2+PR(Red), para instânias de tamanho200, 300 e 400.O objetivo desta seção é analisar o impato das regras de redução e do módulo dereonexão de aminhos (RC) nas heurístias GRASP. Para isso, seleionamos umainstânia de 200, 300 e 400 vérties do PRR-CP e para ada instânia determinamosum valor alvo a ser atingido.Pelos resultados observados nas �guras 6.1 a 6.6 notamos que o módulo de re-onexão melhora sensivelmente o desempenho do GRASP na sua onvergênia paravalores subótimos.Por exemplo, na �gura 6.2, na avaliação do GRASP2, observamos que as versões
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"GRASP1+PR(Red)"Figura 6.1: Grá�o das distribuições exponeniais para uma instânia de tamanho200, utilizando o algoritmo GRASP1om RC usando o grafo original (GRASP2+RC) e o grafo reduzido (GRASP2+RC(Red))tem uma probabilidade de obter uma onvergênia de 100% em torno de 10 segundos.Neste tempo, as versões sem RC apresentam uma probabilidade de onvergênia deapenas 10%. Nos demais testes (�guras 6.1, 6.3, 6.4, 6.5 e 6.6) observamos umomportamento similar mostrando om isso, a e�iênia do módulo de reonexão deaminhos.Além disso, os resultados das �guras 6.1 a 6.6 nos mostram também que todasas versões do GRASP, mesmo as mais lentas (GRASP1 e 2 sem RC) onvergempara o valor alvo num tempo razoável (menos de 1000 segundos). Isso mostra arobustez destas heurístias em diferentes testes omputaionais, o que dá a elas aon�abilidade neessária para sua utilização na solução de problemas de otimizaçãoombinatória.
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Capítulo 7
Conlusões e Trabalhos Futuros

Apresenta-se neste trabalho uma nova generalização do TSP de�nido omo �OProblema de Reobrimento de Rotas om Coleta de Prêmios� (PRR-CP). Comoontribuições, apresenta-se:(i) Uma formulação matemátia desrevendo-o omo um problema de programa-ção linear inteira. A formulação ao ontrário da maioria das formulações do TSPexige apenas um número polinomial de restrições para evitar a formação de rotasdesonexas da origem;(ii) São propostas regras para reduzir as dimensões do grafo assoiado. Nos testesrealizados, mostrou-se a importânia do uso destas regras que onseguem reduzir emmédia as dimensões do problema em era de 20%;(iii) Devido à elevada omplexidade omputaional do problema tratado, sãoapresentadas heurístias usando oneitos de GRASP, VNS e Reonexão de Ca-minhos para resolver aproximadamente o PRR-CP. O desempenho das heurístiasmostrou-se bastante satisfatório enontrando a solução ótima na maioria dos asosonde o ótimo é onheido. Além disso, mostrou-se a e�áia das regras de reduçãoque melhoram signi�ativamente a performane tanto de métodos exatos omo dasheurístias;(iv) Finalmente, tratamos de uma questão ruial da maioria das heurístias, que



67é seu desempenho irregular para um onjunto de instânias arbitrárias. Para tratardesta questão mostrou-se através de exaustivas simulações de um grupo de instân-ias, o omportamento das heurístias aqui propostas em relação a sua onvergêniapara valores alvos pré- estabeleidos. Os resultados mostram uma robustez da heu-rístia onde a onvergênia para 100% das exeuções é obtida sempre em temposomputaionais satisfatórios.Como sugestões para trabalhos futuros, podemos inluir o uso de outras heurísti-as para o PRR-CP, o desenvolvimento de outras regras de redução e a paralelizaçãodos algoritmos aqui propostos.
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