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Resumo

Os algoritmos de Shor representam um dos principais avang¢os da computagao quantica
ao demonstrar que a fatoracao de inteiros e o calculo de logaritmos discretos podem
ser realizados em tempo polinomial, ameacando a seguranca de sistemas criptogréficos
amplamente utilizados, como RSA e ECDSA. Apesar de seu impacto tedrico, a execugao
pratica do algoritmo em larga escala ainda é inviavel, principalmente devido as limitacoes
do hardware quantico atual, incluindo ruido, necessidade de correcao de erros e elevado
custo em nimero de qubits. Além disso, a simulagao classica do algoritmo enfrenta desafios

significativos relacionados ao consumo exponencial de memoria e processamento.

Neste trabalho, investigamos melhorias no algoritmo de Shor com foco na redugao
dos requisitos de hardware, particularmente no nimero de qubits necesséarios. Propomos
uma abordagem baseada em técnicas de reticulados no pos-processamento, permitindo a
recuperacao da ordem a partir de miltiplas execugoes da versao original do algoritmo.
Essa estratégia estabelece um trade-off entre a redugao de recursos quéanticos e o aumento

no nimero de execugoes.

Adicionalmente, desenvolvemos um simulador para resolver o problema da fatoracao,
possibilitando a analise do comportamento do algoritmo em diferentes cenarios e a vali-
dacao das otimizagoes propostas. Os resultados obtidos indicam que é possivel reduzir
significativamente os requisitos de hardware sem comprometer a corretude do algoritmo,

contribuindo para aproximar sua implementacao pratica em dispositivos quanticos reais.

Palavras-chave: Criptografia, RSA, SHOR, Computacao Quantica, Simulagao.



Abstract

Shor’s algorithm represents a major breakthrough in quantum computing by demonstra-
ting that integer factorization and discrete logarithms can be solved in polynomial time,
thereby threatening widely used cryptographic systems such as RSA and ECDSA. Despite
its theoretical impact, the practical execution of the algorithm at scale remains infeasible,
primarily due to limitations of current quantum hardware, including noise, the need for
error correction, and the high cost in terms of qubit resources. Additionally, classical si-
mulation of the algorithm faces significant challenges related to exponential memory and

computational requirements.

In this work, we investigate improvements to Shor’s algorithm with a focus on reducing
hardware requirements, particularly the number of qubits. We propose an approach based
on lattice techniques in the post-processing stage, enabling order recovery from multiple
executions of the original version of the algorithm. This strategy introduces a trade-off

between reduced quantum resources and an increased number of executions.

Furthermore, we develop a simulator for the integer factorization problem, allowing
us to analyze the behavior of the algorithm under different scenarios and to validate
the proposed optimizations. The results indicate that it is possible to significantly re-
duce hardware requirements without compromising correctness, contributing toward the

practical realization of quantum factoring on real devices.

Keywords: Cryptography, RSA, SHOR, Quantum computing, Simulation.
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1 Introducao

O algoritmo de Shor para a fatoracao de inteiros foi um marco na ciéncia da computagao.
Ele demonstrou como um computador quantico poderia ser usado para fatorar inteiros em
tempo polinomial. Desenvolvido pelo cientista da computagao Peter Shor, este algoritmo
revolucionou a criptografia ao demonstrar a capacidade que um computador quantico tem
de resolver problemas que, para os computadores classicos, seriam praticamente impos-
siveis em um tempo razoavel. Em particular, ele aborda dois desafios matematicos fun-
damentais: a fatoracao de grandes ntimeros inteiros e o problema do logaritmo discreto.
Ambos os problemas constituem o alicerce da seguranca de diversos sistemas criptograficos
fundamentais na atualidade, como o RSA (Rivest-Shamir-Adleman) e o ECDSA (Ellip-
tic Curve Digital Signature Algorithm). Para dimensionar a relevancia desses protocolos,
basta observar que o RSA é o padrao utilizado pelo SSH (Secure Shell), essencial para o
acesso e gerenciamento remoto de sistemas. Enquanto o ECDSA é a base de seguranga
do Bitcoin (Nakamoto, 2008) (a criptomoeda pioneira e de maior valor de mercado até
esta data). Consequentemente, qualquer vulnerabilidade ou avango que impacte a credi-
bilidade desses métodos pode causar uma disrupg¢ao sem precedentes no funcionamento
de instituicoes e na infraestrutura digital global. Desde a publicacao de sua primeira
versao em 1994, o algoritmo de Shor (Shor, 1999) tem sido objeto de diversos estudos
que visam tanto elucidar seu funcionamento quanto propor otimizacoes. A literatura
sobre o tema abrange desde abordagens estritamente teéricas, focadas em formulacoes
matematicas como em (Leander, 2002), até vertentes mais praticas. Estas altimas in-
cluem simulagdes em arquiteturas classicas, como exemplo os trabalhos do Ekera (Ekera,
2024) e (Ekera, 2021), e implementagoes experimentais em hardware quantico real, como

o trabalho pioneiro de (Vandersypen et al., 2001).

Uma das maneiras mais utilizadas para entender o funcionamento do algoritmo de
Shor e também para validar mudangas propostas é através de simulagoes. Muitas simu-
lagoes do algoritmo de Shor ja foram apresentadas (Bastos; Kowada, 2021; Wang; Hill;
Hollenberg, 2017; Tankasala; Ilatikhameneh, 2019; Silva; Santos; Kowada, 2025). No en-
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tanto, a grande maioria falha ao tentar simular o algoritmo com niimeros inteiros grandes
(Wang; Hill; Hollenberg, 2017; Tankasala; Ilatikhameneh, 2019). Isso acontece porque, ao
simular o algoritmo, o hardware é sobrecarregado em termos de memoria e processamento.
E necessério alocar uma quantidade exorbitante de memoria para armazenar o nimero de
estados exigidos pelo algoritmo. Em uma simulagao desse tipo, os estados sao represen-
tados por diferentes posigdes de memoria. O nimero de estados proposto por Shor (Shor,
1999) ¢ uma poténcia de 2 entre N? e 2N?. Para fatorar um ntimero de 2048 bits, que é

24096 ostados. Isso definitivamente

o tamanho de chave RSA recomendado, alcangaremos
nao é suportado por computadores classicos, pois a maioria dos computadores tem apenas
204 enderecos de meméria. Mesmo para outras especificacoes RSA menos seguras, como
RSA com 512 bits, seria impossivel, pois esse cenario exigiria 2924 estados. Dependendo
de como ¢é feita a simulacao, pode-se ter também problema relacionado a capacidade de
processamento. Algumas abordagens de simulacao precisam saber a ordem de um grupo
multiplicativo Z3;. No entanto, nao é conhecido um algoritmo de tempo polinomial para
recuperar a ordem do elemento em um grupo Zj, por exemplo. Por outro lado, existem
alguns trabalhos que nao se deparam com esse problema porque o foco é uma parte mais
do algoritmo, como por exemplo, avaliar o pos processamento, como vemos em (Bastos;
Kowada, 2021). Neste trabalho, os autores propoem resolver esse problema considerando
toda a rotina quantica como uma “caixa preta”’, com o objetivo de simular o algoritmo

com nimeros grandes.

Embora o algoritmo de Shor (Shor, 1999) tenha sido proposto em 1994, decorridas
mais de trés décadas, sua execugao para ntimeros de grande magnitude permanece invia-
vel em hardware real, uma limitacao que decorre da dificuldade em construir dispositivos
quéanticos confidveis e capazes de processar informacgoes sem que o ruido, inerente ao meio
fisico, comprometa o resultado final. Esta inviabilidade pratica esta profundamente ligada
a eficiéncia das operagoes logicas reversiveis, um conceito fundamental para a computa-
¢ao quantica estabelecido por (Bennett, 1973), que demonstrou a possibilidade de realizar
computacoes sem a dissipacao inevitavel de energia, desde que o sistema nao descarte
informagoes. No contexto de Shor, tal reversibilidade exige que operagoes aritméticas
classicas, como a exponenciacao modular, sejam traduzidas em circuitos que preservem a
coeréncia; entretanto, a implementacao dessas rotinas em hardware limitado impoe um
custo elevado em termos de qubits auxiliares e profundidade de circuito. Diferente dos
sistemas classicos, esse hardware quantico é extremamente suscetivel a falhas (Barends
et al., 2014; Kim et al., 2014; Schroeder; Pinheiro; Weber, 2011), tornando as técnicas de

corregao de erros nao apenas essenciais, mas consideravelmente mais onerosas (Campbell;
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Khurana; Montanaro, 2019; Fowler et al., 2012). Para mitigar esses efeitos, multiplos qu-
bits fisicos sao tipicamente agrupados para formar um tnico qubit 16gico, abordagem que
amplia drasticamente a demanda por recursos devido a redundéncia significativa exigida.
Nesse cenario, otimizar a estrutura logica proposta por (Bennett, 1973) para minimizar
a sobrecarga de memoria e simplificar os circuitos torna-se um passo fundamental para
reduzir o abismo entre a teoria algoritmica e as restrigoes fisicas dos processadores atuais.
Dessa forma, torna-se evidente que a evolugao do algoritmo de Shor depende da combina-
¢ao de avancos no hardware e melhorias algoritmicas que reduzam sua complexidade pra-
tica, sendo esta estratégia essencial para aproximar a computagao quantica de aplicagoes
reais na criptografia, onde a fatoragao de grandes inteiros representa tanto uma ameaca

quanto uma oportunidade para o desenvolvimento de novos sistemas pos-quanticos.

Nesta tese, investigamos possiveis melhorias no algoritmo de fatoracao de Shor, ex-
plorando otimizagoes que visam acelerar sua execugao e aumentar sua eficiéncia. Nosso
principal objetivo é avaliar em que medida é possivel reduzir os requisitos de hardware,
mais especificamente o nimero de qubits, e ainda assim fatorar um inteiro arbitrario N.
Para isso, propomos o uso de técnicas baseadas em reticulados no pés-processamento, de
modo que, a partir dos resultados de multiplas execugoes (n) da proposta original do algo-
ritmo de Shor (Shor, 1999), seja possivel extrair a ordem associada aos valores retornados
pelo QOFA (Quantum Order Finding Algorithm). A abordagem consiste em utilizar me-
nos qubits, assumindo como trade-off a necessidade de um maior nimero de execugoes
do algoritmo. Além disso, desenvolvemos um simulador para o problema de fatoragao, o
que nos permite visualizar e analisar o comportamento do algoritmo em diferentes cena-
rios, bem como validar a eficicia das melhorias propostas. Ressalta-se, entretanto, que o
objetivo desta tese nao consiste em propor um algoritmo universalmente superior ao algo-
ritmo original de Shor para a fatoragao de inteiros arbitrarios. O foco deste trabalho esta
na demonstracao, associado com investigacao experimental, do impacto de técnicas de
pos-processamento baseadas em reticulados sobre a redugao dos requisitos quanticos, par-
ticularmente no ntimero de qubits necessérios para a recuperacao da ordem em simulagoes

do QOFA.

Este trabalho inicia-se com uma revisao sucinta dos conceitos fundamentais necessa-
rios & compreensao do tema (capitulo 2), seguida por uma anélise dos trabalhos relaciona-
dos e de como estes se conectam a nossa proposta (capitulo 3). Em seguida, descrevemos
a proposta de otimizagao e detalhamos o simulador desenvolvido (capitulo 4) e as exe-
cugoes realizadas (capitulo 5). Por fim, apresentamos e discutimos os resultados obtidos

por meio das simulagoes, comparando-os com o estado da arte (capitulo 6).



2 Fundamentacio Teorica

Nesta secao, nés apresentamos os conceitos fundamentais de computacao quantica, com-
putacao classica e teoria dos ntimeros que estao de alguma maneira relacionados a este
trabalho, fornecendo assim ao leitor as informagoes necessarias para sua plena compreen-

Sao.

2.1 Conceitos Fundamentais de Computaciao Quantica

A unidade bésica de informacao na computacao quantica é o qubit. Diferente do bit
classico, um qubit [¢) pode existir em uma superposi¢ao de estados, sendo representado

matematicamente como um vetor em um espago de Hilbert bidimensional:

[¥) = al0) + Bl1), (2.1)

onde «, f € C sao as amplitudes dos estados. A relagao entre amplitude e probabilidade
é definida pelo postulado da medigao, onde a probabilidade de colapsar o estado para |0)
ou |1) é dada por |a|* e |3|?, respectivamente, satisfazendo a condi¢ao de normalizagao
|a|? 4+ ]8]* = 1 (Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 1).

Além da superposigao, que permite ao sistema processar multiplas combinagoes
de estados simultaneamente, destaca-se o emaranhamento. Este fendmeno descreve
correlagoes nao-locais entre qubits, onde o estado quantico de uma particula nao pode
ser descrito independentemente do estado da outra, mesmo quando separadas por grandes
distancias. Esse comportamento é essencial para o funcionamento de algoritmos quénticos

(Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 1) .

Outro conceito fundamental é a evolugao unitaria dos estados quéanticos. De acordo
com os postulados da mecénica quantica, a evolucao de um sistema fechado é descrita por
operadores unitéarios U, ou seja, operadores tais que UTU = I, garantindo a reversibilidade

das operagoes (Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 1).
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Figura 1: Representagao de um qubit

As operagoes sobre qubits sao implementadas por meio de portas quénticas, que cor-
respondem a essas transformacoes unitarias. As portas de um tnico qubit sao represen-

tadas por matrizes 2 x 2, dentre as quais destacam-se as portas de Pauli:

(0 1) <0 -4) (1 ())
X = Y = L 7= . (2.2)
10 i 0 0 —1

A porta X atua como um operador de inversao de bits, enquanto as portas Y e Z
introduzem mudancas de fase no estado quantico (Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 1). Outra

porta fundamental é a porta de Hadamard:

1 (1 1
H:EQ-J’ 23)

que permite criar superposigoes a partir de estados base, sendo amplamente utilizada

na inicializac¢ao de algoritmos quanticos (Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 1).

Para sistemas compostos, utiliza-se o produto tensorial. Um sistema com n qubits é
descrito em um espago de dimensao 2", permitindo representar uma quantidade exponen-

cial de estados com apenas n qubits fisicos (Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 1).

As portas de miltiplos qubits sao essenciais para explorar o emaranhamento. A
porta CNOT (Controlled-NOT') atua sobre dois qubits e inverte o qubit alvo quando o
qubit de controle esté no estado |1) (Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 1). Sua representagao
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matricial é:

CNOT = (2.4)

o o o =
o O = O
= o O O
o = O O

A combinagao de portas de um e dois qubits permite construir circuitos quéanticos,
que sao sequéncias ordenadas de operacoes aplicadas aos qubits. Esses circuitos consti-
tuem o modelo computacional padrao da computagao quantica (Nielsen; Chuang, 2010,
Cap. 1). Cada linha horizontal representa um qubit, e as portas sdo aplicadas ao longo

do tempo, culminando em uma etapa final de medi¢ao. Um resultado fundamental é que

|0) H A

0) S— A

Figura 2: Circuito para geragao de um estado de Bell |®T).

o conjunto formado por portas de um qubit juntamente com a porta CNOT é universal,
permitindo aproximar qualquer transformagao unitaria com precisao arbitraria (Nielsen;

Chuang, 2010, Cap. 1).

A medicao de estados quanticos introduz um comportamento probabilistico, causando
o colapso da superposicao para um dos estados da base computacional. Esse processo
impoe desafios no desenvolvimento de algoritmos, pois a informacgao quantica pode ser

irreversivelmente perdida (Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 1).

Outro principio importante é o teorema da nao-clonagem, que estabelece a im-
possibilidade de copiar um estado quantico arbitrario desconhecido, restringindo a mani-

pulagdo da informagao quantica (Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 12).

Além disso, a computacao quantica explora a interferéncia quéntica, permitindo
amplificar amplitudes de estados desejados e cancelar estados indesejados, sendo esse

mecanismo central para o ganho de desempenho em algoritmos quéanticos.

Por fim, sistemas quénticos reais estao sujeitos & decoeréncia e ao ruido, o que pode

degradar rapidamente a informacao armazenada. Como consequéncia, a profundidade dos
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circuitos e o niimero de portas tornam-se fatores criticos, motivando o desenvolvimento

de técnicas de corregao de erros e otimizagao de circuitos (Nielsen; Chuang, 2010, Cap. 7).

2.2 Grupos Matematicos e o0 Grupo Z},

Formalmente, um grupo é um par (G, %), onde G é um conjunto nao vazioe * : GXG — G

é uma operacao binaria que satisfaz os seguintes axiomas:

Fechamento: para todos a,b € G, tem-se a x b € G}

Associatividade: para todos a,b,c € G, vale (a*b) xc=ax (b*c);

Elemento neutro: existe e € GG tal que e x a = a * e = a para todo a € G,

Elemento inverso: para todo a € G, existe a™' € G tal que axa ! =a '*xa=ce.

Quando a operacao também é comutativa, isto é, a * b = b x a para todos a,b € G,
o grupo é dito abeliano. A quantidade de elementos de G é denominada ordem do
grupo, denotada por |G|. Um subconjunto H C G que é, ele proprio, um grupo sob a
mesma operacao ¢ chamado de subgrupo de G. Um resultado central nesse contexto é
o Teorema de Lagrange, que estabelece que a ordem de qualquer subgrupo H divide a

ordem do grupo G, isto é, |[H| divide |G].

O fundamento algébrico do algoritmo de Shor reside na teoria de grupos, nao somente
ao grupo multiplicativo de inteiros moédulo N, denotado por Zj};, mas este é o grupo de
interesse para este trabalho. Este grupo consiste no conjunto de inteiros {a € Z: 1 < a <

N e mdc(a, N) = 1}, sob a operacdo de multiplicagdo modular.

As propriedades fundamentais deste grupo para a fatoracao sao:

e Estrutura Ciclica: Para qualquer elemento a € Zj;, o conjunto de poténcias
{a® a';a? ... (mod N)} forma um subgrupo ciclico dos subgrupos gerados por a

*
em Zy.

T =

e Ordem do Elemento: A ordem r é o menor inteiro positivo tal que a" =
(mod N). O algoritmo de Shor ¢é eficiente justamente por transformar a busca

exaustiva por esse valor em um problema de estimativa de fase quantica.
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A estrutura de Z} determina a distribuicao dos picos de probabilidade na simula-
¢ao quantica. Se o grupo possui uma estrutura muito regular ou degenerada, o pOs-
processamento via fragoes continuadas pode ser facilitado ou dificultado, dependendo da

cardinalidade do grupo, dada pela fungao totiente de Euler ¢p(N).

2.3 Safe Primes e sua Relevancia Criptografica

Na sele¢do dos parametros para sistemas como o RSA, o uso de safe primes (primos
seguros) é uma pratica comum para aumentar a resisténcia contra algoritmos classicos de
fatoracao, como é o caso do Método de Pollard p — 1. Um ntimero primo p é considerado
safe prime se for da forma:

p=2u+1, (2.5)
onde u também é um ntimero primo (denominado primo de Sophie Germain).

No contexto da simulacao do algoritmo de Shor, a escolha de N = p-q onde p e g sao
safe primes tem um impacto direto. A utilizagao de safe primes introduz uma propriedade
algébrica fundamental que otimiza a obtencao do valor da ordem usado na execucao da
simulacao. Pelo Teorema de Lagrange, a ordem r de qualquer elemento x € Z} deve ser

um divisor da ordem do grupo, dada pela fungao totiente de Euler ¢p(N).

No caso especifico de N = p-q, onde p e ¢ sao primos seguros, os divisores de p—1e g—1
sao restritos aos conjuntos {1,2,p,2p'} e {1,2,q,2¢'}, respectivamente. Como a ordem
global r em Z}, é definida pelo minimo multiplo comum das ordens locais, r = lem(r, ry),

o espaco de busca para o valor correto de r é drasticamente reduzido ao conjunto:
7zcanolidon‘,os = {17 27 pla q/7 2p,7 2q/7p,q/7 2p/q/} (26)

Esta caracteristica permite uma simula¢ao com ntmeros grandes dado que em vez de
uma busca exaustiva, o simulador pode validar se o resultado do pdés processamento para
o pico de probabilidade recuperado no QOFA esta de acordo com o esperado. Simular a
fatoracao de produtos de safe primes permite avaliar o desempenho do algoritmo em ins-
tancias que sao classicamente dificeis, garantindo que as melhorias propostas mantenham

a eficacia em cenarios de alta complexidade.
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2.4 Fast Fourier Transform

A Transformada Discreta de Fourier (DFT) é uma das ferramentas matematicas mais

importantes para analise de sinais, permitindo decompor uma sequéncia discreta em suas

componentes de frequéncia. Dada uma sequéncia xg, x1,...,2zy_1, sua DFT é definida
por
N-1
Xp=Y wpe 2N =0, N-1. (2.7)
n=0

Essa transformagao converte uma representagao no dominio do tempo (ou espago)
para uma representacao no dominio da frequéncia. A DFT possui papel central em
diversas areas da matematica aplicada, incluindo analise numérica, teoria dos niimeros

computacional e processamento digital de sinais.

O célculo direto da DFT possui complexidade O(N?). Entretanto, algoritmos co-
nhecidos como Fast Fourier Transform (FFT) permitem calcular a mesma transformagao
em tempo O(NlogN). O algoritmo mais conhecido foi introduzido por (Cooley; Tu-
key, 1965), e baseia-se na decomposi¢ao recursiva da DFT em transformadas menores,

explorando propriedades algébricas das raizes da unidade.

A FFT tornou-se uma das ferramentas computacionais mais importantes da engenha-
ria moderna. Entre suas principais aplicagoes estao, por exemplo: processamento digital

de sinais, multiplicagao rapida de inteiros e polindmios, e etc.

Em ciéncia da computacao e matemética computacional, ela também desempenha
papel fundamental em algoritmos rapidos para multiplicagao de polinémios e em métodos

de convolugao.

Do ponto de vista conceitual, a FF'T pode ser entendida como um algoritmo eficiente
para computar a transformada associada & matriz de Fourier discreta. Essa estrutura al-
gébrica tem analogias diretas com a Transformada de Fourier Quantica (QFT), utilizada
em diversos algoritmos quanticos, incluindo o algoritmo de fatoragao de Shor. Enquanto a
FFT fornece uma forma eficiente de computar transformadas de Fourier em computadores
classicos, a QFT explora propriedades de interferéncia quantica para realizar transforma-

¢oes analogas sobre amplitudes de estados quanticos.
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2.5 Transformada de Fourier Quantica (QFT)

A Transformada de Fourier Quéantica (QFT) é a andloga quantica da Transformada Dis-
creta de Fourier (DFT) e constitui o ntcleo de diversos algoritmos de acelera¢ao exponen-
cial. Sua funcao principal é realizar uma transformagao de base que mapeia um estado

quéntico |z) em uma superposi¢ao de estados de fase, conforme a operagao:

N-1
1 .
FT|z) = — ) e @/N|y). 2.8
QFTla) = 72 3 el (2:8)
As caracteristicas fundamentais da QFT que a tornam indispensavel sao:

e Eficiéncia Computacional: Enquanto a FFT classica opera em O(Nlog N), a
QFT pode ser implementada com complexidade de circuitos de O(n?), onde n =

log N ¢ o nimero de qubits.

e Extracao de Periodicidade: A QFT possui a propriedade de converter padroes
de interferéncia em picos de probabilidade bem definidos. Se um estado de en-
trada possui uma periodicidade r, a aplicacao da QFT concentra a amplitude de

probabilidade em multiplos de 1/r.

Essa capacidade de isolar frequéncias especificas é a ferramenta matematica que vi-
abiliza a sub-rotina de order finding. Ao transformar a superposicao peridédica gerada
pela exponenciacao modular, a QFT permite que o periodo r, informacao essencial para a

fatoracao de grandes inteiros, seja medido com alta probabilidade no registrador de saida.

2.6 Algoritmo de Shor e Fatoracao de Inteiros

O algoritmo de Shor resolve o problema da fatoragao de um niimero inteiro composto
N ao reduzi-lo ao problema de encontrar a ordem (order finding) em um grupo

multiplicativo ZY.

2.6.1 Reducao do Problema

A parte classica da reduc@o consiste em escolher um nimero aleatoério a < N tal que

mdec(a, N) = 1. O objetivo passa a ser encontrar o menor inteiro positivo r (o periodo ou
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ordem) que satisfaga a relagao:
a"=1 (mod N). (2.9)

Uma vez encontrado um r par, os fatores de N podem ser obtidos via mde(a’/? + 1, N).

2.6.2 Fases do Algoritmo

O algoritmo ¢ tipicamente dividido em duas fases principais:

e Fase Quantica (Sub-rotina de Ordem): Utiliza a Transformada de Fourier
Quéntica (QFT) e a Estimativa de Fase Quéantica (QPE) para encontrar o valor de
r. Esta etapa opera sobre um registrador de entrada parametrizado por ¢ qubits,
onde ¢ ~ 2log, N, garantindo precisao suficiente para a distingao dos picos de
probabilidade.

e Fase Classica (Pos-processamento): Conforme discutido anteriormente, esta
fase utiliza os dados medidos do registrador quantico para extrair o valor exato de

r através de métodos como fragoes continuadas ou algoritmos de reticulado.

2.7 Reticulados

Reticulados constituem a estrutura matematica central do pés-processamento proposto
neste trabalho. Formalmente, dado um conjunto de vetores linearmente independentes
by, by, ..., b; € R", o reticulado gerado por eles é o conjunto de todas as combinacoes

lineares inteiras desses vetores:

d
A= {ZAibi : AieZ}. (2.10)
=1

Os vetores by, ..., b, formam uma base do reticulado, e d é a sua dimensao. Quando or-
J 9 )
ganizados como as linhas de uma matriz B € R¥" escreve-se A = A(B). Diferentemente
um vetorial, no qu ien a0 reais, em um reticu ien
de espaco vetorial, no qual os coeficientes sao reais, e eticulado os coeficientes

sao restritos aos inteiros, o que confere a estrutura um carater discreto.

Embora a base nao seja tnica, o valor absoluto do determinante permanece invariante

e define o determinante do reticulado:

det(A) = \/det(BBT), (2.11)
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que, quando d = n, reduz-se a | det(B)|. Geometricamente, det(A) corresponde ao volume
do paralelepipedo fundamental gerado pelos vetores da base e é independente da base

escolhida.
Uma quantidade fundamental associada a um reticulado é o seu primeiro minimo,
definido como a norma euclidiana do menor vetor nao nulo do reticulado:

A) = i . 2.12
M) = min v] (212)

Encontrar tal vetor é o objeto do Problema do Vetor Mais Curto (Shortest Vector
Problem, SVP), que é computacionalmente dificil em dimensoes arbitrarias. Um limitante
classico sobre \; é fornecido pelo Teorema de Minkowski, que garante a existéncia de

um vetor nao nulo cuja norma satisfaz
A (A) < Vd det(A)YV4, (2.13)

Esse limitante é essencial para a analise desenvolvida no Capitulo 4, pois estabelece a
norma tipica esperada dos vetores de um reticulado em fun¢ao de seu determinante e

dimensao.

Embora o SVP seja dificil no caso geral, o algoritmo LLL (Lenstra—Lenstra—Lovasz)
(Lenstra; Lenstra; Lovasz, 1982) resolve uma versao aproximada do problema em tempo
polinomial. A partir de uma base qualquer, o LLL produz uma base reduzida, cujos
vetores sao curtos e aproximadamente ortogonais. O primeiro vetor dessa base reduzida
satisfaz

by < 207D/ A (A), (2.14)

ou seja, aproxima o vetor mais curto por um fator que depende apenas da dimensao d.
Essa garantia de aproximacao, combinada com a eficiéncia polinomial do algoritmo, é
o que viabiliza o uso de reticulados como ferramenta de poés-processamento classico na

recuperacao da ordem, conforme detalhado no Capitulo 4.



3 Trabalhos relacionados

O desenvolvimento e aperfeicoamento de algoritmos de fatoragao quéntica tem se con-
centrado em duas areas principais: aumentar a probabilidade de sucesso de uma tnica
execucao da rotina quantica para reduzir o tempo total de processamento ou em mini-
mizar os requisitos de recursos fisicos (qubits e complexidade de circuito) do hardware

quantico.

3.1 Melhoria da Probabilidade de Sucesso e Eficiéncia de Exe-
cucao

Um gargalo conhecido na implementagao padrao do Algoritmo de Fatoracao de Shor é a
necessidade de execucoes repetidas, devido a uma taxa de falha que pode chegar a 50% na
fase de pos-processamento classico. A estratégia empregada tem carater probabilistico,
apresentando uma probabilidade de sucesso de, no minimo 1 —1/2*"! onde k ¢ o ntimero
de fatores primos distintos que dividem o nimero composto que se deseja fatorar (Shor,
1999). Dessa forma, a probabilidade de sucesso minima alcangada pela proposta original

¢ de aproximadamente 1/2.

O trabalho (Leander, 2002) abordou este problema introduzindo uma etapa de pré-
processamento cléssico que melhora significativamente o limite inferior de sucesso. Ao
selecionar entradas especificas y pertencente a Z%,, utilizando o simbolo de Jacobi (y/n) =
—1, o autor demonstra que a probabilidade de obter uma saida utilizavel aumenta de 1/2
para 3/4. Esta abordagem reduz eficientemente a probabilidade de falha no pior caso para
1/4, diminuindo consequentemente o niimero esperado de execugoes quéanticas necessarias

para fatorar um determinado niimero inteiro e, por extensao, o tempo total de execucao.

Um avango complementar foi apresentado por (Bastos; Kowada, 2021), que propoem
uma estratégia para determinar, sem executar o algoritmo quantico de busca de ordem,

se o algoritmo de Shor revelaria ou nao um fator nao trivial de N para uma dada base
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x, assumindo que a fatoracao de N é conhecida. O resultado central do trabalho esta-
belece condigoes suficientes sobre as ordens locais de x médulo cada fator primo de N
para garantir que existe um expoente ¢ tal que 1 < mde(z® — 1, N) < N. Notavelmente,
a abordagem generaliza o algoritmo original de Shor ao considerar qualquer divisor d
da ordem 7, e nao apenas o caso d = 2, o que permite explorar ordens impares sem
descarta-las. Como consequéncia pratica, os autores produzem a uma evidéncia experi-
mental direta da taxa de sucesso do método: para compostos de até 4096 bits formados
por dois primos aleatérios de tamanhos semelhantes, o algoritmo necessita em média de
aproximadamente 1,5 invocacoes da rotina quéntica de busca de ordem, com pior caso
nao superior a 11 tentativas. Esse resultado fornece uma base empirica sélida para avaliar

variantes e refinamentos do algoritmo de Shor.

Ja (Grosshans et al., 2015) otimiza ainda mais a execug¢ao para a classe especifica de
semiprimos seguros (safe primes) N = pl-p2, onde pl e p2 séo safe primes. O fato de safe
primes aumentarem a probabilidade de sucesso em algoritmos quanticos contrasta com
a abordagem classica onde os safe primes sao numeros mais dificeis de fatorar usando o
algoritmo de Pollard (Pollard, 1974). E por esse fato inclusive que essa classe de nimeros
primos ganharam o prefixo “safe”. Usando safe primes, a abordagem de (Grosshans et al.,
2015) alcanca uma probabilidade de sucesso de aproximadamente 1 — 4/N com apenas
uma unica chamada ao Quantum Order Finding Algorithm (QOFA). Além de reduzir
o numero de consultas, o algoritmo oferece vantagens praticas: permite o uso de uma
entrada constante (ex: a = 2) e utiliza um circuito reutilizéavel. Ao contrario do algoritmo
de Shor, que exige um novo circuito ou reinicializagao para diferentes entradas aleatorias,
este método permite que a mesma configuragao fisica seja executada novamente sem

modificacao, reduzindo drasticamente o overhead de tempo em execugoes experimentais.

Outro trabalho importante é (Johnston, 2017) . Nele a autora fornece uma estratégia
nova de como aproveitar as ordens nao pares retornadas pelo QOFA. A ideia é usar os
fatores primos da ordem r para tentar fatorar N mesmo que a ordem nao seja par, o que
¢ uma premissa no trabalho original do Shor. Dessa forma, nés temos um ganho direto
na probabilidade de sucesso na execucao do algoritmo de Shor e com isso evitando ter de

executa-lo mais de uma vez.
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3.2 Reducao dos Requisitos de Qubits e Complexidade de
Circuito

O maior obstéculo para o hardware quantico de curto prazo é a complexidade da ex-
ponencia¢ao modular, que requer registros amplos e circuitos extensos. (Ekera; Hastad,
2017) apresentaram uma generalizagao que reformula a fatoragdo de inteiros RSA como
um problema de "logaritmo discreto curto". Esta mudanca permite uma reducao direta
no tamanho do computador quéantico necesséario. Numa implementacao padrao de Shor
para um inteiro de n bits, a exponenciacao é realizada com um expoente de comprimento
2n bits. Em contraste, o algoritmo de (Ekera; Hastad, 2017) reduz este comprimento de
expoente para pouco mais de n/2 bits (especificamente (1/2 4 1/s)n bits), onde s é um
parametro ajustavel). A redugdo no comprimento do expoente traduz-se diretamente num
menor nimero de qubits nos registos de indice (utilizando registos de comprimento [+m e
[ qubits). Isto torna o algoritmo significativamente menos exigente em termos de memoria
quantica e mais viavel para execucao em arquiteturas atuais. Este quadro permite um
trade-off flexivel: ao aumentar ligeiramente o nimero de execugoes s, os investigadores

podem reduzir ainda mais as exigéncias impostas ao hardware quantico (menos qubits).

O trabalho de (Regev, 2025) propoe um algoritmo de fatoragdo quantica que reduz
a complexidade do circuito para O(n3/?) portas para um inteiro de n bits. Esta é uma
melhoria significativa em relagao ao algoritmo de Shor, que requer O(nQ) portas. O
autor alcanca essa reducao ao tratar a fatoracdo como um problema multidimensional,
executando independentemente um circuito quantico menor por y/n + 4 vezes. Em vez
de operar com grandes exponenciacoes modulares tnicas, o algoritmo utiliza pequenos
inteiros de O(logn) bits como bases (b;), o que diminui a carga computacional direta no
hardware quantico. O diferencial fundamental da parte quantica do algoritmo de Regev é
a substituicao de uma tnica e profunda exponenciagao modular por multiplas execucoes
independentes de um circuito mais “raso” e eficiente, que utiliza aproximadamente /n
bases pequenas em vez de uma tnica base grande. Enquanto o algoritmo de Shor busca
encontrar um periodo escalar em uma tunica dimensao, o circuito de Regev opera de
forma multidimensional para gerar amostras ruidosas de um reticulado, transferindo a
complexidade de reconstruir a estrutura do fator para o pos-processamento classico. Essa
abordagem reduz o namero de portas logicas de O(n?) para O(n*?), pois as operacdes
quanticas passam a lidar com expoentes significativamente menores e célculos modulares
distribuidos, tornando o processo mais rapido e menos exigente em termos de profundidade

de coeréncia para o hardware quantico.



4 Nossa Proposta

A proposta investigada neste trabalho baseia-se em um trade-off entre recursos quanticos
e pos-processamento classico. Em particular, busca-se reduzir os requisitos de hardware
quantico, especialmente o nimero de qubits necessarios para a recuperacao da ordem,
ao custo de um tratamento cléssico mais sofisticado baseado em reducao de reticulados.
Embora essa estratégia introduza um custo computacional classico adicional, tal custo
permanece polinomial e significativamente menos restritivo que o aumento equivalente de
recursos quanticos em arquiteturas reais. Em cenarios tolerante a falhas, a ampliagao do
ntumero de qubits e da profundidade dos circuitos representa um dos principais gargalos
fisicos e tecnologicos da computacao quantica. Dessa forma, a substituicao parcial de
precisao quantica por poés-processamento classico constitui um trade-off potencialmente
vantajoso em implementagoes praticas do algoritmo de Shor. A ideia de usar reticulado é
compensar a perda de precisao na medicao decorrente da diminuicao de qubits utilizados
no registrador de entrada. Esta escolha justifica-se pela capacidade dessa abordagem em
recuperar o periodo r mesmo a partir de amostras ruidosas ou parciais, algo que o método
tradicional de fragoes continuadas falha em realizar quando a precisao dos bits de fase é

reduzida.

4.1 Analise da Reducio de Qubits

Um dos principais objetivos desta pesquisa consiste em investigar até que ponto técnicas
de pos-processamento baseadas em reticulados podem compensar a reducao da precisao
quantica necesséria para a recuperagao da ordem no algoritmo de Shor. Diferentemente
da abordagem tradicional, que depende fortemente da precisao da estimativa de fase para
que a recuperacao da ordem seja realizada por meio de fragoes continuadas, a abordagem
proposta explora a utilizagao de miltiplas medi¢oes combinadas com técnicas de reducao
de bases de reticulados, permitindo extrair a ordem mesmo quando a quantidade de

informagao fornecida por cada medicao individual é menor.
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Na formulacao tradicional do algoritmo de Shor, o registrador de fase possui tamanho

[ escolhido de forma que

Q=2'>N?

onde () é o namero de estados e N é o inteiro a ser fatorado. Como consequéncia,

para um inteiro de n bits, com n = [log, N|, obtém-se aproximadamente

[ ~ 2n.

Essa condicao garante que a aproximacao racional obtida apds a Transformada de
Fourier Quéantica possua precisao suficiente para que a ordem seja recuperada utilizando

o método de fracoes continuadas.

Entretanto, essa exigéncia representa um custo significativo em termos de recursos
quanticos. Em arquiteturas tolerantes a falhas, o ntimero de qubits constitui um dos
principais fatores limitantes para a execucao de algoritmos quanticos em larga escala.
Além disso, o aumento do tamanho do registrador implica circuitos mais extensos, maior

profundidade légica e maior sobrecarga associada aos mecanismos de corre¢ao de erros.

A proposta investigada neste trabalho busca relaxar essa restricao, reduzindo o niimero
de qubits utilizados no registrador de fase e transferindo parte do esforco computacional
para o estagio classico de pos-processamento. Para avaliar quantitativamente esse trade-
off, foram realizados experimentos utilizando registradores progressivamente menores e

comparando-se a taxa de sucesso da recuperagao da ordem.

Os resultados experimentais indicaram que a recuperagao da ordem permanece viavel
mesmo quando o tamanho do registrador é reduzido para aproximadamente 52% do valor
tradicionalmente empregado. Em termos formais, se denotarmos por [’ o tamanho do

registrador utilizado na proposta, podemos escrever

I'=al,

onde « representa a fragao de qubits preservada em relacao ao algoritmo tradicional.

Os experimentos realizados neste trabalho sugerem

a ~ 0.52.
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Substituindo a relagao cléssica [ = 2n, obtém-se

I ~0.52 - 2n,

ou seja,

" =~ 1.04n.

Isso significa que o registrador de fase passa a exigir aproximadamente 1.04n qubits,
em contraste com os 2n qubits requeridos pela abordagem tradicional baseada em fracoes

continuadas.

A reducao relativa é definida por

7
Reducao = / l l ,

resultando em

9 — 1.04
Redugiio — -~ 104 ) 4g
2n

Portanto, os resultados observados sugerem uma economia aproximada de 48% no
numero de qubits do registrador de fase.
A Tabela 1 apresenta exemplos concretos dessa redugao para os tamanhos de entrada

utilizados nas simulagoes.

Tabela 1: Estimativa da reducao do tamanho do registrador de fase.
Bits de N Shor Tradicional Proposta Reducao

128 256 133 48,0%
256 512 266 48,0%
512 1024 532 48,0%

E importante ressaltar que essa reducao nao implica uma diminuicao da complexidade
assintotica do algoritmo de Shor. O procedimento continua dependendo da execugao do
QOFA e preserva a natureza polinomial da fatoracao quantica. O ganho obtido estéa
relacionado a diminuicao dos requisitos de hardware necessarios para alcancar uma taxa

de sucesso comparavel, compensando a perda de precisao individual das medi¢oes por
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meio de um poés-processamento classico mais sofisticado.

Sob essa perspectiva, os resultados obtidos devem ser interpretados como evidéncia
de um trade-off entre recursos quanticos e processamento classico. Enquanto a aborda-
gem tradicional privilegia a precisao das medicoes por meio de registradores maiores, a
proposta apresentada explora a combinagao de miltiplas medi¢coes com técnicas de re-
dugao de reticulados para recuperar a mesma informacao utilizando menos qubits. Em
cenarios onde a disponibilidade de qubits constitui o principal fator limitante, tal estra-
tégia pode representar uma alternativa pratica e potencialmente vantajosa para futuras

implementagoes do algoritmo de Shor.

4.2 Recuperacao da Ordem via Reticulados

Apos a medigao na Transformada de Fourier Quantica no algoritmo de Shor (Shor, 1999),

obtém-se um valor inteiro ¢ tal que

k 1
R (4.1)
Q r|”2Q
onde Q = 2!, r é a ordem procurada e k € {0,...,r — 1}. O problema classico consiste

em recuperar r a partir da aproximagao racional ¢/Q.

4.2.1 Caso base: uma medicao (Fracoes Continuadas).

Tradicionalmente, aplica-se o método de fracoes continuadas para encontrar convergentes
p/q que satisfacam
(4.2)

c 1
5 <
Sob essa condicdo, garante-se ¢ = r, desde que ged(k,r) = 1 (Nielsen; Chuang, 2010).
Entretanto, essa abordagem apresenta limitacoes estruturais: requer precisao suficiente
na aproximacao, trata apenas uma unica relagao linear e falha quando k e r nao sao

COprimos.

Para garantir a precisao necessaria, o algoritmo original de Shor exige que o registrador
de fase possua tamanho [ tal que @ = 2' > N2. Como consequéncia, para um inteiro de
n bits, tem-se

[ = 2n qubits. (4.3)
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4.2.2 Generalizacao: m medicoes via Reticulado.

Consideremos agora o cenario em que o QOFA é executado m vezes, produzindo as me-
digbes c1, ca, ..., cy. Cada valor ¢; satisfaz a relagao (4.1), de modo que existem inteiros

k; € {0,...,r — 1} tais que

r

‘TCi—kiQ‘ < 5, 2:1,,m (44)

O problema classico ampliado consiste em recuperar r a partir do conjunto {ci,...,cm} €
de (), sem conhecer os k;.

[Reticulado de recuperagao de ordem| Sejam ¢y, ...,c,, € Z medi¢oes obtidas pelo

QOFA com registrador de tamanho (). Define-se o reticulado de recupera¢ao de ordem

como o reticulado A(B,,) gerado pelas linhas da matriz (m + 1) x (m + 1):

1 ¢ o -+ ¢
0Q 0 --- 0

B,=[0 0 @ --- 0 |ezmximtl) (4.5)
00 0 -+ @Q

Para m = 1, a base B; coincide com a construcao bidimensional classica apresen-

tada em trabalhos anteriores sobre pos-processamento via reticulado para o algoritmo de
Shor (Ekera, 2021):
0
B1 - Q .
c 1

A formulagao (m + 1)-dimensional generaliza esse caso para multiplas medigoes.

O vetor alvo e sua norma.  Considere o vetor de coeficientes inteiros X* = (r, — ky, —

ko, ..., — k). O ponto correspondente no reticulado é:
w'=AX"-B,, = (r, rei—kiQ, reo—koQ, ..., TCpm— ka) (4.6)

Definindo os erros de aproximagao ¢; = r¢; — k; Q, com |g;| < r/2 pela condigao (4.4), a

norma euclidiana do vetor alvo satisfaz:

m

]|W*H2:r2+25? §r2<1+z> : (4.7)
i=1



4.2 Recuperagao da Ordem via Reticulados 32

e portanto
m
Wl < /14 (4.8)
Lema 1 (Recuperacdo da Ordem via Reticulado Multidimensional). Sejam ¢, ... ¢y,

medi¢oes obtidas pelo QOFA com registrador de tamanho @, satisfazendo |r c;—k; Q| < r/2
para inteiros k; com ged(k;,r) = 1. Seja By, a base definida em (4.5). Entao:

1. O vetor w* = (r,ey,...,em) pertence a A(B,,).
2. A primeira coordenada de w* € a ordem .

3. O vetor w* € o mais curto em A(B,,) desde que

2m/4 m/(m+1)
r < ¢ . (4.9)
1+m/4

Demonstragao. O item (1) segue diretamente da definigao de w* em (4.6): o vetor ¢
obtido por combinagao inteira das linhas de B,, com coeficientes (r, — ki, ..., — k), logo

pertence ao reticulado.

O item (2) é imediato pela construcao: a primeira coordenada é sempre r-1+4(—k;)-0 =

Para o item (3), calcula-se o determinante da base: det(B,,) = Q™. Pelo limi-
tante de Minkowski para o primeiro minimo A; de um reticulado de dimensao d, tem-se
A1 < Vd det(A)Y4. O Teorema de Minkowski garante a existéncia de um vetor néo nulo
cuja norma é limitada superiormente por uma quantidade proporcional a Q™/(™+1) O
algoritmo LLL encontra um vetor de norma no maximo 2 +1-D/4. \; = 2m/4 Qm/(m+1) e
tempo polinomial (Lenstra; Lenstra; Lovasz, 1982). Para que w* seja o vetor retornado
pelo LLL, é suficiente que ||w*|| < 2™/4Q™/(m+1) Combinando com (4.8), obtém-se a

condigao (4.9). O

Corolario 1 (Limite Inferior para o Registrador de Fase). Sob as hipdteses do Lema 1,
seja Q' = 2" o tamanho do registrador de fase utilizado na recuperacio da ordem via

reticulado. Entao a condi¢ao suficiente

2m/4le/(m+1)
1+m/4

r<

mmplica
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) m ] ! my _m
' > p- (logQ(r)+210g2<1+4) 4).

Consequentemente, o tamanho minimo do registrador cresce apenas logaritmicamente
com a ordem r, enquanto o aumento do niumero de medigcoes m fortalece a condi¢ao de

recuperacao fornecida pelo Lema 1.

Observagao 4.2.1 (Observagdo Experimental). Os resultados obtidos em 5.7 e 5.8 in-
dicam que, para aprorimadamente 40 medigoes independentes, a recuperacio da ordem
permanece estdvel quando o registrador de fase € reduzido para cerca de 52% do tamanho
tradicionalmente utilizado pelo algoritmo de Shor. Para os casos estudados, isso corres-

ponde a uma economia aproximada de 48% no mimero de qubits do registrador de fase.

4.2.3 Por que o vetor mais curto carrega a ordem r

Seja A(B,,) o reticulado de recuperagao de ordem definido na Segao 4.2. O vetor alvo

w* = (r,e1,...,6,) pertence a esse reticulado, conforme demonstrado no Lema 1. A

questao central é: por que ele é o mais curto?

A resposta reside na comparacao entre dois tipos de vetores em A(B,,):

e Vetores genéricos tém norma tipica da ordem de Q"/(™t1) que é o primeiro
minimo esperado pelo limitante de Minkowski para um reticulado de determinante
Q™ e dimensao m+1. Como Q =~ N? e N é criptograficamente grande, esses vetores

Sao enormes.

e O vetor alvo tem norma |[|[w*|| < r/1+m/4. Como r < N < @, tem-se r <
Qm/(m—&—l)'

O vetor alvo é, portanto, anormalmente curto em relagao ao que seria esperado para
um reticulado desse determinante. Esse fendbmeno ocorre porque a ordem r cria uma
relagao aritmética oculta entre @) e os valores medidos ¢;: cada ¢;/Q) é uma aproximagao
de k;/r, e r é exatamente o menor inteiro que satisfaz essas aproximagoes simultaneamente
para todos os i. Essa relagao se manifesta geometricamente como um vetor anormalmente

curto no reticulado.

Para completar o argumento, é necessario garantir que nao exista nenhum outro vetor
mais curto com primeira coordenada diferente de r. Qualquer vetor w = (\g,...) com

0 < Ao < r teria que satisfazer A\oc; =~ ki() para inteiros kf, ou seja, A\g também seria uma
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ordem de a médulo N. Mas r é a menor ordem por definicao, de modo que nao existe
Ao € (0,7) que satisfaga essa condigao. Consequentemente, qualquer vetor com primeira
coordenada menor que r possui pelo menos um erro |g;| > /2, 0 que aumenta sua norma

acima de [|w*||.

4.2.4 Derivacao da matriz B,,, a partir do problema.

A construcao da base B,, nao é arbitraria: ela é derivada diretamente das relacoes que

definem o problema de recuperacao de ordem.

O ponto de partida é a equagao (4.4): para cada medic¢ao ¢;, existem inteiros desco-

nhecidos A\g = r e \; = —k; tais que

)\O'Ci+/\i'Q:€ia |51| S . (410)

O objetivo é construir uma matriz cujas combinagoes inteiras de linhas com coeficientes
(Ao, A1y .-+, A) produzam exatamente o vetor (A, €1, €2, ..., €n). Analisando coorde-

nada a coordenada:

e Primeira coordenada deve ser \y. Isso exige que apenas a primeira linha con-

tribua com coeficiente 1 nessa posicao, e todas as demais com 0. Logo, a primeira

coluna da matriz é (1,0,0,...,0)T.

e Coordenada  + 1 deve ser A\gc; + A\; Q. Isso exige que a primeira linha contribua
com ¢; e a linha ¢+ 1 contribua com (), sendo as demais nulas. Logo, a coluna i + 1

¢ (c;,0,...,Q,...,0)T, onde Q ocupa a posicao i + 1.

Reunindo todas as colunas, obtém-se a estrutura em bloco:

e o e
- (L), s

onde I,, é a matriz identidade m x m. Pode-se verificar diretamente que:

(r, =ki, —ka, ..., =ky) By = (r, rei—k1Q, reo—kaQ, ..., rcp—knQ) = (1, €1, €9, ...
(4.12)

A escolha de @ - I, no bloco inferior direito é igualmente motivada: colocar () na

diagonal garante que os graus de liberdade ki, ko, ..., k,, sejam independentes entre si e

s Em)-
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ortogonais a primeira linha. Essa independéncia é essencial para que o LLL consiga sepa-
rar o vetor alvo dos demais vetores do reticulado. Qualquer @) fora da diagonal introduziria

dependéncias artificiais entre as medi¢oes que nao existem no problema original.

4.2.5 Vantagem geométrica sobre fracoes continuadas

A principal vantagem da abordagem via reticulado reside em sua robustez geométrica.
Diferentemente das fragoes continuadas, que operam essencialmente em dimensao unidi-

mensional, a formulagao via reticulado (m + 1)-dimensional permite:

e maior tolerancia a ruido e imprecisao nas medigoes;
e uso simultaneo de multiplas medigoes como restrigoes conjuntas;

e independéncia estrutural da condi¢ao ged(k,r) = 1 em cada medigao individual, uma

vez que a redundancia de m medigoes mitiga o impacto de medigoes degeneradas;

Enquanto fragdes continuadas sdo suficientes no regime ideal com alta precisao (I = 2n),
a formulagao via reticulados fornece uma estrutura mais geral, robusta e escalavel para o

poOs-processamento classico em algoritmos quéanticos de fatoracao.

4.2.6 Comparacio com Fracoes Continuadas

As fragoes continuadas e o LLL resolvem a mesma tarefa — recuperar r a partir de

aproximagoes de k/r — mas exploram informagoes distintas.

As fragoes continuadas constroem a expansao:

r=ay+— (4.13)

a + ———
1
a2+_

onde a; = |z;] e os convergentes py/qx sdo as melhores aproximagoes racionais de x = ¢/Q
com denominador até g,. O algoritmo para quando encontra gy tal que a?% =1 (mod N).
Trata-se de uma busca unidimensional: o mecanismo consiste em um zoom progressivo
na reta real, reduzindo o intervalo de incerteza em torno de ¢/ a cada passo, até que o

denominador do convergente coincida com 7.
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O LLL, por sua vez, opera em dimensao m + 1. Em vez de refinar uma tinica aproxi-
magao, ele combina m aproximagoes grosseiras como restrigoes simultaneas num sistema
linear inteiro. A analogia geométrica é a de uma triangulacao: nenhuma medicao indivi-

dual precisa ser precisa, mas a intersecao de todas aponta para r.

A consequéncia pratica dessa diferenca é direta. As fragoes continuadas exigem que
¢/Q esteja a distancia menor que 1/(2r2) de k/r, o que impde Q > r?> ~ N? e, portanto,
m = 2n qubits. O LLL com my.q medi¢oes exige apenas que cada c¢;/Q esteja a dis-
tancia menor que r/(2Q) de k;/r, uma tolerancia proporcionalmente muito maior. Uma
interpretacao heuristica do modelo sugere que o aumento do niimero de medigoes reduz a
precisao individual necessaria em cada amostra. Isso indica uma dependéncia efetiva en-
tre Q e r substancialmente mais favoravel do que a condicdo Q > r? exigida pelas fracoes
continuadas, fundamentando analiticamente a reduc¢do empirica de ~ 48% no tamanho

do registrador de fase observada nos experimentos da Secao 5.7 e 5.8.



S Nossa simulacao e testes

Com o intuito de validar tanto as propriedades fundamentais do algoritmo de Shor quanto
a eficacia da abordagem proposta neste trabalho, desenvolvemos um simulador cléssico
utilizando a linguagem Python (Gomes, 2026). A construcao dessa ferramenta justifica-se
pela necessidade de um ambiente controlado para testes, embora a transposi¢ao do modelo

quantico para o dominio classico imponha desafios computacionais significativos.

O algoritmo de Shor, em sua formulagao original, exige o processamento de estados
quanticos em um espaco de Hilbert, figura 3, cuja dimensao cresce exponencialmente com
o numero de qubits. Na pratica, em uma simulagao convencional, essa representacao
é frequentemente realizada por meio de vetores (arrays) de ponto flutuante, nos quais
cada posicao corresponde a amplitude de probabilidade de um estado quéntico especifico.
Consequentemente, para ntimeros de relevancia criptografica, a memoria necessaria para
armazenar tais amplitudes excede rapidamente a capacidade de qualquer supercomputa-

dor atual.

Diante dessa barreira de escalabilidade, nossa simulagao incorporou adaptacoes es-
tratégicas que viabilizam a fatoracao de inteiros de maior magnitude sem o esgotamento
dos recursos de hardware. Para assegurar a integridade desses resultados e confirmar que
tais simplificagoes nao comprometeram a fidelidade do algoritmo, foram aplicados testes
de forma a garantir a corretude do comportamento do simulador frente aos benchmarks

tedricos.

5.1 Passos da Simulaciao do Algoritmo de Shor
Independentemente de rodar a simulagao em modo adaptado ou nao, nés precisamos ter
uma definicao de quais passos serao executados em ambos os casos. O fluxo légico da

simulagao segue as etapas descritas abaixo:

1. Verificar se o nimero N ¢é um primo ou poténcia de primo;
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10.

11.

Espaco de Hilbert - n qubits (ex.: 3 qubits)
} Estado quantico geral

Dimenséo: |000) cowr:
dim(H) = 2" @ = g
: =Y ali
n=3-2-38 / izo
|001)
|/100)Q o ® com Z la;|? =1
/ ) =)

@ Cada ponto na esfera representa
um estado quantico normalizado

Os eixos representam combinagdes
lineares das bases computacionais

Base computacional (n = 3)

® [000) (eo)
® [001) (eq)
® [010) (ez) Propriedades:
1011) (e3) Linearidade
1100) (e4) Superposigio
Do B —— 1101) (es) Normalizagio
271 © [110) (ee) Ortogonalidade
@)=Y B ® [111) (ey)
i=0

Figura 3: Espaco Hilbert

. Em caso afirmativo, retornar o niimero primo e sua poténcia;

Caso contrario, seguir os passos abaixo;

. Escolher um nimero aleatoério z, onde 0 < x < N;

. Verificar se mdc(z, N) = 1;

Se for 1, ir para o passo 8;

Retornar mde(xz, N) e N/mdc(x, N);

. Simular a rotina quantica para encontrar a ordem r (busca de ordem quantica);

. Executar pos-processamento e validar r como a ordem de x;

Se a busca de ordem falhar, voltar ao passo 4;

Retornar mdc((2"/2 — 1), N) e mde((2"/% 4 1), N).

5.2 [Estimativa de Picos

Dentre as etapas do algoritmo de Shor apresentadas na Secao 5.1, a sub-rotina de busca

de ordem quéntica (QOFA - Quantum Order Finding Algorithm) destaca-se como a mais
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importante. E por meio desta rotina que a complexidade do problema da fatoracdo é

reduzida de exponencial para polinomial.

Resumidamente, o processo de geragao dos picos segue os seguintes passos:

1. Preparacao de um arranjo com N? posicoes;
2. Atribuigao do valor ' (mod N) para cada posicao ¢ do arranjo;
3. Execucao da IFF'T sobre o arranjo resultante;

4. Identificagao e retorno de um dos picos gerados pela transformada.

Nesse trabalho, a simulacao do QOFA é executada sob duas perspectivas distintas:
a metodologia padrao e a metodologia simplificada. A metodologia padrao baseia-se
na aplica¢do da Transformada Répida de Fourier Inversa (IFFT) sobre o vetor de estado
completo, mapeado em uma estrutura de dados de alta dimensionalidade. Embora forneca
a distribuicao de probabilidade exata em todo o espaco de Hilbert, essa abordagem impoe
uma demanda de memoria proibitiva para sistemas de larga escala. Em contrapartida, a
abordagem simplificada prioriza a eficiéncia ao identificar diretamente os valores de estado
associados aos méaximos locais de probabilidade (picos), mitigando o custo computacional

ao evitar a construgao integral do espectro.

5.2.1 Estimativa Padrao

Na metodologia padrao, o resultado da IFF'T consiste em uma estrutura de dados contendo
picos de amplitudes, que representam os estados de maior probabilidade em um sistema
quantico. Para isolar esses picos, implementou-se uma técnica de busca binéria iniciada
a partir de uma posigao aleatoria (na realidade é pseudoaleatoria, ver o trabalho de
(Von Neumann et al.)). Contudo, como salientado anteriormente, a escalabilidade desta
abordagem é limitada pelo consumo de memoéria, o que inviabiliza testes com niimeros de

grande magnitude.

A metodologia padrao pode ser interpretada como um pipeline composto por quatro
etapas principais: (i) construgao de um padrao periddico no registrador, (ii) transformagao
via IFFT, (iii) célculo e acumulagao das probabilidades e (iv) amostragem simulando a
medicao quantica. Diferentemente de uma descricao puramente conceitual, nesta se¢ao

cada uma dessas etapas é diretamente associada aos algoritmos implementados.
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A primeira etapa consiste na construcao explicita de um padrao periédico no regis-
trador, conforme descrito no Algoritmo 1. Nesse procedimento, a variavel interval define
a periodicidade r a ser simulada, enquanto o lago iterativo (linhas 2-5) realiza a mar-
cagao dos indices multiplos desse valor. Como resultado, o registrador passa a conter
uma estrutura esparsa, na qual apenas posicoes especificas possuem valor unitario. Essa
construcao é fundamental, pois estabelece no dominio do tempo a periodicidade que sera

posteriormente evidenciada no dominio da frequéncia pela IFFT.

Algoritmo 1 Atualizagao de Estados por Intervalo
Require: register,interval

Ensure: register atualizado conforme periodicidade

1: index + 1

2

while index < length(register) do
3. register[indez] « 1
4:  index < index + interval

5. end while

Algoritmo 2 Calculo de Probabilidades
Require: order,number of states,register

Ensure: new_register normalizado
1: new_register < zeros(length(register))

2: of fset <— number _of states/order

3: iterations <— order

4: for index = 0 to iterations — 1 do

5. position < int(index X of fset)

6: new _register|position] + |register|position]|*

7. new_register|position + 1] « |register|position + 1]|?

8: end for

9: return new register/ Y (new _register) {Normalizacao estatistica}

A partir desse registrador inicial, aplica-se a transformada inversa de Fourier, cujo
efeito nao é explicitado em pseudocoddigo, mas se reflete diretamente nos dados de en-
trada do Algoritmo 2. Nesse ponto, os valores do registrador deixam de ser binarios e
passam a representar amplitudes complexas. O Algoritmo 2 realiza entao a conversao
dessas amplitudes em probabilidades, conforme indicado na linha 6, onde se computa

|register|position]|*.
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Algoritmo 3 Geragao de Probabilidade Cumulativa

Require: order,number of states,register

Ensure: Listas nsum, psum

1:
2:

10:
11:
12:
13:
14:

15:
16:

psum < [0] x (2 x order + 1)
nsum < [0] X (2 x order + 1)
k < number of states/order
total < 0
for + =0 to order — 1 do
pos <— int(i X k)
psum(2 X i] < pos
total < total + register[pos]
nsum|2 X i| < total
psum[2 x i+ 1] <= pos + 1
total < total + register|[pos + 1]
nsum[2 x 1 + 1]  total
end for
psum[2 x order — 1] < —int(random() x number of states) {Residuo de probabi-
lidade}
nsum(2 x order — 1] 1

return nsum, psum

Observa-se que o algoritmo nao percorre todo o registrador, mas apenas posigoes espe-

cificas determinadas por offset (linha 2). Essa escolha reflete uma otimiza¢ao importante:

como a IFFT concentra probabilidade em torno de multiplos de %, o algoritmo explora

diretamente essa estrutura ao invés de avaliar todos os estados. A inclusao da posicao ad-

jacente (position+1, linha 7) captura efeitos de espalhamento espectral, garantindo maior

robustez na estimagao.
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Algoritmo 4 Simulacao de Medicao
Require: nsum, psum,number

Ensure: result (amostragem da medigao)
L. result < [0] x number
2: for i = 0 to number — 1 do
3:  random_value < random)()
4:  result[i] < buscabin(nsum, psum,random_value)
5. if result]i] = 0 then
6: result[i] « 1
7. end if
8: end for

9

. return result

Na sequéncia, o Algoritmo 3 transforma a distribuigao discreta obtida em uma fungao
de probabilidade acumulada. As variaveis psum e nsum armazenam, respectivamente, os
indices relevantes e os valores acumulados. Durante o lago principal (linhas 5-12), cada
iteragao adiciona incrementalmente a probabilidade associada a um pico, produzindo uma
estrutura monotonicamente crescente. Essa transformacao é essencial para viabilizar a
etapa de amostragem eficiente, uma vez que permite mapear valores aleatorios uniformes

em estados do registrador.

A etapa de medicao é simulada pelo Algoritmo 4, no qual cada amostra é gerada
a partir de um valor aleatério uniforme (linha 4). Esse valor é entdo utilizado como
entrada para a fungao buscabin, responséavel por localizar o intervalo correspondente na
distribuicao acumulada. O ajuste realizado nas linhas 6-8 evita a ocorréncia de estados

nulos, garantindo consisténcia na amostragem.

O mecanismo central dessa etapa é detalhado no Algoritmo 5, que implementa uma
busca binaria recursiva sobre o vetor acumulado. A cada chamada, o espaco de busca é
reduzido pela metade (linhas 12-18), resultando em complexidade O(logn). Essa escolha
é particularmente relevante, pois a alternativa linear se tornaria rapidamente invidvel

conforme o nimero de estados cresce exponencialmente com o niimero de qubits simulados.
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Algoritmo 5 Busca Binaria Customizada
Require: sum,psum,m

Ensure: Valor mapeado em psum

—_

: n < length(sum)
if n =0 then

N

return 0
else if n =1 then
return psum/|0]
else if n = 2 then
if m < sum[0] then

return psum/|0]

else

10: return psum/[1]

11:  end if

12: else

13:  meio < n//2

14:  if m = sum[meio| then
15: return psum[meiol

16:  else if m < sum|[meio] then

17: return buscabin(sum[0 : meio], psum|0 : meio], m)
18:  else

19: return buscabin(sum[meio : n|, psum[meio : n],m)
20: end if

21: end if

Por fim, a integracao dessas etapas evidencia que a qualidade da estimativa do periodo
esta diretamente ligada & forma como o padrao periodico inicial (Algoritmo 1) é propagado
pelas etapas subsequentes. Qualquer imprecisao na construcao inicial ou na discretizacao
das probabilidades impacta diretamente a distribuicao acumulada e, consequentemente,

os resultados da medi¢ao simulada.

5.2.2 Estimativa Simplificada

Para contornar as limitagoes de memoria fisica, este trabalho propoe uma técnica fun-
damentada na estimativa analitica dos picos de medicao. Em vez de instanciar o vetor

de estado completo para a aplicagdo da Transformada Rapida de Fourier Inversa (IFFT),
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Figura 4: Padrao de picos gerados pelo QOFA

o simulador explora as propriedades matematicas intrinsecas ao problema da busca de

ordem:

e Abstracao do Espaco de Estados: Ao abdicar do calculo de estados intermedi-
arios, o simulador concentra-se no fato de que o resultado apoés rodar a IFFT sobre
os estados contendo a periodicidade da funcao f(x) = a® (mod N) sera a existéncia
de r picos, onde r é a ordem, distrubuidos de forma equidistantes ¢/r entre os ¢ es-
tados, ver algoritmo 6. Exemplo: Na figura 4, o valor ¢ é um pico, esté equidistante

dos demais e ¢ um provavel valor a ser recuperado na medicao.

e Eficiéncia de Meméria: Tal abordagem reduz drasticamente a carga computa-
cional, permitindo a validacao de propostas de otimizacao, como o uso de ordens
impares ou divisores primos de r, sem a necessidade de processamento de matrizes

de dimensoes proibitivas.



5.3 Poés-processamento 45

Algoritmo 6 Gera picos de amplitude

Require: @ (tamanho do registrador), r (ordem), M (nimero de medigoes)
Ensure: Lista measurements com 2M valores

1: Inicializar measurements < [0]*/
2: offset < Q/r
fori=0até M —1do

spike < inteiro aleatorio em [0, 7]

pos < spike - offset

measurements|2i] < |pos|

measurements[2i + 1] <— |pos + 1]

end for

10: return measurements

Esses algoritmos nao constituem apenas uma implementacao computacional, mas uma
representacao explicita da dindmica esperada do QOFA. A periodicidade introduzida no
dominio temporal é convertida em concentracao espectral pela IFFT, permitindo repro-

duzir os picos de probabilidade associados a ordem r.

5.3 Poés-processamento

Apos a etapa de medi¢ao na rotina quantica, o algoritmo transita para uma fase de pos-
processamento estritamente classica. Esta etapa é fundamental para converter as amostras
brutas do vetor de estado em resultados estruturados, como a extragao do periodo r. Na
simulacao que construimos, esta conversao pode ser realizada através de duas metodologias

distintas:

1. Fragoes Continuadas: Utilizada para encontrar a melhor aproximagao racional
d/r a partir de ¢/q, onde ¢ é o valor medido na rotina quéntica e ¢ é o nimero
de estados quanticos gerados na superposcao. Este método ¢é eficiente para casos
de amostragem tnica onde a precisao da Transformada de Fourier Quantica (QFT)

permite a convergéncia direta para o denominador desejado.

2. Reducgao de Reticulados: Empregada em cenarios de maior complexidade ou em
variantes multidimensionais do algoritmo. Através do algoritmo de redugao de base

LLL (Lenstra—Lenstra—Lovdsz), busca-se o vetor mais curto em uma rede construida
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a partir de multiplas amostras, permitindo a recuperacao do resultado mesmo em
presenca de ruido estatistico ou quando os "picos"de amplitude estao distribuidos

de forma nao trivial.

Esta dualidade de abordagens permite que o simulador adapte o rigor do tratamento
de dados conforme a granulagdo (fina ou grossa) escolhida na etapa anterior, equilibrando

a fidelidade do resultado com o custo computacional classico.

5.4 Preparando a massa de testes

Para poder rodar as simulagoes e verificar os resultados alcangados com a proposta, nos
precisamos gerar uma massa de teste composta por nimeros primos que serao usados como
fatores para gerar o nimero composto que seré utilizada como informacao de entrada para

o algoritmo de fatoragao de Shor.

E importante lembrar que vamos usar somente nimeros safe primes. A escolha por
utilizar exclusivamente safe primes nao foi arbitraria. Em simulagoes classicas do algo-
ritmo de Shor, especialmente para inteiros de grande magnitude, a principal limitagao
computacional decorre da necessidade de representar explicitamente o espaco de Hilbert
associado ao QOFA. Nessa situacao, utilizar niimeros cuja estrutura algébrica favoreca a
recuperacao da ordem r torna-se uma estratégia importante para viabilizar experimentos

em larga escala.

Quando N = p-q é composto por safe primes, as ordens possiveis no grupo multiplica-
tivo Z}, tornam-se significativamente mais estruturadas e previsiveis. Isso reduz drastica-
mente o espaco de busca para recuperacao da ordem durante o pés-processamento cléssico,
permitindo validar os resultados do QOFA sem a necessidade de reconstruir integralmente

a distribuicao de probabilidades do sistema quantico.

Além disso, conforme discutido anteriormente, safe primes aumentam substancial-
mente a probabilidade de sucesso do algoritmo de Shor e de suas variantes otimizadas,
especialmente quando combinados com restrigoes adicionais como o uso do simbolo de
Jacobi. Dessa forma, essa escolha permitiu executar simulagoes com inteiros de tama-
nho criptograficamente relevante, incluindo instancias de até 512 bits, mantendo o custo

computacional classico dentro de limites viaveis.

Para que possamos rodar a simulacao com entradas de tamanho relevante para area

de criptografia, n6s usamos o openssl que fornece um CLI (command line interface) que
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possibilita gerar nimeros primos, inclusive com a restricao de serem safe primes. O
comando utilizado é openssl prime -generate -safe -bits <num_bits>. Entao, por
exemplo, se queremos um conjunto de nimeros compostos N para simulacao de 256
bits, executamos openssl prime -generate -safe -bits 128 duas vezes para gerar os

fatores que vao formar o nimero composto de 256 bits.

Para coletar dados sobre a proposta, iremos executar a simulacao com nimeros de
128, 256 e 512 bits. Para isso, configuramos 5 safe primes de 64 bits, 5 safe primes de
128 bits e 5 safe primes de 256 bits, o que resulta em 10 niimeros compostos N para cada

tamanho de bits (combinagao de 5 elementos tomados 2 a 2).

5.5 Parametros de execucao da simulacao

Para cada execucao da simulacao, nés podemos mudar alguns parametros de execuc¢ao

que fazem a simulacao rodar de maneiras diferentes a depender dessas combinagoes.

Para cada execucao da simulacao, é possivel ajustar os seguintes parametros:

Numero de medigoes: define quantas vezes rodamos a rotina QOFA que retorna o

candidato de ordem.

Tamanho do registrador: define quantos bits vamos usar no registrador. A ideia é
variar esse numero e avaliar qual é o limite inferior de nimero de bits que possibilita
a execucao da simulagao com sucesso, ou seja, que a fatoragao consiga encontrar os

fatores de V.

Nuamero de execugoes: define quantas vezes vamos rodar a simulagao para uma mesma
entrada. Usamos esse parametro para extrair informacoes de médias e desvio padrao

entre execugoes diferentes da simulagao com mesma entrada e mesma configuragao.

Habilitar o uso de simbolo de Jacobi: com o intuito de otimizar a performance do
algoritmo QOFA em ambiente de simulacao, é possivel habilitar o uso do simbolo de
Jacobi para a selegao de bases. Ao ativar essa funcionalidade, o valor x, selecionado
para a base da exponenciacao, deixa de ser estritamente aleatorio e passa a ser
condicionado & restrigao (%) = —1. A imposicao dessa propriedade algébrica eleva
a assertividade do QOFA a patamares proximos de 100%, conforme documentado

em (Silva; Santos; Kowada, 2025; Leander, 2002). Ver prova no apéndice A.
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5.6 Plano de execucao

A ideia é executar 6 vezes a simulagdo para cada combinagao entrada + parametros. A
primeira execugao é descartada para evitar impactos de inicializacao nas métricas geradas.
A tabela 2 mostra as combinacoes para todas as execucoes da simulacao realizadas para
gerar as métricas. O intervalo entre 0.5 e 0.6 ¢ o tnico que verificamos a cada 0.01%. E
nesse intervalo que comegamos a verificar a abordagem de reticulados comegar a conseguir
recuperar a ordem. Para as execucoes de fragoes continuadas, os valores de 0.51 até 0.59
nao foram utilizados porque eles nao se mostraram necessarios, ja que mesmo com 0.6 do
tamanho original do registrador de fase, essa abordagem nao conseguiu obter sucesso na

execucao do algoritmo.

Tabela 2: Combinagoes de execugao

Bits Numero de medicobes Tamanho do registrador(%)

128 bits ) 0.1 até 0.5; 0.51 até 0.59; 0.6 até 1
128 bits 10 0.1 até 0.5; 0.51 até 0.59; 0.6 até 1
128 bits 40 0.1 até 0.5; 0.51 até 0.59; 0.6 até 1
256 bits ) 0.1 até 0.5; 0.51 até 0.59; 0.6 até 1
256 bits 10 0.1 até 0.5; 0.51 até 0.59; 0.6 até 1
256 bits 40 0.1 até 0.5; 0.51 até 0.59; 0.6 até 1
512 bits ) 0.1 até 0.5; 0.51 até 0.59; 0.6 até 1
512 bits 10 0.1 até 0.5; 0.51 até 0.59; 0.6 até 1
512 bits 40 0.1 até 0.5; 0.51 até 0.59; 0.6 até 1

Conforme descrito anteriormente, as simulagoes foram conduzidas para diferentes va-
lores de N (inteiros a serem fatorados), tamanho de bits de N e diferentes tamanhos de
registrador , comparando a quantidade de execugOes necessarias para conseguir fatorar o
numero N, quando possivel. Além disso, testamos a simulagao com poés-processamento
original proposto por Shor com o pos-processamento que estamos avaliando, usando reti-

culado.

5.7 Execucoes com Fracoes Continuadas

Como experimento de referéncia, avaliou-se o desempenho do método tradicional de re-
cuperacao da ordem baseado em fra¢oes continuadas utilizando diferentes tamanhos para
o registrador de fase. O objetivo foi verificar o impacto da redugao do nimero de qu-
bits sobre a capacidade de reconstruir corretamente a ordem (r) a partir das medigoes
produzidas pelo QOFA.
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De acordo com a formulagao original do algoritmo de Shor (Shor, 1999), o registrador
de fase deve possuir tamanho suficiente para garantir (Q = 2™ > N?), o que corresponde
aproximadamente a (m =~ 2n) qubits para um inteiro (N) de (n) bits. Essa condigao
assegura que a aproximagao racional (¢/@Q)) possua precisao adequada para que a ordem

possa ser recuperada por meio do algoritmo de fragoes continuadas.

As Tabelas 3, 4 e 5 apresentam os resultados obtidos para diferentes quantidades
de medicgoes e diferentes proporcoes do niimero original de qubits. Observa-se que o
método de fragoes continuadas falhou sistematicamente sempre que o registrador de fase

foi reduzido, independentemente da quantidade de medigoes realizadas.

Um aspecto particularmente relevante é que o aumento do nimero de medigoes nao
produziu qualquer melhoria nos resultados. Mesmo com 40 medi¢oes independentes, a
recuperacao da ordem permaneceu inviavel para todas as configuragoes que utilizavam
menos de 100% dos qubits originalmente previstos pelo algoritmo de Shor. Esse com-
portamento evidencia uma limitacao estrutural das fracoes continuadas: o método opera
sobre uma tinica aproximagcao racional por vez e nao dispoe de mecanismos para combinar

miultiplas observagoes parciais em uma estimativa conjunta da ordem.

Os resultados confirmam, portanto, que a redugao do registrador de fase provoca perda
de precisao suficiente para inviabilizar a recuperagao correta da ordem por fragoes conti-
nuadas. Em outras palavras, a simples repeticao das medi¢des nao ¢ capaz de compensar

a diminuicao da informacao disponivel em cada observacao individual.

A Figura 5 resume esse comportamento. Observa-se uma transicao abrupta entre falha
e sucesso: o método somente apresenta sucesso quando o tamanho integral do registrador
recomendado por Shor (Shor, 1999) é preservado. Esse resultado refor¢a a dependéncia das
fracoes continuadas em relagao a alta precisao da estimativa de fase e justifica a busca
por técnicas alternativas de pos-processamento capazes de explorar miltiplas medi¢oes

simultaneamente.

Tabela 3: Resultados para 5 medigoes

Sucesso % Qubits Qubits original

Nao 0.1 até 0.9 128
Sim 1.0 128
Nao 0.1 até 0.9 256

Continua na proxima pagina
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Sucesso

Qubits original

Sim
Nao

Sim

% Qubits
1.0

0.1 at¢ 0.9
1.0

256
012
012

Tabela 4:

Resultados para 10 medigoes

Sucesso

Qubits original

Nao
Sim
Nao
Sim
Nao

Sim

% Qubits
0.1 até 0.9
1.0
0.1 até 0.9
1.0
0.1 até 0.9
1.0

128
128
256
256
012
012

Tabela 5: Resultados para 40 medigoes

Sucesso

Qubits original

Nao
Sim
Nao
Sim
Nao

Sim

% Qubits
0.1 até 0.9
1.0
0.1 até 0.9
1.0
0.1 até 0.9
1.0

128
128
256
256
012
012

5.8 Execucoes com Reticulado

Apos estabelecer o comportamento de referéncia utilizando fragoes continuadas, os mes-

mos experimentos foram repetidos empregando o método de recuperacao da ordem base-

ado em redugao de reticulados. O objetivo foi avaliar se a utilizagao de multiplas medigoes

combinadas com poés-processamento geométrico seria capaz de compensar a perda de pre-

cisao decorrente da reducao do nimero de qubits.
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Figura 5: Resultados das execugoes com fragoes continuadas

Os resultados obtidos para 5 medigoes mostram comportamento semelhante ao ob-
servado nas fragoes continuadas. Nessas configuracoes, a quantidade de informacao dis-
ponivel ainda nao é suficiente para permitir a reconstrucao confiavel da ordem quando
o registrador de fase é reduzido. Como consequéncia, o método continua apresentando

falhas para todas as configuragoes com menos de 100% dos qubits originalmente previstos.

Entretanto, um comportamento significativamente diferente surge quando o niimero
de medig¢oes é aumentado para 10. Conforme apresentado na Tabela 7, o método baseado
em reticulados passa a recuperar corretamente a ordem mesmo em cenarios onde apenas
55% do numero original de qubits é utilizado. O melhor resultado foi com 40 medic¢oes

que passa a recuperar corretamente com apenas 52% do tamanho original.

Esse resultado constitui a principal evidéncia experimental da hipdtese investigada
nesta tese. Diferentemente das fragoes continuadas, a abordagem baseada em reticulados
nao depende exclusivamente da precisao de uma tnica medi¢ao. Em vez disso, ela explora
simultaneamente miltiplas observagoes, transformando o problema de recuperagao da
ordem em um problema geométrico de busca por vetores curtos em um reticulado. A
redundéancia introduzida pelas diversas medigoes permite compensar parcialmente a perda

de precisao causada pela reducao do registrador de fase.

Comparando-se diretamente os resultados das Secoes 5.7 e 5.8, observa-se que o au-
mento do nimero de medigoes nao produz beneficios para as fragoes continuadas, mas
passa a desempenhar papel fundamental na abordagem baseada em reticulados. Esse
comportamento esta de acordo com a analise tedrica desenvolvida no Capitulo 4, onde se
mostrou que multiplas medigoes podem fornecer restrigoes adicionais capazes de auxiliar

a recuperacao da ordem mesmo quando a precisao individual das amostras é reduzida.
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Os resultados obtidos indicam que a utilizacao de aproximadamente 52% do nimero de
qubits originalmente requerido pelo algoritmo de Shor pode ser suficiente para recuperar
corretamente a ordem quando combinada com um poés-processamento classico baseado em
reticulados e um ntmero adequado de medi¢oes. Em termos praticos, isso corresponde a
uma reducao proxima de 48% nos requisitos de qubits do registrador de fase, preservando

a capacidade de recuperacao da ordem nas instancias avaliadas.

Tabela 6: Resultados para 5 medicoes

Sucesso % Qubits Qubits original

Nao 0.1 até 0.9 128
Sim 1.0 128
Nao 0.1 ate 0.9 256
Sim 1.0 256
Nao 0.1 até 0.9 512
Sim 1.0 512

Tabela 7: Resultados para 10 medigoes

Sucesso % Qubits Qubits original

Nao 0.1 até 0.54 128
Sim 0.55 até 1.0 128
Nao 0.1 até 0.54 256
Sim 0.55 até 1.0 256
Nao 0.1 até 0.54 012
Sim 0.55 até 1.0 512

Tabela 8: Resultados para 40 medigoes

Sucesso % Qubits Qubits original

Nao 0.1 até 0.51 128
Sim 0.52 até 1.0 128

Continua na prozima pdgina
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Sucesso % Qubits Qubits original

Nao 0.1 até 0.51
Sim 0.52 até 1.0
Nao 0.1 até 0.51
Sim 0.52 até 1.0

256
256
512
512

Ndmero de tentativas por fragdo de qubits
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Figura 6: Resultados das execugoes com reticulados



6 Conclusao

Neste trabalho, investigou-se a aplicagao de técnicas de simulagao do algoritmo de Shor
com énfase no aprimoramento do estagio classico de pos-processamento, explorando o uso
de estruturas de reticulado como alternativa as abordagens tradicionais baseadas em fra-
¢oes continuas. O estudo foi motivado pelas limitacoes praticas associadas a implementa-
¢ao do algoritmo em hardware quantico real, especialmente no que se refere a quantidade
de qubits necessaria para a representacao do registrador quantico e a sensibilidade do

algoritmo a erros.

Os resultados obtidos ao longo das simulagoes indicam que a incorporagao de métodos
baseados em reducao de bases de reticulados, como o algoritmo LLL, constitui uma abor-
dagem promissora para a recuperacao da ordem r a partir das medigoes quanticas. Em
particular, observou-se que essa estratégia permite uma interpretacao mais robusta das
aproximacoes racionais derivadas do processo de medig¢ao, mitigando limitacoes associadas

a precisao finita e a presenca de ruido.

Um dos principais achados deste trabalho foi a constatacao de que o uso de reticula-
dos possibilita uma redugao consideravel no tamanho do registrador quantico necessario
nas simulagoes. Essa reducao decorre do fato de que a técnica baseada em reticulados
consegue extrair informagoes relevantes mesmo quando a precisao da estimativa da fase e,
consequentemente, o nimero de qubits utilizados ¢ menor do que o exigido pelos métodos
classicos tradicionais. Em termos préticos, isso implica que o algoritmo pode operar com
registradores mais compactos sem comprometer significativamente a taxa de sucesso na

determinacao da ordem.

Embora a abordagem proposta introduza um custo classico adicional decorrente da
reducao de bases de reticulado, esse custo permanece polinomial e, nas dimensoes consi-
deradas neste trabalho, é significativamente inferior ao custo fisico associado ao aumento
do nimero de qubits e da profundidade dos circuitos quénticos. Dessa forma, os re-

sultados sugerem que o trade-off entre recursos quanticos e pos-processamento cléssico
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pode ser vantajoso em cenarios onde os qubits constituem o principal recurso limitante.
Essa observagao possui implicacoes diretas para a viabilidade experimental do algoritmo
de Shor. A limitagao no nimero de qubits disponiveis é um dos principais gargalos no
desenvolvimento de computadores quanticos escalaveis. Portanto, qualquer abordagem
que permita reduzir a demanda por recursos quanticos, mantendo desempenho aceitavel,
representa um avanco relevante. Os resultados aqui apresentados sugerem que técnicas hi-
bridas, combinando processamento quéantico e métodos cléssicos mais sofisticados, podem
desempenhar papel fundamental na transicao entre simulac¢oes tedricas e implementacoes

praticas.

Além disso, verificou-se que o uso de reticulados proporciona maior flexibilidade na
escolha dos parametros do algoritmo, como o tamanho do registrador de fase, permitindo
explorar configuragoes que seriam inviaveis sob a abordagem tradicional. Essa flexibili-
dade pode ser explorada para otimizar o equilibrio entre custo computacional e proba-
bilidade de sucesso, especialmente em cenarios onde o ntimero de execugoes do circuito

quantico é limitado.

Do ponto de vista metodolégico, o trabalho também contribui ao demonstrar, por
meio de experimentagao computacional, a aplicabilidade de técnicas cléssicas avancadas
de teoria dos niimeros e algebra linear no contexto da computagao quantica. Essa integra-
¢ao evidencia o carater interdisciplinar do campo e refor¢ga a importancia de abordagens

hibridas no avanco do estado da arte.

Por fim, destaca-se que, embora os resultados sejam promissores, eles foram obtidos
em ambiente de simulagao, o que implica certas idealizagoes, como auséncia de ruido fisico
realista e limitagoes especificas de hardware. Ainda assim, as tendéncias observadas for-
necem evidéncias consistentes de que o uso de reticulados pode representar uma melhoria

concreta na implementagao prética do algoritmo de Shor.

6.1 Trabalhos Futuros

Apesar dos avancos apresentados, diversas questoes permanecem em aberto, abrindo opor-

tunidades relevantes para investigacoes futuras.

Uma dire¢ao natural consiste na validagao experimental dos resultados em hardware
quantico real. A transicao de simulagoes para dispositivos fisicos envolve desafios adicio-
nais, como decoeréncia, erros de porta e limitacoes de conectividade entre qubits. Avaliar

o desempenho das técnicas baseadas em reticulados nesse contexto é essencial para de-
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terminar sua aplicabilidade préatica. Em particular, seria interessante investigar como o
ruido afeta a qualidade das aproximacoes utilizadas como entrada para os algoritmos de

reducao de reticulado.

Outra linha promissora envolve o aperfeicoamento dos algoritmos de reducao de reti-
culado utilizados no pés-processamento. Embora o algoritmo LLL seja amplamente utili-
zado devido a sua eficiéncia polinomial, ele nao fornece solugoes 6timas em todos os casos.
Alternativas como BKZ (Block Korkine-Zolotarev) podem oferecer melhor qualidade de
reducao, ao custo de maior complexidade computacional. A anélise do trade-off entre
custo classico adicional e ganho em precisao constitui um tema relevante para estudos

futuros.

Além disso, pode-se explorar a integragao mais profunda entre o circuito quéantico e o
pos-processamento classico, desenvolvendo abordagens adaptativas nas quais os resultados
parciais das medicoes influenciam dinamicamente a execucao do algoritmo. Essa estraté-
gia pode permitir uma utilizacao ainda mais eficiente dos recursos quanticos, reduzindo a

necessidade de execugoes repetidas.

No ambito tedrico, ha espaco para uma anélise mais rigorosa da probabilidade de su-
cesso do algoritmo quando combinado com técnicas de reticulado, especialmente conside-
rando diferentes distribuigoes de erro nas medigoes. Tal analise poderia fornecer garantias

formais sobre o desempenho da abordagem proposta, contribuindo para sua consolidagao.

Adicionalmente, seria relevante investigar a relagao entre o tamanho minimo do re-
gistrador quantico e a eficiéncia do pos-processamento baseado em reticulados, buscando
estabelecer limites inferiores mais precisos. Esse tipo de resultado poderia orientar o pro-
jeto de arquiteturas quénticas mais eficientes, alinhadas as necessidades especificas do

algoritmo de Shor.

Por fim, uma dire¢ao de grande impacto envolve a integracao com técnicas de corre¢ao
de erros quanticos. Uma vez que a redugao do numero de qubits pode aliviar parcialmente
a sobrecarga associada a corregao de erros, compreender como essas duas abordagens

interagem pode abrir caminho para implementacoes mais viaveis em larga escala.

6.2 Consideracoes Finais

Em sintese, este trabalho demonstrou que o uso de reticulados no poés-processamento do

algoritmo de fatoragao do Shor nao apenas constitui uma alternativa viavel as técnicas
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tradicionais, mas também oferece vantagens concretas, especialmente no que diz respeito
a reducao do tamanho do registrador quéantico necessario. Essa contribuicao reforca a
importancia de abordagens hibridas e sugere que avancgos significativos na computacao
quantica podem emergir da combinacao inteligente entre algoritmos quanticos e técnicas

classicas avancadas.

O aprofundamento das investigacoes propostas nos trabalhos futuros podera con-
solidar essas evidéncias e contribuir de maneira decisiva para a viabilizacao pratica de

algoritmos quanticos para problemas de relevancia criptogréfica.
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APENDICE A - PROVA MATEMATICAS

A.1 Melhoria da probabilidade de obter a ordem com Sim-
bolo de Jacobi

Teorema 1. Seja N = p-q, onde p e q sao numeros primos. Suponha ainda que p =
2°-u+1eq=2°v+1, onde u e v sao inteiros impares e ¢ € uma constante. Para todo
x € Ly tal que ged(z, N) =1 e xz > 1, vale que, se o simbolo de Jacobi de x em relagio
a N for igual a —1, entdo

1 < ged(z"* —1,N) < N.

Demonstracao. Inicialmente, recorda-se que o simbolo de Jacobi de um inteiro z em
relacaio a N = p- ¢, com p e ¢ primos fmpares, pode ser expresso como o produto dos

simbolos de Legendre correspondentes, isto é,

Jacobi(z,N) = Legendre(z,p) - Legendre(z,q).

Além disso, pela definigdo do simbolo de Legendre, tem-se que Legendre(a,b) €
{—1,0,1}. Portanto, se Jacobi(z,N) = —1, conclui-se que necessariamente ocorre um
dos seguintes casos: Legendre(x,p) = 1 e Legendre(x,q) = —1, ou Legendre(z,p) = —1 e

Legendre(z,q) = 1.

Sem perda de generalidade, considera-se o caso em que Legendre(z,p) = 1 e Legendre(z,q) =

—1. Nessa situagao, do fato de Legendre(z,p) = 1, segue que a ordem de z modulo p,

denotada por r, = ord(z,p), divide p=l _

> 2¢71u. Consequentemente, 7, nao é divisivel

por 2¢, o que implica que ged(2°9,7,) < 2°.

Por outro lado, a condigao Legendre(z,q) = —1 implica que a ordem de x modulo

qg—1 __

5 2¢=1y. Dessa forma, conclui-se que 2¢

¢, denotada por r, = ord(z,q), ndo divide

divide r,, isto ¢, ged(2¢,1,) = 2°.
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Considerando agora a ordem de  modulo N, denotada por r = ord(z,N), e utilizando
o fato de que r = lem(ry,r,) (ver Lema 2.3 em (Bastos; Kowada, 2021)), obtém-se que
ged(r, 2¢) = 2°.

Dessa relaca@o, conclui-se que /2 é multiplo de r,, mas ndo ¢ multiplo de r,. Em

termos de congruéncias, isso implica que

t?=1 (modp) e z/>#1 (mod q).

Portanto, 27/% — 1 ¢ divisivel por p, mas nao ¢ divisivel por q. Como N = p - g, segue
que

ged(z/? —1,N) = p,
o que implica diretamente que 1 < ged(z™/? — 1, N) < N.

Isso conclui a demonstracao. O]
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APENDICE B - EXECUCOES DA SIMULACAO

B.1 [Execucoes com fracoes continuadas

Tabela 9: Resultados para 5 medicoes

Sucesso Qubits

Qubits original

Meédia tentativas

Desvio padrao Maximo

Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao

0.1
0.1
0.1
0.2
0.2
0.2
0.3
0.3
0.3
0.4
0.4
0.4
0.5
0.5
0.5
0.60
0.60
0.60
0.70
0.70

128
256
012
128
256
512
128
256
512
128
256
512
128
256
012
128
256
512
128
256

o ot ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut Ot Ot Ut

S O O O O O O O O O O O o o o o o o o o
— = = = = Ot Ot ot ot Ut Ot Ot Ot Ot Ut Ut Ut Ot Ot Ot

Continua na prozima pdgina
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Sucesso Qubits

Qubits original

Média tentativas

Desvio padrao Maximo

Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Sim
Sim

Sim

0.70
0.80
0.80
0.80
0.90
0.90
0.90
1.00
1.00
1.00

012
128
256
512
128
256
512
128
256
512

or ot ot Ot Ot Ot Ot

1.0
1.0

o O O O O O o o o O
e gy

Tabela 10: Resultados para 10 medigoes

Sucesso Qubits

Qubits original

Média tentativas

Desvio padrao Maximo

Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao

0.1
0.1
0.1
0.2
0.2
0.2
0.3
0.3
0.3
0.4
0.4
0.4
0.5
0.5
0.5
0.60
0.60
0.60

128
256
012
128
256
012
128
256
512
128
256
512
128
256
512
128
256
012

g o ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ut Ut Ut Ut Ut Ot Ot

S O O O O O O O O o o o o o o o o o
_ = = ¢t ¢t Ot Ot Ot Ot Ot Ut Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot

Continua na prozima pdgina
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Sucesso Qubits

Qubits original

Média tentativas

Desvio padrao Maximo

Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Sim
Sim

Sim

0.70
0.70
0.70
0.80
0.80
0.80
0.90
0.90
0.90
1.00
1.00
1.00

128
256
512
128
256
512
128
256
012
128
256
012

HHHOTOTOTOTOTOTOTO‘!OT
o o O

O O O O O O O o o o o o
S e G e ey

Tabela 11: Resultados para 40 medigoes

Sucesso Qubits

Qubits original

Média tentativas

Desvio padrao Maximo

Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao

0.1
0.1
0.1
0.2
0.2
0.2
0.3
0.3
0.3
0.4
0.4
0.4
0.5
0.5
0.5
0.60

128
256
512
128
256
512
128
256
512
128
256
012
128
256
512
128

gt v Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot QU Ut Ut Ot Ut Ot
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Sucesso Qubits

Qubits original

Média tentativas

Desvio padrao Maximo

Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Sim
Sim

Sim

0.60
0.60
0.70
0.70
0.70
0.80
0.80
0.80
0.90
0.90
0.90
1.00
1.00
1.00

256
512
128
256
012
128
256
512
128
256
512
128
256
512

HHHCHOTOTOTCHOTOTOTOTOTOT
o o O

S O O O O O O o o o o o o o
e e S g SO

B.2 Execucoes com Reticulado

Tabela 12: Resultados para 5 medicoes

Sucesso Qubits

Qubits original

Média tentativas

Desvio padrao Maximo

Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao

0.1
0.1
0.1
0.2
0.2
0.2
0.3
0.3
0.3
0.4
0.4

128
256
012
128
256
012
128
256
512
128
256

ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot ot Ut
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Continua na prozima pdgina




A.1 Melhoria da probabilidade de obter a ordem com Simbolo de Jacobi 67

Sucesso Qubits Qubits original Meédia tentativas Desvio padrao Maximo

Nao 0.4 012 ) 0 )
Nao 0.5 128 ) 0 )
Nao 0.5 256 ) 0 )
Nao 0.5 512 ) 0 )
Sim 0.6 128 1.50 0.67 2
Sim 0.6 256 1.44 0.95 2
Sim 0.6 512 1.28 0.45 2
Sim 0.7 128 1.0 0.0 1
Sim 0.7 256 1.0 0.0 1
Sim 0.7 512 1.0 0.0 1
Sim 0.8 128 1.0 0.0 1
Sim 0.8 256 1.0 0.0 1
Sim 0.8 012 1.0 0.0 1
Sim 0.9 128 1.0 0.0 1
Sim 0.9 256 1.0 0.0 1
Sim 0.9 012 1.0 0.0 1

Tabela 13: Resultados para 10 medigoes

Sucesso Qubits Qubits original Meédia tentativas Desvio padrao Maximo

Nao 0.1 128 ) 0 )
Nao 0.1 256 ) 0 )
Nao 0.1 512 5 0 5
Nao 0.2 128 ) 0 )
Nao 0.2 256 ) 0 )
Nao 0.2 512 ) 0 )
Nao 0.3 128 5 0 5
Nao 0.3 256 ) 0 )
Nao 0.3 512 ) 0 )
Nao 0.4 128 ) 0 )
Nao 0.4 256 5 0 5
Nao 0.4 012 ) 0 )

Continua na prozima pdgina
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Sucesso Qubits

Qubits original

Média tentativas

Desvio padrao Maximo

Nao
Nao
Nao
Sim
Sim
Sim
Sim
Sim
Sim
Sim
Sim
Sim
Sim
Sim

Sim

0.5

0.5

0.5
0.60
0.60
0.60
0.70
0.70
0.70
0.80
0.80
0.80
0.90
0.90
0.90

128
256
512
128
256
512
128
256
012
128
256
012
128
256
512

)

)

)
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0

0

0

0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

S e S e e g N Y L &2 B

Tabela 14: Resultados para 40 medigoes

Sucesso Qubits

Qubits original

Média tentativas

Desvio padrao Maximo

Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao
Nao

0.1
0.1
0.1
0.2
0.2
0.2
0.3
0.3
0.3
0.4
0.4
0.4
0.5

128
256
512
128
256
012
128
256
012
128
256
512
128

gt v Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot

SO O O O O O O o o o o o o
g v Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot

Continua na prozima pdgina
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Sucesso Qubits Qubits original Meédia tentativas Desvio padrao Maximo

Nao 0.5 256 ) 0 )
Nao 0.5 512 ) 0 )
Sim 0.60 128 1.0 0.0 1
Sim 0.60 256 1.0 0.0 1
Sim 0.60 012 1.0 0.0 1
Sim 0.70 128 1.0 0.0 1
Sim 0.70 256 1.0 0.0 1
Sim 0.70 512 1.0 0.0 1
Sim 0.80 128 1.0 0.0 1
Sim 0.80 256 1.0 0.0 1
Sim 0.80 512 1.0 0.0 1
Sim 0.90 128 1.0 0.0 1
Sim 0.90 256 1.0 0.0 1
Sim 0.90 512 1.0 0.0 1
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