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Resumo

O computador digital tornou-se o dispositivo central da civiliza¢do tecnolégica contem-
poranea, estando presente em praticamente todos os sistemas inteligentes. A l6gica e
a fisica irreversiveis que fundamentam a computacao tradicional implicam dissipagdo
de energia sempre que ocorre destrui¢do de informagdo, ameagando a continuidade
do avango da eficiéncia e da miniaturiza¢do. As demandas computacionais crescentes
da inteligéncia artificial intensificam essa preocupacao, traduzindo-se em custos ener-
géticos e econdmicos significativos. A computacdo reversivel surge como alternativa
potencial capaz de superar o limite inferior fundamental de dissipagdo associado a
irreversibilidade l6gica. Este trabalho apresenta as bases fisicas e l6gicas da irrever-
sibilidade e da reversibilidade, revisita o desenvolvimento histérico da computagdo
reversivel e examina as condi¢des 16gicas para a inversibilidade de programas e para a
semirreversibilidade — entendida como a admissdo controlada de operagdes irrever-
siveis em um arcabougo parcialmente reversivel. Da-se especial atenc¢do a distingdo
entre irreversibilidade fisica e 16gica, ao principio de Landauer que relaciona perda
de informagdo a custo termodindmico e a perspectivas criticas que questionam se a
dissipacdo ¢ estritamente inevitavel em todos os cendrios praticos. Utiliza-se uma lin-
guagem de pseudocddigo acrescida de reversibilidade para implementar algoritmos
classicos — Subsequéncia Comum Mais Longa (LCS), Floyd-Warshall e Radix Sort —
examinando o impacto da reversibilizagdo nas complexidades de tempo e espago. Os
resultados evidenciam tanto as restrigdes impostas pelas estruturas de dependéncia
quanto a viabilidade de soluc¢des algoritmicamente reversiveis sem custo energético

assintoético adicional.

Palavras-chave: computacdo reversivel; irreversibilidade 16gica; inversdo de progra-

mas; programagcao reversivel; energia e informacao.



Abstract

Digital computers have become the central device of contemporary technological civili-
zation, embedded in virtually all intelligent systems. The irreversible logic and physics
on which they are traditionally based imply energy dissipation whenever information
is destroyed, threatening the continued advance of efficiency and miniaturization. The
ever-growing computational demands of artificial intelligence intensify this concern,
translating into substantial economic and energetic costs. Reversible computing emer-
ges as a potential alternative capable of overcoming the fundamental lower bound
on dissipation associated with logical irreversibility. This work presents the physical
and logical foundations of irreversibility and reversibility, revisits the historical de-
velopment of reversible computing, and examines the logical conditions for program
invertibility and semireversibility—the controlled admission of irreversible operati-
ons within a partially reversible framework. Particular attention is devoted to the
distinction between physical and logical irreversibility, to Landauer’s principle rela-
ting information loss to thermodynamic cost, and to critical perspectives that question
whether dissipation is strictly unavoidable in all practical scenarios. A pseudocode
language with added reversibility is used to implement classical algorithms — Lon-
gest Common Subsequence (LCS), Floyd-Warshall, and Radix Sort — examining the
impact of reversibilization on time and space complexity. The results illustrate both the
constraints imposed by dependency structures and the feasibility of constructing fully

reversible algorithmic solutions without asymptotic energy cost.

Keywords: reversible computing; logical irreversibility; program inversion; reversible

programming; energy and information.
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1 Introducao

O computador digital ocupa a posigdo central no atual estdgio civilizatério. Inicial-
mente tinha a dimensao de salas e prédios e seu uso era restrito a centros de pesquisa
e de defesa; uma evolugdo sem precedentes, entretanto, o atingiu em velocidade, mini-
aturizacdo e capacidade. Assumiu a forma de equipamento pessoal de uso geral para
depois entrar em simbiose com praticamente todos os dispositivos de uso especifico
que se tornaram, por isso, "inteligentes". O computador estd hoje na seguranca dos
veiculos, na escolha da rota a percorrer ou de qual filme assistir, na forma como pes-
soas acessam outras pessoas ou as noticias do mundo — mundo que agora cabe em um
bolso. Até 2030, estima-se que 65% da populacdo global esteja conectada a internet
através de smartphones, totalizando 5,5 bilhdes de pessoas [16]. No Reino Unido, a taxa
de penetragdo de smart TV alcangou quase 75% em 2023 e, na Alemanha, praticamente

todas as TV vendidas sao inteligentes [11].

Com a expansdo massiva da computacdo digital, a demanda por energia elétrica
cresceu e continua a crescer de forma vertiginosa. A computacdo consumia entre 4% e
6% da energia mundial em 2020 [55] e estima-se que tenha atingido j& o consumo entre
5% e 9% [67]. O uso diario de energia do ChatGPT em 2024, por exemplo, foi estimado
como equivalente ao de quase 180.000 familias dos EUA, e uma simples interagdo pode

envolver consumo hidrico da ordem de dezenas de centilitros [28].

A &gua, nesse contexto, é empregada na remocao do calor gerado pelo processa-

mento.

Hoje, o computador é energeticamente ineficiente quando comparado aos limites
fisicos fundamentais, podendo ser descrito — na formulagdo provocativa de Frank —
como uma torradeira sofisticada que realiza computagdo como efeito colateral [22]. O
calor é o subproduto inevitdvel do processamento em virtude dos paradigmas légico
e fisico adotados desde o inicio da era digital. A computagao classica se estruturou a

partir de operagdes logicamente irreversiveis. Uma operagao é dita irreversivel quando
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diferentes estados de entrada produzem o mesmo estado de saida, impossibilitando a

reconstru¢do univoca do estado anterior a partir do resultado obtido.

De Neumann e Burks [48] e, sobretudo, de Landauer [39] vem o resultado segundo
o qual o apagamento l6gico de informagdo implica em dissipa¢do termodindmica mi-
nima. Landauer demonstrou que a eliminac¢do de um bit de informacéo acarreta dissi-
pagdo de energia da ordem de kT In 2, aproximadamente 0,018 eV ou 3 x 102! ] por bit
a temperatura ambiente. Esse valor passou a representar um limite fisico fundamental
associado ao descarte de informacdo. O mecanismo envolvido é o do apagamento e
da sobrescrigdo de valores: ao eliminar informacédo antiga para substitui-la por nova, a

energia associada ao estado anterior deve, no minimo, ser dissipada.

A diminui¢do do tamanho dos transistores tornou-os simultaneamente mais ba-
ratos, mais rdpidos e mais eficientes em termos energéticos. Tal cendrio fomentou
investimentos maci¢os na miniaturizagdo continua dos semicondutores. O nimero de
dispositivos por drea de chip dobrou inicialmente a cada ano e, posteriormente, a cada
18 meses, fendmeno que ficou conhecido como Lei de Moore [46]. Esse avancgo susten-
tou ganhos de desempenho por unidade de custo que tornou toleravel, por décadas,
o desperdicio energético inerente ao paradigma irreversivel. Contudo, a Lei de Moore
ndo é uma lei fisica. A miniaturizacdo aproxima-se de limites praticos relacionados
a densidade de poténcia, ao aquecimento dos componentes [5] e a confiabilidade do

sinal.

Esforgos substanciais tém sido realizados para ampliar a eficiéncia energética sem
abandonar a tecnologia CMOS (Complementary Metal-Oxide-Semiconductor) e o para-
digma convencional. O custo dessas iniciativas, entretanto, é crescente. A construgdo
de plantas de fabricagdo de chips de tltima geracdo atinge a ordem de dezenas de
bilhoes de dolares. Técnicas de microrresfriamento intrachip vém sendo emprega-
das [58]. Em 2024, empresas de refrigeragdo liquida ampliaram drasticamente sua
capacidade produtiva em resposta a expansao dos data centers, impulsionada pelo de-
senvolvimento acelerado da Inteligéncia Artificial (IA) [27]. Estima-se que, até 2026,
a demanda energética de data centers, IA e criptomoedas possa duplicar em relagdo a
2022 [67]. Ha também o aspecto ambiental: parcela significativa da energia empregada
provém ainda de combustiveis f6sseis, e data centers ja respondem por fragdo relevante

das emissdes globais de gases de efeito estufa [45].

Nao hé consenso quanto ao momento em que os dispositivos CMOS se aproxi-

mardo efetivamente do limite de Landauer. O que se sabe é que tal limite decorre
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exclusivamente do apagamento de informacao, independentemente da tecnologia em-
pregada. A reversibilidade 16gica constitui, até onde se conhece, o tinico caminho capaz
de contornar o custo termodindmico associado a destrui¢do de informagdo. Em prin-
cipio, operagdes logicas implementadas de maneira reversivel podem aproximar-se

arbitrariamente de dissipacdo nula no regime adiabatico ideal.

A reversibilidade 16gica requer primitivas bijetoras, isto é, fun¢des nas quais cada
estado de saida corresponde a um tnico estado de entrada. O conjunto dessas primiti-

vas deve preservar o mesmo poder computacional da computacao tradicional.

Para que um sistema seja considerado logicamente reversivel, deve-se observar o
principio da ndo sobrescricdo e do ndo apagamento de valores em todos os niveis de
abstragdo, dos circuitos a programacdo. Linguagens reversiveis oferecem construgdes
especificas para inicializa¢do, controle de fluxo e chamadas de procedimento. Pro-
gramas reversiveis assumem frequentemente a forma de uma imagem especular: na
primeira fase computam e acumulam informagdo auxiliar; apds copiar o resultado

desejado, realizam a descomputacdo, restaurando o estado inicial [6].

A manutencdo de informacdo auxiliar implica custo de espago adicional. No mé-
todo classico de Bennett [6], esse custo pode crescer linearmente no tempo da computa-
¢do original, embora estratégias de recomputacdo permitam diferentes compromissos

entre tempo e espago.
Diante desse cendrio, pode-se perguntar por que dedicar atengdo a esse tema.

Ainda ndo dispomos de tecnologia plenamente reversivel; contudo, mecanismos
de recuperagdo parcial de energia vém sendo estudados sob a denominag¢do de com-
putacdo adiabdtica ou energeticamente eficiente. Esses mecanismos ndo invalidam o
principio de Landauer, mas exploram a possibilidade de reduzir drasticamente a dis-
sipagdo associada as transigdes logicas [38]. Iniciativas industriais recentes, como as
associadas ao prototipo Ice River desenvolvido pela startup Vaire Computing (vaire.co)
em colaboracdo com o académico Michael P. Frank, indicam interesse concreto na ex-
ploracdo desses principios. O nivel de recuperacdo de energia anunciado ja alcanca
50% [25].

Mesmo que atualmente haja obstdculos na construgdo de um computador perfei-
tamente reversivel devido as interagdes inevitdveis com um ambiente termodinami-
camente irreversivel [42], a disciplina permanece fundamental. Ela estabelece limites

inferiores para a dissipagdo associada a perda de informagdo e fornece ferramentas
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algoritmicas para analisar o custo estrutural da reversdo de computacdes.

Isto posto, embora este trabalho aponte algumas questdes na implementacéo fisica
do paradigma reversivel, partimos dele. O foco principal do trabalho é o de dar um
passo significativo no campo da andlise e do projeto de algoritmos quanto a reversi-
bilidade. Dito de outra forma, nosso interesse é, assumido o paradigma, apresentar
seu principios e discutir como implementar estratégias cldssicas e fundamentais respei-
tando as regras da reversibilidade. Mais precisamente, iremos discutir a reversibilidade
de algoritmos cldssicos para trés problemas fundamentais: o de achar a subsequéncia
mais longa comum a duas sequéncias ou strings, o de computar o caminho minimo

entre todos os pares de vértices de um grafo direcionado ponderado, e o da ordenacéo.

O segundo capitulo deste trabalho aborda as bases fisicas da computagdo reversivel,
a origem da irreversibilidade no mundo macroscépico, o principio de Landauer e
os impasses enfrentados pelo paradigma irreversivel para continuar avangando em

eficiéncia energética.

O terceiro capitulo visita o histérico 16gico da reversibilidade computacional, re-
versibilidade como propriedade da matéria em nivel microscépico, as contribui¢des
inaugurais de Landauer e Bennett, a prova do poder de computagdo da Maquina de
Turing reversivel, e um algoritmo de transformagdo (encapsulamento) de funcéo ir-
reversivel em reversivel. Ainda, sdo apresentadas as portas logicas reversiveis mais

importantes.

O quarto capitulo confronta a teoria com a realidade, mostrando o que hoje se
considera possivel no ambito da computagdo reversivel. Sdo apresentadas as princi-
pais caracteristicas de algumas arquiteturas em relagdo a reversibilidade: as maquinas

tedricas Pendulum [69], de Demaine et al. [12] e do protétipo Ice River.

O quinto capitulo investiga a inversdo de programas como uma versdo mais frouxa
da reversibilidade, sem o objetivo de economia de energia, e que se faz presente em

algumas aplicagdes, como a facilidade undo.

O sexto capitulo trata da programacdo reversivel. Olhamos de perto algumas
linguagens reversiveis, a partir das quais analisamos a reversibilidade das estruturas
de controle de fluxo. Tais andlises servem de referéncia para a inclusdo de recursos de

reversibilidade na linguagem de pseudocédigo a ser utilizada no capitulo seguinte.

O sétimo capitulo apresenta nossas versdes reversiveis comentadas para os al-

goritmos cladssicos da Sequéncia Comum Mais Longa (Longest Common Subsequence),



1 Introducdo 16

Floyd-Warshall e Radix Sort.

O algoritmo de Floyd-Warshall calcula os caminhos minimos entre todos os pares
de nos em tempo O(n°) e espago O(n?). Frank e Knight Jr. [23] argumentam que o
algoritmo de Floyd-Warshall pode ser adaptado para execugdo reversivel com espaco
©(n?). Demaine et al. [12] observaram que esse é um aumento substancial de espaco para
tornar o programa reversivel e, assim, economizar energia. Esses autores apresentaram
uma demonstrac¢do da afirmacdo de Frank e Knight Jr. [23] de que solucionar o problema
de CaminaO MiniMo ENTRE Topos 0s Pares por meio da abordagem de multiplicagdo
de matrizes (min, +) é possivel através de um algoritmo reversivel que é executado em

tempo ©(n° log 1) e espago ©(n* log n).

Demaine et al. [12] levantaram a seguinte questao:

Existe um algoritmo reversivel para o problema de caminho minimo entre
todos os pares com sobrecargas de tempo e espaco apenas por um fator

constante?

Para lidar com isso, eles apresentaram um algoritmo semirreversivel de energia
reduzida para o problema. Segundo Demaine et al. [12], um algoritmo totalmente
reversivel ainda parece dificil de alcancar; de modo geral, os algoritmos de caminho
minimo parecem constituir uma categoria dificil de tornar reversivel, pois utilizam
muito pouco espago e fazem uso frequente da sobrescrita de valores antigos. Até onde
sabemos, existem dois algoritmos reversiveis para o problema de caminhos minimos

entre todos os pares na literatura:

e 0 algoritmo de Floyd-Warshall reversivel proposto em [23], com complexidade

de tempo ©(n°) e complexidade de espago O(1°);

e a abordagem baseada em multiplicagdo de matrizes (min, +) analisada em [12],

com complexidade de tempo ©(1* log 1) e complexidade de espago O(n? log n).

Neste trabalho, e com relagdo a questdo suscitada em [12], contribuimos com a
apresentacdo de uma versdo reversivel para o algoritmo de Floyd-Warshall com com-
plexidade de tempo ©(1%) e complexidade de espago O(1%°). Nosso método é o primeiro
algoritmo reversivel proposto na literatura para calcular os custos de caminhos mini-

mos entre todos os pares em um grafo ponderado sem ciclos negativos, executando em
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tempo O(1%) e consumindo espago o(n®). Assim, demonstramos que é possivel preser-
var a complexidade de tempo do algoritmo cldssico ndo reversivel ao custo de apenas

um aumento sublinear na complexidade de espaco (por um fator de, no maximo, Vn).



2 Irreversibilidade

What's done, is done.

— Macbeth, ato 3, cena 4, Shakespeare

2.1 Computabilidade

O que exatamente significa computar? A resposta conduz a nogao de algoritmo: uma
sequéncia finita e bem definida de operacdes elementares destinadas a obtencdo de um
resultado [1]. Em 1937, Turing [62] apresentou um modelo abstrato que formaliza esse
conceito independentemente de qualquer implementacéao fisica especifica. Aquilo que
é computdvel é aquilo que pode ser produzido por um procedimento finito executado

por uma maquina abstrata.

Essa mdquina, posteriormente denominada Maquina de Turing (MT), consiste em
uma fita potencialmente infinita dividida em células, um cabegote de leitura/escrita e
uma unidade de controle. O alfabeto utilizado exclui o simbolo branco, que representa
auséncia de dado. A méaquina opera localmente: em cada passo 1é o simbolo sob o
cabegote, pode sobrescrevé-lo, move-se uma posigdo a esquerda, a direita ou permanece

estaciondria, e alcanga um novo estado.
A dinamica da mdquina é descrita por quintuplas da forma:
[estado atual, I, escreve, move, proximo estado]

e estado atual: é o estado em que se encontra a mdquina; pode ser o estado inicial ou
um dos estados intermedidrios. Como a maquina é deterministica, pode haver
mais de uma tupla com o mesmo estado atual, desde que ndo tratem do mesmo

caracter lido (ndo pode haver ambiguidade em relacdo ao préximo estado);

e [¢: é o0 contetido da posicdo da fita que a maquina estd considerando no instante,
que pode ser um dos caracteres do alfabeto, uma célula vazia (p.ex., f — de branco),

ou um simbolo significando qualquer caracter do alfabeto (V);
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e escreve: é o caracter do alfabeto que a mdquina deve escrever na posi¢do conside-

rada ou simbolo para nao escrita (p.ex., /);

e move: informa se a maquina deve passar a considerar a posicdo da direita (+), da

esquerda (—), ou se deve continuar considerando a mesma posicdo da fita (0); e

e proximo estado: é o estado alcancado pela mdquina apds a execugdo dos comandos
de leitura, escrita e movimentagdo contidos no estado atual. Pode ser qualquer

estado, inclusive o estado final — quando a maquina, entdo, para.

Como exemplo, as tuplas necessdrias para que uma MT inverta os digitos de um
numero bindrio. As duas primeiras tuplas posicionam a médquina para considerar o
inicio do nimero (da esquerda para a direita). As duas seguintes realizam a inverséao e
a tltima detecta o final do nimero, posiciona a maquina sobre o tltimo digito e termina

a execucao.

(E,V,/,— E1)
(Ei,B,/,+ E2)
(E,0,1,+,E)
(E,1,0,+,Ey)
(Ez, B, /,— Er)

O determinismo exige que ndo haja ambiguidade: para cada par (estado atual, I¢), no

méximo uma transi¢do é permitida.

A MT universal, concebida pelo préprio Turing, elevou o modelo a outro patamar:
passou a ser possivel codificar sobre a fita tanto os dados quanto a descri¢do de outras
maquinas, permitindo a execucdo de programas arbitrérios [1]. Essa ideia fundamenta

a no¢do moderna de maquina de propésito geral.

A tese de Church-Turing estabeleceu a equivaléncia entre computabilidade efetiva
e computabilidade por MT [63]. Assim, a MT tornou-se o modelo formal que inspira a

arquitetura dos computadores cldssicos.

Contudo, o modelo padrdao de MT permite sobrescricdo de células sem qualquer
mecanismo de preservacdo do estado anterior. Essa caracteristica introduz uma assi-
metria temporal: a operacdo é funcionalmente deterministica no sentido direto, mas

ndo reversivel no sentido légico.
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2.2 Irreversibilidade e probabilidade

Muitos fendmenos do nosso dia a dia nos permitem reconhecer facil-
mente o sentido da passagem do tempo. Esses fendmenos sdo chamados
de irreversiveis. Através deles somos capazes de perceber que do pre-
sente seguiremos para o futuro e ndo para o passado. Se ndo fosse assim,
pipoca viraria milho e galinhas virariam pintinhos. O tempo segue um
sentido tinico, do passado para o futuro. Sendo a irreversibilidade um
aspecto tdo geral do nosso dia a dia, seria de esperar que existisse uma
lei fundamental da fisica, valida para qualquer tipo de sistema, que ex-
plicasse isso. Entretanto, as leis fisicas mais fundamentais, aquelas que
descrevem as intera¢des entre as particulas e campos que conhecemos,
ndo distinguem passado e futuro. [47].

A reversibilidade é uma das caracteristicas mais fundamentais e universais da
fisica moderna, incluidos ai os eventos quanticos [20]. Dado um estado presente
é teoricamente possivel reconstruir o passado porque microscopicamente os estados
evoluem de forma deterministica e sem perda de informacdo. Sendo assim, por que
nos deparamos entdo com fendmenos que se apresentam incontornavelmente como

irreversiveis?

Consideremos as distribui¢des possiveis de 12 particulas individualmente identifi-
caveis (p; ... p12) em um compartimento retangular dividido imaginariamente ao meio.
Definimos macroestado como o ntimero de particulas no lado direito, e microestado
como uma configuragdo especifica das particulas. Por fim, definimos multiplicidade
(Q) como o namero de microestados que satisfazem as condi¢des de um macroestado.
No exemplo, temos 13 macroestados, My a M, e 0o macroestado M, tem multiplicidade
de 12 microestados, uma vez que cada ocorréncia corresponde a p; estando do lado
direito e o restante das particulas do lado esquerdo, i variando de 1 a 12. A Figura 2

apresenta a multiplicidade de cada macroestado do exemplo dado.

A férmula que fornece a multiplicidade é a da combinacdo do ntimero total n de

particulas tomados em grupos formados por d particulas no lado direito:

n!

Q(?l,d) = m

Mesmo com apenas 12 particulas, a multiplicidade cresce rapidamente até atingir
méximo em d = n/2. Para sistemas macroscopicos (n ~ 10%), a concentragdo de

probabilidade em torno do equilibrio é esmagadora.
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Figura 2: Distribuicdo de microestados para cada macroestado (12 particulas em um compartimento
dividido ao meio)

Todos os microestados sdo igualmente provaveis, mas os macroestados ndo sdo:
macroestados de alta multiplicidade sdo muito mais provéaveis. A irreversibilidade
macroscopica ndo decorre de impossibilidade fundamental de reversdo, mas da ex-
trema improbabilidade pratica de retorno espontineo a um macroestado de baixa

multiplicidade. A informagdo microscdpica permanece, mas torna-se inacessivel.

A seta do tempo é entdo um efeito estatistico, uma vez que o estado de equilibrio
final alcancado pelos fendmenos macroscépicos corresponde a evolugdo natural do
sistema, que parte de estados menos provaveis em direcdo aqueles mais provaveis —
esta sendo uma das formas de enunciagdo da segunda lei da termodinadmica. Macro-
estados de baixa multiplicidade sdo chamados de menor entropia e apresentam maior

organizagao, e vice-versa.

2.3 Entropia, informacao e o limite de Landauer

A irreversibilidade computacional ndo é uma necessidade l6gica intrinseca a compu-
tacdo. Trata-se, historicamente, de uma escolha arquitetural: descartar informagdo
simplifica o controle e o gerenciamento de estados. O esquecimento daquilo que ndo

serd mais necessario torna o avancar mais leve e facil.

As portas logicas cldssicas ilustram essa assimetria. NOT é reversivel. AND, OR e NAND
ndo sdo. No caso de NAND, mdltiplos pares de entrada conduzem ao mesmo resultado

1. A fung¢do néo é bijetora.



2.3 Entropia, informagdo e o limite de Landauer 22

_ = O O

_ O =k O
[ Y S G S Y

Contudo, o ponto central ndo é a ndo-bijetividade em si, mas o apagamento fisico

associado a implementagao’.

Landauer demonstrou que a operagdo légica de apagamento — isto é, a redugéao
do espaco de estados possiveis de um sistema fisico — implica dissipacdo minima de

energia:

AE>kTIn?2 ]

onde k é a constante de Boltzmann (~ 1,38 x 10? J/K).

Quando afirmamos que o apagamento corresponde a reducdo do espago de esta-
dos possiveis, estamos dizendo que multiplas configuragdes fisicamente distinguiveis
passam a ser mapeadas para uma tnica configuragdo légica. Antes da operacdo, o sis-
tema poderia estar em qualquer um dentre vérios estados compativeis; apo6s ela, essa
distin¢do é perdida. H4, portanto, uma contracdo do conjunto de estados fisicamente

acessiveis ao subsistema informacional.

Sob uma descricdo estatistica, essa contragdo pode ser associada a reducdo da
incerteza quanto ao estado do sistema. Na teoria da informagdo, tal incerteza é medida

pela entropia de Shannon [57], definida por:

[ H(x) = - };pilog, pi ]

onde p; representa a probabilidade atribuida a cada estado possivel. Se a distri-
buigdo considerada corresponde a estados fisicos reais do sistema, a diminui¢do dessa
entropia informacional coincide formalmente com uma reducdo da entropia do subsis-

tema que codifica a informacao.

Poder-se-ia, entdo, tentar estimar a dissipagdo energética de uma porta logica por

meio da varia¢do da entropia de Shannon entre suas entradas e saidas. Contudo, tal

Veremos no préximo capitulo que uma fungéo nao bijetiva pode ser incorporada a uma transformacéo
ampliada e bijetiva, preservando a informagao.
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procedimento conduz a valores que dependem da distribuicdo estatistica assumida
para as entradas. No caso de uma porta NAND, por exemplo, o cdlculo baseado em
entradas equiprovaveis levaria a uma variagdo diferente de um bit, o que poderia
sugerir uma dissipagdo distinta daquela usualmente associada ao apagamento de um

unico bit.
e naentrada, pg = p; = 3, entdo H, = -2.(2.1 log, 3) = 2 bits

e nasaida, po = ;p1 =

e AH =H,—-H, =|1,189 bits

O principio de Landauer, entretanto, ndo se fundamenta na estatistica de uso l6gico
da operagdo, mas na contragdo fisica efetiva do espago de estados do sistema. Ele afirma
que toda operagdo que reduz o nmero de estados fisicos possiveis —isto é, que realiza
apagamento l6gico—deve implicar dissipa¢do minima de energia de pelo menos kT In 2
por bit apagado, independentemente da frequéncia com que determinados padrdes de
entrada ocorram. A coincidéncia formal com a entropia de Shannon surge apenas
quando esta descreve probabilidades fisicas reais; ndo se trata de uma derivacao direta

da teoria da informacao.

Assim, a dissipacdo minima ndo é determinada pela entropia informacional calcu-
lada a partir de uma distribuigdo arbitrdria, mas pelo ntiimero de graus de liberdade
fisicos efetivamente comprimidos pela implementacio da operacdo légica. E essa
compressdo estrutural — e ndo a estatistica simbélica — que fundamenta o limite

termodinamico da computacdo irreversivel®

Uma vez que a implementacao fisica é soberana para decidir o cdlculo da energia
dissipada, devem ser considerados também, para maior precisdo, possiveis descartes
nos estados internos das operagdes logicas que representam decisdes tomadas no nivel

da microarquitetura dos circuitos.

2.4 Irreversibilidade e dissipacao de calor

Neste ponto, nos cabe questionar por que e como acontece a dissipacdo de calor na

destruicdo de informagdo. Sobre isso, Padavic-Callaghan [50] diz:

20 céalculo é AH = kT log(Sin/Sout) = kT(log Sin —log Sout), onde S;,, € a quantidade de estados possiveis
na entrada etc.
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Para ser eficaz, apagar informagdes deve ser um processo irreversivel
— s6 faz sentido se vocé ndo puder restaurar os bits apagados — mas,
estritamente falando, as leis da termodinamica proibem isso. Elas es-
tipulam que a informagdo ndo pode desaparecer, deve ir para algum
lugar.

No entanto, se a reversibilidade é uma caracteristica fundamental da natureza,
informacdo ndo é destruida no sentido fisico fundamental; ela é dispersa nos graus
de liberdade microscépicos do ambiente. Isso corrobora o que dissemos acima sobre
a evolucdo de um sistema. No caso dos circuitos, os estados que codificam os bits
0 e 1 sdo macroestados de baixa entropia, organizados, cuja degrada¢do ndo ocorre
em direcdo ao equilibrio uma vez que hd um investimento continuo do sistema para
os manter. Quando a informagdo do bit é apagada ou sobrescrita o que acontece é
que esse investimento é retirado; o sistema é forcado a um tnico macroestado 16gico,

independentemente da configura¢do anterior. Padavic-Callaghan continua:

Entdo quando um bit é apagado, embora o computador se certifique de
que a informagdo nao possa ser praticamente recuperada, é impossivel
destrui-la completamente. Em vez disso, a informacdo se deteriora
em aleatoriedade, ou em ruido térmico, que aumenta a entropia do
computador e o faz esquentar.

Para se livrar de um bit de informagdo os computadores devem fazer com que
a matéria que representa internamente esse bit deixe de se apresentar na forma dos
estados logicos validos da maquina. Quando isso ocorre, dizemos que a informagdo
foi expulsa do subsistema informacional ou mecanico e passou a habitar o subsistema
termodindmico ou térmico. Mas a abertura dessa janela entre os dois mundos tem
suas consequéncias. Como exposto por Fredkin e Toffoli [24], a janela é uma via de
mao-dupla: no sentido do subsistema térmico flui a energia livre da informacao degra-
dada na forma de dissipacdo de calor; mas, na via inversa, o sistema mecanico sofre os
efeitos do ruido térmico, ou seja, as particulas energizadas e em movimento aleatério
do estado desorganizado funcionam como um "barulho"que é mais alto quanto maior
sua energia, de modo a causar erros de leitura dos estados vélidos do subsistema infor-
macional. Para manter a confiabilidade da maquina, a energia do sinal deve ser muito
maior do que a energia do ruido térmico (E;; >> kT), e esforcos devem ser feitos para

expulsar as altas temperaturas das cercanias (ver Figura 3).
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Figura 3: Interagdo entre os subsistemas informacional e térmico em um circuito irreversivel

2.5 Irreversibilidade e eficiéncia energética: futuro?

A evolugdo da tecnologia dos semicondutores permitiu que, durante décadas, a redu-
¢do do tamanho dos transistores fosse acompanhada de seu barateamento, aumento de
velocidade e melhora na eficiéncia energética, isto é, diminuicdo da energia necessdria
para executar uma mesma quantidade de instru¢des de maquina. Contudo, essa traje-
téria passou a encontrar limites fisicos e arquiteturais. A eficiéncia atualmente melhora
mais por engenharia de sistema — paralelismo, multiplos ntcleos, especializagdo de

hardware — do que por mudangas nos principios fundamentais da computagao.

A miniaturizagdo trouxe desafios importantes. O efeito de canal curto reduz a
capacidade de controle eletrostdtico do transistor, permitindo correntes de fuga mesmo
quando o dispositivo deveria estar desligado. Além disso, a redugdo da espessura
das barreiras fisicas intensifica o tunelamento quantico, dificultando a manutengao
estdvel dos estados l6gicos. A diminuig¢do da tensdo de alimentagdo, utilizada para
conter dissipagdo dindmica, aproxima os niveis que definem 0 e 1, aumentando a

suscetibilidade a ruido térmico e variabilidade.

Como consequéncia, tornou-se invidvel continuar aumentando indefinidamente
a densidade de operagdes por area de chip, sobretudo devido ao calor gerado pela
dissipagdo. A integridade dos estados légicos passa a depender da manutencdo de

uma razdo suficientemente alta entre energia do sinal e energia térmica ambiente.

Em principio, poder-se-ia buscar reduzir a energia do sinal. Contudo, quanto menor
essa energia, maior a probabilidade de erro induzido por flutuagdes térmicas. Embora
o limite termodindmico fundamental associado ao apagamento l6gico seja da ordem
de kT'In2, a confiabilidade pratica exige energias de sinal varias ordens de grandeza
acima desse valor. Assim, mesmo que a engenharia consiga reduzir o ntimero de
portadores de carga ou otimizar materiais, a 16gica irreversivel encontra um platd de

eficiéncia: a dissipagdo associada ao descarte de informacdo ndo pode ser eliminada,
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apenas administrada.

Nesse contexto, a perspectiva defendida por Frank [20, 21] permanece atual: ga-
nhos indefinidos de eficiéncia somente seriam possiveis mediante a adogdo de logica
reversivel combinada a implementagdes fisicas capazes de recuperar, ao menos em
grande parte, a energia que hoje é dissipada como calor. Em principio teérico, essa

recuperagdo poderia aproximar-se do total.



3 Reversibilidade

"Now, here, you see, it takes all the running you can do, to keep in the same place."
— Lewis Carroll, Through the Looking-Glass (1871)

3.1 Historico

A descoberta de Landauer de que hd um limite fisico para a computagdo convencional
foi a motivagdo original para o desenvolvimento da computacédo reversivel [26]. Se a
irreversibilidade l6gica tem como consequéncia inexoravel a irreversibilidade fisica, se
o descarte de um bit de informacado da origem a dissipa¢do de uma certa quantidade mi-
nima de energia (da ordem de 107%' ] a temperatura ambiente), essa dissipacdo poderia
ser evitada se de alguma forma a computacdo mantivesse um histérico das informacgoes
em vez de descarta-las. Landauer argumentou, contudo, que simplesmente acumular
histérico representaria apenas o adiamento do descarte final inevitdvel, pois a memo-
ria teria de ser eventualmente reinicializada. Bennett, porém, percebeu que o histérico
poderia ser reciclado pela aplicagdo das fungdes inversas daquelas primeiramente exe-
cutadas'. Esse movimento de computar e descomputar, que a principio mostrou sua
inutilidade — por somente promover o retorno ao estado inicial de uma execu¢do com
saldo zero —, foi aperfeicoado pelo préprio Bennett com a inclusdo de uma operagdo
de copia do resultado computado, posicionada imediatamente antes de ser inicada a
reversdo ou reciclagem. O paradigma ficou conhecido como computa-copia-reverte

(compute-copy-uncompute) [6].

A Figura 4 mostra o percurso das ideias que acabamos de descrever, tomando
como exemplo a transformagdo reversivel (a, b) = (a, a + b), que preserva a e atualiza
o segundo registrador com a soma. A operacdo admite reversdo pela aplicagdo da

transformacao inversa (a, a + b) = (a, b). Antes da reversdo, uma operac¢do de soma de

ITal procedimento havia sido apresentado j por Lecerf [40], trabalho que Bennett desconhecia.
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a + b com zero é utilizada para copiar o resultado a + b*.

a) Landauer
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Figura 4: Comparacdo entre uma operacéo irreversivel com descarte de informagao (Landauer), uma
operagdo reversivel com cancelamento, e uma versdo reversivel com copia limpa (Bennett).

Ao argumento da ndo dissipagdo soma-se outro, defendido por autores como Frank
e Knight Jr [23] e Fredkin e Toffoli [24], o de que o modelo abstrato da computagdo
deve refletir os principios fisicos fundamentais, incluida ai a reversibilidade das leis

dinamicas microscopicas. Como reforco dessa posigao, Frank [21] afirma:

Todas as nossas leis mais fundamentais da fisica dindmica microscé-
pica sdo reversiveis, o que significa que, se vocé tivesse conhecimento
completo do estado de qualquer sistema fechado em algum momento,
e dos valores de todas as constantes fisicas relevantes, vocé sempre
poderia, conceitualmente, aplicar as leis da fisica ao contrério e deter-
minar o estado passado do sistema em qualquer momento anterior com
exatiddo. (Isso é verdade até mesmo na mecanica quantica, se vocé
soubesse o estado quantico exato do sistema.) Como consequéncia, é
impossivel ter uma situacdo em que dois estados detalhados possiveis
diferentes em algum momento anterior pudessem ambos evoluir para
se tornarem exatamente o mesmo estado detalhado um do outro em
algum momento posterior, pois isso significaria que o estado anterior
ndo poderia ser determinado exclusivamente a partir do posterior. Em
outras palavras, no chdo da fisica, a informagdo ndo pode ser destruida.

2Caso o sistema venha a reinicializar meméria ou liberar registradores ao ambiente, tal descarte
implicara dissipagdo. A interacdo entre um computador reversivel e o ambiente é tratada na secéo 4.2.
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3.2 Definicao de Copenhagen

Uma funcdo é dita reversivel se é ao mesmo tempo deterministica para frente e para
trds no tempo (forward and backward deterministic). Dada uma fungdo f : X — Y, f é
deterministica se Vx; € X,y € Y| f(x;) = y; é deterministica para tras, ou injetiva, se
Vxi, xj € X, x; # x; = f(x;) # f(x;). (ver Figura 5).

s AW (3
(x) ¥
) (39)

determinismo determinismo para tras

Figura 5: Representacdo gréfica dos conceitos de determinismo forward e
backward, assinalando os caminhos vélidos e invélidos.

Como toda func¢do injetiva estabelece uma bijecao se restringirmos o contradominio
a sua propria imagem (f(X)), a definicdo de Copenhagen é matematicamente equiva-
lente a uma bijegdo sobre o espago de estados alcangaveis [22]. Como condicdo para a

reversibilidade utilizaremos essa defini¢do de bijetividade.

Como circuitos e programas sdo composicdes de fung¢des, a interpretagdo conhecida
como de Copenhagen para a reversibilidade sustenta que se trata de um fendémeno local.
Assim, uma composicdo é reversivel se cada uma das fun¢des que a compdem satisfizer
simultaneamente o determinismo forward e backward e em qualquer granularidade
analisada [34].

Sep: W — Z resulta da composicdop = go foe,come: W = X, f: X —> Ye
¢:Y — Z, entdo a existéncia da inversa p~' : Z — W exige que existam as inversas e,

fleglsendo’pt=etoflog

Decorre da defini¢do que a reversdo de composigdes é a composigdo de reversdes.
Se a reversibilidade local ndo for observada é possivel que se obtenha uma inversdo

semantica de p, mas sem a garantia da reversibilidade que almejamos.

*Recorde que (f 0 §)(x) = (3(¥)).
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3.3 Maquina de Turing reversivel

Bennett [6] mostrou que qualquer MT deterministica pode ser simulada por uma MT
reversivel (MTR) com a utilizagdo de 3 fitas. A ideia central é a de preservar informacdo
suficiente sobre o percurso da computagdo para que cada passo possa ser invertido.

Para isso, sdo necessdrias algumas transformagdes sobre as tuplas:

1. Devem ser adicionadas quintuplas (A4, B, 3, +, A2) e (Ar_1, B, 8,0, Af), para marcar,
respectivamente, o inicio e o fim da execugdo. Os estados A; e A ndo aparecem

em outras quintuplas;

2. Asquintuplas devem ser alteradas para considerar 3 fitas, de modo que (E;, [, ¢,m, E;)
se tornara (E;, [I1...I3], [e1...e3], [m1...m3], E;), onde os componentes adicionais per-

mitirdo registrar o histérico da computacao;

3. Como a ordem usual da MT é ler, escrever e depois mover, a reversdo exige a
reorganizacdo dessa dindmica. Na fase direta, a fita 2 deve se movimentar antes
de ler e escrever para permitir o armazenamento do histérico. Cada quintupla

(Ei, [11..15], [ey...e3], [my...m3], E;) é transformada, assim, em duas quadruplas:

(Ei, [h...13], [emy...em3], E))
(E,, [1,..;], [emt]...em], E))

onde em; representa ou um simbolo escrito ou um comando de movimentagéo,
conforme o caso. Decorre que, se l; é simbolo do alfabeto, entdo l; nao o ser4, e vice-
versa. O estado intermedidrio E, é de ocorréncia tinica e garante que a execugéo
sequencial das duas quddruplas reproduza o efeito da quintupla original na fase

direta.

Na pratica, para cada quintupla da MT original sdo geradas duas quadruplas da

forma:

(Ei/ [lr//ﬁ]/ [e/ + /,8]/ EL)
(E;(/ [//ﬁ//]/ [m/ k,O], E])

A 2° fita passa a registrar o estado k, funcionando como histérico suficiente para

possibilitar a reversao;

4. Devem ser gerados os pares de quadruplas correspondentes a fase de reversao,
obtidos pela inversdo sistemdtica das transi¢des da fase direta: troca-se estado

inicial por final, simbolo lido por escrito e movimento por seu inverso:
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(Ri/ [//k//]/ [m_l,ﬁ,()], R;{)
(R];’ [e///ﬂ]; [Z/ - Iﬁ]/ R])

5. Além dessas quadruplas, Bennett introduz um conjunto adicional de transi¢des
para copiar o resultado computado para a 3° fita antes de iniciar a reversao,

implementando o paradigma compute-copy-uncompute.

A Tabela 1 apresenta os estdgios da MTR e o contetido das 3 fitas ap6s cada fase. O
simbolo de sublinhado indica a posi¢do da cabeca de leitura/escrita. O determinismo
para frente é herdado da MT original; o determinismo para tras decorre do fato de que a
informacao sobre o percurso computacional é preservada na fita de histérico, tornando

a evolugdo global bijetiva.

Estdgio  1°fita 2° fita 37 fita
_ENTRADA _

Computa _SAIDA _HISTORICO

Copia _SAIDA HISTORICO _SAIDA

Reverte ~_ENTRADA _ _SAIDA

Tabela 1: Estdgios da MTR com seus produtos em cada uma das fitas. O caractere _indica a posigao
da cabeca de leitura/gravagao.

Com recursos ilimitados, uma MTR pode computar qualquer funcao bijetora com-
putdvel. Embora esse conjunto seja um subconjunto préprio das fun¢des computaveis,
ndo hé limitacdo prética de expressividade: qualquer funcdo computavel f pode ser
embutida em uma transformacgdo bijetora da forma x — (x, f(x)), permitindo sua simu-

lagdo reversivel com aumento desprezivel no tempo e aumento significativo no espago
[26].

Bennett [7] apresentou posteriormente um método para redugao do espaco utilizado
por computagdes reversiveis, baseado no chamado jogo do seixo (pebble game). A
ideia é particionar a computagdo em segmentos e reverter e recomputar seletivamente
histéricos intermediarios, em vez de acumulé-los até o final da fase direta. Com isso, a
complexidade de espago passa a depender do consumo de cada segmento multiplicado
pelo niimero méximo de segmentos simultaneamente representados no histérico. Por

seu turno, as recomputacdes podem afetar a complexidade de tempo.
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3.4 Uma visao desde os circuitos

Toffoli [61] formulou um modelo computacional baseado na combinagdo de primitivas
l6gicas reversiveis que executam fungdes logicas finitas, formando um circuito finito e
sem ciclos. Concluiu que essa rede combinacional sera reversivel se for construida com

primitivas reversiveis.

As primitivas reversiveis que prop0s foram derivadas da composicdo das tabelas
verdade de funcgdes irreversiveis. Melhor explicado, a tabela verdade de uma funcdo

reversivel pode encapsular uma ou mais fungdes irreversiveis.

Por exemplo, o FAN-OUT, o mapeamento de um mesmo estado 16gico para mais
de um no légico distinto, produzindo multiplas instancias dependentes do mesmo
valor, ndo é aceito como bloco da reversibilidade pois que a fungdo que executa nédo é
bijetiva*. Da mesma forma, a func¢do ou-exclusivo (XOR) ndo é reversivel, pois colapsa

quatro estados de entrada em apenas dois estados de saida.

Entretanto, essas duas fun¢des podem ser obtidas a partir de uma tabela verdade

Unica, conforme a Tabela 2:

XOR/FAN-OUT a) FAN-OUT b) XOR

=
=

X

[

AN = )
— oo
o~ = o=
= o~ ofF
—_m o ola
~ o[=]o]r
o ~[=[=]s
= ol=[=fs
=]
[~]
[~]
— O = Ol

Tabela 2: A tabela verdade de uma funcao reversivel XOR/FAN-OUT embutindo: a) a funcdo FAN-OUT; e
b) a fungao XOR.

A obtencgado da fungdo FAN-OUT reversivel necessita da adigdo um bit auxiliar ¢ na
entrada, chamado de fonte (source), e que este assuma o valor zero. J4 o XOR reversivel
necessita da adi¢do de um bit auxiliar ¢ na saida, conhecido como residuo (sink), que
traduz o ndo descarte da varidvel de entrada x,. Completando a terminologia de Toffoli,
os outros bits de entrada constituem os argumentos e os de saida, resultados. O residuo é

chamado de lixo (garbage) quando ndo é utilizado como entrada de uma outra operacéo.

Sendo B = {0,1}, sobre uma fungdo finita ¢ : B” — B", com m > n, que se quer

reversivel, é possivel operar trés fungdes. Utilizaremos como exemplo ¢ = AND:

e primeiramente, aplica-se uma fungédo codificadora i : B" — B" X B" que adiciona

*O dominio e o contradominio possuem cardinalidade diferentes (2 vs. 4).
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X1 X ‘ X1 . X2
0 O 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

r < n fontes inicializadas em zero

parar =1:

a tabela verdade de ¢: u(x) = (0",x). Temos,

a segunda, f : B" X B" — B" x B"""7", adiciona a bijetividade pela introdugdo

de quantos residuos forem suficientes para igualar a quantidade de entradas e

saidas. Mas como dispor os valores? Se chamamos de X o lado esquerdo da

tabela verdade de ¢, e de Y o lado direito, temos a seguinte estrutura da tabela

ap0s a aplicacdo de f:

nbits 1 mbits
(fonte) | (arqumentos)
— : —
0 X
X
|
’72’7:17}""3(7"

nbits | mbits
(resultado) | (residuo)

— : —
Y X
oY+1 o X
I
Y+2"-11 X

Para cada possivel valor da fonte a € B, f(a,X) = (Y +4,X). Notar que Y +a

significa que para cada linha do bloco Y serd somado a, com a soma realizada

modulo 2". Como, em nosso exemplo, n = 1, se a é impar o bit é invertido.

C;xl X
0,0 0
0'0 1
0:1 0
0.1 1
110 0
1'0 1
11 0
11 1

Vi &
0,0 0
0'0 1
01 0
1:/1 1
170 0
1.0 1
1'1 0
0}1 1

Por construcgédo, cada lado da tabela resultante contém cada elemento de B™*"

uma tnica vez, o que torna a fung¢do inversivel. E como vimos com XOR/FAN-OUT,

outras fungdes podem aparecer quando a fonte assume valor que ndo zero. Em

nosso exemplo atual, a fun¢do NAND é obtida para c = 1.
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cixi M|yig &
0,0 0[]0, 0 O
0'0 1]0'0 1
0:1 0 0:1 0
01 1T 1:+1 1
170 o170 0
1'0 1]/1'0 1
1'1 0|11 0
111 1 011 1

e por fim, a fun¢do v : B" X B"*"™", que filtra os residuos, extraindo apenas os bits

de interesse.

Em resumo, as transformacoes sdo: | x SN (07, x) 7, (p(x), lixo) — P(x)|.

O nimero minimo de bits extra para a reversibilizacdo de fun¢des dependera da
quantidade de informacdo que é perdida. A férmula exposta evidencia casos em que
toda a informacao é perdida, como na fungdo AND. Uma funcédo de dois argumentos na
qual o resultado mantém um deles e descarta o outro, nenhum bit extra precisaré ser

criado como fonte, somente o argumento perdido deverd compor um residuo ou lixo.

X1 %|yig=x
0 0[0, o
0 1|0 1
1 01 0
1 1 11 1

Todas as tabelas verdade trabalhadas representam as principais primitivas reversi-
veis jd pensadas (ver Figura 6). E entdo a partir da composigdo dessas primitivas para a

criacdo de circuitos complexos que sdo realizados os estudos acerca da reversibilidade.

Xy, sec=1
X1 — —
x1, sec=0
— g X sec=1
X — X Xy Fredkin 1,
CNOT X3, sec=0
cC — — cChHXx C — —— C
X1 — — X1
X1 X1 e ——f s
Toff.Gen.
Xp— Toffoli —— X2 Xn —) — Yn
c — —— c® (x1.xp) € —— D (x1. ... .Xy)

Figura 6: Portas logicas reversiveis: CNOT (XOR/FAN-OUT), Fredkin (CSWAP), Toffoli (AND/NAND) e Toffoli
generalizada.
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A porta Fredkin foi proposta com propoésito da implementagao de uma légica con-
servativa. Como a conservagdo de certas quantidades aditivas é também propriedade
da fisica, Fredkin e Toffoli [24] visualizaram uma computacdo na qual zeros e uns atuam
como entidades imutédveis e que apenas fluem entre os circuitos, mantendo portanto
suas quantidades ao longo do tempo. A porta citada realiza o intercambio dos valores
das entradas caso ¢ = 1, sendo x; e x, seguem com seus valores antigos. A légica con-
servativa é reversivel; ndo implica perda légica de informacao e, em principio, permite
implementacdes fisicas nas quais a dissipagdo associada ao descarte de informacao seja

evitada. A reversibilidade l6gica ndo depende, porém, de que seja conservativa [23].

A porta Toffoli é dita universal, pois consegue simular o funcionamento das portas
AND, NOT e FAN-OUT, que perfazem um conjunto minimo necessario para a construgao de
circuitos com o mesmo poder computacional de uma MT. A simulacédo é obtida através

da fixagdo de determinados valores da entrada, como visto na Figura 7.

X1 —X1 1— — 1 1— 1
Xo—y AND |—X» 1—{ NOT [—1 X — F(;?T‘ - x
0— — 0@ (x1-x) ¢— — cd(1-1) 0 — 0 (1-x)

Figura 7: Toffoli como porta logica universal

3.5 Bijetivacao de problemas: um exemplo

Escolhemos a solugédo algoritmica apresentada por Gliick e Yokoyama [26] por se tratar
de um bom exemplo de reversibilidade condicional. Os autores visam mostrar que é
preciso ndo desistir tdo facilmente de uma fungao naturalmente irreversivel, ndo recu-
ando diante da tarefa de descobrir as condi¢des nas quais esta pode ser reversibilizada,

como visto na secdo anterior.

Definicdao. O problema de correspondéncia de vetores de caracteres (strings), co-
nhecido como string-matching, encontra aplicagdo em diversas areas, a gendmica sendo
uma delas. Trata-se de encontrar as ocorréncias de uma expressdo ou padrdao em um

texto maior.

O padrédo P e o texto T possuem tamanho, respectivamente, m + 1 e n + 1, com
terminagdes P[m] # T[n]. O alfabeto X é composto de ntimeros inteiros, com P[m] ¢ X.
O algoritmo mais simples, dito ingénuo, é a aquele que compara P a cada grupo de

mesmo tamanho no texto T. Ele compara P[0]...P[m] com T[0]...T[m], posigao a posigdo,
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enquanto os caracteres forem iguais (P[i] = T[i]) e enquanto ndo alcancado o final de
P. Se todos os caracteres forem iguais, o indice de T referente ao inicio da comparagdo
é uma ocorréncia de P em T e entdo o valor é salvo. O procedimento é repetido para

T[1] até T[n — m + 1] (Figura 8).

0 1 2 3 4 5 6 7 12 13 14 n=15

T — 5 7 3 2 0 1 6 4 |---| 18] 8 9 #

v

~
!
w
N
>
-
o
TP

Figura 8: Exemplo de iteragdo no algoritmo ingénuo: o padrdo P é comparado com a janela de T que
se inicia na posicdo 2.

O algoritmo Rabin-Karp [10] aumenta a eficiéncia do algoritmo ingénuo, mesmo
que ndo melhore sua complexidade de tempo no pior caso. Para que a cada vez ndo
seja necessdria a consulta de todas as posi¢des de T e de P, é acrescentada uma fungao
hash : m — 1, que tem por objetivo mapear informagdo contida em m caracteres em um
ntmero que caiba no tamanho da palavra da maquina. Deve ser calculado o hash p para

o padréo P e para cada posicdo T[s] de T. Sendo d o tamanho do alfabeto utilizado:

p = (P[0]-d™ ' + P[1]-d™ 2 + ...+ P[m — 1]) mod q
ts=(T[s]-d™ '+ T[s+1]-d" 2+ ..+ T[s + m—1]) mod gq

Como a funcdo hash realiza a compressdo dos valores utilizando a operagdo que
obtém o resto de uma divisdo entre termos (mod), a comparagdo posigdo a posicdo serd
realizada somente quando p = f,. A irreversibilidade causada pela compressao m — 1

pode ser entdo contornada uma vez que P e T sdo mantidos.

Para que o cdlculo dos polindmios seja mais eficiente, é utilizada a regra de Horner,

que simplifica t, para:

ts = (..((T[s]-d+Tls+1])-d+T[s+2])-d+ ..+ T[s+m—2])-d+ T[s + m — 1] mod q

Por exemplo, sem =4 ed =4 e g =23, e a sequéncia a partir de algum indice s é

{3,2,0,1}, entao:
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ts = (3d® +2d% + 0d + 1) mod ¢ =
ts=(((3d +2)-d+0)-d+1)modg=
ts=0((3-4+2)-4+0)-4+ 1) mod 23 = 225 mod 23 = 18

Adiantamos que o valor de g deve ser escolhido como o maior primo de modo que

dq caiba em uma palavra da maquina.

Para que a proposta realmente aumente a eficiéncia do algoritmo, o célculo de ¢4
deve aproveitar o valor de t;, retirando-se a parcela devida a T[s] e adicionando-se a
contribui¢do de T[s + m] ap0s o restante ser multiplicado pela base d. Entdo, a féormula

recursiva é:

[ ter1 = ((ts = T[s] - d™ 1) - d + T[s + m]) mod q ]

A atualizacdo de t,,; passa a ser realizada em ©(1) bastando para isso que d"! seja

calculado de antemao.

A questdo central é a da bijetivagdo da fun¢do de atualiza¢do de t, porque a utilizacdo
da operacdo aritmética de resto da divisdo (mod) geralmente ndo é reversivel. A
funcdo de atualizagdo pode ser reescrita como a combinagdo de 3 operagdes aritméticas

modulares +,, —; e *,, que os autores assumem estarem disponiveis: +=;, —=; e *=,:

t = (t+ T[s]) mod q — t +4 TTs]
t=(t+d)modgq — tx,d
t=(t—T[s+m])mod g — t —; T[s + m]

De acordo com a defini¢do de Copenhagen, uma fungao é bijetiva se é resultado da

combinagdo de fungdes bijetivas. Os autores mostram que:

® X+, y e x —; y sdo bijetivas como fungdes de x, para um mesmo y constante e se

0<xy<ge

e xx,débijetivase0<x<gq,1<d<g,edeqsdo coprimos: mdc(d, q)=1.

Vale complementar que:
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e x —, y éainversa de x +; y e vice-versa. A aritmética modular forma um grupo
ciclico sob adigdo, significando que cada niimero y tem um inverso aditivo tinico
tal que (y + (—y)) mod g = 0. E como g é primo, o conjunto {0,1, ...,q — 1} cobre
todos os residuos possiveis sem ambiguidade. Ex:

x=3,y=54=7
x=B+5 mod7=8mod7=1
x =(1-5)mod 7 = —4 mod 7 = 3 (sempre positivo’)

e Ao contrério da adicdo e da subtragdo, a multiplicagdo x *, d é sua prépria opera-
¢do inversa, que se utiliza, entretanto, ndo de d, mas de seu inverso multiplicativo
(exclusivo para para mod q) d™* tal que (x %, d), ™' = x. Tal inverso é calculado
utilizando-se o algoritmo de Euclides estendido [10]. O algoritmo acha os coefici-
entes x e y na férmula xd + yq = 1, fornecidos d e . O calculo é iterativo, iniciando

comx =1ey =0, eacadaiteracdo sdo promovidas as seguintes transformagdes:

d «gq
q’eamodq:d—{ﬂq

X —y

v o—x=[g]-y

As itera¢des continuam enquanto a # 0. Ao final, o inverso se encontrara em x.

Se este for negativo, g deve ser adicionado para que entdo assuma valor positivo.

Ex:
Iteracio d g Quociente x vy

0 4 13 - 1 0
1 13 4 3 0 1
2 4 1 4 1 -3
3 1 0 - 13
4 o]

Verificagdo:

d=4,9=13e[p =7

¢ =(p-4mod13 — ¢’ = (7-4)mod 13 = 2

>Aos programadores C/C++: o operador % ndo calcula corretamente quando hd argumentos negati-
vos. A expressdo a mod b deve ser substituida por a —int(a/b) - b, sabendo-se que a fungdo int() arredonda
para baixo.
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Sed~! = -3 mod 13 = 10, entdo
¢ =(¢ -d')mod 13 = (2-10) mod 13 = 20 mod 13 =[7 |

Embora a fungao resto da divisdo inteira, considerada isoladamente como aplicacdao
de Z em Z,, ndo seja bijetiva, sua utilizacdo no algoritmo ocorre como parte de
transformacoes aritméticas definidas inteiramente no anel finito Z,,, nas quais cada
operacdo é uma permutacdo do espaco de estados. A reversibilidade decorre, portanto,
ndo da bijetivacdo da fungdo resto em si, mas da estrutura bijetiva das transformacdes

modulares empregadas.



4 O encontro da teoria com a realidade

4.1 Computacao energeticamente eficiente

A promessa de ser energeticamente eficiente é o que faz com que a computagao rever-
sivel seja sedutora para a engenharia, ndo sua teoria. Ainda nao foram implementadas
portas totalmente reversiveis, cuja dificuldade na construgdo é conhecida [20]. Mas,
como a tecnologia é sempre pressionada a avangar e ndo espera, podemos nos pergun-
tar: a implementacdo de uma computagdo energeticamente eficiente pode prescindir

da reversibilidade l6gica dos circuitos digitais?

A resposta depende de uma anélise mais precisa da conclusdo primeva de Landauer,
que ficou conhecida pela férmula "airreversibilidade l6gica implica na irreversibilidade

termodindmica":

Considere um conjunto estatistico de de bits em equilibrio térmico. Se a
eles for atribuido o valor UM, o niimero de estados cobertos no conjunto
terd sido cortado pela metade. A entropia entdo tera sido reduzida por
k log, 2 = 0.6931 k por bit. A entropia de um sistema fechado, i.e., um
computador com suas baterias, ndo pode diminuir; entdo essa entropia
deve aparecer em outro lugar como efeito de calor, suprindo 0.6931
kT por bit restaurado ao entorno. Esse é, 6bvio, um minimo efeito de
calor, e nosso método de raciocinio ndo garante que esse minimo seja
alcangavel na préatica [39].

Ou seja, Landauer disse que a perda de informacao leva a uma reducéo de estados
l6gicos distinguiveis, e que essa redugdo na entropia do sistema informacional da
mdéquina deve ser compensada, de acordo com a 2° lei da termodinamica, por um
aumento de igual valor na entropia das cercanias, o que implica na necessidade da

dissipagdo, em forma de calor, da energia envolvida na informacéo perdida.

Lairez [38] ndo invalida Landauer, mas limita o alcance da sua afirmacao, questio-

nando a necessidade de dissipacao final presente em sua conclusio. Propde um modelo
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no qual um sistema fisico é conduzido, por meio de um processo quase-estdtico e con-
trolado, a um estado final que corresponde logicamente ao bit 0. Os dispositivos assim
construidos ndo realizam as transi¢des bruscas de estados encontradas na computagdo
tradicional e que levam a dissipa¢do. Em vez disso, a operagao é representada por on-
das trapezoidais (Figura 9), nas quais as rampas pouco inclinadas indicam a transigao
mais suave das voltagens que representam os estados possiveis para o bit. Desta forma,
a energia pode ser capturada e reutilizada!, em um processo que envolve a atuacdo de

dispositivos conhecidos como ressonadores.

transigio suave transigdo suave

Figura 9: Onda trapezoidal, indicando a transi¢do suave de voltagem que permite o aproveitamento
da energia.

O quadro que descrevemos exemplifica a computagdo conhecida como energetica-
mente eficiente (energy-efficient computation) ou adiabdtica, na qual a recuperagdo de ener-
gia tem como limite assintético o da reversibilidade total. A adiabaticidade tem uma
face dupla: é certamente umas das tecnologias utilizadas nas tentativas de obtencao
de portas totalmente reversiveis, mas também pode ser aplicada independentemente
da adocdo da reversibilidade légica para reaproveitamento da energia utilizada na

computagao.

Entdo, a reversibilidade l6gica garante que ndo haja dissipagdo por perda de infor-
macdo no limite ideal, mas é possivel também que a energia que estaria sentenciada
a dissipagdo pela irreversibilidade seja reaproveitada no sistema ndo informacional da

maquina.

Ao lado da computagdo logicamente reversivel e da adiabatica, os autores ainda
citam a realimentacdo da fonte de energia a partir da recuperacdo da energia ja dissipada

como uma terceira técnica.

Para que possa ser reaproveitada, a energia capturada deve ser "pastoreada” para um armazena-
mento seguro (safe storage facility) ou seguir "ocupada", ou seja, tém-se que redirecionar para um outro
trabalho a energia que acabou de realizar uma operacdo — sendo ela mesma se ocupard de se dissipar
[20].
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4.2 Computador completamente reversivel?

A adogdo do paradigma reversivel coloca no horizonte a possibilidade da computacgao
isenta da perda de informacédo e, portanto, com dissipacdo zero de energia. Mas é
possivel, na pratica, a constru¢do de um computador completamente reversivel? Ou

quanto de um computador reversivel pode ser reversivel na teoria e na prética?

Para Lukac et al. [42], a resposta a primeira pergunta é ndo. Tal negativa é a conclu-
sdo de uma anadlise que se inicia pela assunc¢do de que um computador completamente
reversivel é um sistema fechado (closed reversible computer), que deve ser conservativo e
ideal com relagdo a energia envolvida exclusivamente no subsistema informacional e,
por conseguinte, ndo pode ser operado desde fora. Mas essa figura é expulsa do paraiso
quando imersa no mundo real irreversivel com o qual deve interagir. Na pratica, todo

sistema é aberto em algum nivel.
Nesse cendrio, os fatores de dissipagdo séo:

Transformacdo de entradas irreversiveis em entradas reversiveis. Toda trans-
formacdo de estados continuos do mundo fisico em representagdes digitais (p.ex., o
pressionar de uma tecla em um teclado) é uma fun¢do muitos-para-um, o que significa

que opera uma compressdo de estados que se traduz em irreversibilidade l6gica.

Transformacao de saidas reversiveis em saidas irreversiveis. A mudanca de
estado de um dispositivo fisico de saida (p.ex., a cor de um led) se d4 com o apagamento

do estado anterior e consequente perda de informacéao.

Controle irreversivel. Por controle entende-se os mecanismos de sincronizacdo e
administracdo do acionamento de chaves e escolhas de caminhos l6gicos, que reconfi-
gura fisicamente o circuito. O controle envolve sinal e comutagéo (switching)?, e entdo
gerara entropia fora do sistema informacional se o sinal (p.ex., o do program counter —
PC) vier de uma fonte irreversivel ou se a comutacao ndo for fisicamente reversivel. O
sistema do relégio (clock) da maquina, que envolve a geragdo do sinal, sua distribui-
cdo e elementos acionados, pode chegar a consumir 40%-50% de toda a poténcia do
microprocessador [30]. Pode ser idealizada uma forma de controle na qual as chaves
sdo acionadas por circuitos reversiveis, o que significaria dizer que o controle seria
internalizado pela maquina reversivel. E conceitualmente possivel confinar a irrever-

sibilidade légica e a dissipagdo de energia ao subsistema de clock e controle, enquanto

2Comutacgdo é o processo fisico de transigdo entre estados 16gicos de um circuito, o qual envolve o
carregamento e descarregamento de capacitancias e o fluxo transitério de corrente [54].
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o nucleo computacional permanece légica e fisicamente reversivel. Em implementa-
¢Oes sincronas praticas, no entanto, o clock é inevitavelmente acoplado aos elementos
que armazenam o estado, fazendo com que a dissipagdo se propague além do préprio

gerador de clock.

O custo fisico da computagdo em si. Dado que os 0 e 1 16gicos sdo mapeados por
niveis fisicos bem definidos de energia, pode parecer que a conservatividade energética
implica na conservatividade l6gica e vice-versa, o que nao é correto. Tal conclusdo nao
é vélida universalmente, mas é dependente da tecnologia atual de representacao fisica
dos bits 16gicos. No capitulo anterior vimos que a conservatividade 16gica® nao é
requisito para a reversibilidade, mas, se estamos contabilizando energia, o que pode
acontecer é um sistema logicamente reversivel ndo ser energeticamente conservativo.
Em virtude desse fato e por defini¢do, ndo teremos um sistema fechado, pois o somatério
de sua energia oscilard para mais ou para menos dependendo da configuracao légica
total assumida em cada momento pela mdquina. Essa variagdo na energia ndo terd, no

entanto, a ver com perda (ou ganho) de informacéo.

A dissipagdo também ocorre como resultado da comutacdo e da dissipagdo tér-
mica resistiva de transmissdo que ocorre através do grande nimero de interconexdes

presentes nos circuitos.

4.3 O fim da computacao reversivel?

Se a promessa da computagdo reversivel levou, em um primeiro momento, a expectativa
da construgdo de um computador completamente reversivel e sem dissipacado, torna-
se necessario reconhecer os limites dessa visdo. O que inicialmente se apresentava
como um projeto tecnolégico realizdvel deve ser compreendido, a luz da anélise fisica
e arquitetural, como um ideal teérico. Isso implica que a computagdo reversivel deva

ser descartada, ou que tenha perdido sua relevancia?
A resposta é negativa.

A computacdo reversivel permanece matematicamente bem definida, logicamente
rigorosa e algoritmicamente fértil. Ela demonstra a possibilidade da inversdo de com-
putagdes, da eliminagdo de estados intermedidrios e da reducdo de espago auxiliar
necessdrio, tornando explicito o custo estrutural da reversdo. Assim, sua contribuicdo

é fundamental para a compreensdo dos limites inferiores da dissipagdo associada a

3Definida como a manutengdo da quantidade de estados 16gicos 1 por toda a computagao.
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perda de informacéo.

Do ponto de vista prético, a reversibilidade 16gica continua sendo um dos fatores
possiveis de redugdo do consumo energético total. Em qualquer escala considerada
— seja no nivel global do circuito, de seus moédulos ou de portas individuais — a
reversibilidade 16gica pode coexistir com fontes inevitaveis de dissipagdo, bem como
com técnicas adiabaticas de recuperagdo de energia. Ela ndo elimina essas perdas, mas

reduz a parcela associada a irreversibilidade informacional.

Caso perdas resistivas venham a ser substancialmente mitigadas, por exemplo, pela
eventual descoberta de materiais supercondutores a temperatura ambiente, a economia
de energia decorrente da adocdo da reversibilidade 16gica tenderd a se tornar mais
significativa. Ainda assim, permanecerdo presentes dissipagdes associadas a interagdo
com o ambiente, ao controle e as operacdes de entrada e saida, reafirmando o carater

assintoético, ndo absoluto, desse limite.

4.4 Analise de alguns representantes

4.4.1 Pendulum

Pendulum [69, 68, 70, 23] foi um dos primeiros projetos completos de arquitetura e RTL
(Register Transfer Level) de um processador reversivel e funcionalmente testado, uma
arquitetura reversivel totalmente simulada, e que permanece como referéncia concei-
tual. O programa divide a mesma memoria com os dados e possui 32 registradores de
proposito geral do tipo inteiro com sinal, 1y a r3;. Por convencgdo, ry contém sempre o
valor 0, r; é o ponteiro para a pilha de chamada de fung¢des e r, guarda o deslocamento
embutido nas chamadas de fun¢des. Seu conjunto de instrugdes, PISA (ver se¢do 6.2.1),
acabou por se tornar um padrao utilizado e atualizado por estudos posteriores (ver
6.2.4). Younis1993, Younis [73] mostraram que era possivel fabricar um circuito rever-
sivel; Vieri mostrou como seria um computador reversivel. Posteriormente, Frank e
Knight Jr [23] desenvolveram uma estrutura tedrica geral que unificou os niveis l6gico,

fisico e arquitetdnico para a computacgao reversivel.

A arquitetura possui caracteristicas decisivas que asseguram a reversibilidade 16-

gica e fisica:

Bit de direcdo (dir). Controla o incremento ou decremento do PC. E iniciado com 1,

significando que o passo do PC é por incremento. Se o bit é invertido para —1, o PC passa
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a ser decrementado. Essa foi a solugdo para tornar o clock é totalmente reversivel, pois

o PC faz parte do estado da maquina.

Simetria. Como o conjunto de instrugdes é logica e fisicamente simétrico, a exe-
cucdo de uma adi¢do ou de uma subtracdo é decidida pelo valor do DIR. Assim, cada

transformagdo de estado é bijetiva e sem perda de informacéao.

Acesso a memoria por troca (vs. atribuicao destrutiva). Da mesma forma, o acesso

amemoria é executado através da instrugdo | EXCH r4, 75 | (exchange) que realiza a permuta

dos valores do registrador r; com o de uma posi¢do de memoria apontada por outro
registrador, r;, de forma atdmica. Fisicamente, os dois valores sdo levados a transito
e recepcionados em seus destinos, agora zerados, de modo que as atribui¢des assim

realizadas ndo incorrem em perda de informacdo. A instrucdo é sua prépria inversa.

Estados controlados. As instru¢des somente alteram registradores e posi¢des de
memoria, de modo que nado hd sinalizadores (de overflow etc.) que possam causar efeitos

colaterais e irreversibilidade.

Manutencao da reversibilidade do PC nos saltos. As atualiza¢gdes nao incrementais
do PC implicam em perda de informacdo. A solucgdo para possibilitar a reversdo dos
saltos foi a criagdo de um registrador especial, o BR (branch register), que participa da
memorizagdo e alteracdo do PC nesses procedimentos. O raio-X do salto incondicional

pode ser visualizado na Fig. 12 do capitulo 6.

4.4.2 Maquina de Demaine et al. [12]

Em Energy-efficient algorithms [12] encontramos a definicdo de uma mdquina tedrica
semirreversivel, ou seja, uma que, ao contrdrio de Pendulum, permite a presenga da irre-
versibilidade, em todos os niveis, desde as portas légicas até o conjunto de instrugdes.
Os autores ndo pretendem propor uma arquitetura fisicamente reversivel completa,
eliminar a dissipacdo do clock ou descrever um chip realizdvel, mas o de reconhecer
a reversibilidade l6gica como conceito chave para a eficiéncia energética e permitir
a contabilidade da execugdo de operagdes irreversiveis ou de bits destruidos por um
algoritmo através do que chamou de complexidade de energia. Assim, estabelecem um
modelo algoritmico no qual o custo energético contabiliza exclusivamente as operagdes

logicamente irreversiveis.

A reversibilidade implica na utilizagdo de informacdes extras que permitem trans-

formar as operagdes irreversiveis em reversiveis. O crescimento dessa necessidade de
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espago pode se tornar impeditivo para algumas aplicagdes, como sistemas embarca-
dos. A ideia dos autores foi a de tornar possivel a troca da reversibilidade total por
menos complexidade de espago através da permissdo para a execugdo de instrucdes
que destroem informagéo, ao gosto da situacdo. Assim, surge a figura do algoritmo

semirreversivel.

Nessa médquina tedrica, o PC avangca monotonicamente, o que ja constitui uma fonte
de irreversibilidade se esse registrador especial integrar o estado l6gico da maquina,
pois que implica perda de informacdo a cada transicdo, acarretando custo energético
proporcional. Essa caracteristica impde uma diferenca estrutural importante em re-
lagdo a maquina Pendulum, especialmente no que diz respeito a programacgdo e a

possibilidade de reversdo da execugdo, aspecto que serd analisado no capitulo 6.

4.4.3 Ice River

A startup Vaire afirma que ja conseguiu alcancar um reaproveitamento de 50% de
energia com seu nicleo computacional reversivel parcialmente genérico, batizado de
Ice River [35]. A empresa, que aposta fortemente na computagdo com energia préxima
a zero (near-zero energy computing), nos permite saber um pouco através de seus white
papers [66] e [65].

Primeiramente, foi invertido o paradigma que privilegia o hardware (hw) em detri-
mento do so ftware (sw). Tradicionalmente é a mdquina que determina o que podera ser
feito nos niveis superiores, ou seja, hw — sistema operacional — compiladores — sw
de aplicacdo, mas a Vaire propde a utilizacdo do paradigma software-first, o que afeta
ndo s6 a engenharia de hw mas a filosofia de design computacional de forma geral. Se
o que vinga é que: aplica¢des — sw — hw sob demanda, entdo o desenvolvimento co-
mega pelas demandas de sw e o hw é customizado para atender de forma mais eficiente
possivel a essas demandas a partir da disponibilizacdo de unidades especializadas,
como multiplicadores matriciais reversiveis, buffers otimizados para tipos de dados

especificos, etc.

O Ice River é voltado para cargas de trabalho com alta demanda aritmética —
como IA, operag¢des matriciais, simulag¢des cientificas —, e pensado para fazer parte
de um sistema modular e escaldvel, sob controle de um sw que conhece a arquitetura
reversivel e que o ativa seletivamente quando identifica a oportunidade de haver

ganhos termodinamicos. A integracdo com outros dispositivos se dard via controle
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orquestrado, e os médulos podem ser empilhados em racks de alta densidade ou

embutidos em arquiteturas hibridas.

Através dos documentos entende-se que se trata da utilizacdo conjunta da rever-
sibilidade l6gica ao lado de ressonadores para recuperacdo de energia em virtude da

presencga de irreversibilidades.
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A ideia da inversdo de programas surgiu independentemente das pesquisas sobre os
limites termodindmicos da computagdo. Para este trabalho, distinguimos inversibili-
dade e reversibilidade, sendo a segunda um caso especial da primeira, caracterizado
pela restricio a comandos que destroem informacdo. Por isso, ndo surpreende que a

computagao reversivel se beneficie das técnicas de inversdo de programas.

Dijkstra, em seu manuscrito de 1979-1980 intitulado Program Inversion [14], apre-
sentou técnicas e condi¢des para obter um programa P! que calcula o inverso de um
original P. A motivagdo foi a constatagdo de que alguns problemas sdo mais facilmente
resolvidos se atacados ao contrdrio: dado um programa P que recebe E como entrada
e produz S como saida para um problema mais simples, obter P~! permite recuperar E
a partir de S, resolvendo assim um problema mais dificil. Dijkstra ressaltou que o su-
cesso do seu exemplo dependia de ser “um programa deterministico no qual nenhuma

informagao é destruida”.

As técnicas foram sistematizadas por Gries [29], que reconheceu bijetividade como
condicdo essencial da inversdo e propds férmulas para comandos isolados, blocos,
condicionais e estruturas de repeti¢do. O método se apoia em pré-condigdes e pds-
condig¢des, organizadas como tripulas da légica de Floyd-Hoare [19, 33], que devem ser

verificadas antes e depois da execugdo de cada comando ou bloco.

Alguns comandos simples ndo sdo inversiveis isoladamente, como a atribuigao

pura: |[{x =3} x « 1 {x=1}|

Nesse caso, ndo hd como determinar o valor anterior de x apenas pela execugdo
do comando. Em termos de reversibilidade fisica, ocorre perda de informacdo, com
dissipacdo de energia. Entretanto, em inversao de programas, o valor inicial é co-

nhecido pelo programador e pode ser restaurado utilizando o truque da inversdo da

pré-condigdo: |{x = 1} x « 3 {x = 3}|

Ja atribui¢des reversiveis —nas quais a varidvel aparece nos dois lados da expressao,
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como incrementos e decrementos (x < x + 1, x « x — 1) — possuem inversa direta e

dispensam truques adicionais.

De forma geral, a inversdo de uma sequéncia de comandos ou blocos C; segue a

regra:

ns A

[ C;Cy;- -5 Cy Inversio, Cl....c;t.ct

Com aressalva de que comandos destrutivos devem ser tratados com pré-condigdes

invertidas, como mostrado em:

[ x =k C{x = ky) 20y — ky: Clx = Ky )

Para varidveis booleanas B e R, com valores verdadeiro (B, R) ou falso (—B, —=R), a

inversdo de condicionais é dada por:

{B ou —B} {=R ou R}
se B entao se =R entéo

C1 {R} ' ~ Cgl{—'B}
sendo EUCISE0 sendo

Cz (R} C;(B)
fim-se {R ou =R} fim-se {-B ou B}

A inversdo mantém as relagdes: | {B} C1 {R} e {=B} C; {=R} em {R} C;' {B} e {=R} C,' {=B}|.

Para loops enquanto, a inverséo é:

{R} {-B}

enquanto B faca A enquanto —R faca
C{-R} - C'{B}

fim-enquanto {—-B} fim-enquanto {R}

Exemplo com com R : {x =10}, =R : {x # 10}, B: {x # 0} e =B : {x = 0}:

r

{x =10} {x =0}

enquanto x # 0 faca enquanto x # 10 faca
C inversao xe—x+1
x—x—1{x#10} C'{x#0}

fim-enquanto {x = 0} fim-enquanto {x = 10}
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5.1 Cinversivel

A linguagem C [37] possui construgdes irreversiveis, mas técnicas de transformagao
source-to-source permitem gerar P, e P;! [51, 52]. O método utiliza uma pilha para
salvar varidveis que seriam destruidas e registros de caminhos de fluxo, sem alterar a

semantica do programa.

As fungdes auxiliares utilizadas sdo:

SAVE(x) empilha lvalue x
RESTORE(x) recupera lvalue x
SAVE_BITS(x, n) empilha n bits ‘mais baixos” de lvalue x
RESTORE_BITS(x, 1) | recupera n bits ‘'mais baixos’ de Ivalue x

As etapas que aplicadas em sequéncia sobre o cédigo sdo as de normalizacéo,

transformacao e otimizagdo. O resumo das operagdes aplicadas sdo resumidas a seguir.

Normalizacdao. Todas as formas de quebra de fluxo (case, break, return) sdo
transformadas em salto goto e as declara¢des de varidveis sdo separadas de suas inici-
alizagoes. Os efeitos colaterais sao removidos e os saltos devem verificar a necessidade

de salvamento de varidveis de escopo.

Construgio Original Normalizada
Declaragdes: separar das atribui¢des int x =10, y = 20; intx, y; m
Efeitos colaterais (EC): eliminar Y= (++x) + (z++); +4x; [y =X +Z;| 24+
EC em condicionais: eliminar while(x++ > 0){...} while([x>0]) {...;[xF+;]}
Chamadas: como tnico rvalue x=y+ £ THlft=f0lx=y+t
Expressdes: aumentar precisao floatx, y,z;x=y+z [double x, y, z|x=y +z
for: transformado em while for(ini(x); test(x); inc(x)) s;
while([test(x)]) { s; [inc(x);]}
continue: salto para o fim do bloco {...; continue; ...} {...;[goto label;] ...; [label:] }
{
Tt ...
. - [t = x; goto label}] ...
Mudltiplos return: saltos para tinico {.;returnx; ..;returny; ..}
|t = y; goto label} ...
label: return t;
}
break: salto para fora do bloco {...,break; ..} s {...;|goto label;|...} label:| s
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Construgao Original Normalizada

intc; ¢ = expr;

) if(c == c1) goto labely;
switch(expr) { )
if(c == ¢;) goto label,;
case c1: S1; break;
goto labely;

s1; goto end;
$o; [* fall-thru */
sa;

switch: if com goto case cy: Sp; [* fall-thru */

default: s;; break;

—~— - =
=
!

int x; ...

int x; ...

inty; ..;
goto label; ...

. {int y; ...; goto label; ...}
Saltos de escopos: salvar as varidveis

(deve ser a tltima normalizagéao) }

label:

label:

Transformacio. Sdo gerados os codigos refentes a P, e P;! através da aplicagdo das

transformacoes descritas abaixo.

Normalizada ‘ Transformada ‘ Inversa

Expressdes: os operandos ++, += e /= tém como inversos ——, —= e *=. Todos os outros sdo

destrutivos e requerem o salvamento do valor do operando.

lvalue op rvalue; ‘ { SAVE(lvalue); lvalue op rvalue; } ‘ { RESTORE([value); }

Chamada simples de fungdes: a inversdo do comando se d4 pela substituicio do nome da
fungdo pelo de sua inversa.

fil); oo loalue = f(.) | fil); . ; oalue = fo(..) | Ioalue = £71(.); o i f7;

Blocos de comando (escopo): as varidveis locais devem ser salvas antes da saida do escopo.

A reversdo deve restaura-las antes da execugdo da inversdo dos comandos em ordem

inversa.

{ intx, y;

int x, y; s1; S2; S3;

4 [RESTORE(y); RESTORE(x);
|SAVE(x); SAVE(y);] EIEIEY
} 35855875

}

int x, y; s1; $2; 83;

Saltos: varidvel memoriza a origem do salto.
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Normalizada

Transformada

Inversa

s1; goto label; ...
Sy; goto label; ...
S3; -

label: s4;

}

S1; goto label; ...
S2; goto label; ...
s3;

label: s4;

}

{
[char ¢;]s!; [RESTORE(c);]

[Switeh(0)

case 0: break;

case 1: goto labely;

case 2: goto label,;

}

S—l.

3
labely: s3'; ...

labely: s7'; ...

}

Condicionais: o resultado do teste é transformado em bit, testado e salvo ao final, para que

a reversdo possa saber qual bloco invertido de comandos executar.

if(cond) s, else s

{
char ¢ = cond;
if(c)s; elses;
[SAVE_BITS(c, 1);]
}

{

charc;

[RESTORE_BITS(c, 1);]
1

if(c)s;! elses,

}

While: cria varidvel para contar a quantidade de repeti¢des executadas.

while(cond) s

{
while(cond) { s; }
}

{
int c;
RESTORE(c);

while(c) {s7%; c—; }

Do-while: mesma técnica utilizada no while.

do s while(cond);

{
do { s; } while(cond);
}

int ¢; [RESTORE(c);
do {s71; c-—-; } while( );
}

Switch: esta é a outra alternativa para quando o switch ndo foi normalizado. Varidveis

memorizam a op¢ao selecionada e detectam a ocorréncia de fall-thru.

switch(expr) {

case v1: S1; break;

case vp: Sp; [* fall-thru */
default: sy

}

{
c=0;d=0;
switch(expr) {
case vy $1; break;
case vy: $2;
default: 54;
)
|SAVE(c); SAVE(d);]

{
char ¢, d;
[RESTORE(d); RESTORE(c);|
switch(c) {
case 0: s;'; if(--d <= 0) break;

case 2: 5,'; if(--d <= 0) break;

case 1: 57

}
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Otimizacdo. Esta fase tem como objetivo aumentar a eficiéncia temporal e espacial

do programa. Listamos alguns casos de evitagdo de salvamento e restauro de valores:

e varidveis cujos valores tém como destino tinico o envio através de um dispositivo

externo (impressdo, comunicagao etc.), por exemplo;
e 0s valores iniciais das varidveis, os chamados don't care values;

e 0s relativos a expressdes que ndo se alteram em blocos de cédigo, o que significa

que o procedimento pode tratar o c6digo com uma granularidade maior’;

e situagdo em que é avaliado que somente alguns valores assumidos por uma vari-
avel em uma repeticdo sdo importantes no que o salvamento de valores prévios

podem ser substituidos pelo de uma contagem.

5.2 Alguns paradigmas da inversao e suas aplicacoes

Uma das aplica¢des ou a variagdo mais famosa da inversdo de programas ¢é a facilidade
de desfazer e de refazer comandos ou tarefas executadas, o que valeu até a universaliza-
cdo das teclas de atalho Ctrl-Z e Ctrl-X para essas func¢des. Originalmente utilizadas
por editores de texto em microcomputadores, tal facilidade de permitir que a maquina
recomponha estados anteriores tem sido implementada em diversos outros contextos
tais como: sistemas tolerantes a falhas, banco de dados, linguagens e ambientes de pro-
gramacdo. Leeman Jr [41] apresenta um extenso histérico dos trabalhos realizados em
cada uma dessas dreas, e propde uma estrutura para desenvolvimento (framework) com
a finalidade de adicionar a facilidade de undo a linguagens de programacao. Briggs [8]
consegue desfazer comandos de atualizagdo de placar eletronico em jogos de cricket

através de uma uma solucdo de inversao.

Apresentamos entdo trés dos principais paradigmas da inversdo de programas [52],

além do computa-copia-reverte estudado em 3.1:

Desfazer-refazer-fazer (Undo-redo-do: URD). Utilizado em editores de texto e ima-
gem, depuradores (debuggers) e modelos de computagdo reversivel. A esquematizagdo
do paradigma é apresentado na Fig. 10.a. Uma agdo ou um grupo de a¢des P de um
programa que avangou (D(P)) podem ser desfeitas (U(P)) e refeitas (R(P)) repetidas
vezes por escolha (o) do usudrio, até produzir sua saida normal (E, resultante de D(P))

ou vazia (O, se R(P) for seu ultimo comando executado).

Ver conceito de protegio na segdo 6.2.3.
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Avancar-reverter—confirmar (Forward-reverse—commit): utilizado nas situagdes
nas quais um fragmento do programa executa otimamente antes mesmo das suas
dependéncias de dados estarem satisfeitas completamente (ahead of time). Quando
alguma dessas dependéncias é atualizada, a execugdo anterior (F(P)) é desfeita (R(P)) e
o fragmento é reexecutado. O processo é repetido até que obtenha a garantia de que nao
ocorrerdo mais atualizag¢des, quando a execugdo entdo é confirmada (C(P)) — Fig. 10.b.
Utilizado em simulagdes de eventos discretos paralelos e na execugdo especulativa em

nivel de hardware?.

Iniciar-reverter—confirmar (begin—rollback—commit): modelo transacional utili-
zado em banco de dados para garantir a atomicidade da execucdo de um bloco de
operacdes (uma transacdo T;), i.e., ou uma sequéncia de operagdes é executada com
sucesso, como se uma operacdo unica fosse e entdo é confirmada (C(T;)), ou possi-
veis execugdes parciais (R(T;)) sdo revertidas para manter a consisténcia dos dados
armazenados (O;, resultado nulo). O modelo pode ser aprimorado para considerar
cada operacdo como sendo uma subtransacado (Ti1) que, se ndo for confirmada, inicia

reversdo em cadeia que alcanca o nivel mais externo de transagdo — Fig. 10.c.

S; 0
A
BRC(T;) i
B(Ty)
URD(P) -
Zero or more |:|1.+1
. \ »
s D(P) BRC(T41) >
FRC(P) R(T)
U(P) > E
S P (P)—owC(P)—+E
j C(T)
0 =6~ R(P)—o> 0 «+-e—R(P)
\
E;
(a) (b) (c)

Figura 10: Paradigmas utilizaveis no contexto da inversdo: (a) Desfazer-Refazer-Fazer; (b)
Avancar-Reverter-Confirmar; e (c) Iniciar-Reverter-Confirmar.

2On-chip speculative execution: o chip “adivinha” quais instrugdes virdo a seguir e as executa antes da
confirmacdo, visando ganho em desempenho.
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5.3 Checkpointing

Complementarmente, podemos categorizar diferentes tipos de implementacdo de in-
versdo através da utilizacao de pontos de controle conhecidas como checkpointing. Os
checkpoints nada mais sdo do que momentos da execugdo de um programa nos quais as
informagdes necessdrias a inversdo sdo salvas. Listamos quatro técnicas [52], cada um

tendo sua aplicabilidade conforme o caso.

Em lados opostos estdo os checkpointings total e periédico. No primeiro, todo o estado
da médquina é salvo a cada passo; no segundo, somente ap6s certa quantidade de opera-
¢oes executadas. Neste caso, para restaurar o estado da maquina ao de uma operagao
X intermedidria a dois checkpoints, deve ser utilizado o checkpoint C imediatamente

anterior a X e serem reexecutadas as operacoes desde C até X.

O terceiro tipo é utilizado em programas cujas a¢des ndo alteram todo o estado da
mdéquina, sendo necessario que cada momento sejam salvas apenas as varidveis que
serdo modificadas a curto ou médio prazo. Tal abordagem incremental lhe d4 o nome.
Essa abordagem é mais eficiente do que as duas primeiras somente se o nimero de
varidveis efetivamente modificadas é muito menor do que o ntiimero total de varidveis

potencialmente modificdveis em uma agao.

Finalmente, o checkpointing diferencial. Seja S; o estado atual da mdquina. Chamemos
de A; a diferenca estrutural entre S; e o checkpoint imediatamente anterior C; (A; =
Si — Ci—1). O checkpoint C; atual entdo é obtido a partir da soma do checkpoint anterior
Ciz1 com A; (C; = Cizg + Aj). A reconstrucdo de um estado S; resulta da aplicagdo dos A

acumulados:

Su=Co+ Y A
iz

A utilizagdo da abordagem incremental é apropriada quando o programa modifica

pouco os estados e de forma esparsa.

Observa-se que todos os paradigmas apresentados obtém reversdao mediante arma-
zenamento auxiliar de informacéo, o que os distingue da reversibilidade 16gica estrita

discutida nos capitulos anteriores.



6 Programacao reversivel

6.1 Duas estruturas: a lingua de sogra e o tapete

No capitulo 4 apresentamos dois modelos tedricos. O primeiro, a maquina Pendulum,
que leva a reversibilidade as tltimas consequéncias, na qual o PC participa do estado
da maquina. O segundo, a maquina semirreversivel de Demaine et al. [12], na qual
o clock avanca monotonicamente. A diferenca entre os modelos deixa sua marca na

estrutura geral dos programas escritos e executados em cada um.

Em Pendulum, a execu¢do do programa assemelha-se ao do brinquedo "lingua
de sogra"': se estende durante a fase direta e se retrai automaticamente durante a
fase reversa, sem necessidade de codificagcdo extra. Essa retragdo ndo resulta de uma
leitura textual inversa, mas da aplica¢do sistemdtica das operag¢des inversas segundo
a dindmica reversivel do controle. J4 no modelo de Demaine et al. [12], o programa
comporta-se mais como um tapete: tudo o que faz é desenrolar. A reversdo exige uma
fase explicitamente codificada a partir das informagdes produzidas durante a execugdo

direta.

As estruturas de controle de fluxo presentes nas linguagens de alto nivel, tais
como os condicionais, as repeti¢cdes e as chamadas de fungdes, seguem essa regra. Em
Pendulum (ver secdo 6.4), sdo escritas como um bloco tnico, no qual o c6digo que testa
a condi¢do de saida na fase direta é 0 mesmo que testa a condicdo de entrada na fase
reversa, e vice-versa. No modelo de Demaine et al. [12], essas estruturas precisam ser

explicitamente partidas em dois c6digos, uma para cada fase da execugéo.

A separacdo explicita entre as fases direta e reversa confere maior flexibilidade a
estrutura do programa, uma vez que a execugdo reversa ndo precisa reproduzir sime-
tricamente o controle de fluxo da fase direta. As condi¢des que governam a entrada nas

estruturas de controle de fluxo na fase reversa podem diferir das condi¢oes avaliadas

!Nos Estados Unidos é conhecido como party horn ou party blower.
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na fase direta desde que sejam fung¢des da informagao preservada por esta tltima. Para
que a reversibilidade l6gica seja preservada, é necessério, nos condicionais, por exem-
plo, que a escolha de ramos na fase direta seja registrada explicitamente ou permaneca
inferivel de modo univoco a partir do estado resultante, de forma que a composicdo das
duas fases resulte na identidade sobre o conjunto de estados efetivamente alcancados

pela execucdo direta.

6.2 Linguagens reversiveis

6.2.1 PISA

PISA (Pendulum Instruction Set Architecture), como dissemos na subsecdo 4.4.1, é o
conjunto de instrug¢des do projeto Pendulum. Os principais comandos da versao que
consideramos [2, 23, 3] sdo os definidos na Fig. 11. O controle de fluxo reversivel é
realizado através da combinacdo de 3 registradores: PC (program counter), BR (branch
register) e dir, que indica a diregdo do passo base do PC — vale 1 para a fase direta, e
-1 na fase reversa, quando as instrug¢des sdo interpretadas como suas inversas (adigdo

como subtracdo etc.).

prog u= ((:)7 )" (programa)
i == ADDry, 1s|SUBy, 7s (rge—ri+rs|rge—rg—rs)
|  ADDI 74 c|ADDI ry, —C (rge—rg+clrge—rys—c)

| ANDX 7y, ¥5, s | ANDIX 1y, 75, C (rg < 15 ANDy;s 14 | 74 < 75 ANDyj; C)

| NORX 7y, 7s,1¢ (ra < =(rs ORp;t 1))

| NEGr (r & —r)

|  ORXvry rs, 7 |ORIX 7y, 15, C (rg < 15 ORpj 1 | r4 < 75 ORpyy €))

| RLr,c|RRT,C (rer<<clrer>>c)

| RLV 7, 7, | RRV 7,4, 1 (ro =1, <<rp|rg =1, >>1)

| SLLX 74, 7s,Cc| SLRX 14, 15, C (rg—rs<<c|rgers>>c)

| SLLVX 74, 15, 7 | SRLVX 1y, 15, 14 (rg —rs<<r|rg e—rs>>r)

| SRAX 14, 1s,C | SRAVX 74, 15, 1 (=SLRX | =SRLVX, mantendo o sinal)

|  XORvr4 1s|XORI 7, c (rg < 14 XORyjt 75 | ¥ < 1 XORy;; C))

| BEQr7,, 1y, l|BGEZ 1, [|BGTZ 7, (PC—ILser,=r,|r=0]|r>0)

| BLEZ7r, [|BLTZr,I|BNEvr, 1,1 (PC—1Lser<0|r<0|r, #rp)

|  BRAI (PC « I)

| RBRA/ ((PC, BR) © (I, PC))

|  SWAPBRr (BR & 1)

|  EXCHr,, 1y (rg & mem(ry))

|  START | FINISH (inicio e fim de programa)

| DATAc (mem(DATA) « ¢, inicializacdo de memoria)

c u= .. |-1]0]1].. (numeral)

prog € Programas
r € Registradores

i € Instrucdes
I € Rétulos

Figura 11: PISA — Pendulum Instruction Set Architecture [69] [2] [32].
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Saltos. Um comando de salto nada mais faz do que adicionar o valor de deslo-
camento (offset) contido em sua instru¢ao, multiplicado por dir, ao PC. O modelo de
lingua de sogra faz com que os saltos sejam organizados dentro da filosofia conhecida
como paired branches (ver Figura 12), segundo a qual um salto espera encontrar um
outro comando de salto com offset inverso, no pouso, de modo que o BR seja zerado
e o passo do programa retorne a 1 (ou -1), e de modo que, encontrando o segundo
comando na fase reversa, o programa possa retornar ao ponto original do primeiro
salto. A reversdo de problemas mais complexos, porém, pode se utilizar de saltos que

nao zeram completamente o BR para obter seus resultados.

label;:  BRA desloc ; BR « BR + desloc; (PC,BR) « (PC + BR, PCyyterior)
desloc

label,:  BRA —desloc

Figura 12: Mecanica do salto incondicional reversivel em PISA

Em resumo, 0 PCypuo < f(PCanterior, BR, dir)? (ver Tabela 5). Os comandos de salto
mais importantes sdo: BRA (incondicional), BEQ (salta se parametros possuem valores

iguais) e BNE (se diferentes); RBRA acrescenta a inversdo do registrador dir.

Calculado sempre no
salto; no pouso:
BEQ, BNE: se true;
BRA: sempre

PC (2°) BR =0:PC « PC +dir BR # 0: PC « PC + BR - dir
Inverte dir (1 ou -1)
RBRA | Asinstrucdes passam a BR = BR + desloc - dir
executar suas reversas

BR (1°) dir =1: BR « BR + desloc | dir = =1 : BR « BR — desloc

Tabela 5: Quadro descritivo das possibilidades para atualizagdo do PC em PISA, envolvendo os
registradores BR e dir. A atualizagdo do BR precede a do PC. A literatura consultada é ambigua sobre o
momento da inversao de dir durante a execug¢do da instrugdo RBRA.

A Fig. 13 apresenta como pequeno exemplo um programa de multiplicagdo de dois

valores, M e N.

Os movimentos entre posi¢des de memoria sdo executados através de trocas ato-
micas de seus valores, o que evita qualquer perda de informacéo. Essa instrucdo, EXCH,

¢ sua propria inversa.

ZEmbora pareca uma sobrescricdo, trata-se de parte de uma transformagdo global bijetiva sobre o
estado da maquina. De qualquer forma, nesse ponto: PC + BR + (—desloc) = 0.
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main:
1: ADDI R1,N
2: ADDI R2,M
3: BRA 3
4: BRA 3
5. BNE R4,R0,-1
6: BEQ R4,R0,-3
7. ADD R3,R1
8: ADDI R2,-1
9: ADDI R4,+1
10: BEQ R2,R0,2
11: BNE R2,R0,-7
12: BRA -2
13: SHOW R3
14: RBRA O

Figura 13: Programa em PISA para calculo de N x M. Os registradores R1 e R2 sdo inicializados com
os paramtros da multiplicagdo. Na fase direta, R3 acumula as R2 adigdes de R1, onde R2 é decrementado
e R4 é incrementado a cada iteragdo. O resultado R3 é mostrado (por duas vezes) e o passo do PC é
invertido na linha 14. Na fase reversa, as operacdes das linhas 7 a 9, coracdo do loop, sdo invertidas,
bem como as das linhas 1 e 2.

6.2.2 Janus

A primeira linguagem imperativa de alto nivel totalmente reversivel [43] foi criada
inicialmente desvinculada de qualquer questdo termodindmica e como um exercicio
de semantica’. Solidificou sua posigdo apos ser resgatada por Yokoyama e Gliick [72]
e modificada por Yokoyama, Axelsen e Gliick [71]. Janus possui uma sintaxe simples

(Fig 14), e todos os seus comandos e estruturas de controle de fluxo sdo bijetoras.

Janus admite exclusivamente o tipo inteiro, em sua forma simples, vetores de tama-
nho fixo e pilhas dinamicas. As expressdes bindrias admitem operadores aritméticos,

l16gicos, relacionais e a nivel de bit. Suas instru¢des bésicas incluem atribui¢des arit-

méticas reversiveis: |x += y, x —= y | efc.; trocas de valores entre varidveis: |x <=> y|;

chamadas de procedimento com parametros passados por referéncia e chamadas in-
versas. Os métodos basicos sobre pilhas estdo disponiveis, além de se poder acessar
o topo sem remové-lo. Varidveis locais sdo introduzidas a partir da definicdo de um
bloco de cédigo como seu escopo e sdo removidas sob a condigdo de restauracdo do

valor inicial. O simbolo * representa a operagdo ou-exclusivo (XOR).

O controle de fluxo é realizado pelos comandos mostrados na Fig. 15.

SEm carta enviada para apresentagdo do trabalho a ninguém menos do que Landauer, Chris Lutz
confessou que a linguagem nasceu "por curiosidade sobre se um animal tdo estranho como este era pos-
sivel, e porque estdvamos interessados em saber onde colocamos as informagdes quando programamos".
Ainda, que "JANUS nos for¢ou a prestar atengdo para onde nossos bits iam, ja que nenhum poderia ser
descartado"[43].
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prog == d' (procedure ids)* (programa)
d == x]|x[c] (escalar e vetor)
s u= x0O=¢cl|xle]o=e|lx<=>x (atribuicdo, swap)
| ifethenselsesfie (condicional)

| fromedosloopsuntile (loop)

| skip (comando vazio)

| callid|uncall id (chamada de fungéo)

| ss (sequéncia de comandos)

e == clx|x[e]le®e (expressdo)
c u= .. |-1]0]1].. (constante inteira)
O = +|-]A (operador)
® O*|&&|<=]... (operador)

Figura 14: Sintaxe simplificada de Janus

| | Sl_lt
R R

ife; thens; elses, fie, frome; dos; loop s, until e,

Figura 15: Fluxograma dos controles de fluxo reversiveis de Janus.

No if, se a expressdo e; for verdadeira, a asser¢do de saida e, deve ser verdadeira
ap0Os a execucgdo de s;, e falsa caso contrdrio. A reversdo do if executard s{l se e
for verdadeira, no que e;, nesse caso, deverd ser verdadeira. Na reversdo do loop
from-do-until, também acontece a troca de posicdo entre a condicdo de entrada e a
assercdo de saida [9] [26]. A assercdo de entrada e; deve ser verdadeira na primeira
avaliagdo e falsa nas demais; o teste de saida e, deve resultar falso enquanto dura o loop.
A exigéncia de que a condicdo de entrada seja diferente da condigdo de permanéncia é
o que d4 ao from-do-until a sua reversibilidade, ao contrério, por exemplo, do while,

que nao é bijetivo.

A Fig. 16 apresenta o c6digo de uma rotina para o calculo do maior inteiro menor

ouigual a yn.

6.2.3 Eel: Energy-efficient language

O trabalho iniciado por Demaine et al. [12] evoluiu para a formalizacdo da linguagem
Eel [64]. A linguagem foi projetada com trés niveis de abstragdo, cada um expondo
diferentes graus de complexidade e controle sobre os recursos computacionais. Os

diferentes niveis ndo correspondem a modelos computacionais distintos no sentido
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procedure main()
intn
int root
n+= 25
call root(n, root)

procedure root(int n, int roo) /froot := floor(sqrt(n))
local int bit=1
from bit = 1 do
skip
loop
call doublebit(bit)
until (bit = bit) > n
from (bit * bit) > n do
uncall doublebit(bit)
if ((root + bit) * (root + bit)) <= n then
root += bit
fi (root / bit)
loop
skip
until bit = 1
delocal int bit =1
n —= root * root

procedure doublebit(int bit)
local int z = bit
bit +=z
delocal int z = bit / 2

Figura 16: Programa em Janus para calculo de | vn] [43].

classico, mas a diferentes representa¢des de um mesmo programa ao longo do processo
de refinamento, compilacdo e anédlise energética. A sintaxe de Eel é reproduzida na

Figura 17.

O nivel mais baixo conta com operagdes aritméticas reversiveis, bem como com
operagdes para tratamento de pilha do usudrio e a de log, pilha especial do sistema
e auxiliar da reversdo, vista mais a frente. Pilar da reversibilidade, o comando SWAP
permite o intercdmbio atdmico do valor de um registrador com o de uma posicdo de
memoria apontada por outro registrador. Algumas operagdes irreversiveis sdo possi-
veis, com custo energético maximo equivalente a quantidade de bits de uma palavra
(w). Operagoes de saltos incondicionais e condicionais sdo oferecidas, juntamente com
os comandos que devem marcar seus pontos de destino e que indicam de onde estes

se originaram: os come from.
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labely:  GOTOIF( , label, )

} teste da fase direta = teste da fase reversa

label,:  CMFRMIF( , labely )

O nivel intermedidrio adiciona definicdo e chamada a fungdes, operadores de com-
paracdo e os comandos Log e Unroll, que delimitam blocos de comandos para os quais
o compilador gerard automaticamente o c6digo para sua reversdo: com o primeiro se
iniciam as anotagdes necessdrias; o segundo é a ordem para que seja executada a re-
versdo®. Os saltos condicionais ja aparecem em duas versoes: protegida se diz daquele
cuja avaliacdo da expressdo de teste se mantém quando da passagem do programa
pelo ponto de pouso, que reversamente serd um ponto de salto. Geral é aquele salto
que ndo dé garantias da manutengdo do valor da expressdo de teste apds sua avalia-
¢do primeira. No udltimo caso é necessario que se pague um bit de espago para que
o resultado original do teste seja salvo de modo que a estrutura possa ser revertida’.
O nivel é descrito pelos autores como reminiscente do modelo RAM transdicotomico:
assume-se, a maneira do modelo, que indices e endere¢os cabem em uma palavra de
tamanho w = ©(log N), onde N denota o tamanho da entrada medido em palavras, o

que permite realizar operagdes aritméticas e acessos a memoria em tempo constante.

labely:  PGotoIf([n>0],[n>0],label,)  label;: GotoI£([n > 0], label,)

... <nnao é alterada > ... ... <n pode ser alterada > ...

labely:  [n>0]|v labely:  [n>0]?

Com onivel mais alto aparecem os condicionais e 0s loops em suas formas protegidas
(PIf e PFor) e gerais (If, For e While). Da mesma forma, protegida se diz da estrutura
na qual as varidveis envolvidas nas expressdes de teste ndo sdo alteradas pelo corpo da
estrutura. Nas formas ndo protegidas o compilador salva e restaura automaticamente
o valor do teste original utilizando a pilha de log. O conceito de protecdo no loop
PFor ( init(x), cond(x), incr(x) ) requer que incr(x) seja a inica modificadora de x e que
a condicdo de terminagdo cond(x) ndo dependa de varidvel com valor alterado pelo
corpo do loop. Como deve ser garantido que a quantidade de repeti¢des seja igual nas
duas fases, nos loops gerais é automaticamente introduzida uma varidvel auxiliar para

controlar o niimero de iteragdes, e seu manejo é incluido no cédigo.

*A escrita ‘a la PISA’, espelhada, utilizada nos exemplos de c6digo tem como objetivo que o compi-
lador possua as informagdes necessarias a geracdo automatica do cédigo reverso.
SLembrar da definicio de Copenhagen.
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Operacao \ Descricao Operacoes Irreversiveis
Operacoes Reversiveis MOVE(a, b) a="b

ADD(a, b) a+=1b AND(a, b) an=b

SUB(a, b) a-—=2> OR(a, b) av=>b

MULT(a,b) | ax= b Operacdes de desvio

NEG(a) ar= -1 GOTO(]) pc 1

SWAP(a,b) |ae b GOTOIF(e, ) see = true, PC « |

LPUSH(x) | logstack « x GOTOIFN(e,I) | see = false, PC « I

LPOP(x) log stack — x CMFRM(]) origem em [

PUSH(x) stack « x CMFRMIF(e,I) | origemem/, se e = true
POP(x) stack — x CMFRMIFN(e, I) | origem em [, se e = false
prog = b (bloco)

b == ¢ (sequéncia de comandos)
s = x®=el|lx=e (atribuigao)
PGoto( ) (salto protegido)

PGotoIf(e, e, 1)

PGotoIfN(e, e, 1)

PLabel( /) (condicional protegido)
Goto(!l) (salto ndo protegido)
GotoIf(e, 1)

GotoIfN(e, 1)

Label(l)
Defq(x,..,x): b (definigdo de fungéo)
Callg (x, ..., x) (chamada de fungéo)
Log: b (bloco de log)
Unroll b (reversdo do log)
LogPush( x ) (modificacdo da pilha do log)
e u= cl|x|leoe (expressdo)
® u= +|-|* (operador)
O u= Q|/|<=|>=|#|== (operador)
prog u= b (bloco)
b == ¢ (sequéncia de comandos)
s o= x®=e|x=e (atribuigado)
| PIf(e): b(Else: b)? (condicional protegido)
| IfCe): b(Else: b)? (condicional geral)
| PFor(s,e,s): b (loop for protegido)
| For(s,e,s): b (loop for geral)
| While(e): b (loop while geral)
| Defg(x,..,x):Db (definigdo de fungéo)
| q .., x) (chamada de fungao)
| Log: b (bloco de log)
| Unroll: b (reversdo do log)
e = clxle®e (expressdo)
® u= +|-|* (operador)
O = Q|/|<=|>=|#|= (operador)

Figura 17: Sintaxe de Eel nos niveis baixo, médio e alto de abstracdo, sendo: x € Varidveis, g €
Fungdes, ¢ € Constantes.



6.3 O que temos hoje 64

6.2.4 Outras linguagens reversiveis

A arquitetura BobISA [60] permite 16 registradores de uso geral (7o, ... ,715) € assume os
mesmos 3 de registro geral de PISA: PC, BR e DIR, embora seu conjunto de instru¢des
seja mais simples. Os saltos méximos sdo de 127 posi¢cdes de memoria, e cada uma
contém 16 bits. ry também carrega o valor zero, por definicdo. A implementagao fisica

dos saltos foi melhorada com relac¢do a solugdo dada por Pendulum/PISA.

R foi concebida por Frank e Knight Jr [23] como uma representagdo intermedidria
reversivel entre linguagens de alto nivel e arquiteturas reversiveis como Pendulum.
Possui basicamente os mesmos comandos e operadores matemaéticos e 16gicos de Janus,
inclusive o condicional if e o loop de quantidade de iteragdes fixas, for (equivalente
ao from). Permite atribui¢des ndo destrutivas, swap entre varidveis, rotagdes de bits
(bijetivas) e deslocamentos controlados. Vetores sao indexados através do operador
sublinhado (_), ao invés dos usuais colchetes ([ ]). A sintaxe de R se baseia em niveis

de parénteses como na linguagem LISP.

ROOPL estende os principios de Janus para uma linguagem orientada a objetos [32].
Permite tipos inteiros e referéncias a objetos definidos por classes, que podem incluir
heranca e polimorfismo. Além das atribui¢des reversiveis e trocas, introduz blocos
para criacdo e destruicdo controlada de objetos. As estruturas de controle seguem o

modelo de Janus, com condicionais, lacos reversiveis, chamadas e uncalls de fungdes.

6.3 O que temos hoje

Do esquema de possibilidades no intercruzamento das légicas reversivel e irreversivel
apresentado pela Figura 18, no estado atual da arte, dispomos de:
e Compiladores de Janus, R e ROOPL para PISA [2, 23, 32];

e simuladores de PISA, de modo que a reversibilidade possa ser testada através
das méquinas existentes: o ambiente de simulagdo de Vieri foi, na pratica, um

emulador reversivel completo do PISA; e

e emulador de Janus (https://topps.diku.dk/pirc);
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Irreversivel Reversivel

C, C++ etc. linguagem Subcop; linguagem Janus, R, ROOPL

i Yunto i
programa compilagdo cruzada programa
CMake etc. compilador compilagdo cruzada compilador
instrucoes @ instrugdes PISA
Intel ix, Apple Mx etc. méaquina méquina Pendulum

} }

AND, OR etc. portas portas CNOT etc.
| |

CMOS circuitos circuitos Adiabdticos

Figura 18: Possibilidades considerando a reversibilidade e a irreversibilidadeos dos diversos niveis
de abstragdo. Os estdgios em branco significam que ainda nao foram implementados de forma geral,
escaldavel e comercialmente vidvel.

6.4 Analise da reversibilidade das principais estruturas de
alto nivel

O compilador Janus-PISA[2]fornece uma demonstracdo construtiva dareversibilidade
das grandes estruturas de alto nivel, a saber: os condicionais, as repetigdes e chamada

de fungdes. Passemos a sua andlise, a partir do c6digo gerado pelo compilador.

Condicionais. (Fig. 19) A verificagdo inicial de erro encontra seu sentido pelo
espelhamento com a parte final do cédigo (erro que ocorre se r; # 0). O condicional se
inicia com o cdlculo da expressao e;, de teste para o salto, cujo resultado é armazenado
em 7, e salvo em r;; assim, o valor intermediéario r, é descomputad06. Se e; = false, o
programa salta para testef, com a mecanica oculta ja descrita pela Fig. 12, e notando-se
que o pouso aponta para a origem do salto. Ap6s a execugdo do bloco de comandos s;,
o comando BNE ndo é acionado, uma vez que 7; = 0. Entdo é verificada a consisténcia
entre a condic¢do de entrada e a condicdo de saida, ou seja, se o valor da avaliacdo de e,
é o mesmo inicialmente calculado para e;. De outra forma, se, em teste, r, = e; = true,
o bloco s; é executado e o programa salta para o teste de asser¢do. Este compara
r: = 1 com a avaliagdo de e;, que também deve ser igual a 1 (true): r; é zerado. A

leitura reversa do c6digo mostra que serd executada a inversao do condicional, ou seja:

®Essa técnica pode ser classificada entre aquelas que Demaine et al. [12] chamam de periodic unwinding,
aqui traduzida como ‘reverta o mais rapido que puder’. Ao invés de se interpretar o método de Bennett
canonicamente, reversdes periddicas diminuem em muito o espago utilizado pelo programa.
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if e, thens, elses; fieq|.

BNE r; rg error ; verificacdo de erro
< codigo para r, < [e1]. > ; calcula ¢

XOR 1 7, ; faz ri=r.

< codigo para 1, — [e1]c > ; descalcula ¢
teste:  BEQ r; 1o testes ; salta se [e1].=0

XORI 7 1 zera r1;
< codigo para ey = verdadeiro: s; >
XORI r; 1 ; faz =1
assery,: BRA asser ; salta
teste:  BRA teste ; recebe o salto
< codigo para e = falso: s, >
asser: BNE r; ry assery ; recebe o salto
< codigo para tr, < [e2]. > calcula e,
XOR 7; 7, zera 1

descalcula e,

< codigo para r, — [e2]. >
verificacdo de erro

BNE r; rg error

Figura 19: Tradugédo do condicional if ¢; then s else s, fi e, para PISA.

Loop from. (Fig. 20) O comando | frome; do s; loop s, until e, |, conforme definido

em 6.2.2, caracteriza-se por garantir que a avaliacdo final de e, determina univocamente
o numero de itera¢des executadas, permitindo a reconstru¢do do estado inicial na

execugéo reversa.

A traducdo para PISA deve preservar trés propriedades: determinismo para frente,
determinismo para tras e restauragdo do estado auxiliar ao término do bloco. O regis-
trador r; atua como bit de fase, armazenando temporariamente o resultado da avaliagdo
da expressdo de teste e permitindo que a simetria entre as fases direta e reversa seja

mantida sem perda de informagao.

A reversibilidade decorre do fato de que cada avaliacdo de expressdo é imediata-
mente descomputada, que o valor de r; codifica univocamente o estado do teste e que o
salto condicional é estruturado de modo que o ponto de pouso contenha a informacgéo

necessdria para a reconstrucdo do fluxo de controle.

Na execugdo reversa, a condi¢do e, passa a exercer o papel de teste de entrada,

enquanto e; torna-se condicdo de parada, reproduzindo exatamente a forma sintatica:

frome, do s;’ loop s;' until e; |

Chamadas de fungdes. (Fig. 21) O salto incondicional BRA pousa na instrugao
SWAPBR, que guarda o deslocamento do salto em r,,. O retorno serd pelo mesmo ponto,
quando a execugdo da mesma instrugdo devolverd o deslocamento ao registrador BR,
promovendo o salto incondicional para a origem da chamada. Mas isso ocorre ndo sem
a inversao do sinal do deslocamento pela instrugdo seguinte e seu empilhamento. O

bloco correspondente a fung¢do em si é executado. Como estratégia para que a execugdo
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XORI 7 1 ; faz ry = 1
entrada: BEQ r; ry asser ; recebe o salto
< codigo para t, < [e1]c > ; calcula e

< cddigo para r, — [e1]. > ; descalcula ¢

BNE 7; rg error ; verificacdo de erro
< cddigo de s1 >
BNE r; rg error

XOR 7} 7, E faz =7,

; verificacdao de erro

< codigo para 1, < [e2]. > ; calcula e
XOR 7t ¢ ;1= leale
< cddigo para v, — [ez]. > ; descalcula e
teste: BNE r; ry saida ; sai se [ex]. =1
< codigo de sp >
asser: BRA entrada ; salta para o topo
saida: BRA teste ; recebe o salto de saida
XORI 7 1 ; zera 1

Figura 20: Tradugdo do loop frome; do s; 1loop s, until e, para PISA.

encontre o ponto de retorno, um salto incondicional "para trds’” encontra os comandos

que desempilham o deslocamento a ser utilizado.

Como areversdo altera o sentido do passo do PC (dir = —1), a deschamada (uncall)
inverte o sentido das flechas da figura e a interpretagdo das instrugdes. A simetria do
codigo faz com que o framework de call e uncall executem as mesmas instrugdes, com

a excegdo da substitui¢do de f por 1.

ftop: BRA fbot
| SUBT 7 1
| EXCH 1y Tsp ; pop deslocamento de retorno
BRA f : f: SWAPBR 7, ; ponto de entrada/saida
! NEG 7/, ; inverte sinal do deslocamento
v EXCH 1y Tgp
ADDI 15 1 ; push deslocamento de retorno
< co6digo de f > ; corpo da funcdo
I fbot: BRA ftop

Figura 21: Tradugdo de chamada de fun¢do em PISA.

6.5 Adicionando reversibilidade a linguagem de pseudoco-
digo

A fim de alcangarmos o objetivo do préximo capitulo — apresentar versdes semirre-
versiveis para algoritmos cldssicos — tecemos alguns comentdrios sobre a adi¢do da

reversibilidade a linguagem de pseudocédigo e outros pontos fundamentais.

1. Nao ao paradigma pendular. A computagdo reversivel vem sendo desenvolvida

desde a década de 1960, mas arquiteturas reversiveis de prop6sito geral ainda ndo se
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consolidaram como tecnologia pratica. Pendulum e seu conjunto de instrugdes, PISA,
embora constituam a base tedrica sobre a qual se apoia grande parte da produc¢do no

campo, permanecem no ambito da simulagao.

O que se observa, por exemplo, com o compilador Janus-PISA, é a incorporagdo
da ideia de uma mdaquina cuja reversibilidade decorre da execugdo inversa integral do
proprio programa, instrucdo a instrugdo, a partir do momento em que o registrador
dir altera o sentido do passo do program counter: a execugdo passa, entdo, a percorrer

o c6digo em sentido inverso.

Entretanto, a luz das limitag¢des préaticas discutidas no Capitulo 4, adotaremos a
mesma perspectiva de Demaine et al. [12]:

Nosso computador [semirreversivel teérico] possui somente um sim-

ples modo de operagdo, sempre incrementando o program counter com

cada instrugdo. A reversdo das operagdes vém com a escrita da opera-

¢do inversa em uma segdo posterior de c6digo, ao invés de termos um

modo reverso separado que percorre o programa em sentido inverso,
invertendo tais operacdes.

2. Da simetria estrutural a garantia semantica da reversibilidade. Em uma ar-
quitetura na qual o contador de programa e o relégio avangam monotonicamente, a
reversdo da computacdo ndo ocorre por inversao temporal do fluxo de execugdo, como
no modelo pendular, mas por meio da defini¢do explicita de uma fase inversa. Tal
arquitetura relaxa a exigéncia de simetria estrutural entre os trechos direto e reverso
do programa, bastando que a composigdo das duas fases constitua uma transformacao
bijetiva sobre o conjunto de estados alcangaveis da maquina. Esse relaxamento amplia
a liberdade na escrita do c6digo reverso, permitindo reorganizacdes estruturais, reava-
liagdes condicionais e trajetdrias distintas no espago de estados, desde que nenhuma
informacao seja destruida e que o estado final determine univocamente o estado inicial.
Desloca-se, assim, o critério de reversibilidade para o nivel l16gico-funcional: a preser-
vacdo da informagao deve ser garantida semanticamente, e ndo apenas pela simetria

operacional do fluxo de controle.

3. Nao utilizacdo de pilha de log. Com finalidade didatica, optamos por nao
ocultar a reversdo do cédigo por meio das constru¢des Log e Unroll. Todo algoritmo
serd apresentado com a fase direta explicitada, seguida de sua fase reversa igualmente

escrita de forma explicita.

4. Mera indica¢ao das condi¢des de saida. Em consonancia com o item anterior

e com o deslocamento semantico discutido no item 2, as asser¢des de saida nos con-
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dicionais reversiveis serdo indicadas como comentérios entre chaves. Quando houver
simetria estrutural entre as fases, tal condi¢do reaparecerd, com mesmo dominio ou

expressdo equivalente, como teste do condicional correspondente a sua reversao.

5. Modelo computacional e tipo. Como em Eel, assume-se que a palavra possui
tamanho suficiente para que as operagdes e acessos a memoria executem em tempo
O(1). As varidveis simples, vetores multidimensionais e pilha utilizam o tipo basico

inteiro, representavel em w bits, no intervalo [-271,...,2¢"1 —1].

6. Controle de fluxo. O salvamento de informagdo necessaria para a reversibilidade

de condicionais ndo protegidos fica a cargo do programador. A estrutura de repeti¢ao

é tomada emprestada de Janus, com sintaxe | frome;, do s until ¢,, | A condicdo de

entrada é o valor de verdade da expressao e;,, quando o bloco de comando s é executado
até que se observe a condicdo expressa por ¢,,;. A expressdo ¢;, é avaliada apenas antes
da primeira iteragdo. O incremento ou decremento da varidvel em jogo no lago deve
ser providenciado pelo programador’, bem como a geréncia das informagdes em caso
de ndo protegdo. Visando a simplificagdo, as varidveis sdo consideradas como globais;
a passagem de argumentos para as fungdes se da por valor, de modo que a funcdo deve

preservar a reversibilidade global do estado compartilhado.

7. Atribuicao e movimentacdo de memdria. As atribui¢cdes ndo destrutivas uti-

lizam operadores bindrios que alteram reversivelmente o valor de uma varidvel x a

partir de uma expressdo e: |x < x©e|(ou: |x ®—e|), na qual e ndo pode depender de

x. Axelsen [2] mostra a reversibilidade das atribui¢des através da compilacdo de Janus

para PISA. As movimentagdes para posi¢des de memoria zeradas ndo dissipam e entao

as atribuic¢des | x «— 5|e |x T« 5|sdo equivalentes desde que esteja garantido que x = 0

no momento da atribuicdo. Adotamos a convengao de sublinhar a varidvel com valor

igual a zero quando esta recebe uma atribui¢do, como em |x « 5|[12]. A permuta nio

destrutiva de valores entre duas varidveis x e y escreve-se |[x < y| A semantica das

fungdes push e pop é a da permuta de valores entre a varidvel e a pilha.

Quaisquer atribuicdes fora dos padrdes descritos incorre na dissipacdo correspon-
dente a perda de até w bits de informagdo. O fato também vale para a utilizacdo de

operacdes logicas destrutivas.

"Note que, aqui, o from-do-until, ao contrério do seu similar em Janus, possui somente um bloco
de comandos.



7 Versoes reversiveis para algoritmos
classicos

Seguindo a linha de raciocinio exposta nos capitulos anteriores e utilizando a linguagem
de pseudocodigo acrescida de recursos de reversibilidade (ver se¢do 6.5), apresentamos
versOes logicamente reversiveis de implementagdes cldssicas originalmente descritas

no modelo irreversivel.

Através dessas solugdes esperamos que fique um pouco mais clara a mecanica da
combinagdo de primitivas reversiveis, de modo que o pensamento se acostume a essa
nova forma de proceder que, ao mesmo tempo em que detecta proibi¢des, se prontifica

mais facilmente a contorna-las.

Nas se¢des seguintes langamos uma lupa sobre os problemas, sua defini¢do, as
estruturas de dados utilizadas, a estratégia de reversibilizacdo adotada, e tecemos
comentdrios complementares sobre o que porventura ndo tenha sido coberto anterior-

mente.

Todas as solugdes encontradas sao logicamente reversiveis, implicando custo ener-

gético nulo no modelo de Landauer adotado.

Os algoritmos estudados foram:

e Subsequéncia Comum Mais Longa (Longest Common Subsequence — LCS);
e Floyd-Warshall; e

e Radix Sort.
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7.1 Subsequéncia Comum Mais Longa (Longest Common
Subsequence — LCS)

Dada uma sequéncia S =< si,5y,...,5, >, uma subsequéncia de S é obtida a partir
de S com a remogdo de zero ou mais elementos. Ou seja, ¢ uma sequéncia com um
subconjunto de elementos, respeitando a ordem original dos elementos. Assim, se
S = ABCDEF entao ABDE é uma subsequéncia de S, mas AEBD ndo é. A subsequéncia
comum a S; e S, mais longa LCS é aquela que é subsequéncia tanto de S; quanto de S,,

e que tem o maior comprimento possivel [10].

O problema de determinar a LCS encontra aplicagdo na biologia molecular e mais
especificamente na avaliagdo do grau de similaridade entre DNA, que nada mais sdo

abstratamente que sequéncias de bases nitrogenadas representadas por letras.

7.1.1 Regras de Recorréncia

Dadas duas strings S1 e Sy, de tamanhos respectivos m e n, definimos LCS[i,j] como
a quantidade de caracteres da subsequéncia comum mais longa considerando os i

primeiros caracteres de S; e os j primeiros caracteres de 5.

As regras de recorréncia sdo:

LCS[i-1,j-1] +1, sei,j#0eSi[i] = S[j1 (1)
LCS[i,jl = max {LCS[i—1,j], LCS[i,j-1]}, sei,j# 0e Si[il # Salj] (2)
0, sei=0ouj=0 (3)

Note que as regras de recorréncia visam primariamente obter a contagem estru-
tural dos caminhos e, assim, estabelecer o tamanho da subsequéncia mais longa. A
obtencdo do resultado 6timo, a prépria subsequéncia, é um subproduto secundério a

ser computado em seguida.

A andlise das regras informa como é obtida a prépria subsequéncia. 5[i] = S,[j] in-
dica que foi encontrado um caractere que deve compo-la for¢osamente; neste momento,
S1[i] (ou Sy[j]) é concatenado a string de resultado R, e sabemos que o tamanho da LCS
até este ponto ([7,j]) é o tamanho da LCS considerando os caracteres S1[1] ... S1[i — 1] e
So[1] ... S1[j — 1], somado de 1.
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1 — 1 m
S Al

1 —] n
Sy Al

. \> 'A’ € R, forcosamente
a serem analisados

Por outro lado, se 51[i] # S;[j], entdo o tamanho da LCS até este ponto é o maior
resultado entre:

e LCS[i—1,j], ou seja, considerando os caracteres Sq[1] ... S1[i — 1] e Sy[1] ... So[j]:
pois assume-se que S1[i] ¢ R e entdo o elemento é descartado e S;[j] pode ainda
eventualmente ser concatenado ao resultado; ou

1 —1i m

Sl Al

1 j n

Sy

\ "T”€ R
(se com ele LCS[i —1,j] > LCS[i,j — 1])

e LCS[i,j — 1], ou seja, considerando os caracteres S5q[1] ... 51[i] e Sy[1] ... So[j — 1]

pois assume-se que Sy[j] ¢ R e entdo o elemento é descartado e S1[i] pode ainda

eventualmente ser concatenado ao resultado.

1 i m

Sl Al

1 —j n

Sy

T .ee
\ 'A’eR

(se com ele LCS[i,j — 1] > LCS[i — 1,j])

7.1.2 Solucao recursiva

Das regras de recursdo extrai-se automaticamente uma solucdo recursiva para deter-

minar o tamanho da LCS, como a do Algoritmo 1.

7.1.3 Programacao Dinamica

A abordagem do problema pela for¢a bruta leva a uma complexidade de tempo ina-

ceitdvel, o que faz com que o problema LCS seja elegivel para a resolugdo através da
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Algoritmo 1: LCS: solugdo recursiva

1 LCS(, §)

2 sei=0ouj=0entdo retorna 0

3 se S1[i] = Sy[j] entdo retorna LCS(i—1,j—1) + 1

4 se LCS(i,j — 1) > LCS(i — 1, j) entdo retorna LCS(i, j — 1)
5 retorna LCS(i — 1, j)

6 fim-LCS

programagdo dinamica (PD). Isso porque, se a execugdo for executada da forma tra-
dicional de cima para baixo (top-down), a partir da chamada LCS(m,n), esta pde em
marcha a revisitacdo e recdlculo de subproblemas que faz com que o tempo cresca

assintoticamente de forma exponencial, como exemplificado pela Figura 22.

(i) =(33)
-1,j) =(23) (1,j-1)=@32)
(-2,)) = (1,3) | |(i=1,j=1) = (2,2) le-------- > (i-1,j-1) = 2.2)| | G,j-2)=@31)

Figura 22: Explosdo da quantidade de calculos na solugdo recursiva: os reclculos de subproblemas
sdo destacados em fundo cinza.

O célculo da complexidade utiliza a regra 2, do pior caso, no qual ndo hé coinci-
déncia de caracteres, e conta a quantidade de nés da arvore de recursdo a partir da
raiz LCS[m,n]. Tanto o ramo de LCS[i,j — 1] quanto o de LCS[i — 1,j] sdo executados
para determinar o maior valor entre eles, sendo constante o custo associado a cada né.
Como a cada passo os indices i e j sdo decrescidos de uma unidade, a altura da arvore
é m + n. Dado essa arvore é bindria completa de altura m + 1, que possui 2"*"*1 — 1 nos,

obtemos a complexidade de tempo de O(2"+")!.

A resolugdo de baixo para cima (bottom-up) proporcionada pela PD, por um lado,
langa mdo da memorizagdo (memoization) do célculo do tamanho da LCS para cada
combinagdo possivel dos valores de i e de j, o que evita os recdlculos. Por outro,
reduz o algoritmo ao preenchimento da matriz bidimensional m x n, observadas as
regras de recorréncia que informam: as posi¢Oes para as quais o valor serd igual a
zero, mas também a dependéncia que o cdlculo do valor de uma posigdo genérica de

LCSJi,j] carrega em relagdo ao prévio calculo das posi¢des LCS[i — 1,j — 1], LCS[i — 1,]

Para sermos mais precisos, o ntimero de folhas dessa rvore corresponde ao nimero de sequéncias

possiveis de redugdes de i e j, que é dado por ("'"). Como (") € ®(2"*"/v/m + n), a complexidade
resultante é @(2"*").
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e LCS[i,j — 1] (ver Figura 23). Tal dependéncia faz com que o preenchimento da matriz
possa ser executado indiferentemente de cima para baixo e da esquerda para a direita,
ou da esquerda para a direita e de cima para baixo. A quantidade de caracteres da
LCS serd obtida no calculo de LCS[m,n]. A partir dessa posicdo, a aplicacdo da regra de
recorréncia em sentido reverso faz com que os caracteres da subsequéncia, do tltimo
para o primeiro, sejam revelados para compor a string de resultado, R. E o que mostra

o Algoritmo 2, que tem complexidades de tempo e de espaco iguais a O(m.n).

0 n

LCS[i-1,j—1]|| LCS[i—1,]

LCS[i,j - 1] LCSli, il

m

i

Figura 23: Matriz da programagao dindmica destacando a dependéncia
de LCSIi,j] em relacdo aos outros valores, que devem estar calculados previamente.

7.1.4 Dificuldades encontradas na reversibilizacao

O célculo da LCS através de PD é bijetivo no que se refere a obtengdo de LCS[m,n], ndo
necessitando de estratégias adicionais para sua reversibilizacdo. Nao hd destruicdo
de informacao, pois que o cora¢do do problema é o preenchimento da matriz e este é
levado a cabo através de atribui¢oes a posi¢des de memoria zeradas, procedimento que,
como vimos, ndo incorre em custo energético. Se LCS[i,j] < x equivale a LCS[i,j] "« x,

entdo a reversdo ocorrerd com a aplicagdo da subtra¢do, operagdo reversa.

No entanto, a extracdo da substring propriamente dita conforme o Algoritmo 2
enfrenta a questdo da reversao final dos indices i e j, uma vez que ndo necessariamente
estes chegam igualmente a zero ao final do procedimento. Para que tal se verifique,
o procedimento de extracdo deve continuar quando um ou outro indice for igual a
zero, tendo como condi¢do de parada que tanto i quanto j sejam iguais a zero. Desta
forma, ambos os valores dos indices sendo conhecidos, é possivel reconfigura-los iniciar
corretamente a descomputagdo da matriz da PD. Ao invés de utilizarmos uma string
de resultado, preferimos desponibilizar os caracteres que compdem a LCD na pilha do

sistema, de forma que o topo desta conterd o primeiro caractere e assim por diante. A
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variavel r conteri o tamanho da LCS.

Algoritmo 2: LCS com programacdo dindmica

1 LCS(S1, S2, m, n, R)
2 paratodoi € [0, m]
3 LCS[i0] <0

4 fim-para

5 para todo j € [0, n]
6 LCS[0,j] « 0

7 fim-para

8 paratodoi € [1, m]

9 paraj € [1, n]

10 se S1[i] = S[j] entdo

11 LCS[i, jl « LCS[i—-1,j—-1]+1
12 senao

13 se LCS[i -1, j] > LCS[i, j — 1] entdo
14 LCS[i, j] « LCS[i -1, j]

15 senao

16 LCS[i, j] « LCS[i, j—1]

17 fim-se

18 fim-se

19 fim-para

20 fim-para
21 {i=m,j=n}
2 enquantoi>0Oouj>0

23 se 51[i] = Sy[j] entdo

24 insere S1[i] no inicio de R

25 i—i-1,j«j-1

26 senao

27 se LCS[i -1, j] > LCS[i, j — 1] entdo
28 i—i—-1

29 sendo

30 je—j-1

31 fim-se

32 fim-se

33 fim-enquanto
34 retorna R

35 fim-LCS

Os condicionais sdo do tipo protegido, ou seja, as posi¢des de memoria envolvidas
nos testes ndo sdo alteradas durante a execucdo dos blocos de cédigo dos condicionais.
Os testes envolvem posi¢des das strings S; e Sy, enquanto que os valores alterados nos
comandos referem-se a posi¢des da matriz. A reversdo dos loops é obtida a partir da
inversao das condic¢oes de entrada e saida em relacdo aos da fase direta e a inversao das
operagdes internas, assegurando-se que eles executem a mesma quantidade de vezes

nas duas direcoes.

Na inicializagdo da matriz ndo é necessario o preenchimento das posi¢des que

devem ser zeradas em funcdo da regra quando i,j = 0, uma vez que na computagdo
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reversivel a maquina deve disponibilizar a memoria inicialmente zerada por conta de

seus principios.
O que descrevemos acima encontra-se explicitado no Algoritmo 3.

O tamanho da entrada é ©(m + n), de modo que o tamanho da palavra, no modelo
transdicotdomico, é ©(log (m + n)). Dessa forma, consegue-se enderecar qualquer ponto

da matriz da PD em tempo constante, O(1).

A complexidade de tempo, como esperado, é a mesma da versdo original imple-
mentada com a PD: ©(m - n). A complexidade de espaco também é ®(m - n), em fungdo
da matriz ser bidimensional. Como o algoritmo é reversivel, a complexidade de energia
é 0, considerando que s6 sera pago o preco energético das varidveis de entrada e de

saida — gastos que sdo desconsiderados pela computagdo reversivel.

O fato de a versao reversivel ndo apresentar aumento na complexidade de espago
sugere que, em certos esquemas de PD nos quais cada entrada da matriz é preenchida
uma Unica vez e jamais sobrescrita, o mapeamento global composto pelas duas strings
e a matriz, pode preservar informagdo suficiente para caracterizar uma transforma-
cdo bijetiva. Nesses casos, a reversibilizagdo pode ser obtida sem a necessidade de

armazenamento auxiliar adicional.



7.1 Subsequéncia Comum Mais Longa (Longest CommonSubsequence — LCS) 77

Algoritmo 3: LCS reversivel

1

2 (LCS[m, nl i, j=0)

3ie1,j«1

4 fromi_zldo
5 fromj=1do

6 if S1[i] = Salj] then LCS[i, j] «~ LCS[i—1,j—-1]+1
7 else

8 if LCS[i -1, j]1 > LCS[i, j — 1] then

9 LCSIi, jl « LCS[i -1, j]

10 else

11 LCS[i, j] « LCS[i, j—1]

12 end-if {LCS[i -1, j] > LCS[i, j — 1]}
13 end-if { S1[i] = S[j]})

14 jre1

15 untilj=n+1

16 jTenite1

17 untili=m+1

18 .............

19 | ¥ « LCS[m, n]

20 i 1, jte—(n-1)
21 fromi = m and j = n then

2 ifi=0thenj «1

23 else

24 if j=0theni «1

25 else

26 if S1[i —1] = Sy[j — 1] then|push(Si[i —1])|,i "« 1,j "« 1
27 else

28 if LCS[i—1,j] > LCS[i,j — 1] theni ~« 1
29 elsej < lend-if

30 end-if

31 end-if

32 end-if

33 untili=0andj=0
34 iT—m+1,jte1

35 e eeeenieenn
36 fromi=m+1do

37 i"—1j%n

38 fromj=n+1do

39 if S1[i] = So[j] then LCS[i, j] "« LCS[i—-1,j - 1] +1
40 else

41 if LCS[i—1,j] > LCS[i, j — 1] then

42 LCSIi, jl < LCS[i -1, j]

43 else

44 LCS[i, jl ~« LCSIi, j — 1]

45 end-if {LCS[i—1, ] > LCS[i, j— 1]}

46 end-if { S1[i] = So[j]}

47 until j=1

48 untili=1
9 j—1,i7«1

50 end-LCS
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7.2 Floyd-Warshall

O algoritmo de Floyd-Warshall [18] é uma solugdo para encontrar os caminhos mais
curtos (ou menos custosos) em um grafo direcionado com pesos positivos ou negativos

nas arestas, vedados os ciclos negativos®.

Seja G um grafo direcionado com pesos nas arestas, onde V(G) = {1, ... ,n}. A ideia
é a de que a menor distancia entre dois vértices u e v, que de inicio é dado pelo peso
da aresta (1,v), possa ser atualizada com a distancia do caminho mais curto entre u e
v dentre os que incluem um vértice intermedidrio k e utilizam somente vértices entre
1 e k como vértices internos. Ou seja, se a menor distancia entre u e k somada com a
menor distancia entre k e v for menor do que a menor distancia entre u e v permitindo
apenas vértices intermedidrios em {1, 2, ..., k — 1}, a soma atualiza o valor inicial. Note
que: (a) o menor custo entre um par de vértices deve ser buscado testando-se todos os
vértices como o possivel intermedidrio de maior indice; e (b) a definigdo é recursiva,
significando que tanto o menor custo entre u e k quanto o entre k e v recaem em
subproblemas. A mecénica bésica do calculo do menor custo é apresentada na Figura
24.

caminho minimo considerando como possiveis caminho minimo considerando como possiveis

intermediéarios os vérticesem {1, 2,..., k-1 intermediéarios os vérticesem {1, 2,...,k — 1}
p2
u (4
p: caminho minimo considerando os vértices intermediarios em {1, 2, ..., k}

Figura 24: Caso bésico do algoritmo de minimo custo. p; é a menor distancia possivel entre u e k,
considerando todos os outros k — 1 possiveis intermedidrios; p, significa o mesmo entre ke v. p é o
menor caminho entre u# e v, considerando todos os k possiveis vértices intermediarios.

O algoritmo de Floyd-Warshall se desenvolve a partir de uma matriz D° dos pesos
das arestas de um grafo G de n vértices, onde D° é uma matriz n X n tal que cada posi¢ado

D°[u,v] contém:

e 0,seu=u
e 0 peso da aresta (1,0), se (u,v) € V(G);

e 00, se (u,v) ¢ G.

2Um ciclo negativo é definido como um ciclo no qual a soma dos pesos de todas as arestas que o
compdem resulta em um valor menor que zero.
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Note que oo na verdade representa um valor suficientemente grande. No contexto
de caminhos minimos, podemos considerar co como o somatério dos pesos positivos

das arestas acrescido de um.

Dado DY, definimos DF, para k € {1,..., n}, como uma matriz n X n onde para
u,v € {1,..., n} temos que a célula DM[u,v] armazena o custo do caminho mais barato
entre u e v que utiliza somente vértices entre {1, ..., k} como intermedidrios. Logo, D" é
a matriz contendo a informacado dos custos dos caminhos minimos entre todos os pares

de vértices de G.

A regra de recorréncia para computacdo dos caminhos minimos é dada por:

DF[u,0] = min {Dk—l[u,v], DF1u k] + D"‘l[k,v]}, ondek e {l,...,n}

7.2.1 Solucao recursiva

A partir da recorréncia classica pode-se extrair um algoritmo recursivo como o Algo-

ritmo 4, no qual 7 é o nimero de vértices.

Algoritmo 4: Floyd-Warshall: solugao recursiva

1 FW(k, u, v)

2 retorna min {FW[k — 1,u, v], FW[k -1, u, k] + FW[k - 1, k, v]}
3 fim-FW

4 paratodo u € [1, n]

5 para todo v € [1, n]

6 Dlu, v] « FW(n, u, v)
7 fim-para

8 fim-para

A estrutura utilizada é uma matriz bidimensional cujas células capturam o valor
final da distancia entre cada par de vértices (D[u, v]). A drvore de recursdo para calculo
desses valores faz surgir a 3° dimensdo, a de k, como sua profundidade 1, que equivale
ao espaco gasto no calculo dos valores intermedidrios. A complexidade de espaco total

dessa versdo é O(n?).

A utilizagdo da abordagem top-down leva a explosdo do tempo de execugdo pelo
recdlculo de subproblemas (Figura 25). O passo base de cada ramo é o acesso aos
valores da matriz de distancias D°. Para cada par de vértices é executada uma arvore

que, segundo a regra de recursdo se escreve:
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T(k)=T(k-1)+2T(k—-1)+ O(1) =3T(k—-1) + O(1) ]

Leia-se: a cada nivel k cujo custo é sempre constante, toma-se uma decisdo que

realiza 3 cdlculos recursivos. Por substitui¢do progressiva, o custo parcial de tempo é:

T(k) = 33T(k — 2) + O(1)) + O(1) = 32T(k - 2) + 3'0(1) + 3°0(1)

1 1
T(k) = 3*T(0) + ¥, 3'0(1) = 3F + — = 03"
i=0

Como a 4rvore é executada para todos os pares, ou seja, n* vezes, entdo a comple-

xidade de tempo desta solugdo recursiva é ©(n? - 3").

D¥[u,v]
DFu,0] DF1u,k] DF1k,0]
/N TN AN
DF2[u,0] DF2[k — 1,0] DF2[u,k] DF2[k — 1,k] DF2[k,0] DF2[k — 1,0]
DF2[uk—1] §-----------~ 3 D*2[uk — 1] DF2[kk — 1]

Figura 25: Explosdo do tempo de execugdo pelo recalculo de subproblemas em Floyd-Warshall na
abordagem top-down: as repeticdes estdo destacados em fundo cinza.

7.2.2 Programacao dinamica

A resolucao do algoritmo por programagdo dindmica (PD) elimina o recédlculo de sub-
problemas, por iniciar a computagdo pelas instancias sem dependéncia e fornecé-las
gradativamente as situadas nos andares superiores da recursdo. O problema torna-se
tratavel pela reducdo de sua complexidade de tempo ao nivel polinomial: @(%). A
dimens&o referente a k surge como o ntimero da iteracdo na qual a matriz bidimensional
de distancias D estd sendo inteiramente percorrida para atualizagdo dos seus valores:
com isso, cada posi¢do D[u,v] é sobrescrita n vezes. Para facilitar essa visualizagdo,
escrevemos Df para referenciarmos a k-ésima iteracdo de atualizagdo das posicdes de

D. A complexidade de espago se mantém como ©(n?).

Nao ha ordem preferencial para o preenchimento ou atualizagdo de uma matriz

D* pois, segundo a regra de recorréncia, D"[u,v] depende de D*![u,v], D*[uk] e
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D" '[k,v], e todas as células da matriz D! se encontram disponiveis no inicio da
iteragdo correspondente a D* (Figura 26). Adotamos a orientacdo da esquerda para a
direita e de cima para baixo (por linha). Cada célula é recalculada n vezes. A resposta

ao problema serd a matriz D".

Figura 26: Matriz da programagdo dinamica destacando a dependéncia de D¥[u,v] em relacdo aos
outros valores, que jd estdo disponiveis em fungdo do célculo prévio de D¥1.

A solugdo ndo precisa utilizar uma matriz tridimensional porque que o lago mais
externo do algoritmo é o da variagdo de k. Dessa forma, ndo ha risco que durante uma
iteracdo k, a atualizacdo de uma célula consulte outras células que possam ter sido ja

sobrescritas nessa mesma iteragdo, dado que, pela regra de recorréncia:

D"uk] « min { D¥"'[u,k], D*"'[u,k] + W{'k/,ﬂ'}oz ’ D*[u,k] < D*u,k] ‘
D[kl e min | D[kl DELERT+ D1 [ko] | = | Dkl — DF[kol |

Ou seja, mesmo que os valores das células consultadas ja tenham sido recalculados

na mesma iteracdo, estes nao foram alterados em relacdo aos da iteracdo anterior®.

O Algoritmo 5 descreve a versdo cldssica da programacdo dinamica de Floyd-
Warshall:

Algoritmo 5: Floyd-Warshall

1 FW(DY, n)
2 para todo k € [1,n] faca

3 para u € [1,n] faca

4 parav € [1,n] faga

5 D"u,v] « min { D*"Yu,v], D*"[u,k] + D*[k,0] }
6 fim-para

7 fim-para

8 fim-para

9 fim-FW

Sua complexidade de espaco é de ©(1?), e a de tempo, O(1).

3Tal raciocinio ndo valeria se pudesse ser encontrado um caminho com valor negativo que ligasse um
vértice a ele mesmo, mas os ciclos negativos sdo vedados.
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A seguir discutiremos as dificuldades enfrentadas na producdo de uma versao
reversivel do Floyd-Warshall que visa manter a complexidade de espago proxima da

versdo nao reversivel original.

7.2.3 Dificuldades encontradas na reversibilizacao
Para produzir uma versdo reversivel do Algoritmo 5 é necessério que:

¢ ndo haja sobrescrita que apague informacoes; e

e todas as operagdes realizadas sejam bijetivas, individualmente e em bloco.

O Floyd-Warshall se baseia na atualizacdo da distancia entre cada par de vértices,
0 que sugere uma solugdo natural para sua computacao reversivel: a de apenas trans-
formar cada iteragdo k em mais uma dimensdo da matriz D da PD, que se torna, assim,
tridimensional. Assim, D se torna dependente dos valores localizados em D! e cada

célula encontra sua posi¢do previamente zerada®.

Logo, ap6s a computagdo dos caminhos minimos, a matriz D¥ pode ser zerada

utilizando os valores de D¥!, até que D' seja zerada a partir da matriz de pesos D°.

A solucdo reversivel que segue a estratégia anterior é apresentada pelo Algoritmo
6. A fase direta consiste basicamente no encadeamento de trés loops from-do-until. A

fase reversa decorre da aplicagdo dos comandos inversos daqueles da fase direta.

O tamanho da entrada é O(n?), o algoritmo executa em tempo O(1%) com gasto de
espaco O(1°) e energia zero, os mesmos valores citados por Demaine et al. [12] e por
Frank and Knight Jr [23].

7.2.4 Revisitando a questao do espaco

No algoritmo de Floyd-Warshall cada entrada D*[1,0] depende apenas de trés valores
da camada anterior, mas, globalmente, cada matriz intermedidria DF depende funci-
onalmente da matriz D¥! inteira. O grafo de dependéncias de subproblemas forma,
assim, uma sequéncia de camadas de largura ©(1n?), cujo corte minimo entre niveis

sucessivos também tem tamanho ©(1?).

Torna-se, assim, aparentemente inevitavel o armazenamento de ©(r°) informagdes

ao longo da execugdo para garantir a reversibilidade, pois ndo hd subconjunto inter-

4Preferimos manter a notagdo para que o aspecto temporal da dimensao nao se perca.
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Algoritmo 6: FloydWarshall reversivel

1 | FloydWarshall

2 {k,u,0v,D"[nn] =0}
3k—lue—1lve1
4 fromk=1do

5 fromu =1do

6 fromov =1 do

7 if D*u,v] > (D*u,k] + D*"'[k,0]) then
8 DMu, v] « D*u,k] + D*"1k,v]
9 else

10 D¥[u,v] « D¥"'[u,v]

11 end-if

12 v 1

13 untilo=n+1

14 ute—1,v " «n

15 untilu=n+1

16 U —nkte1

17 untilk=n+1
18 ...............
19 fromk=n+1do

20 k1l u*en

21 fromu =n+1do

22 vie—nu 1

23 fromv=n+1do

24 v 1

25 if D*u,0] > (D*u,k] + D*"'[k,0]) then
2 DMu,v] ~« D"u,k] + D1k, v]
27 else

28 D"[u,v] ~— D*u,0]

29 end-if

30 untilo =1

31 untilu =1

32 untilk=1
33k «—1l,u"«1,0v «1
3¢ end-FloydWarshall

medidrio de estados que possa ser descartado sem comprometer a reversibilidade das
iteragdes subsequentes. Tal impossibilidade refere-se a execugdo reversivel direta, na

qual cada etapa pode ser invertida sem recomputacao.

No entanto, observamos que uma reducdo do espaco se torna possivel quando se
admite recomputar segmentos da execucao a partir de estados intermedidrios armaze-

nados (checkpoints) em combinagdo com estados momentaneamente descartados.

Por exemplo, para n = 6, originalmente mantemos as matrizes D' a D° em memoéria
para computar D®. Em seguida, podemos zerar D° utilizando os valores de D° e assim
sucessivamente até encontrar D'. Esta tltima pode entdo ser zerada com os dados de

entrada, DY. Essa abordagem nos forga a manter todas as matrizes anteriores até obter
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D", consumindo espago O(n®). Porém, se utilizarmos D?® como checkpoint, podemos,
ap6s computé-lo, zerar D? e D', e desconsiderar essas matrizes — liberando espago se
feito de forma apropriada. O calculo de D*, D e D° pode ser feito apos essa fase. Apos
ser copiada para o resultado, D¢ pode ser zerada assim como D?® e D*, lembrando que
D? encontra-se armazenada. Todavia, para zerarmos D® de forma reversivel torna-se
necessdria a recomputacdo de D' e de D?>. Em seguida as recomputagdes, procedemos
com a reversdo de D?, D? e, por fim, de D!. Nessa estratégia, a cada passo precisamos
manter armazenadas somente as matrizes entre o checkpoint a ser computado e o anterior

(ou DY), bem como as matrizes correspondentes aos proprios checkpoints.

Assim, tomando como bloco basico uma matriz D' de tamanho 72, a complexidade
de espago dependera do nimero de checkpoints e do ntiimero de blocos do intervalo
entre checkpoints. O calculo para a minimizacdo assintética desta quantidade de blocos
mantidos simultaneamente em memoéria utilizando checkpoints é simples considerando
que um checkpoint esta incluido no intervalo entre checkpoints. Se C é a quantidade de
checkpoints e B é o intervalo entre checkpoints, as condi¢des para determinar esses valores

sao:

minimize (B—-1) + C
sa..(B-C)>n

A solucdo é encontrada através da desigualdade das médias aritméticas e geomé-
tricas para ntimeros reais ndo negativos [31], que fornece o limite inferior de uma soma

quando o produto dos termos é fixo:
BC> VB-C=>B+C22yn=B-1)+C22yn—-1

Como os valores devem ser inteiros, e podemos desconsiderar os checkpoints dos

intervalos, definimos:

e ntmero de blocos entre checkpoints®: | B =B-1=[+yn]-1

e namero de checkpoints: | C=[§1= -]

>Mesmo fora do modelo RAM transdicotémico, no qual é considerado uma primitiva que executa em
tempo O(1) com espago O(1), o calculo de O( v/n) pode ser computado reversivelmente de forma iterativa
em tempo O(+/n) no inicio do procedimento, de forma a ndo afetar a complexidade do Algoritmo 7.
A divisdo de n por n é reversivel uma vez que opera sobre valores que ndo se perdem durante a
computagdo.
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Note que
C-B= h\’;ﬁﬂ-[\/ﬁ] 22\/ﬁ,paratodon > 3.
Além disso,
n
C= < .
MJ [

Logo,
2-Vn—-1< (B +C)<2-[vn]—-1

Portanto, a complexidade de espago da abordagem previamente descrita é @(n>°),

pois o espaco auxiliar utilizado possui tamanho:

B +C)-n?2<2[Vn]-n?-n?

Uma vez que os blocos sdo recomputados e descomputados apenas mais uma vez
em comparacdo com o Algoritmo 6, a complexidade de tempo se mantém, ou seja,
©(n®). A Figura 27 descreve o fluxo de computacdes, recomputacdes e reversdes para
o exemplo dado, comn =6, paraoqual B=3eB ' =C=2.

ID| =2 K| =2
/_/H /—/H

[ DQr 11 Dt D2 D3 °

D X | DL | D |

Matriz de caminhos minimos computada:
3 6
D( D{ [D—] D D6 — Kz, pOiS C=2

[DY]| D' | D2 | D3 | e

D21 DU | D | DX | ®

Figura 27: Fluxo de computagdes, recomputacdes e reversdes do algoritmo reversivel Floyd-Warshall
com checkpoints para n = 6. Entre colchetes estd a matriz original D' que permite a computagao,
recomputacdo ([D’,]) ou reversdo ([D]) em cada caso.
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O que descrevemos esta codificado no Algoritmo 7. A varidvel phase seleciona a

execucdo direta ou reversa. O vetor D, agora de tamanho B* = [ v/n ] - 1, recepciona os

n
[Vnl
mente, os blocos entre os checkpoints sdo computados, selecionando a matriz de origem

blocos entre checkpoints, e o vetor K, de tamanho C = [, os checkpoints. Sequencial-
do célculo, a cada caso: esta pode ser a matriz original D, a matriz anterior do intervalo
ou o ultimo checkpoint computado. Em seguida, é computado o checkpoint e os blocos
do intervalo anterior sdo revertidos. O procedimento é repetido até a computacdo do
ultimo checkpoint em K€, que conterd a matriz dos caminhos minimos de G. A reversdo
ocorre em phase = 2, com a recomputacdo dos blocos entre os checkpoints seguida da
reversdo dos checkpoints e dos blocos do intervalo entre o checkpoint e seu anterior, até

a reversdo de D! a partir de D°.

Note que os célculos, reversdes e recdlculos de matrizes utilizam k juntamente com
u e v para acesso as distancias entre os pares de vértices (1,v), (u,k) e (k,v), de acordo
com a regra de recorréncia do problema, independentemente de os vetores D e K da
solugdo, através dos indices b e cp, acessarem um namero menor de matrizes. Tal fato
revela mesmo a alma da solugdo: manter o acesso correto aos valores internos das n

possiveis matrizes mesmo que estejam mapeadas no espago reduzido de 2 v/n matrizes.

A solugdo que mostramos acima parece constituir um compromisso assintotica-
mente 6timo de espaco versus tempo para o algoritmo reversivel. Nosso resultado
obteve consumo de espago assintoticamente inferior ao utilizado pela versao reversivel
do Floyd-Warshall dada por Demaine et al. [12] e Frank and Knight Jr. [23]: consu-
mimos espago @(n*°), enquanto eles utilizavam ©O(n%). Além disso, nosso algoritmo é
mais eficiente com relacdo ao tempo de execugdo quando comparado com o método
reversivel proposto por Demaine et al. [12] para computagdo de caminhos minimos
baseada no algoritmo de multiplicagdo de matrizes (min,+): solucionamos o problema

em tempo O(1%) enquanto eles solucionavam o problema em tempo O(1® log n).

Nosso método é o primeiro algoritmo reversivel proposto na literatura para com-
putar os custos dos caminhos minimos entre todos os pares de vértices de um grafo
ponderado sem ciclos negativos, executando em tempo O(n’) e consumindo espago
o(n®). Desse modo, mostramos que é possivel preservar a complexidade de tempo
do algoritmo cldssico ndo reversivel ao custo de apenas um aumento sublinear na

complexidade de espago, mais especificamente por um fator de V.

A abordagem em blocos proposta neste trabalho estabelece um tnico nivel de

checkpoints que pode conter uma quantidade de blocos maior ouigual a 1. Este constitui
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o caso base (g = 1) de uma estratégia parametrizavel de checkpoints multinivel, dado
que é teoricamente possivel estender o modelo para uma profundidade constante
g > 1, onde ¢ < logn, o que permitiria comprimir o espaco de armazenamento para
patamares ainda menores do que /n retendo a complexidade assintética de tempo em

O(n®) devido ao acréscimo de apenas um fator multiplicativo constante.

O modelo cléssico de Bennett [7], que adaptou as regras do jogo pebble game [56]
as regras da reversibilidade, surge como limite superior da generalizacdo que citamos,
ocorrendo estritamente quando a drvore atinge a sua profundidade méaxima (g ~ logn)
e os blocos colapsam para a unidade (B* = C] = ... = C; = 1). O projeto do algoritmo
general e sua comparagdo com o pebble game constituem a extensdo natural mapeada

para trabalhos futuros — ver pdgina 103.
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Algoritmo 7: FloydWarshall reversivel com checkpoints

1 | FloydWarshall

2 cp—1,C e [=1,B < [Vn] phase < 1
3 fromphase = 1 do

4 fromcp = (phase —1) - C + 1 do

5 if phase =2 thencp ~ < 1 end-if

6 b1, ut<1, v*<1, kt—(cp-1)-B+1

7 fromb =1do

8 fromu =1do

9 fromv =1do

10 ifb=1andcp =1 then

1 D'Yu,v] *< min { D°[u,0], D°[u,1] + D°[1,0] }

12 end-if

13 ifb>1 then

14 D'[u,v] *< min { D*'[u,v], D" [u,k] + D*~[k,0] }
15 end-if

16 ifb=1andcp > 1 then

17 Db[u,v] *e min { K?P[u,0], K¢ u,k] + K¢ [k,v] }
18 end-if

19 v 1
20 untilo=n+1

21 ute—1,v «<n
22 untilu=n+1
23 U e—nbrte—1k*t<1

24 until (b = B) or (k = n)
25 e,
26 if phase = 1 then
27 KP[u,0] * min { D" '[u,v], D'"'[uk] + D"'[k,0] }, Yu,0 € V(G)
28 else
29 KP[u,0] e min { D" [u,v], D""[uk] + D"'[k,0] }, Yu,0 € V(G)
30 end-if

B1 eeeeeeeeeennnan

32 from (b = B) or (k =n) do % Note que o teste equivalea "b =k — (cp — 1) - B”.
33 ute—nb 1,k «1
34 fromu =n+1do

35 vie—nu "1

36 fromv=n+1do
37 v 1

38 ifb=1and cp > 1 then
39 D'[u,v] ~ min { KP [u,0], K [u,k] + K¢ [k, 0] }
40 end-if
a1 if b > 1 and then
© D [u,v] ~¢ min { D*'[u,v], D" [u,k] + D" [k,0] }
43 end-if
44 ifb=1andcp =1 then
45 D[u,v] ~« min { D°[u,v], D°[u,1] + D°[1,0] }
46 end-if
47 untilo =1
48 untilu =1
49 untilb =1

50 b 1, u 1, ve1, k —(p-1)-B+1

51 if phase =1 thencp *«< 1 end-if

52 untilcp =C+1— (phase—1)-C

53 phase *« 1

54 % Note que, apds a fase 1, K é a matriz dos caminhos minimos de G.

55 until phase = 3
56 cp~—1,C rr”ﬁL B ~« [/n], phase < 3
57 end-FloydWarshall
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7.3 Radix Sort

7.3.1 O algoritmo classico

Radix Sort é um método de ordenagédo de inteiros que ndo efetua comparacao de ele-
mentos. Cada iteragdo considera apenas um digito dos elementos por vez, comegando
do menos significativo para o mais significativo. Do primeiro ao tltimo, cada um dos
n elementos é removido do vetor V e destinado temporariamente a fila determinada
pelo valor do digito em andlise. H4 uma fila para cada um dos 10 simbolos possiveis
da base decimal (Figura 28.a). A recomposi¢do de V ocorre, no mesmo sentido, pelo
esvaziamento completo de cada fila, da 0 a 9 (Figura 28.b). O procedimento é repetido
o mesmo numero de vezes que a quantidade d de digitos do maior elemento de V, e
entdo V estard ordenado. O Radix Sort (Algoritmo 8) tem complexidade de tempo e de
espaco igual a O(d - n). No entanto, o Radix Sort pode ser refinado para performar em
tempo e espaco O(n*), onde n* é o ntimero de bits para codificar a entrada. Note que n”

pode ser muito menor que d - 1 se os inteiros da entrada tiverem tamanhos distintos.

(@) V:|(502)] 020 | 123 | 345 | 961 | 475 | 679 | 519 | 053 | 741 | 031 | 149 | 516 | 170 |

. 802 = «— digito em andlise

B

4| 802

vioofw| [ [ | [ | [ [ [ [ | [ |

Figura 28: Ordenagao pelo processo repetido de esvaziamento (a) e recomposicéo (b) do vetor
usando filas (queues ou buckets), que recebem os elementos com base no valor do digito significativo
analisado na iteracgéo.

O método é dito estdvel por preservar a ordem relativa de elementos iguais na
solugdo final. O uso de filas é fundamental para a estabilidade, pois garante que o
primeiro elemento origindrio do vetor com um dado valor retornara a ele antes de

qualquer outro elemento com o mesmo valor.
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Algoritmo 8: Radix Sort classico

1 Radix(V,d, n)
2 para todo iy € [1, d]
3 para todoi € [1, n]

4 c < ig-ésimo digito menos significativo de V[n]
5 move o elemento V[i] para a c-ésima fila
6 fim-para
7 i1
8 para todo ¢ € [0, 9]
9 enquanto a c-ésima fila ndo estiver vazia
10 move o elemento da c-ésima fila para V[i]
1 ite—1
12 fim-enquanto
13 fim-para

14 fim-para
15 fim-Radix

7.3.2 Dificuldades enfrentadas na reversibilizacao

Em suas versdes cléssicas, os algoritmos de ordenacdo ndo sdo bijetivos: a transfor-
magdao global que operam é de muitos-para-um, ou seja, diferentes disposi¢des iniciais
para os mesmos elementos convergem para uma tnica versdo final ordenada. Dito de
outra forma, o problema ndo é deterministico de tras para frente (backward deterministic).
Encontrar um algoritmo reversivel passa forcosamente por identificar as ocorréncias de
perda de informacdo para solucionar essa indeterminagdo reversa. Aqui, a informagio

que se perde é, a cada movimentagdo, a posicio anterior ocupada pelo elemento.

Consideremos, a principio, que todos os 11 elementos possuem a mesma quantidade
d de digitos, de forma que o iz-ésimo digito significativo (o menor sendo i; = 1) do i-
ésimo elemento possa ser obtido através de uma funcéo f, tal que r « f(V[i],iz), onde r
representa a fila de destino do elemento na iteracdo que analisa o digito i;. No exemplo
exposto na Figura 28, parai = 1ei; = 1, temos r = 2, de modo que o elemento 802 é
movido para a fila 2, bastando que se realize uma troca atomica entre o contetido da

primeira posigdo de V e a posicdo de insercdo (fail) da fila r (que assumimos zerada®).

Na versdo classica, ap6s a movimentacdo, r pode ser sobrescrita sem problemas
em seu uso seguinte na determinagdo da fila de destino do préximo elemento; aqui,

r deve ser revertida a zero antes de ser reutilizada’, para que ndo seja fonte de gasto

®Lembremos que a maquina deve disponibilizar memoria inicialmente zerada por conta dos princi-
pios da computagdo reversivel [68].

“Mesmo que no caso em questdo a reversdo imediata seja imperiosa, Axelsen [2] ilustra muito bem
como a pratica de reverter uma varidvel assim que possivel evita o acimulo da quantidade de lixo
(garbage), que pode impactar na complexidade de espago de um algoritmo.
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energético. Instala-se, entdo, um impasse: o valor necessdrio para reverter localmente a
variavel que determina a fila » de destino de cada elemento é o0 i5-ésimo digito do tltimo
elemento inserido na fila r, e as regras da reversibilidade ndo permitem operacdes do
tipo x ~« exp(x), i.e., operacdes nas quais a expressdo que subtrai a varidvel que se

pretende modificar contém essa mesma varidvel® [51, 2].

7.3.3 Sobre a bijetivacao do problema e a mecanica da solucao

A nossa solugdo para a reversao de r é o salvamento de seu valor, que efetuamos na
pilha do sistema através do comando push(r): este realiza uma troca atdmica entre r e o
topo (zerado) da pilha e incrementa o ponteiro referente ao topo. Isto posto, resolvemos
dois problemas com um sé golpe: revertemos a varidvel r e salvamos o valor que torna
a solucdo bijetiva, pois a informagdo da posicio original do elemento se dilui na informagdo da
fila a qual foi destinado o elemento em conjunto com a posigdo desta 1iltima informagdo na pilha.
Tal diluicdo reafirma a postura que a reversibilidade pede que adotemos em relacgdo as
listas: que as tratemos como pilhas. Uma vez que utilizamos a pilha do sistema e para

nao gerar confusao, daqui por diante trataremos as filas por listas.

Ao final de um esvaziamento, o indice de acesso a V se encontra no valor maximo
igual a n. Entdo, ao invés de remontarmos o vetor da primeira a dltima posi¢do
pelo consumo da lista 0 a 9, procedemos no sentido contrario: i.e., da tltima para a
primeira posi¢do do vetor, consumindo as listas no regime dltimo-elemento-que-entra-
primeiro-que-sai (Last In, Fist Out — LIFO), ou seja, como pilhas, desde a 9 até a 0. Uma
vez ordenado ap6s d iteragdes, V, agora rebatizado de Vj,, é copiado para V,,; e passa
a ser revertido. A cada inicio de iteracdo da fase reversa, V;, se encontra ordenado
pelo digito i; que comanda a iteragdo, de modo que os elementos, do primeiro ao
altimo, sdo devolvidos as suas listas respectivas, também da primeira a dltima, da 0
a 9. Movimentado todo o vetor, encontramo-nos outra vez no ponto em que o vetor
serd reconstruido em sentido contrario, do tltimo ao primeiro elemento. Desta vez,
porém, o consumo das listas ndo segue uma ordem pré-estabelecida, mas é ditada
pela informac&o salva na pilha do sistema. Esse valor, lembremos, informa qual lista
deve fornecer o elemento a ocupar novamente uma posi¢do em Vj,. A natureza de
pilha é perfeita para oferecer, na fase reversa, os valores acumulados na fase direta

do algoritmo. Apdés mais d iteragdes, toda a informacédo da pilha do sistema terd sido

8~ f(filar, is) destr6i o valor prévio de r. A expressdo r *« f(fila r, is) ndo funciona como sua

inversa, pois a fila 0 seria enderegada sempre.
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utilizada; a mesma se encontrara vazia. Da mesma forma estardo zeradas as listas e os

indices. V;, haverd recuperado sua disposi¢do inicial de elementos.

7.3.4 A questao do espaco — nao sem a do tempo

Uma vez que é possivel reversibilizar qualquer algoritmo através da utilizagdo de
espaco suplementar bennett1973logical, um desafio é fazer com que este dltimo nao
cresca demasiadamente. O mais usual é que a complexidade de espago acabe por
alcancar a de tempo ou mesmo a ultrapasse. Aqui, nossa tentativa serd a de manter a

complexidade de espago da versdo cldssica, com um detalhe.

No caso real, ndo é certo, sendo em verdade muito raro, que os elementos do vetor
a ser ordenado contenham a mesma quantidade de digitos. Isto posto, essa possivel
diferenca acarretard a movimentacdo desnecessdria de elementos para ordenar zeros a
esquerda, caso o tamanho do elemento seja dimensionado a partir do maior, ou para
ordenar os elementos que ja ndo possuirem tal digito. Para otimizar esse cendrio, o

algoritmo deve:

(a) quanto ao espago: codificar os elementos em tamanhos varidveis e diretamente

proporcionais a sua quantidade de digitos; e

(b) quanto ao tempo: desconsiderar, nas proximas iteragdes de ordenagdo, os ele-

mentos cuja totalidade de digitos ja estiver sido analisada, i.e., os ja ordenados.

(c) ainda quanto ao tempo: embora os digitos devam ser tratados individualmente, a
movimentacdo de cada elemento entre o vetor e as filas deve ser executada, como

na versao classica, em O(1).

A seguir comentamos nossa solucdo de acordo com essas diretrizes, bem como suas

estruturas auxiliares de suporte e de como a mecanica se insere no algoritmo final.

Representacdo da entrada e da saida. Cada elemento é representado como uma
sequéncia explicita de digitos decimais precedida pelo comprimento desta sequéncia.
Por exemplo, o elemento aparece como a substring EE ; aunidade basica é o
inteiro, entdo um elemento de 11 digitos seria precedido de |11} Se o i-ésimo elemento

possui s; digitos, o tamanho total da entrada, em caracteres, é:

*

n =
i

M=

(si+1)
1
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Note que n*, como definido acima, é da ordem do ndmero de bits para codificar a
entrada, V;,, e esta é também a estrutura adotada para V,,;. Dois indices independentes
sdo utilizados: i para elementos e i* para digitos. As andlises assint6ticas usam #n* em
vez de n. E assumido o modelo RAM transdicotdomico, no qual indices e enderecos se

encaixam em palavras de tamanho ©(log n*).

A transformacdo interna da representacdo dos elementos. Para que satisfagamos
as condicdes acima expostas nossa solucdo foi a de operar internamente com um vetor
de n posi¢des, onde cada uma armazena o indice ou o ponteiro para a primeira posi¢ao
do elemento em V;,. Por um lado, o ponteiro permite sua movimentagdo em O(1); por
outro, a estrutura dos dados em Vj, facilita o acesso individual dos digitos. A Figura

29 ilustra a transformacao.

r=13G=1)
| 802 20 123 345 961 475 679 519 53
S —— — — — — — — —

Vi |3[8]0]2]2]2]0]3]1]2]|3]3]3]4]|5]3]9]6]1]3]4]|7]5[3]6]|7]9]3]5]1]9]2]5]3]~

Yy

Plpil: [ 1] 5|8 ]12]16]20]24[28]32]35[39]42]46]50]

Figura 29: A transformacio da representagdo de entrada dos elementos V;, no vetor de ponteiros
Plp1]

As listas e seu tratamento. As listas sdo acomodadas sobre espagos reservados
sequencialmente sobre um vetor de comprimento também igual a 7, uma vez que por
elas transitardo os ponteiros, e ndo os elementos em sua representacdo de entrada.
Nesse vetor, as primeiras posi¢des acomodam os elementos da lista 0, se existirem, e

assim por diante até os da lista 9.

A reserva de espago sobre o vetor de listas para cada uma das listas depende
da realizagdo prévia, a cada iteragdo: da contagem da quantidade total de ponteiros
correspondente aos elementos que terdo como destino cada lista r;, e, a partir desses
valores, do célculo da posigdo inicial de insercdo de cada lista r; sobre o vetor de
listas. Assim, se em seu inicio, a primeira iteragdo de ordenacédo (iy = 1) se depara
com o elemento 802 (formato original: 3802) e a posicdo de insercdo da fila 2 é igual
a 6, é realizada a troca atdmicas entre o valor (igual a 1) do ponteiro correspondente
ao elemento 1, e a posi¢do 6 do vetor de listas, com o ponto de insercdo da lista 2

atualizado para 7. O movimento reverso nao é mais complicado: determinada a lista
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r para consumo a partir do valor salvo em pilha, o valor do ponteiro imediatamente
anterior a posi¢do de insercdo da lista » é movido para a posi¢do anterior a i-ésima do

vetor interno.

Alternando o vetor com as listas. A distribui¢do dos intervalos correspondentes as
listas sobre um vetor de n posi¢des tem como consequéncia que, uma vez tendo recebido
todos os elementos e considerados apenas os elementos ndo fixados, é idéntico ao vetor:
a) ao qual dara origem por remontagem, em uma ordenacdo na fase direta; e b) que lhe

originou, em uma desordenagdo na fase reversa.

Isto posto, economizamos as movimentagdes de simples retorno dos elementos
das listas para o vetor, na fase direta, e de envio dos elementos para as listas, na
fase reversa, pois as ordenagdes (e desordenagdes) por digito podem ser concluidas
com movimentagdes realizadas em um tnico sentido. Os dois vetores internos, o que
representa a ordem dos elementos a cada passo e o que acomoda as filas, cabem dentro
do vetor bidimensional P, de modo que, inicialmente, P[1] recebe a transformagao de
Vin em ponteiros. As varidveis p; e p,, inicializadas respectivamente em 1 e 2, sdo
utilizadas como chaves que se invertem para determinar, a cada iteragdo, seja da fase
direta ou reversa, qual indice do vetor acessa os elementos a ordenar ou desordenar e
qual acessa as listas. Por exemplo, na ordenagdo do primeiro digito, P[1] funciona como
o vetor a ser ordenado e P[2] como as listas. Ao final da movimentacao, as varidveis
sdo invertidas através de uma troca atdmica (p; < p,, que é sua proprio inversa), de

modo que P[2] passa a representar o vetor e P[1] as listas, e assim por diante.

Fixando elementos ja ordenados. Apods ter todos os seus digitos analisados, um
elemento pode ser esquecido. Na prética, uma iteracdo extra é necessaria para destind-
lo a sua posigdo definitiva em P[1] ou P[2], que ocorre quando sua quantidade de
digitos é menor do que o indice do digito que estd sendo analisado (s; < 4;). Como os
elementos ja ordenados sdo "decantados" progressivamente nas primeiras posi¢des de
Vin, € preciso reservar a primeira fila para receber, a cada iteragdo, os elementos ainda

nao fixados e que serdo desconsiderados pelas iteragdes posteriores. Entdo:

e 0s elementos para os quais s; < iy sdo destinados a lista 0; para todos os demais
casos, serd somado 1 ao nimero da lista ao qual inicialmente o elemento seria
destinado (e calculada como no item anterior), de modo que P[p,] hospeda até 11
listas, da 0a 10; e

e cadaiteracdo tem a seu dispor o somatoério dos elementos ordenados nas iteragdes

anteriores (Fixed). Essa quantidade determina os valor iniciais do indice i a cada
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iteragdo, de modo que os elementos anteriores sdo desconsiderados no novo ciclo.
Na fase reversa, revela-se o oposto: cada iteracdo considera uma quantidade de

elementos cada vez maior.

Obtencao do resultado. Ao longo do processo de ordenagédo, os elementos fixados
sdo distribuidos entre P[1] e P[2] de acordo com a quantidade de digitos (impar ou
par, respectivamente) dos elementos. Assim, o ponteiro final de cada elemento para
acessar V;, com vistas a construcdo de V,,; deve ser obtido com a soma de P[1] a P[2],
posigdo a posigao: P[1, i] + P[2, i],Vi* € [1,...,n]. Isso é possivel porque, para uma
mesma posi¢do 7, um dos termos é sempre igual a zero. A fase reversa é completada

com a reversao de P[1] e dos indices.

Estabilidade. A estabilidade é preservada porque os elementos sdo inseridos nas

listas mantendo a ordem de leitura e removidos de forma consistente com essa ordem.

7.3.5 Pseudocodigo e analise da complexidade

A estrutura geral da solucdo é apresentada no Algoritmo 9. O pseudocédigo principal

e suas subrotinas compdem os Algoritmos 10 e 11.

Detalhes de implementacdo. O algoritmo recebe como entrada Vj,, V. (vazio), n,
n* ed. InitP alimenta P[1] com os ponteiros para os elementos em V;,. A quantidade de
elementos destinados a cada lista e a posi¢do de insercdo inicial de cada lista em P[p,]
ficam a cargo dos vetores de 11 posigdes Ly, € Ly, respectivamente, que sdo revertidos
ao final de cada iteracdo. Fixed, vetor de comprimento d + 1, é responsavel por informar
a quantidade de elementos fixados em uma determinada itera¢do i;. p; e p», iniciados
em 1 e 2, respectivamente, invertem seus valores para que P[p;1] sempre referencie o

vetor ordenado de ponteiros e P[p,] referencie as listas.

A funcdo que retorna o valor do digito em andlise para o elemento corrente
(WhichList) e a que realiza a contagem dos elementos de cada lista (ComputeListsSizes),
bem como suas reversas, recebem como parametro o vetor no qual devem procurar a

informacgdo ou sobre o qual devem operar, em cada caso: se em p; ou em py.

Como poupamos movimentagdes desnecessdrias, os pontos de inser¢do das listas
ndo sdo decrementados antes da reversdo da contagem de elementos, de modo que
a fungdo que realiza o cdlculo e a reversdo dos Lys, ComputeListsTails e sua inversa

1

ComputeListsTails™, sdo parametrizadas com vistas a determinagdo do procedimento

correto a ser observado em cada caso.
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Por economia e visando a simplificagdo, tratamos a maioria das varidveis como
globais. Anotamos algumas pré e pds-condi¢des a serem observadas por comandos
[19, 33, 14, 29] para facilitar o acompanhamento de estados pelo leitor. A Figura
30 ilustra as estruturas de dados em jogo e a movimentacdo de um ponteiro para

ordenacdo, com a escolha de lista e armazenamento de informacao para reversao.

i=1

@Plp): [ 1] 5] 8[12]16]20]24]28][32]35][39][42]46]50]

3[8[o]2]

Lsize[1] =2 Lsize[z] Lsize[sl Lsize[4] Lsiz€[6] Lsize[7] Lsize[lo]

Plpa: [efe]efefefefofefef[efefefe]e]
Lmil{O} Liail2] Liaal3]
Lig[1 .
(Laed0] = 0 ]
””””””””””” =2
'
O Pl [ o[58 [12]16]20[24]28]32]35]39]42]46]50]

Lsize[l] =2 Lsize[z] Lsize[?’] Lsize[4] Lsize[6] Lsize[7] Lsize[lo]

Plp2] %'%"1""""
im;:l{(l)} Lyail2] ‘ Pilha: nnnnnn
(Lzal0] = 0) [Larl31) L]

Figura 30: Movimento do primeiro ponteiro para sua lista correspondente, na iteragao
iz = 1. Os ponteiros para os elementos a serem ordenados P[p;] e as listas P[p,] podem
ser visualizados, juntamente com informagdes auxiliares sobre contagem de elementos,
pontos insercdo das listas e indices de percurso das estruturas. Os destaques em cinza
indicam o que estd em jogo na escolha da lista de destino para um elemento e as
informacdes que sdo inseridas para permitir a reversdo — (a) e (b). [e] indica uma
posigdo zerada.
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Algoritmo 9: Radix Sort reversivel: estrutura geral

1 ’ RevRadix(Viy,, n*, n, d, Vour) ‘

2 inicializap; =1,p =2
3 computa o vetor de ponteiros P[p;] a partir de V,
4 para todo digito iz, do menos ao mais significativo

5

31

posiciona o indice no 1° ponteiro nédo fixado
computa o tamanho e o ponto de inser¢do de cada lista » em P[p] (da 0 a 10)

para todo ponteiro em P[p1], do 1° ndo fixado ao 1iltimo
determina a lista r a mover o ponteiro a partir da consultaa V,
se r = 0 entdo fixa o ponteiro a partir da iteracdo iy + 1
move o ponteiro para a fila r
empilha r
fim-para
descomputa o tamanho e o ponto de inser¢do cada lista r em P[p,] (da 10 a 0)
soma n° de fixa¢des da iteragdo iy nos da iteragdo iy + 1
troca atomicamente os valores de p; e p2

fim-para

para todo digito iz, do mais ao menos significativo faga

troca atomicamente os valores de p; e p2

reverte o n° de fixacdes da iteragdo iy + 1 a partir do valor ref. a iteragdo iy
posiciona o indice no 1° ponteiro nao fixado

computa o tamanho e o ponto de inser¢do de cada lista » em P[p,] (da 0 a 10)

para todo elemento de Vi, do iltimo ao 1° ndo fixado faca
desempilha r
move o ponteiro do fim da lista » para a tltima posigdo livre de Vy,
se r = 0 entdo desfaz a fixagdo do ponteiro a partir da iteragdo iy — 1
reverte r a partir das informacgoes do ponteiro movido

fim-para

descomputa o ponto de insergdo e o comprimento de cada lista  (da 10 a 0)

32 fim-para

33 descomputa o vetor de ponteiros P[p1] a partir de V;,
34 reverte py, po, 1, 1"

35 fim-RevRadix
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Algoritmo 10: Radix Sort reversivel: principal

1

2 {i*r i/ id/ 7, P1, P2, P[Z/n]/ Lsize[lll/ Ltail[11]r leEd[d + 1]/ Vout[n*] = 0}
3 1’<—1,i_"<—1,i_d<—1,p1<—1,p2<—2

4 InitP()
5 fromi; =1do

6 i T Fixed[is]

7 ComputeListsSizes(p1)

8 ComputeListsTails(1)

9 {i = Fixed[is] + 1}

10 fromi = Fixed[i;] + 1 do

11 r < WhichList(p1)

12 ifr =0 then Fixed[iy + 1] *« 1 end-if
13 P[p1, 1] © Plp2, Luailr]]
14 Ligi[r] T 1,i "1

15 push(r)

16 untili=n+1

v i (n—Fixedlis]) {i = Fixed[is] +1)
18 ComputeListsTails~(0)

19 ComputeListsSizes™ (p2)

20 {i = Fixed[is] + 1}

21 i ~« Fixed[iz] {i = 1}

22 Fixed[ig + 1] < Fixed[i4]
23 igte—1

24 P1 < p2

25 untiliz =d+1

26 e

27 BuildV ,, FromP()

D8 e e

29 fromiz =d+1do

30 P1 < p2

31 ij <1

32 Fixed[iy + 1] ~« Fixed[i,]
33 i T Fixed[i4]

34 ComputeListsSizes(py)

35 ComputeListsTails(0)
36 {i = Fixed[iz] + 1}

37 i Y« n— Fixed[iz] {i=n+1}
38 fromi=n+1do

39 pop(r)

40 Luialr] < 1,i «1

a1 P[p1, i] © Plp2, Liaulr]]
42 ifr =0 then Fixed[i; + 1] "« 1 end-if
43 r ~« WhichList(p1)

44 until i = Fixed[iy] + 1

45 ComputeListsTails~(1)

46 ComputeListsSizes™ (p1)

47 {i = Fixed[iz] + 1}

48 i ~« Fixed[i]

49 untiliz =1

50 InitP~1()

51 i 1,7 «1,ig 7« 1,p «1,p <2
52 end-RevRadix
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i=1}
P[pl,l] 1
ite—1
fromi =2 do

Plpy,i] < Plp1,i=1]+Viu[Plp1,i-1]]+1

ite—1
untili=n+1
i n
{i=1}
end-InitP

ComputeListsSizes(p) ‘

fromi = Fixed[iz] + 1
r « WhichList(p)
Lsize[r] Te1
r ~« WhichList(p)
ite—1

untili=n+1

i~ n — Fixed[ij]

{i = Fixed[is] + 1}

end-ComputeListsSizes

ComputeListsTails(previous) ‘

{r="0}
Lm,‘l[O] — Fixed[id] +1
if previous @ 1 then
Ltnil[o] T Lsize[O]
end-if
fromr =0do
rte1
Ligi[r] < Lyga[r — 1] +
Lyize[r — previous]
until r =10
r <« 10
end-ComputeListsTails

WhichList(p)
{c=0}
if Viu[Plp,i]] = iz then

¢ < ViulPlp,il + Vin[Plp,ill - (Ga=1)]+1

end-if
returnc
end-WhichList
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=
(=]
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{i=1}

it—mn

fromi=n+1do
i 7«1

Plpy,i]l ~ Plp1,i—1]+Viu[Plp1,i—1]]+1

untili=2
17«1
Plpy,1] 1
{i=1}
end-InitP~!

ComputeListsSizes™ (p)

{i = Fixed[iz] + 1}
it n — Fixed[i;]
fromi=n+1do

i 1

r « WhichList(p)

Lsize[r] 1

v~ WhichList(p)
until i = Fixed[iy] + 1

end-ComputeListsSizes™

ComputeListsTails~* (previous)

{r=0}

r« 10

fromr =10 do
Ligig[r] ~ Lgig[r — 1] +

Lyize[r — previous]

r«1

untilr =0

if previous @ 1 then

Ltail[O] T Lsize[o]
end-if
Lgt[0] ~¢ Fixed[ig] + 1
end-ComputeListsTails™!
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1 ’BuildVOmFromP‘
{i=1,7=1,m=0}
fromi =1do

fromm = 0 do
Voutli'] < Viu[Plp1,il+ Plpa,i]+m]

g B, W N

6 mte1,i" 1

7 until m = V;,[P[p1,i] + Plp2,il] + 1
8 m ~ Viu[Plp1,i] + Plp2,d]] + 1

9 ite—1

10 untili=n+1{" =n*+1}

1 1 «ni «n'

12 {f=1i=1}

13 end-BuildV,,,;FromP

Algoritmo 11: Rotinas utilizadas pelo Radix Sort reversivel

Complexidade de espaco. O mecanismo de fixagdo faz com que cada elemento
i seja movido para as listas um ntmero total de vezes igual a s; + 1: cada digito do
elemento causa um movimento; no entanto, um movimento extra e final é necessédrio
para atribuir o elemento a lista 0 e fixd-lo. Elementos com o maior nimero de digitos
ndo chegam a ser fixados. Um elemento produz a mesma quantidade de informagao
sobre as listas as quais foi atribuido, ou seja, inser¢des em pilha, do que o espago
necessdrio para sua representacdo, que é s; + 1. Consequentemente, a por¢ao da pilha
utilizada tem dimensdo O(n*). Outras estruturas utilizadas tém tamanho constante ou

sdo menores que n* (d < n*, n < n*). O espago utilizado, portanto, é O(n").

Complexidade de tempo. A contagem de elementos, a determinagdo dos pontos
de insercdo das listas e a transformagdo de V;, em P[1] executam em tempo da ordem
de O(n"). A movimentagao total de ponteiros entre P[p;] e P[p,] e a construcdo de V,;

executam em tempo da ordem de O(n"), que é a complexidade do Algoritmo 10.

Complexidade de energia. O consumo de energia do algoritmo é zero.



8 Conclusao

Muito embora j4 exista literatura farta sobre o tema, a computagdo reversivel permanece
relativamente pouco difundida na comunidade cientifica brasileira. Movido por este
desconhecimento e pelo protagonismo atual da questao energética, o presente trabalho
pretendeu realizar uma introdugédo suficientemente abrangente do campo através da
apresentacdo: a) de um panorama histérico da computacdo reversivel; b) de suas
bases fisica e l6gica; b) da mecanica da reversibilidade das estruturas de controle de
fluxo na mdquina-modelo Pendulum; c) das defini¢des e condigdes formais relativas
a reversibilidade 16gica; d) de uma discussdo sobre os limites praticos da computagdo

reversivel; e e) da andlise de trés soluc¢des reversiveis para problemas classicos.

Sobre a crise e a oportunidade. As questdes que o trabalho sublinha tém natureza
estrutural. O limite de Landauer, que se contrapde a continuidade do aumento de efi-
ciéncia dos chips, é decorrente tanto da fisica quanto da légica irreversivel tradicional
e independe da implementacdo utilizada. Em um cenério de expansado acelerada de
dispositivos inteligentes e de crescente demanda computacional por sistemas de IA, a
dimensdo energética alcanca o primeiro plano: estudos recentes indicam que determi-
nados data centers em construgdo no Brasil poderdo consumir energia equivalente a de
cidades de grande porte!, e que a energia hoje é o grande gargalo para a expansdo da
IA nos EUAZ.

Momentos criticos geralmente cobram mudancas de paradigma. Embora o Brasil
nao ocupe uma posi¢do importante na cadeia global de fabricacdo de semicondutores
de ponta, uma eventual transi¢do para arquiteturas reversiveis exigiria reformulac¢des
conceituais profundas. Nesse cendrio, quem se antecipa colhe melhores frutos, do que

depende um aumento do investimento em pesquisa.

Sobre os conceitos e as ferramentas. Do ponto de vista conceitual, este trabalho

https://climainfo.org.br/2025/10/27/data-center-do-tiktok-no-ceara-consumira-mesma-energia-de-
cidade-de-2-milhoes-de-habitantes/.
Zhttps://www.csis.org/analysis/electricity-supply-bottleneck-us-ai-dominance.



8 Conclusiao 102

primeiramente apresentou a leitura consensual de que a irreversibilidade 16gica leva
inexoravelmente a dissipacdo, mas discutiu-se também, com Lairez principalmente,
que esse destino ndo estd selado, que a energia pode ser reaproveitada — porém fora do

subsistema informacional.

Se, por um lado, a inversdo de programas fornece regras aproveitaveis pela compu-
tagdo reversivel, por outro, fica evidenciado que a reversibilidade ndo se reduz a mera
execucao temporal invertida. E aqui se localiza, ao nosso ver, o ponto mais importante
do texto e talvez da disciplina: a tensdo ou o contraste entre a reversibilidade total,
representada pela arquitetura simulada na maquina Pendulum, a reversdo ocorrendo
por simetria estrutural, e o que seria um modelo mais realista, no qual a garantia da bi-
jetividade é dada pela semantica ao ser adotado um modelo cujo contador de programa

avanc¢a monotonicamente e a fase reversa é explicitamente construida.

Sobre os algoritmos. As versdes reversiveis de algoritmos cldssicos explicitaram a
estratégia de bijetivizacdo adotada em cada caso e analisararam as respectivas comple-

xidades de tempo e de espaco obtidas.

O caso do LCS mostrou que o preenchimento da matriz de programacdo dindmica
ndo realizou sobrescri¢des destrutivas de modo que a versdo reversivel pode manter
a mesma ordem de complexidade espacial da versao tradicional, sugerindo que nos
casos nos quais cada entrada da matriz é preenchida uma tnica vez e jamais sobres-
crita, 0 mapeamento global pode preservar informagdo suficiente para caracterizar a

bijetividade.

No Floyd-Warshall, entretanto, a reversibilidade sem recomputacdes esbarra na
estrutura particular do grafo de dependéncias do algoritmo, cujo rigido entre camadas
sucessivas da computacdo ao longo do indice k exige que todas transformagdes sejam
armazenadas. No entanto, utilizando checkpointing simples foi possivel reduzir a com-
plexidade de espaco de ©(n®) para ©(n>°), ao preco de um aumento apenas constante
no tempo (em relagdo ao O(n®) obtido). Tal resultado parece constituir um trade-off
assintoticamente 6timo entre espaco e tempo para a versao reversivel do algoritmo que
utilize checkpointing simples. Destacamos que esse resultado baixou o espago utilizado
em relagdo ao apresentado por Demaine et al. [12] (O(n®)), bem como obteve tempo
melhor do que a versdo reversivel na qual os autores utilizaram o método da multipli-
cacdo de matrizes (min,+) para o problema dos caminhos minimos (All Pairs Shortest
Path — APSP) (O(n®logn)). O acréscimo de espaco em relagdo ao melhor algoritmo

Floyd-Warshall ndo reversivel foi sublinear, /n.
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A anélise do Radix Sort reversivel foi levada a cabo em termos do tamanho efetivo
da entrada n*, medido em digitos. Nesse caso, o custo temporal justo em n* se deve ao
fato de que um elemento deixa de ser um custo ap6s uma quantidade de iteracdes igual
a sua quantidade de digitos + 1. A ndo bijetividade caracteristica dos procedimentos
de ordenacdo cobra esse mesmo preco da ordem de n* para armazenar a fila de destino

do elemento em cada uma das iteragdes das quais participa.

Em conjunto, os resultados parecem indicar que nado haja uma regra universal de
reversibilizagdo aplicavel indistintamente a qualquer algoritmo. O tinico principio ver-
dadeiramente geral é a necessidade de restaurar a bijetividade global da transformacao
operada, através da deteccdo e resolucdo dos pontos nos quais o algoritmo original
colapsa estados. Para além, a reversibilizacdo é mais alfaiataria do que produto de
prateleira; depende da estrutura do algoritmo, da forma de representacdo e da depen-

déncia interna dos dados.

Sobre limita¢des e dire¢des futuras. Decidimos por fazer uso exclusivo da forma
estdtica de alocacdo de memoria. O gerenciamento dindmico, embora fornega solugdes
mais elegantes aos algoritmos, introduz problemas suficientes de modo que é necessario
um estudo mais especifico que aponte vantagens na sua utilizagdo neste cendrio em
termos de complexidade de tempo e de espago. Para sermos breves, a necessidade de
que a liberacdo de memoria seja uma operacao reversivel nega, a principio, a prépria

nogéo de algo seré liberado’.

A abordagem utilizada no Radix Sort estd intimamente ligada a decomposigao
digito a digito que lhe é caracteristica, de modo que ndo é diretamente aplicavel a

algoritmos de ordenagdo baseados em comparacéo.

Como trabalhos futuros, propomos a investigacdo de técnicas para reduzir a me-
moria auxiliar necessdria para a bijetiviza¢do, através da utilizagdo de checkpoints em
niveis hierdrquicos ou multinivel e sua comparacado fina com o método de Bennett [7], bem
como a extensdo da abordagem proposta para outras classes de algoritmos, particu-
larmente aqueles baseados em comparagdes. Outra direcdo promissora é a exploragao
das compensagdes entre o uso de memoria e a dissipagdo de energia em modelos

computacionais semirreversiveis.

na computacdo cléssica, a liberacdo de memoria pela execugdo de free(p) ndo devolve um ponteiro
p nulo.
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APENDICE A - Elementos de Computacio
Quantica

A.1 Motivacao

Na secdo 3.1 citamos uma passagem de Michael P. Frank [23] na qual afirma que
a reversibilidade é uma propriedade das leis mais fundamentais da fisica, presente
inclusive na fisica quéntica. Isso quer dizer que, se a evolugdo dos estados quanticos é

conhecida, é possivel "girar o relégio ao contrario" e obter os estados passados [49, 53].

A computac¢do quantica é um modelo de computa¢do baseado nos principios da
mecanica quantica, no qual a evolugdo dos estados do sistema é reversivel — embora
a medicdo introduza irreversibilidade [49]. Essa caracteristica conecta naturalmente a
computagdo quantica com a computagdo reversivel classica, na qual cada transformagéao
é bijetiva [6, 49].

Neste apéndice apresentamos apenas o modelo abstrato de computa¢do quantica,
concentrando-nos nas defini¢des principais e nos efeitos da aplicacdo de algumas portas

quanticas sobre a unidade fundamental desta disciplina.

A.2 O qubit e os estados basicos

No computador cléssico, o estado da memoria é exatamente aquilo que é obtido com
sua medicdo: hd af um determinismo. No computador quéntico, a natureza proba-
bilistica de medic¢do introduz uma dindmica distinta. O estado da unidade bésica do
computador quantico, o qubit, ndo corresponde diretamente ao resultado da medicao,
mas a um conjunto de amplitudes complexas que determinam probabilisticamente os
resultados possiveis. O qubit é fisicamente composto por um pedago de matéria ou

radiac¢do cujo comportamento é descrito pelas leis da mecanica quantica.
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Um qubit é representado por um vetor unitario em um espago de Hilbert complexo

bidimensional [49, 44, 53]. Seu estado é definido como:

[Y) = al0) + BI1), s.a.: |al® + Iﬁl2 =1, apeC

lal> e |B* representam, respectivamente, as probabilidades de uma medigdo do
qubit obter o resultado 0 ou 1 [49, 44]. Esses dois resultados possiveis formam o que
chamamos de estados bidsicos ou base computacional de um qubit, que convencionalmente
representamos como |0) e [1). Antes da medicao, o qubit permanece em uma superposicio
linear desses dois estados, na qual seus coeficientes ndo sdo diretamente observaveis,
mas apenas as probabilidades associadas a eles [49, 36]. Trata-se de um estado tinico
e coeso, que, ao ser medido, é colapsado probabilisticamente em um dos estados da
base. Embora a medicdo seja inerentemente probabilistica, o controle preciso das
amplitudes a e f permite que algoritmos quanticos aumentem a probabilidade de
resultados desejados [49, 59], o que constitui uma das principais fontes de vantagem
deste modelo de computacdo. O qubit é melhor visualizado através da esfera de Bloch

[49, 44], ilustrada na Figura 31, juntamente com as informacdes intrinsecas.

/ | [
/ W a = ag + boi = |ale®=, |a| = aé + b% = cos(6/2)
X

B =ay +byi = |Ble'®s, |B| = {47 + b} = sin(6/2)
fase relativa: ¢ = ¢p — ¢a
1) normalizagdo: |af?> + |f> = 1

Figura 31: Representagdo do qubit através da esfera de Bloch. Note-se que a representacéo do vetor
em um espago no qual os estados |0) e |1) sdo ortogonais faz com que o dngulo obtido seja a metade
daquele que na esfera corresponde a 0.
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A.3 Nuameros complexos

Um ntimero complexo a pode ser escrito de duas formas:

e a cartesiana, a + bi, na qual hd a parte real (2) e a imagindria (b); e

e a polar, p.ex., |ale’’, na qual participam o médulo do vetor que representa o
complexo e a fase, esta correspondendo ao angulo ¢ de inclinacdo do vetor em

relagdo ao eixo Real (Re).

Multiplicar um complexo por e significa rotacionar o vetor pelo angulo ¢ [49], o
que implica no reajuste das coordenadas 4 e b para manutengdo do mesmo médulo?®.

Exemplo:

a =|ale’® =20 =2+ 0i =2, lal =2,¢=0°(@=2,b=0)
|ale™4 = 2(cos(mt/4) + i sin(r/4)) = V2+ V2i, |a|=2,¢=45°(@a=b= V2)

De forma anédloga, multiplicar um estado quantico por um fator ¢ aplica uma fase
global, ndo alterando a fase relativa entre suas amplitudes [49, 53] — isto €, a diferenca

¢ = ¢p — ¢, permanece inalterada, pois ambas sdo rotacionadas igualmente.

Operacgdes de fase relativa alteram a longitude (¢) na esfera de Bloch, preservando
a latitude (0), pois ndo modificam os médulos |a| e |f|. Dessa forma, ndo alteram
diretamente as probabilidades de medigdo, mas influenciam os efeitos de interferéncia
quando combinadas com outras opera¢des que misturam amplitudes. Interferéncia é
o fendmeno pelo qual amplitudes complexas se somam, podendo reforcar ou cancelar

probabilidades em fung¢ao de suas fases relativas [49, 17] — ver A.4.1, porta H.

Essas operacdes podem ser interpretadas como uma etapa de preparagao do estado,
cujo efeito se torna observével apenas quando seguidas por transformagdes que alteram
as amplitudes, modificando as probabilidades P(0) e P(1). Estas tltimas executam

transformagdes do tipo a < fi(a, B), p < f(a, B).

'Utilizando Pitagoras, |a| = Va? + b>. A . .
Lembrar-se de que: ¢ = cos ¢ + i sin¢. Valores notaveis: ¢ = 1; ¢™/2 = i (rotaciona 90°); e™ = -1
(180°); €™/ = - (270°); ™ = 1 (rotacdo completa).
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A.4 Portas quanticas

Elencamos abaixo algumas das infinitas portas quanticas possiveis [49, 44]°.

A.4.1 Portas de qubit Gnico (Single-qubit gates)

e I (Identidade). Retorna o préprio qubit.

Ily) = al0) + B[1) ]

P(0) = laf?, P(1) =P

e X (Pauli-X). Equivale ao NOT cléssico, rotacionando o qubit em 180° no eixo x da

esfera de Bloch®. Com isso, inverte as amplitudes « e § e as fases ¢, e ¢p.

[ Xlp) = Bl0) +al), P(0)=IBP, P) = laf

e Z (Pauli-Z). Rotaciona o qubit em 180° no eixo z. A latitude, e consequentemente,

as probabilidades ndo sdo alteradas. Mas a fase de f é invertida®:

Zlp) = al0) - Bl1y, Be™ =B

P(O) =lal, PQ)=|-pP=IpP

e Y (Pauli-Y). Rotaciona o qubit em 180° no eixo y, invertendo as amplitudes e
introduzindo um fator de fase imagindrio. Pode ser escrita como Y = iXZ, o
que expressa uma relacdo algébrica entre os operadores de Pauli, e ndo uma

decomposicdo em rota¢des sequenciais.

a|0)+/3|1>i>a|0>—ﬁll>l>—ﬁ|0>+a|1>—i>[ YY) = —if|0) + i [1) ]

P(0) = |- ipP =P, P(Q1) = liaf® = laf®

e H (Hadamard). Combinacdo linear dos operadores X e Z, o que corresponde,

geometricamente, a uma rotagdo de  em torno de um eixo no plano XZ, inclinado

3Dado que pardmetros como angulo 6 € R podem ser utilizados em rota¢des, o ntimero de portas
possiveis tem cardinalidade 2™, que é a do continuo — 8 sendo a cardinalidade de IN.

4Para melhor visualizagdo: mexer na latitude altera as amplitudes; no limite (180°), elas se invertem.

>Como a fase relativa ¢ = ¢ — ¢, qualquer alteragdo desejada nesse valor opera somente sobre ¢y,
¢, sendo tratado como um referencial fixo.
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a 45° entre esses eixos. Esse movimento troca os papéis de amplitude e fase
relativa, permitindo que diferencas de fase sejam convertidas em diferengas de
probabilidade observéveis [49, 44].

2 )
a2 P py= B

@B+ @Pyy, b=

Hy) = = = ;

As probabilidades podem ser escritas na forma alternativa:

P(0) = % + lal|flcos ¢, P(1) = % — |al|Bl cos ¢ (sa:laP +|B* =1)

Dois tipos de interferéncia podem ser esperadas: a) construtiva: as fases alinhadas
se somam, aumentando a probabilidade de se observar o estado; e b) destrutiva:
as fases opostas fazem as amplitudes diminuirem ou se cancelarem, reduzindo a
probabilidade de medicdo do estado [49, 17].

Como ¢é a sua propria inversa (H> = I), a porta é utilizada tanto para criar super-
posi¢do a partir de estados inicialmente puros (H|0) — |+), H|1) — |-))°, quanto
para gerar estados puros a partir de superposicdo (H|[+) — [0), H|-) — |1)) — ver

secdo A.6.

¢ S. Rotaciona o eixo z em 90°, aplicando uma fase relativa de 7t/2 ao estado |1). Ao
contrdrio das portas de Pauli, a porta S ndo é sua prépria inversa, equivalendo a

meia porta Z (S* = Z). Sua rotagdo inclui a fase imaginaria i.

[ Slp) = al0) +iB[1) ]

P(0) = laf, P(1) =lipl* = B

e T. Rotaciona o eixo z em 45°, aplicando uma fase relativa de 7t/4. Equivale a meia
porta S (T2 = S).

[ TIY) = al0) +e™/4B[1)

P(0) =lal?, PQ)=IpP

QOs estados |+) e |-) sdo estados de superposicdo equilibrada, nos quais |+) = %00) +11)),e|-) =
%(lO) —[1)). |+) é o resultado da aplicagdo da Hadamard ao estado inicial |0): H|0) = |+); da mesma forma,

H|1) = |-).
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A.4.2 Portas de qubit multiplo (Multiple-qubit gates)

Neste ponto, a anélise transita das rotagdes de estado individual para as operagdes de
controle 16gico. Com este conjunto de portas, a computacdo quantica torna-se capaz

de emular o comportamento da légica booleana cldssica de forma reversivel [6, 61].

Um estado geral de n qubits é um vetor em um espago de Hilbert de dimenséao 2"
[49, 36]:

W)= ¥ adx), L |l =1
x€{0,1}" x€{0,1}"

que pode, no caso de estados separdveis, ser fatorado como produto tensorial de

estados individuais [49]":

WY = 6 Iy
i=1

De modo que o produto de trés qubits pode ser escrito formalmente: |¢1) ® [¢,) ®
[Y3); em justaposicdo: [11)|2)|Y3); ou na forma compacta: [(1¢,1¢3). A tabela verdade
de uma porta é obtida a partir da aplicacdo da regra distributiva sobre os termos da
escrita do produto tensorial juntamente com a operagdo da porta sobre os qubits alvo,

lembrando que os estados individuais mais utilizados sdo:

1

\/§(|0> - 1)

0) = 10) + DHF, 1) =DHeg + (1), |+>=%(I0>+I1>), =)=

e CNOT. Inverte o estado do alvo ¢t (aplica porta X se, e somente se, o controle ¢ for

1).

[ CNOT|c, t) =|c,cdt) ]

o Sec € {|0),[1)}, o estado resultante para t € {|0),[1)}.

"Estados que ndo admitem tal fatoracdo sdo chamados de estados emaranhados, cuja construgdo e
propriedades serdo exploradas adiante.
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o Sec € {|+),|-)} et € {|0),]1)} , é produzido o fendmeno conhecido como

emaranhamento quintico [49, 53]: a partir da aplicacdo da transformacéo e por

um tempo indeterminado enquanto o sistema estiver isolado do ambiente

(mantiver coeréncia), amedigdo de um qubit fixa instantaneamente o resultado

do outro de forma correlacionada, mas sem transmissdo de informacéo [4,

49]8.

Exemplo: Se a entrada for [+,0) e a medicdo resultar ¢ = 1, o colapso de ¢

para um estado classico faz com que t também colapse instantaneamente

para t = 1 — porque t depende de c, ndo o contrario. Isso valerd mesmo que

¢ e t sejam separados espacialmente por uma grande distancia’.

A Tabela 6 resume os efeitos descritos acima.

Entrada

Saida

Efeito Légico / Quantico

I+, 0)

~5(00) +11))

Estado de Bell |®*)

I+ 1)

~5(101) +[10))

Estado de Bell |W™*)

|_/O>

L-(00) - 11))

Estado de Bell |®7)

|_/ 1)

L (o1) - 10))

Estado de Bell |[W™)

Tabela 6: Resumo operacional da porta CNOT para o caso ¢ em superposi¢do e o alvo f ndo,

evidenciando o emaranhamento quantico (entanglement).

Ver secdo A.5 sobre cdlculos utilizando matrizes unitarias e produtos tenso-

riais.

o Sece{+),|-)ete{+),]-)}, oresultado é o mesmo da entrada a menos

que a ultima seja [1,—), quando entdo uma fase relativa é transferida para c

(phase kickback):

CNOT[1,-) = —— (11,180 — |1, 1@ 1)) = ——(111) - [10)) = —[1,-)
p) V2

€

1,-)=11
11,-) |>®[\/§

\/_

€

— 11
\/E(|10> 11))

(10) - |1>)] =

o Sec,t € {|+),|-)}, oresultado é o mesmo da entrada a menos que a tltima

seja |[+,—), quando entdo uma fase relativa é transferida para c (|—,—)):

8De uma forma geral, 0 emaranhamento em uma porta controlada acontece quando o controle estd
em superposicdo e o estado do alvo é tal que ele muda com a aplicagdo da operacdo da porta. A sua
ocorréncia faz com que a escrita do resultado altere a distribuicdo de pesos entre os componentes ou faca
desaparecer alguns termos — ver Tabela 6.

A mecanica quantica ndo apresenta um limite te6rico para isso que Albert Einstein chamou de agio
fantasmagorica (spukhafte Fernwirkung) [15, 4], desde que a coeréncia seja garantida durante todo o trajeto:
o qubit deve continuar isolado do ambiente, sob pena de colapsar.
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) = [%um +11y)

1 1
® [ﬁam - |1>)] = 5[10(0) = 1)) +11) (0 - [1))] =
%<|00> —101) +[10) — [11))

1 1
CNOT [+,-) = 5(10,0©0) = [0,0®1) + [1,1@0) ~ 1, 1@1) ) = Z(100) - [01) ~ [10) +[11)) =
1 1

1
51102 (10> = 11) = 1) (10 ~ [1))] = [ 7 N

(10) - Il))] ® [ (10) - ID)] ===
e Toffoli (CCNOT ou C2X). E a porta CNOT ampliada para 3 qubits, que inverte o alvo ¢

caso os estados dos controles c; e ¢, sejam [1).

[ C*Xlc1, e, t) =|e1, 02, @ (c1 - €2)) ]

A Tabela 7 resume alguns casos especificos os efeitos descritos abaixo.

o Quando t, ¢y, ¢, € {|0),]1)}, a porta funciona como a sua homonima classica

reversivel.

o Quando c¢; = ¢; = |+) e 0 alvo em estado classico é produzido emaranha-
mento, de modo que a medicdo do estado do alvo determina os estados dos

controles. Exemplo:

@2
|+, +,0) = [L(IO) + |1))] ®|0) = 1(IOOO) +[010) + [100) + |110))
V2 2

1
C X |+, +,0) = E(IOO,OEBO-O)+|01,OEBO-1)+|1O,0691-O>+|11,1691-1))=

%(|ooo> +(010) + [100) + [111))

Nota-se que o emaranhamento faz com que o resultado ¢ = 1 force o colapso
c1 =c; =1. Set =0, o estado colapsa para uma superposi¢ao dos outros 3
termos!?. Similarmente, quando a entrada é |+, +,1), t = 0 forga 0 mesmo
colapso (c; = c; = 1) — ver segdo A.5 sobre produto tensorial e matrizes

unitarias.

o Se ci,c; € {|0),]1)} et = |-), a porta ndo altera o resultado, a menos que

¢1 = ¢ = 1, quando entdo C?X [11,—) = — [11,—)'".

o Se c1,c; € {|+,+), |-,—)}, a porta isola e inverte a fase da componente [11)

e emaranha os controles no restante dos estados, com a excecdo do caso

19-5(1000) + 010) + [100)).

No caso [11,+), como X|+) = |+), o resultado n&o se altera. Embora a representagdo na Esfera de Bloch
sugira que os estados |+) e |-) sdo igualmente invariantes sob a porta X, a andlise dos autovalores revela
uma inversdo de fase crucial no estado |-). Essa distin¢do algébrica, invisivel na geometria individual
do qubit, é o que permite & porta C?X realizar operacdes de logica de fase em algoritmos complexos.
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|+, + ,+)!2. A porta ndo altera o alvo se os controles estiverem em fases ndo

alinhadas (|+,—) ou |—,+)).

Entrada | Saida Tipo de Estado | Efeito Légico/Quantico

[110) [111) Produto Porta AND reversivel

[111) [110) Produto NOT condicional

[+, +,0) %(lOOO} +1010) + [100) + |111})) Emaranhado Geragéo de correlacdo tripartida

11, -) —|11,-) Produto Inversao da fase global

|+, +,—) %(IOO) +101) +[10) — |11)) ® |-) | Emaranhado* | Marcagdo de fase do termo [11)

|01, +) |01, +) Produto Invariancia por controle nulo (c; = 0)
11, +) 11,1,+) Produto X|+) =[|+)

*Emaranhamento restrito aos qubits de controle no sistema reduzido.

e SWAP. Executa uma operacdo de permutacdo sobre as informacdes de dois qubits,

preservando a natureza do estado (produto ou emaranhado), independentemente

Tabela 7: Mapeamento de estados notéveis na porta Toffoli (C2X).

de estes se encontrarem ou ndo em superposicao.

SWAP |t1,£, ) = |2, 11 )

o Fredkin (CSWAP). Realiza SWAP caso c esteja em |[1).

O emaranhamento méximo ocorre com: |+)®|01) = %(|0>+|1))®|01> = %(|001)+

|110)): o conhecimento do estado de qualquer qubit forca o conhecimento do

|0,t1,t2),sec =0

CSWAP|c, t,t2 ) =

|1,t2,t1),5ec=1

estado dos outros dois. A Tabela 8 apresenta os casos notéveis.

Entrada | Saida Estado Efeitos Logicos / Quanticos

|+,01) %(IOOl) +1110)) Emaranhado | Geragdo de correlagéo tripartida

|+, +, =) \LFZ(IO, +,—)+11,—,+)) | Emaranhado | Inversdo de fase dos alvos quando ¢ = 1
Ly, ¢) | e, ¢) Produto A troca de estados idénticos é invariante
1,+,-) | 1,—,+) Produto Permutagao pura

0,1, ¢> 0,19, ¢> Produto Invariancia por controle nulo (¢ = 0)

Tabela 8: Analise de Estados Notaveis na Porta Fredkin (CSWAP)

120 emaranhamento nio ocorre pois, como ja visto, X [+) = |[+), entdo o alvo ndo se altera.
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A.5 Matrizes de permutacao unitarias e produtos tensoriais

As portas quanticas podem ser representadas por matrizes de permutacdo unitérias,
definidas estas como as que possuem somente uma ocorréncia de 1 em cada linha, os
demais valores sendo iguais a 0. Pela regra da reversibilidade, cada coluna contera

apenas um valor 1 [49].

Utilizaremos a porta CNOT como exemplo. Sua matriz de permutacdo unitéria é:

CNOT |00) [00) « 1%entrada—|1 0 0 O
CNOT |01) _ [01) « 2%ntrada—|0 1 0 O — Uenor
CNOT |10) [11) <« 4%entrada—|0 0 0 1
CNOT [11) [10) « 3%entrada—|0 0 1 O

Note-se que U%NOT = I, a matriz identidade. No caso em que [+,0), temos:

1
= —(|00) + |11
\/E(I ) +11))

o O O
S O = O
= O O O

A.6 Programacao quantica

A evolugdo de sistemas quanticos isolados é descrita por operadores unitdrios U que,
como vimos nas se¢des anteriores, satisfazem U'U = I [49, 53]. Transformacdes uni-
tarias sdo sempre reversiveis. Assim, algoritmos quanticos sdo implementados por
sequéncias de portas unitarias aplicadas aos qubits [49, 13] devidamente inicializados
em |0). A cada passo da execugdo, as fases e amplitudes sdo manipuladas de forma a

aumentarem a probabilidade de medicdo do resultado final esperado.

O emaranhamento, na busca desse objetivo, permite que o estado do sistema seja
descrito de forma global, ndo fatordvel em componentes independentes. Com isso, as

operagdes quanticas passam a atuar sobre o conjunto completo de qubits, manipulando
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de forma conjunta suas amplitudes e fases relativas. Essa dinamica é essencial para
a aplicacdo da interferéncia, que aumenta a probabilidade em resultados de interesse.
Diferentemente de um processamento independente de cada configuracdo, o compor-
tamento do sistema passa a depender das correlagdes internas entre seus componentes.
O sistema deixa, entdo, de evoluir como um conjunto de estados isolados e passa a se

comportar como uma Utnica entidade.

Alguns sitios virtuais que permitem a experimentacdo da programacgao quantica
sao:

e IBM Composer (https://quantum.cloud.ibm.com/composer)’?;

e Quirk (https://algassert.com/quirk); e

e Quantum Flytrap (https://quantumflytrap.com/virtual-lab/).

A.7 Relacao com a computacio reversivel classica

Fungdes classicas reversiveis podem ser expressas como operadores lineares que reali-
zam permutagdes nos estados da base computacional. Um exemplo fundamental é o

operador Uy, definido por:

Uf|xr3/>=|x/}/@f(x)> ]

Na férmula, a preservagdo do estado de entrada |x) e o uso da operacdo XOR (D)
garantem que a computacdo seja reversivel. Do ponto de vista matematico, esses
operadores sdo representados por matrizes de permutagdo — um subconjunto das ma-
trizes unitarias [49, 36]. Logo, circuitos reversiveis cldssicos podem ser interpretados
como casos particulares de circuitos quanticos que operam estritamente sobre a base

computacional [36].

Resumindo, toda computagdo reversivel cldssica é um subconjunto da computa-
¢do quantica. Operagdes bijetivas classicas correspondem a transformacdes unitdrias
restritas a base computacional (0 e 1), enquanto a computacdo quantica permite ainda

manipular superposi¢oes de estados sem perder reversibilidade [6, 49, 36].

13Video com um exemplo de uso: https://www.youtube.com/watch?v=v6{ZgAF-Le8&t=2s.
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