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Resumo

A Estimação de Estado (EE) fornece dados em tempo real para a supervisão e o controle
de Sistemas Elétricos de Potência (SEP). A redundância do plano de medição, estabe-
lecida pela quantidade, localização e tipo de medidas, é um requisito precípuo para a
confiabilidade do processo de estimação. A análise de observabilidade destina-se a ave-
riguar se, para uma dada configuração de rede, a EE pode ser realizada por completo.
A análise de criticalidades, por sua vez, avalia vulnerabilidades estruturais associadas à
indisponibilidade de medidas e a cenários de reconfiguração topológica. Do ponto de vista
conceitual, ambas as análises são de natureza estrutural e combinatória, o que favorece o
emprego de métodos topológicos fundamentados na Teoria dos Grafos, sobretudo em redes
de grande porte, nas quais os métodos numéricos podem enfrentar limitações decorrentes
do condicionamento da matriz de ganho. Esta tese aprimora a análise de observabili-
dade topológica ao combinar busca em profundidade, identificação de pontes e interseção
de matroides, incorporando operações de contração de arestas para o processamento efi-
ciente de medidas de injeção. A principal contribuição consiste na proposição de uma
técnica original e não enumerativa para a identificação de medidas críticas, pares críticos
e conjuntos críticos, por meio da construção de digrafos bipartidos auxiliares que carac-
terizam padrões topológicos indicativos de vulnerabilidades em planos de medição. As
metodologias propostas posicionam-se como ferramentas alternativas ao método clássico
de resíduos normalizados e como alternativa em cenários nos quais o condicionamento da
matriz de ganho limita sua aplicabilidade direta. As metodologias foram avaliadas em
sistemas IEEE de 14, 118 e 300 barras, uma rede da Polônia (CASE2383WP) e no sistema
PEGASE com 9.241 barras. Os resultados demonstram elevado desempenho computa-
cional, viabilizando a aplicação recorrente em redes de grande porte. As criticalidades
identificadas mostraram-se consistentes com aquelas obtidas por técnicas topológicas e
numéricas consolidadas na literatura.

Palavras-chave: estimação de estado, observabilidade topológica, criticalidades, teoria
dos grafos, interseção de matroides, sistemas elétricos de potência.



Abstract

State Estimation (SE) provides the real-time database for the supervision and control of
Electrical Power Systems (EPS). The redundancy of the measurement plan, determined
by the quantity, placement, and type of measurements, is a key requirement for the relia-
bility of the estimation process. Observability analysis aims to verify whether, for a given
network configuration, SE can be fully performed. Criticality analysis, in turn, assesses
structural vulnerabilities associated with measurement unavailability and network topo-
logy reconfiguration scenarios. From a conceptual standpoint, both analyses are structu-
ral and combinatorial in nature, which favors the use of topological methods grounded
in Graph Theory, particularly in large-scale networks where numerical methods may face
limitations arising from the conditioning of the gain matrix. This thesis enhances topo-
logical observability analysis by combining depth-first search, bridge identification, and
matroid intersection, incorporating edge contraction operations for the efficient proces-
sing of injection measurements. The main contribution consists in proposing an original
and non-enumerative technique for identifying critical measurements, critical pairs, and
critical sets, through the construction of auxiliary bipartite digraphs that characterize
topological patterns indicative of vulnerabilities in measurement plans. The proposed
methodologies are positioned as alternative tools to the classical normalized residuals
method and as an alternative in scenarios where the conditioning of the gain matrix li-
mits its direct applicability. The methodologies were evaluated on IEEE test systems with
14, 118, and 300 buses, on a Polish transmission network (CASE2383WP), and on the
PEGASE system with 9,241 buses. Results demonstrate high computational performance,
enabling recurrent application in large-scale networks. The identified criticalities proved
consistent with those obtained by established topological and numerical techniques in the
literature.

Keywords: state estimation, topological observability, measurement criticalities, graph
theory, matroid intersection, electrical power systems.
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1 Introdução

1.1 Contexto do Estudo

A energia elétrica é um pilar essencial da sociedade moderna, sustentando desde o con-
forto doméstico até as atividades industriais e comerciais. Com o aumento constante
de sua demanda, tornou-se imperativo o desenvolvimento de uma infraestrutura robusta
para gerar, transmitir e distribuir eletricidade de forma confiável. O Sistema Elétrico
de Potência (SEP) é o conjunto de instalações e equipamentos que cumpre essa função,
garantindo que a energia elétrica chegue aos consumidores com segurança e estabilidade.

O SEP compreende três estágios fundamentais: geração, transmissão e distribuição.
A geração ocorre em usinas que convertem fontes primárias de energia (como carvão, gás
natural, energia solar, força dos ventos e das águas) em energia elétrica. No contexto bra-
sileiro, destaca-se a predominância da energia hidrelétrica, que aproveita o significativo
potencial hídrico do país. A transmissão, por sua vez, é responsável por transportar a
energia gerada até os grandes centros de consumo, sob alta tensão para minimizar as per-
das elétricas. Finalmente, a distribuição entrega a eletricidade às unidades consumidoras
finais. A operação eficiente do SEP depende de uma supervisão rigorosa, conduzida em
tempo real pelos Centros de Operação de Sistema (COS), que operam de forma centrali-
zada e remota para assegurar a continuidade e a qualidade do fornecimento.

No núcleo dos COS, o Sistema de Gerenciamento de Energia (SGE) integra ferramen-
tas computacionais sofisticadas que monitoram o estado operativo do SEP. Esse estado
reflete o equilíbrio entre geração e consumo de energia elétrica, respeitando limites opera-
cionais, como a capacidade das usinas ou a potência máxima das linhas de transmissão.
Perturbações nesse equilíbrio, ou o descumprimento desses limites, podem desencadear
falhas graves, como interrupções generalizadas no fornecimento. A fim de descrever com
precisão o estado operativo, utilizam-se os fasores de tensão nodal, associados à confi-
guração topológica oriunda dos sensores de chaves seccionadoras e disjuntores da rede
elétrica.
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As informações necessárias para obtenção dos fasores de tensão nodal e, consequen-
temente, do estado do SEP são obtidas por meio de medidas coletadas em tempo real.
Tradicionalmente, essas medidas (como fluxos de potência, injeções de potência e magni-
tudes de tensão) são coletadas por Unidades Terminais Remotas (UTRs) e Dispositivos
Eletrônicos Inteligentes (DEIs), transmitidas aos COS por meio do Sistema de Super-
visão e Aquisição de Dados (SCADA). Um adicional moderno é o uso de Unidades de
Medição Fasorial (PMUs), que fornecem sincrofasores (medições precisas das magnitudes
e ângulos de fase das tensões e correntes em tempo real). Apesar de sua superioridade
técnica, as PMUs enfrentam barreiras econômicas que restringem sua implementação em
larga escala, especialmente em sistemas com orçamentos limitados. Independentemente
da tecnologia adotada, as medidas coletadas estão sujeitas a erros estatisticamente peque-
nos, bem como a erros grosseiros (EGs), decorrentes de falhas em equipamentos, erros de
calibração, instalação inadequada ou interferências externas, como ataques cibernéticos.

A Estimação de Estado (EE) desempenha um papel central no SGE, processando essas
medidas para determinar o estado mais provável do SEP. Formulada classicamente como
um problema de Mínimos Quadrados Ponderados (MQP), a EE reduz inconsistências nos
dados brutos provenientes do SCADA, fornecendo estimativas confiáveis que servem como
base para análises do SEP, incluindo previsão de carga, avaliação de segurança operacional
e planejamento estratégico. A eficácia da EE depende de um conjunto redundante de
medidas, estrategicamente distribuídas pela rede, que assegure a cobertura adequada do
sistema. Para alcançar esse objetivo, o plano de medição deve satisfazer quatro requisitos
fundamentais [29]:

• Observabilidade, que garante a capacidade de estimar o estado de toda a rede;

• Confiabilidade, que permite detectar, identificar e substituir medidas portadoras de
EGs;

• Qualidade, que assegura um grau adequado de precisão das estimativas em relação
aos valores reais; e

• Robustez, que mantém os requisitos anteriores mesmo diante de perdas de dados de
medição ou de reconfigurações topológicas da rede elétrica.

Contudo, implementar um sistema de supervisão que atenda plenamente a esses re-
quisitos demanda investimentos significativos. Em busca de competitividade no mercado
de energia, as empresas frequentemente reduzem gastos com infraestrutura de monitora-
mento, comprometendo o desempenho da EE e resultando em estimativas imprecisas que
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afetam a confiabilidade das decisões operacionais. Nesse contexto, justificam-se as análises
de observabilidade e de criticalidades, que fornecem informações sobre a funcionalidade
e desempenho do processo de EE num dado sistema, considerando os requisitos supraci-
tados. Essas análises são aplicáveis à execução corrente da EE, bem como ao projeto de
novos sistemas de monitoramento ou ao reforço daqueles já em funcionamento.

A análise de observabilidade verifica se o conjunto de medidas disponíveis é suficiente
para estimar o estado de todo o SEP, fornecendo uma resposta binária (“observável” ou
“inobservável”). Em casos de inobservabilidade, torna-se necessária a identificação das
denominadas ilhas observáveis, isto é, sub-regiões da rede em que o estado pode ser esti-
mado de forma independente. O conhecimento dessas ilhas favorece a alocação eficiente
de pseudomedidas, derivadas de dados históricos, para restaurar a observabilidade do sis-
tema. Essa análise pode ser conduzida por abordagens: numéricas, baseadas em cálculos
de ponto flutuante com as matrizes do processo de estimação; topológicas, que aplicam
operações lógicas baseadas em Teoria dos Grafos; ou híbridas, que combinam as aborda-
gens anteriores. A análise topológica é particularmente vantajosa para a identificação de
ilhas observáveis e de regiões que requerem pseudomedidas, devido à natureza estrutural
do problema da observabilidade.

A análise de criticalidades, por outro lado, identifica vulnerabilidades de um sistema,
mapeando cenários de inobservabilidade causados por indisponibilidades imprevistas de
elementos como ramos da rede, Unidades de Medição (UMs) ou medidas individuais. Um
elemento é classificado como crítico quando sua indisponibilidade resulta na perda da ob-
servabilidade do sistema, ou seja, na incapacidade de estimar o estado operativo completo
do SEP com base nas medidas remanescentes. Define-se uma k-tupla crítica como um con-
junto minimal de k elementos cuja indisponibilidade simultânea provoca a inobservabili-
dade do sistema, ou seja, a perda conjunta dos k elementos compromete a observabilidade,
ao passo que a indisponibilidade de qualquer subconjunto próprio não. O índice k denota,
assim, a cardinalidade do conjunto: 1-tupla corresponde a uma medida crítica e 2-tupla
corresponde a um par crítico. Uma estrutura relacionada é o conjunto crítico, formado
por pares críticos que compartilham medidas entre si, de modo que a indisponibilidade
de qualquer um de seus elementos torna críticos os demais. Diferentemente da k-tupla,
cuja cardinalidade é fixa, a de um conjunto crítico não é pré-determinada, dependendo
das relações de dependência entre as medidas que compõem o plano de medição. O co-
nhecimento das criticalidades é crucial para avaliar a robustez do sistema e a resiliência
da EE frente a EGs e perda de medidas.
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A presente pesquisa investiga a observabilidade e as criticalidades em sistemas elétri-
cos de potência sob a perspectiva da Teoria dos Grafos. Busca-se aprimorar abordagens
topológicas consolidadas na literatura para a análise de observabilidade, bem como propor
técnicas qualitativas para identificação de criticalidades em planos de medição, contem-
plando medidas críticas e conjuntos críticos. As metodologias desenvolvidas posicionam-se
como ferramentas auxiliares ao tratamento numérico clássico, fornecendo validação cru-
zada independente do paradigma de ponto flutuante e constituindo, por prescindirem da
matriz de ganho, uma alternativa estrutural não sujeita às limitações que o condiciona-
mento dessa matriz impõe à aplicabilidade direta da abordagem por resíduos normaliza-
dos.

Nesse contexto, formula-se a seguinte questão central de pesquisa: como identificar,
por meio de metodologias topológicas não enumerativas fundamentadas na Teoria dos
Grafos, as criticalidades de um plano de medição (medidas críticas, pares críticos e con-
juntos críticos), com desempenho computacional adequado em sistemas de transmissão de
grande porte, caracterizando-se, ainda, as condições estruturais sob as quais os resultados
assim obtidos coincidem com os da abordagem numérica clássica e aquelas em que deles
divergem?

1.2 Motivações e Objetivos

A Teoria dos Grafos, reconhecida por sua vasta aplicabilidade a diversos problemas práti-
cos, vem apresentando uma notável expansão impulsionada pelos avanços computacionais
recentes. O desenvolvimento de algoritmos e bibliotecas robustas, como NetworkX e
Graph-tool, viabilizou implementações eficientes de operações estruturais em grafos de
grande porte, incluindo buscas em profundidade, identificação de pontes, cálculo de flu-
xos máximos e contrações de supernós. Esse arcabouço computacional torna oportuna
a retomada do estudo de métodos topológicos voltados à análise de observabilidade e
identificação de criticalidades em SEP, que, após um período de menor atenção, ressur-
gem como alternativas promissoras frente às limitações práticas das abordagens numéricas
tradicionais em sistemas de grande porte.

Adicionalmente, a identificação de criticalidades de cardinalidade superior a 1 (parti-
cularmente pares críticos e conjuntos críticos) constitui uma lacuna persistente na litera-
tura. As abordagens existentes restringem-se, em sua maioria, a enumerações exaustivas,
computacionalmente onerosas em sistemas de médio e grande porte, ou a heurísticas cuja
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aplicabilidade se limita a casos específicos. Diante desse cenário, justifica-se a proposição
de uma técnica topológica eficiente para identificação de pares críticos e conjuntos críticos,
cujo regime de aplicabilidade é claramente delimitado e cujo desempenho é avaliado em
sistemas representativos da operação real.

A partir dessas motivações, define-se como objetivo geral desta pesquisa o desenvolvi-
mento e o refinamento de metodologias topológicas, fundamentadas em Teoria dos Grafos,
para análise de observabilidade e identificação de criticalidades em planos de medição de
SEPs, com aplicabilidade demonstrada em sistemas de transmissão de grande porte.

Como objetivos específicos, destacam-se:

• aprimorar a metodologia consolidada para análise de observabilidade topológica,
incorporando operações estruturais que promovam ganhos de eficiência computaci-
onal, objetivando viabilizar sua aplicação recorrente em sistemas de grande porte
sujeitos a reconfigurações topológicas frequentes;

• refinar a metodologia de identificação de medidas críticas, caracterizando os padrões
topológicos indicativos desse tipo de medida em um digrafo auxiliar que evidencia
as redundâncias do plano de medição;

• propor uma técnica topológica original e computacionalmente eficiente para identi-
ficação de pares críticos e conjuntos críticos de medidas, de natureza parcialmente
heurística e com regime de aplicabilidade explicitamente caracterizado; e

• avaliar comparativamente as metodologias propostas frente a abordagens topológi-
cas e numéricas consolidadas na literatura, considerando redes elétricas de diferentes
portes e níveis de redundância.

As metodologias desenvolvidas foram implementadas em linguagem Python, utilizando
a biblioteca NetworkX para o tratamento de grafos.

1.3 Contribuições

Dentre as principais contribuições desta pesquisa, destacam-se:

• a elucidação da dualidade existente entre propriedades matemáticas de grafos e as
especificidades das análises de observabilidade e de criticalidades em sistemas elé-
tricos supervisionados, evidenciando a correspondência entre conceitos estruturais
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(como conectividade, ciclos, cortes e co-ciclos) e vulnerabilidades de planos de me-
dição;

• o aprimoramento de uma técnica topológica para análise de observabilidade que
alia a simplicidade da Busca em Profundidade (Depth-First Search) à robustez da
interseção de matroides. A abordagem é otimizada por operações de contração de
arestas e pré-processamento por pontes, reduzindo o espaço de busca e permitindo
a identificação direta da observabilidade em casos específicos;

• o refinamento da metodologia de identificação de medidas críticas, bem como a ca-
racterização dos padrões topológicos indicativos desse tipo de medida, considerando
um grafo auxiliar que evidencia redundâncias de um plano de medição;

• a proposição de uma técnica não enumerativa, original e computacionalmente efici-
ente, para identificação de pares críticos e conjuntos críticos de medidas, com regime
de validade estrutural caracterizado e desempenho experimentalmente avaliado em
sistemas de transmissão representativos; e

• a realização de uma análise comparativa entre as metodologias propostas e técnicas
topológicas e numéricas consolidadas na literatura, com avaliação em redes elétricas
de diferentes portes e caracterização dos cenários nos quais as abordagens topológi-
cas oferecem vantagens práticas.

1.4 Estado da Arte

A EE, como ferramenta de suporte ao operador para controle e monitoramento do SEP,
foi inicialmente proposta por Fred C. Schweppe e seu grupo de pesquisa em 1970 [60] [61]
[62], formulada como um problema de MQP. Desde então, estudos abordaram a análise
de observabilidade, ao passo que a identificação de criticalidades de elementos de rede
permaneceu pouco explorada sob a ótica da Teoria dos Grafos.

O primeiro método baseado na topologia da rede para a análise de observabilidade
foi proposto por Clements e Wollenberg em 1975 [20]. A abordagem dispensa cálculos em
ponto flutuante, apoiando-se em heurísticas derivadas da estrutura do plano de medição e
das leis de Kirchhoff para concluir sobre a observabilidade do sistema. Embora pioneiro, o
método pode classificar como inobservável um sistema efetivamente observável, limitação
atribuída à sua natureza heurística.
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Em 1980, um arcabouço teórico consistente para o problema da observabilidade to-
pológica, distinguindo-o dos conceitos de observabilidade algébrica e numérica, foi intro-
duzido por Krumpholz et al. [44]. Nesse artigo, propuseram uma técnica baseada na
Teoria dos Grafos para análise de observabilidade. Esse trabalho demonstrou que a ob-
servabilidade topológica de um SEP depende da existência de uma árvore geradora de
posto máximo (ou árvore geradora observável), cujas arestas correspondem a medidas
únicas do sistema. O procedimento proposto para obtenção dessa árvore opera em duas
etapas: na primeira, processa-se sequencialmente as medidas de fluxo de potência do sis-
tema avaliado, construindo uma floresta maximal com arestas correspondentes à área de
abrangência dessas medidas; a segunda, baseando-se no algoritmo de Dinic [26] para o
problema do fluxo máximo em redes, expande a floresta maximal corrente, oriunda da pri-
meira etapa, através do processamento das denominadas medidas de injeção de fronteira.
Essas medidas estão localizadas em barras da rede conectadas a ramos com fluxo não
monitorado. Após o processamento de todas as medidas de fluxo e injeções de fronteira,
verifica-se se a floresta maximal resultante é uma árvore geradora de posto máximo. Em
caso afirmativo, o sistema é observável; caso contrário, é inobservável. Apesar da clareza
conceitual, a implementação dessa heurística é complexa.

Em 1981, Clements et al. [17] estenderam a metodologia proposta em [44], com o
objetivo de identificar, qualitativamente, medidas críticas e regiões de espalhamento de
resíduos causados por erros em medidas não críticas. O estudo mostrou que uma medida
crítica obrigatoriamente estará representada em uma árvore geradora observável qual-
quer, resultante da análise topológica de observabilidade. Além disso, comprovou-se que
erros grosseiros em medidas críticas não podem ser detectados. Para a identificação das
regiões de espalhamento de resíduos, utilizou-se o algoritmo de Tarjan [69], que busca
componentes biconexas e, consequentemente, articulações (barras pertencentes a múlti-
plas componentes biconexas) na modelagem estrutural da rede. O trabalho destacou
que o espalhamento de resíduos é limitado por medidas de injeção críticas e barras não
monitoradas. Contudo, a identificação de medidas críticas sob a perspectiva dos grafos
permaneceu pouco clara.

No ano seguinte, Clements et al. [18] apresentaram um procedimento para identifi-
cação de ilhas observáveis em sistemas inobserváveis. A estratégia é baseada numa poda
sistemática da floresta maximal de posto máximo proveniente da análise de observabili-
dade topológica proposta em [44]. Especificamente, desconsideram-se todos os ramos da
rede não monitorados por medidas, incidentes em medidas de injeção e que não formam
ciclos com ramos pertencentes a uma floresta maximal de posto máximo F . Além disso,
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os ramos que formam ciclos com ramos de F são considerados pertencentes às ilhas. No
ano seguinte, Clements et al. [19] demonstraram que o conhecimento dessas ilhas favorece
a alocação eficiente de pseudomedidas, visando o restabelecimento da observabilidade to-
pológica de todo o sistema. No trabalho de Horisberger [40], sugeriu-se o uso de árvores
de decisão como alternativa para o mapeamento das ilhas observáveis.

Quintana, Simões Costa e Mandel [56], em 1982, mostraram que é mais prático im-
plementar um algoritmo que identifica uma árvore geradora observável em um grafo de
medidas, em vez de analisar a própria rede e atribuir sistematicamente medidas aos ramos
que a compõem. Um grafo de medidas é aquele formado por todas as arestas associadas a
medidas de fluxo e de injeção de potência. A estratégia proposta para a etapa de proces-
samento de medidas de fluxo é baseada no algoritmo de Kruskal [45] para construção de
uma floresta maximal. Quanto à etapa de processamento das medidas de injeção, Simões
Costa et al. tomaram por base a teoria de matroides, aplicando um algoritmo de inter-
seção de matroides formulado por Frank [36]. Basicamente, essa segunda etapa identifica
a interseção entre um matroide gráfico e um matroide de partição. O matroide gráfico
representa a restrição atinente à inexistência de ciclos na floresta ou árvore geradora de
posto máximo, enquanto que o matroide de partição caracteriza a impossibilidade de duas
ou mais arestas desse subgrafo se referirem à mesma medida. Embora a teoria envolvida
seja de difícil entendimento, o algoritmo proposto por Simões Costa et al. é de fácil imple-
mentação. Em contraste com a abordagem de Krumpholz et al. [44], o método proposto
por Simões Costa et al. é comprovadamente exato no contexto estrito da observabilidade
topológica.

Um algoritmo simples proposto por Van Cutsem [72] consistia em enumerar todas as
possibilidades de correlação entre medidas e ramos da rede, a fim de obter uma árvore
geradora observável. No entanto, essa estratégia possui um elevado custo computacional,
uma vez que o número de árvores geradoras cresce exponencialmente com o tamanho do
grafo de origem [12], sendo, portanto, inviável do ponto de vista prático.

Em 1986, Bargiela et al. [7] introduziram uma modelagem baseada na construção de
um grafo em níveis, composto por três conjuntos independentes de vértices: o primeiro, é
composto por vértices representantes de medidas do sistema; o segundo conjunto consiste
de vértices relacionados a ramos da rede; por fim, o terceiro representa as barras da
rede. As arestas do grafo em níveis representam as possibilidades de árvores geradoras da
rede. Estabelecendo uma restrição unitária de fluxo para cada vértice representante de
cada ramo da rede, aplica-se o algoritmo para a solução do problema de fluxo máximo.
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Após a aplicação do algoritmo, obtém-se, nos caminhos saturados, a indicação de uma
floresta de posto máximo da rede. Se a floresta é uma árvore geradora, então o sistema é
topologicamente observável.

Em 1987, Simões Costa e Mandel [65] apresentaram modificações estruturais no al-
goritmo de determinação da observabilidade topológica previamente proposto em [56],
visando melhorar a eficiência computacional na etapa de processamento das arestas de
injeção. A primeira modificação consiste na redução do espaço de busca, desconsiderando
as arestas de injeção que aparecem em paralelo com arestas de fluxo, uma vez que estas
últimas são prioritárias na solução final. A segunda modificação atua sobre o processa-
mento das medidas de injeção. No algoritmo original, sempre que uma aresta de injeção
era incorporada à floresta, as estruturas auxiliares eram reinicializadas e o processamento
reiniciado desde a primeira aresta. Na versão proposta, tais estruturas passam a ser
atualizadas de forma incremental, incluindo o grafo auxiliar (grafo de troca inerente à
interseção de matroides), o que permite que o processamento prossiga a partir da aresta
seguinte, sem reinício. Além disso, o artigo discute a aplicação de um método enumera-
tivo para a identificação de medidas críticas, bem como o tratamento de sistemas com
planos de medição deficientes mediante a determinação de ilhas observáveis e a alocação
de pseudomedidas.

A publicação de Simões Costa et al. de 1990 [64] retomou o algoritmo de análise
de observabilidade topológica proposto em [56], detalhando os fundamentos teóricos de
matroides dos tipos gráfico e de partição. A maior contribuição dessa publicação é a
proposição de um algoritmo, inspirado na estratégia de interseção de matroides, para
identificação de medidas críticas. Adicionalmente, apresenta-se, de forma preliminar,
uma metodologia para identificação de conjuntos críticos.

Em [49], Mori et al. abordaram a análise de observabilidade topológica como um
problema de árvore geradora de custo mínimo em grafos com peso nas arestas. Basi-
camente, pesos unitários são atribuídos aos ramos da rede não associados a medidas e,
posteriormente, busca-se uma árvore geradora de custo zero. A existência dessa árvore
geradora confirma a observabilidade topológica do sistema. No caso de inobservabilidade
(custo diferente de zero), a estratégia possibilita a identificação direta de ilhas observáveis
e ramos da rede onde a inserção de pseudomedidas retoma a observabilidade.

Em relação à metodologia descrita em [44], Nucera e Gilles apresentaram melhorias
em [50]. Eles propuseram reduzir o espaço de busca na etapa de processamento das me-
didas de injeção, com base na identificação preliminar de regiões observadas por medidas
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de fluxo. O trabalho detalha o conceito da técnica de camadas para busca por caminhos
aumentantes, utilizado no algoritmo de Dinic [26], para o processamento das medidas de
injeção. A implementação desenvolvida concentra-se na análise de sistemas com observa-
bilidade global comprometida, com o objetivo de evidenciar as ilhas observáveis.

A incorporação da modelagem de dispositivos de chaveamento, como disjuntores e
chaves seccionadoras, na análise de observabilidade topológica foi proposta por Simões
Costa et al. [63], com o objetivo de expandir as abordagens topológicas desenvolvidas em
[56] e [64]. Ademais, esse trabalho abordou a generalização do problema de criticalidades
sob a perspectiva topológica, abrangendo o conceito de restrições críticas.

Outros estudos exploraram métodos híbridos que integram abordagens numéricas e
topológicas, com destaque para o trabalho de Korres et al. [42]. Por meio de operações
matriciais, matemática simbólica e Teoria dos Grafos, eles propuseram um método robusto
para avaliar a observabilidade da rede, consoante a identificação de medidas críticas e
conjuntos críticos.

Bretas et al. [10] propuseram um método estritamente qualitativo para a identifica-
ção de medidas críticas em sistemas elétricos observáveis, fundamentado na técnica de
atribuição de medidas a ramos da rede, conforme desenvolvido por Krumpholz et al. [44].
Com o objetivo de mitigar a explosão combinatória inerente ao problema, o plano de me-
dição é segmentado em dois conjuntos distintos: um contendo medidas de fluxo e outro
abrangendo medidas de injeção. A análise é estruturada em duas fases: inicialmente,
identificam-se as medidas críticas de injeção em sub-redes medidas observáveis; poste-
riormente, em sub-redes induzidas por conjuntos de ramos redundantes, determinam-se
as medidas críticas de fluxo. Nesse contexto, os ramos redundantes referem-se àqueles
associados a duas ou mais medidas redundantes do sistema ou que configuram ciclos to-
pológicos na rede elétrica. Salienta-se que o método proposto parte da premissa que o
sistema é topologicamente observável.

Cipriani [15], em 2010, propôs a incorporação de sincrofasores de tensão e de corrente,
fornecidos por PMUs, à análise topológica de observabilidade e criticalidade, viabilizando
o tratamento conjunto desses dados e das medidas convencionais do SCADA. Para tanto,
adotou o algoritmo de interseção de matroides de Quintana, Simões Costa e Mandel [56] e
a abordagem parcialmente enumerativa para identificação de medidas críticas e conjuntos
críticos de Simões Costa, Piazza e Mandel [64].

Até o momento, esta seção revisou trabalhos que, de forma qualitativa, analisaram
a observabilidade e, em alguns casos, identificaram criticalidades de medidas com car-
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dinalidade máxima igual a dois, abrangendo medidas críticas e conjuntos críticos. A
exploração de criticalidades com cardinalidade superiores oferece uma avaliação mais ro-
busta da capacidade de observação e da depuração de erros grosseiros em sistemas de
medição. Contudo, tanto na abordagem topológica quanto na numérica, observa-se escas-
sez de estudos dedicados à identificação de tuplas críticas com cardinalidade maior que
um, o que evidencia uma lacuna significativa na literatura.

No contexto das metodologias fundamentadas na Teoria dos Grafos, tem-se a publi-
cação de Sou et al. em 2012 [67]. Eles apresentaram duas metodologias para identificação
de potenciais tuplas críticas de baixa cardinalidade em regiões especificadas da rede elé-
trica. Uma das metodologias utiliza o algoritmo de Ford-Fulkerson [35], que calcula o
fluxo máximo e o corte mínimo entre um par de vértices (fonte e terminal) sobre o grafo
de abstração da rede. O grupo de medidas que cobrem os ramos pertencentes ao corte
mínimo identificado constitui uma mesma tupla crítica. Nessa metodologia, a presença
de medidas de injeção no sistema torna o método uma heurística. Como alternativa, eles
apresentaram um método exato baseado na representação do problema como programação
linear inteira mista; todavia, possui custo computacional consideravelmente elevado.

Em uma abordagem híbrida, Resende et al. [57] propuseram uma metodologia para
análise de observabilidade em sistemas de potência supervisionados por medidas conven-
cionais e fasoriais. O método baseia-se em um modelo linearizado e processa os subpro-
blemas de potência ativa e reativa de forma independente, sem realizar o pareamento das
observações. Para o diagnóstico estrutural, os autores empregaram matrizes de incidên-
cia unimodulares, compostas exclusivamente por inteiros, com o objetivo de minimizar
instabilidades numéricas e desvincular a análise da dependência de parâmetros elétricos
representados em ponto flutuante. Para avaliar a observabilidade do sistema, empregam-se
os algoritmos de Prim e Kruskal, combinados ao algoritmo Single Measurement Spanning
Tree (SMST), com o objetivo de construir uma árvore geradora observável. A identificação
de medidas críticas e de conjuntos críticos é realizada por meio da remoção sistemática
de colunas dessas matrizes, seguida da verificação da observabilidade por meio do deter-
minante da matriz de Gram.

A revisão apresentada evidencia três aspectos centrais que orientam o desenvolvimento
desta pesquisa. Primeiro, o estudo de métodos topológicos para análise de observabili-
dade alcançou maturidade teórica significativa ao longo das últimas décadas, embora a
aplicação a sistemas de grande porte e a integração com operações estruturais modernas
permaneçam pouco exploradas. Segundo, a identificação topológica de medidas críticas
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dispõe de fundamentação consolidada, mas demanda refinamento metodológico para oti-
mizar o desempenho computacional e viabilizar o tratamento sistemático de medidas de
injeção de potência, evidenciando com precisão os padrões topológicos que caracterizam
tais criticalidades. Terceiro, a busca por criticalidades de cardinalidade superior (espe-
cialmente pares e conjuntos críticos) constitui uma lacuna persistente na literatura, com
soluções existentes restritas a abordagens enumerativas de elevado custo computacional
ou a heurísticas de aplicabilidade limitada. As metodologias propostas neste trabalho
endereçam esses três aspectos, com particular ênfase na proposição de uma técnica heu-
rística eficiente para identificação de pares críticos e conjuntos críticos em sistemas de
grande porte.

1.5 Publicações

A seguir, enumeram-se as publicações relacionadas ao estudo em questão:

• Soares Lima, R. C.; Do Coutto Filho, M. B.; Stacchini de Souza, J. C.; Protti,
F. “Topological Approach for Identifying Critical Measurements and Sets in State
Estimation”, IEEE Latin America Trans., [S. l.], v. 20, n. 1, p. 100–107, 2021.

• Soares Lima, R. C.; Do Coutto Filho, M. B.; Stacchini de Souza, J. C.; Protti, F.
“Identificação Topológica de Fragilidades na Supervisão de Redes Elétricas”, Anais
do Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional, 2022, Juiz de Fora.

• Soares Lima, R. C.; Do Coutto Filho, M. B.; Stacchini de Souza, J. C. et al.,
"Educational Tool for Power System State Estimation Teaching and Learning,"IEEE
Trans. on Power Systems, vol. 38, no. 6, pp. 5885-5895, Nov. 2023.

• Soares Lima, R. C.; Do Coutto Filho, M. B.; Stacchini de Souza, J. C. et al. “Fer-
ramenta Computacional para Ensino e Aprendizagem sobre Estimação de Estado
em Sistemas Elétricos de Potência”, Anais do Simpósio Brasileiro de Automação
Inteligente, 2025, São João del-Rei.

1.6 Estrutura

Este capítulo estabeleceu o contexto teórico e prático da EE como pilar fundamental para a
supervisão, controle e gestão eficiente do SEP, delineou os objetivos centrais desta pesquisa
e realizou uma revisão das principais contribuições acadêmicas pertinentes ao tema. A
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seguir, apresenta-se uma descrição sucinta da organização dos capítulos subsequentes que
estruturam este manuscrito:

• O Capítulo 2 fundamenta os princípios teóricos da EE, com ênfase no método dos
MQP aplicado ao SEP, detalhando os procedimentos para análise de observabilidade
e identificação de criticalidades por meio de um modelo linearizado de estimador,
além de explorar as propriedades essenciais das criticalidades em redes elétricas
supervisionadas, que sustentam as análises subsequentes;

• O Capítulo 3 introduz as definições e terminologias fundamentais da Teoria dos
Grafos, indispensáveis para a compreensão rigorosa da metodologia proposta e para
a interpretação dos resultados desta pesquisa, estabelecendo a base conceitual para
as abordagens topológicas;

• O Capítulo 4 descreve minuciosamente as metodologias desenvolvidas para a análise
de observabilidade e identificação de criticalidades utilizando a Teoria dos Grafos,
elucidando a correspondência entre as abordagens topológicas e numéricas;

• O Capítulo 5 mostra os resultados obtidos da aplicação das metodologias propostas,
oferecendo uma validação empírica das técnicas desenvolvidas; e

• Por fim, o Capítulo 6 consolida as conclusões principais desta investigação, refletindo
sobre suas implicações teóricas e práticas, e propõe direções para futuras pesquisas.



2 Observabilidade e Criticalidades

O capítulo precedente contextualizou o problema abordado, apontando as motivações, os
objetivos e o estado da arte, além de apresentar o escopo das principais contribuições do
presente trabalho. Este capítulo apresenta as definições básicas da Estimação de Estado
(EE) em Sistemas Elétricos de Potência (SEP). Inicialmente, discute-se a formulação
clássica do problema de EE, estruturada pela técnica estatística dos Mínimos Quadrados
Ponderados, amplamente utilizada na literatura. Em seguida, são abordadas as técnicas
de análise de observabilidade, essenciais para validar a plena funcionalidade do processo de
estimação. Por fim, exploram-se as criticalidades de medidas, destacando sua relevância
no contexto de avaliação da robustez de um plano de medição, tópico central para os
objetivos desta pesquisa.

2.1 Estimação de Estado

Desde que foi introduzida como um problema de Mínimos Quadrados Ponderados por
Fred C. Schweppe [60] [61] [62], a EE em SEP tem sido amplamente estudada. Ao longo
das décadas, diversos aprimoramentos têm sido realizados, com o objetivo de assegurar a
confiabilidade de seus resultados [28]. Esses avanços visam atender às exigências crescentes
de confiabilidade no controle e na supervisão de redes elétricas modernas, a fim de garantir
maior segurança e eficiência operacionais.

Na prática, a EE é um importante módulo presente no Sistema de Gerenciamento de
Energia (SGE), responsável por processar dados brutos oriundos de telemedições redun-
dantes, que monitoram grandezas elétricas do SEP como fluxos de potência nas linhas de
transmissão, injeções de potência e magnitude de tensão nas barras (raramente, magni-
tude de corrente nas linhas de transmissão), suscetíveis a ruídos e falhas (e.g., erros em
medições, perda temporária de telemetria, etc.). O propósito da EE é gerar uma base
de dados confiável, em tempo real, com as melhores estimativas das tensões fasoriais nas
barras do sistema, que representam fielmente as condições operacionais do SEP.
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Uma vez estimadas as tensões fasoriais nas barras, o SGE é capaz de calcular ou-
tras variáveis essenciais, como fluxos e injeções de potência, que fornecem uma visão
abrangente do sistema, incluindo o carregamento das linhas de transmissão, a geração de
energia em diferentes pontos da rede e outros dados operacionais críticos. Além disso,
a EE desempenha o papel de filtro de dados, transformando medições brutas em infor-
mações depuradas e confiáveis, prontas para serem utilizadas por outras funcionalidades
do SGE, garantindo a atualização precisa e em tempo real da base de dados sobre as
condições operativas da rede.

2.2 Estrutura da Estimação de Estado

A função de EE processa as telemedições coletadas pelo sistema SCADA (Supervisory
Control and Data Acquisition). Na etapa inicial, um algoritmo de pré-filtragem compara
os dados brutos de medidas analógicas com os limites operacionais da rede, eliminando
medidas flagrantemente incorretas que poderiam comprometer os resultados do estima-
dor. Simultaneamente, o Configurador de Rede processa as medidas lógicas, que indicam
o estado (aberto ou fechado) de chaves e disjuntores de subestações, possibilitando a
construção do modelo barra-ramo, que representa a topologia da rede elétrica.

Após esse pré-processamento, os dados resultantes são transferidos para o estimador,
estruturado em três etapas fundamentais:

1. Análise de Observabilidade. Destina-se a verificar se a base de dados de me-
dições disponíveis combinada com o modelo barra-ramo permite estimar os fasores
de tensão de todas as barras do sistema. Quando a análise de observabilidade clas-
sifica o sistema como observável, pode-se executar o estimador. Em caso de inob-
servabilidade, identificam-se as ilhas observáveis, possibilitando a identificação das
pseudomedidas necessárias ao restabelecimento da observabilidade. Uma pseudome-
dida refere-se a uma informação adicional incorporada à base de dados de medições.
A incerteza associada a uma pseudomedida depende do grau de previsibilidade da
carga na barra correspondente.

2. Estimação de Estado. Processo central da EE destinado a calcular o estado
mais provável da rede com base em dados de medições redundantes e no modelo
barra-ramo. A formulação analítica do problema, baseada no método dos Mínimos
Quadrados Ponderados, é comumente empregada e busca minimizar a soma ponde-
rada dos quadrados dos resíduos (diferenças entre os valores de grandezas elétricas
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medidas e calculadas através das tensões fasoriais nodais estimadas). Com a estima-
tiva de estado, torna-se possível determinar outras grandezas do sistema, inclusive
aquelas não monitoradas diretamente.

3. Processamento de Erros Grosseiros (EG). Detecta e identifica, quando possí-
vel, medidas com erros grosseiros que não foram tratados na etapa de pré-filtragem.
O processo, cujo desempenho depende do grau de redundância do plano de medição,
analisa os resíduos gerados pelo estimador de estado. Nesse contexto, justifica-se a
análise de criticalidades, que indica as limitações dessa etapa.

A Figura 1 ilustra a interdependência dessas etapas, contextualizando-as no processo
completo de EE.

Figura 1: Estrutura e principais etapas do processo de EE.
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2.3 Formulação Clássica da Estimação de Estado em SEP

Conhecendo-se perfeitamente a configuração topológica e os parâmetros elétricos da rede,
bem como os dados provenientes de um plano de medição com grau de redundância
adequado, torna-se possível determinar os fasores de tensão de todas as barras da rede.
Esses fasores de tensão permitem obter o valor teórico das grandezas elétricas do SEP,
monitoradas diretamente ou não. Devido à sua importância, as tensões fasoriais são
chamadas de variáveis de estado, e o conjunto dessas variáveis é denominado estado do
sistema. Denomina-se resíduo a diferença entre o valor medido e o valor teórico de uma
grandeza elétrica observada.

A formulação clássica do problema de EE em SEP, amplamente abordada na lite-
ratura, fundamenta-se na técnica de Mínimos Quadrados Ponderados. Essa abordagem
busca determinar o estado do sistema por meio da minimização da soma ponderada dos
quadrados dos resíduos, em que as medições mais precisas têm maior influência na es-
timação. A relação entre as medições e o estado de um sistema é dada pela seguinte
equação:

zzz “ hhhpxxxq ` eee (2.1)

Onde:

‚ zzz : representa o vetor das quantidades observadas (fluxo de potência em ramos,
injeção de potência e magnitude de tensão nas barras, etc.), com dimensão (m ˆ 1),
onde m é a quantidade de medidas do sistema;

‚ hhh : denota o vetor de funções não-lineares, com dimensão (m ˆ 1), que relacionam
diretamente o estado do sistema às quantidades medidas, retornando os valores
verdadeiros (ou teóricos) dessas observações;

‚ xxx : corresponde ao vetor de estado, que compreende as tensões complexas nas barras
da rede elétrica, expressas em termos de suas magnitudes e ângulos de fase. Sua
dimensão é (n ˆ 1), onde n representa o número de variáveis de estado do sistema,
dado por n “ 2NB ´ 1, sendo NB o número total de barras no sistema;

‚ eee : é o vetor que modela os erros de medição (erros de comunicação, imprecisão de
medidores, etc.), com dimensão (m ˆ 1).
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Na modelagem dos erros de medição, assumem-se algumas propriedades estatísticas
fundamentais para viabilizar o processo de EE. Considera-se que os erros de medição são
estatisticamente não-correlacionados e seguem uma distribuição normal (Gaussiana), com
média zero (Epeeeq “ 0) e matriz de covariância RRR. Essa hipótese implica que os erros de
medição são independentes entre si e possuem variâncias conhecidas.

Dado que os erros de medição não apresentam correlação, a matriz de covariância RRR

torna-se diagonal, com dimensão (m ˆ m). Os elementos diagonais de RRR correspondem
às variâncias individuais dos erros de medição, conforme expressado por:

RRR “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

σ2
1 0 . . . 0

0 σ2
2 . . . 0

... ... . . . 0
0 0 0 σ2

m

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Note que a matriz RRR desempenha um papel crítico no processo de ponderação das
medições, permitindo que dados mais confiáveis (com variâncias menores) exerçam maior
influência na estimativa do estado do sistema.

A estimação do estado do sistema, formulada como um problema dos Mínimos Qua-
drados Ponderados (MQP), consiste na minimização da função objetivo expressa como:

min
x̂xx

Jpx̂xxq “ rzzz ´ hhhpx̂xxqs
⊺ RRR´1

rzzz ´ hhhpx̂xxqs (2.2)

Denomina-se por vetor de resíduos a quantidade rrr “ zzz´hhhpx̂xxq, que contém as diferenças
entre os valores medidos e seus correspondentes teóricos. A minimização de Jpx̂xxq requer
técnicas iterativas, devido à natureza não-linear das funções em hhh.

O vetor de estado estimado x̂xx, que minimiza a função objetivo (2.2), deve satisfazer a
condição de otimalidade de primeira ordem, estabelecida como:

BJpxxxq

Bxxx

ˇ

ˇ

ˇ

xxx“x̂xx
ñ gggpx̂xxq “ HHH⊺

px̂xxqRRR´1
rzzz ´ hhhpx̂xxqs “ 0 (2.3)

Onde:

‚ HHH “ Bhhhpxq{Bxxx

ˇ

ˇ

ˇ

xxx“x̂xx
: é a matriz Jacobiana do processo de estimação, de dimensão

(m ˆ n), formado pelas derivadas parciais das funções não-lineares pertencentes ao
vetor hhhpxq calculadas no ponto xxx “ x̂xx.
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A função não-linear ggg pode ser expandida em série de Taylor em torno de uma estima-
tiva inicial xxxk, ignorando os termos de ordem superior. Essa aproximação linear permite
resolver o sistema dado em (2.3) de forma iterativa, utilizando o método de Gauss-Newton,
e é dada por:

xxxk`1 “ xxxk ` GGGpxxxkq
´1 HHH⊺

pxxxkqRRR´1
rzzz ´ hhhpxxxkqs (2.4)

Onde:

‚ xxxk : é o vetor que representa a estimativa de estado na k-ésima iteração;

‚ xxxk`1: é o vetor que representa a estimativa de estado atualizada para a pk`1q-ésima
iteração;

‚ GGGpxxxq “ Bgggpxxxq{Bxxx “ HHH⊺pxxxqRRR´1 HHHpxxxq : é a matriz de Ganho (ou informação), cuja
dimensão é (n ˆ n). Essa matriz é esparsa, o que viabiliza a aplicação de técnicas
de esparsidade. Além disso, trata-se de uma matriz simétrica e positiva definida [1],
o que propicia a sua fatoração.

Ao definir ∆xxxk`1 “ xxxk`1 ´xxxk e multiplicar ambos os lados de (2.4) pela matriz GGGpxxxkq,
obtém-se a seguinte expressão:

GGGpxxxkq ∆xxxk`1 “ HHH⊺
pxxxkqRRR´1

rzzz ´ hhhpxxxkqs (2.5)

Denomina-se a expressão (2.5) como Equação Normal de Gauss, que descreve o sis-
tema linear a ser resolvido iterativamente para determinar a atualização do vetor de estado
em cada iteração. O termo ∆xxxk`1 representa a correção aplicada à estimativa de estado
corrente, enquanto o lado direito da equação incorpora a influência das medições dispo-
níveis, ponderadas pelas incertezas associadas. A equação normal constitui uma etapa
central no método de Gauss-Newton, garantindo que o estado mais provável do sistema
seja obtido após a convergência do processo iterativo.

Em síntese, a formulação da EE como um problema de Mínimos Quadrados Ponde-
rados baseia-se na resolução iterativa do sistema linear descrito em (2.5). Para iniciar o
processo iterativo, é necessário fornecer uma estimativa inicial para o vetor de estado xxx.
Comumente, utiliza-se a abordagem de flat start, na qual o vetor inicial é definido com
magnitudes unitárias para as tensões nodais e ângulos de fase iguais a zero.
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O procedimento completo para a EE do sistema pode ser sumarizado nos seguintes
passos [47]:

1. Inicialmente, define-se o contador de iterações como k “ 0;

2. Arbitrar uma estimativa inicial para o vetor de estado xxx0 (flat start);

3. Calcular as matrizes Jacobiana HHHpxxxkq e de Ganho GGGpxxxkq “ HHH⊺pxxxkqRRR´1 HHHpxxxkq;

4. Calcular o lado direito da Equação Normal de Gauss tttk “ HHH⊺pxxxkqRRR´1 rzzz ´ hhhpxxxkqs;

5. Resolver o sistema linear GGGpxxxkq ∆xxxk “ tttk para obtenção do valor de correção ∆xxxk

para o vetor de estado corrente xxxk;

6. Atualizar o vetor de estado corrente, obtendo-se xxxk`1 “ xxxk ` ∆xxxk;

7. Avaliar convergência: se a condição de convergência max |∆xxxk| ď ϵ (usualmente,
adota-se ϵ “ 10´4pu), então calcular as grandezas de interesse com o vetor de
estado estimado x̂xx e encerrar o processo iterativo;

8. Caso o critério de convergência não seja satisfeito, atualizar o contador de iterações
com k “ k ` 1 e retornar ao passo 3.

2.4 Detecção e Identificação de Erros Grosseiros

A partir do vetor de estado estimado, é possível determinar as grandezas elétricas (obser-
vadas ou não) do sistema, como fluxos de potência ativa e reativa, injeções de potência
ativa e reativa, além das magnitudes das correntes. A comparação entre essas gran-
dezas calculadas e os valores medidos correspondentes permite verificar a presença de
inconsistências na base de dados oriunda das telemedições. Define-se uma medida como
portadora de EG quando a medição apresenta uma discrepância significativa em relação
ao valor teórico calculado com base no estado estimado.

A presença de medidas portadoras de EG compromete diretamente a confiabilidade e a
precisão dos resultados obtidos pela EE, sendo essencial que esses erros sejam detectados e
identificados para assegurar a robustez do processo. Essas medidas corrompidas devem ser
excluídas da base de dados ou substituídas por pseudomedidas consistentes. Destacam-se
como possíveis causas de EG: falhas no sistema de comunicação, instrumentos de medição
defeituosos, alterações não reportadas na topologia da rede, entre outras.
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Para detecção e identificação de EG, utiliza-se o vetor de resíduos da estimação rrr, de
dimensão (m ˆ 1), definido como:

rrr “ rzzz ´ hhhpx̂xxqs (2.6)

Onde:

‚ hhhpx̂xxq : é o vetor que reúne os valores teóricos correspondentes às quantidades obser-
vadas, obtidos a partir do vetor de estado estimado x̂xx.

Os resíduos da estimação em rrr indicam possíveis inconsistências entre as quantidades
estimadas e o modelo de medição adotado, e podem ser interpretados como estimativas
dos erros de medição. Dessa forma, quando um resíduo em rrr exibe uma discrepância
significativa em relação ao modelo de medição adotado na EE, há indícios de que a medida
associada seja portadora de EG, não identificada na etapa de pré-filtragem.

Inicialmente, busca-se detectar a presença de medidas portadoras de erros grossei-
ros (EG). Caso a presença dessas medidas espúrias seja confirmada, torna-se necessá-
rio identificá-las e removê-las ou, sempre que viável, substituí-las por pseudomedidas.
Destaca-se que a etapa de identificação apresenta maior custo computacional do que a de
detecção no tratamento de EG.

Para detecção de medidas espúrias nos dados de medição, pode-se utilizar um teste
estatístico de hipóteses denominado teste do Qui-quadrado. Nesse teste, admite-se que
a soma ponderada dos quadrados dos resíduos Jpx̂xxq, a função objetivo do MQP, segue
a distribuição do qui-quadrado χ2 com m ´ n graus de liberdade, onde m e n são as
quantidades de medições e de variáveis de estado, respectivamente. No entanto, sua
validade depende das seguintes suposições:

‚ os erros associados às medições obedecem a uma distribuição normal de média zero
e matriz de covariância RRR;

‚ a configuração topológica e os parâmetros da rede elétrica são conhecidos;

‚ o modelo de medição é linearizado em x̂xx, um ponto suficientemente próximo da
solução real.

O teste compara Jpx̂xxq com um valor crítico K , obtido da distribuição qui-quadrado
χ2, com m´n graus de liberdade, para um nível de confiança α, usualmente 95%, definido
como:
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K “ χ2
m´n,1´α (2.7)

Quando Jpx̂xxq ď K, não há evidências estatísticas que indiquem a presença de EG
nos dados de medição. No entanto, se Jpx̂xxq ą K, há alta probabilidade de que exista
pelo menos uma medida portadora de EG, o que justifica uma análise adicional para sua
identificação e tratamento.

Para a identificação de medidas potencialmente contaminadas por EG, cada elemento
i do vetor de resíduos da estimação é normalizado e submetido a um critério de validação
expresso por:

rN
i “

|ri|

σΩi

“
|ri|

a

Ωi,i

ď λ (2.8)

Onde a matriz de covariância dos resíduos ΩΩΩ é definida como:

ΩΩΩ “ RRR ´ HHHpx̂xxqGGGpx̂xxq
´1 HHHpx̂xxq

⊺ (2.9)

Onde:

‚ rN
i : representa o resíduo normalizado associado à i-ésima medida;

‚ σEi
“
a

Ei,i : corresponde ao desvio padrão do erro do resíduo da i-ésima medida;

‚ ΩΩΩ : é a matriz de covariância dos resíduos da estimação, de dimensão (m ˆ m);

‚ Ei,i : denota o elemento diagonal da matriz ΩΩΩ correspondente à i-ésima medida;

‚ λ : representa o limiar adotado para a detecção de erros grosseiros.

A normalização dos resíduos de estimação desempenha um papel fundamental nesse
processo, pois diferentes tipos de medidores apresentam variâncias distintas. Assim, um
resíduo elevado pode indicar uma inconsistência significativa em uma medida com baixa
variância, enquanto pode ser perfeitamente aceitável em outra com alta variância. Dessa
forma, ao normalizar os resíduos, todas as medidas são avaliadas na mesma escala esta-
tística, o que permite uma comparação justa entre seus valores absolutos.

Caso o resíduo normalizado de uma medida exceda o limiar λ, essa medida é classi-
ficada como portadora de EG e deve ser submetida a procedimentos de mitigação, como
sua exclusão da base de dados ou substituição por seu valor estimado [47].
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2.5 Análise de Observabilidade

A EE em SEP depende da disponibilidade de um conjunto redundante de medições,
distribuídas estrategicamente ao longo da rede elétrica, abrangendo diferentes grandezas
elétricas. Essa redundância é essencial para garantir a robustez da estimação e minimizar
os impactos de medições incorretas ou de falhas nos sensores.

No âmbito da estimação estática de estado, o conceito de observabilidade está direta-
mente relacionado à suficiência de um plano de medição para a determinação do estado de
todo um sistema. A análise de observabilidade pode ser conduzida de forma offline, nas
fases de projeto e de implementação do estimador, ou de forma online, antes da execução
da rotina de EE, para verificar se as observações obtidas no instante mais recente são
suficientes para a completa funcionalidade do estimador [1].

Em cenários em que a rede é considerada inobservável, a análise de observabilidade
pode desempenhar um papel crucial na identificação das ilhas observáveis e na deter-
minação das pseudomedidas necessárias para restaurar a observabilidade do sistema. As
pseudomedidas são estimativas, geralmente relacionadas à demanda em determinadas bar-
ras, e derivam de dados históricos, de resultados de estimações anteriores ou de estudos de
previsão de cargas de curto prazo [19]. Para garantir que sua influência no resultado final
seja proporcional à sua confiabilidade, as pseudomedidas são comumente tratadas no es-
timador como tendo variâncias elevadas, o que reflete sua maior incerteza em comparação
com as medições reais.

A análise de observabilidade pode ser conduzida por meio de abordagens topológicas
ou numéricas. A abordagem topológica, fundamentada na Teoria dos Grafos, avalia qua-
litativamente o plano de medição projetado sobre a topologia da rede elétrica. Por outro
lado, a abordagem numérica, foco desta seção, emprega métodos baseados na manipulação
de matrizes, como as matrizes Jacobiana e de Ganho, por meio de operações de álgebra
linear. A condição necessária para que um sistema seja classificado como observável é que
essas matrizes tenham posto máximo.

A fim de reduzir o custo computacional sem comprometer a precisão da análise, a
observabilidade é, em geral, realizada por meio de um modelo linear simplificado de esti-
mação. Esse modelo faz uso das seguintes simplificações [1] [29] [47]:

‚ As medições de fluxo e injeção de potência são consideradas pares ativo-reativo;

‚ As magnitudes de tensão nas barras são assumidas como unitárias;



2.5 Análise de Observabilidade 35

‚ As reatâncias série das linhas de transmissão são arbitrariamente definidas como
unitárias (bk,m “ 1);

‚ As reatâncias shunt e as resistências das linhas de transmissão são desprezadas.

Ao aplicar as simplificações previamente estabelecidas, obtém-se uma relação linear
entre o vetor de estado do sistema, composto pelos ângulos de fase das tensões nodais, e as
medidas disponíveis (potências ativas e sincrofasores). Essa relação pode ser formalmente
expressa pela equação:

z̃zz “ H̃HH θθθ ` ẽee (2.10)

Onde:

‚ z̃zz : representa o vetor das medidas ativas (sincrofasores, fluxos e injeções de potência
ativa), com dimensão (m ˆ 1), sendo m a quantidade dessas observações;

‚ H̃HH : é a matriz Jacobiana desacoplada referente ao modelo que relaciona linearmente
o estado às observações, com dimensão (m ˆ n);

‚ θθθ : é o vetor de estado, contendo os ângulos de fase das tensões nodais, com dimensão
(n ˆ 1), onde n “ NB ´ 1, sendo NB o número total de barras da rede;

‚ ẽee : é o vetor de erro das medidas consideradas, de dimensão (m ˆ 1).

A equação (2.10) define um estimador linear, no qual se estabelece uma relação linear
entre as medições de potência ativa e os ângulos de fase das tensões nodais. Assume-se
que as medições de potência ativa e reativa tenham a mesma disponibilidade e que as
magnitudes das tensões nodais sejam constantes no modelo. Essa simplificação apoia-
se na mesma premissa adotada no modelo de fluxo de potência desacoplado, segundo a
qual as potências ativas apresentam maior correlação com os ângulos de fase das tensões
nodais, enquanto as potências reativas são mais sensíveis às magnitudes dessas tensões
[48]. Essa hipótese permite separar os cálculos das variáveis ativas e reativas, reduzindo a
complexidade computacional sem comprometer significativamente a precisão da análise.

O plano de medição considerado combina grandezas convencionais (fluxos e injeções
de potência ativa, Pk´m e Pk, respectivamente, adquiridas via SCADA) e sincrofasores,
fornecidos por PMUs [53], correspondentes aos fasores de corrente de ramo (Ik´m) e aos
ângulos de fase das tensões nodais (Ak).
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Os elementos da matriz Jacobiana H̃HH, associados à i-ésima medida, são definidos
conforme a natureza da variável medida, como descrito a seguir.

• Fluxo de potência ativa Pk´m no ramo que conecta as barras k e m:

H̃i,k “ bk,m, H̃i,m “ ´bk,m (2.11)

• Injeção de potência ativa Pk na barra k:

H̃i,k “
ÿ

m P ξ

bk,m, H̃i,m “ ´bk,m, k ‰ m (2.12)

onde ξ representa o conjunto de barras adjacentes conectadas à barra k.

• Fasor de corrente Ik´m no ramo que conecta as barras k e m:

H̃i,k “ bk,m, H̃i,m “ ´bk,m (2.13)

• Ângulo de fase de tensão nodal Ak na barra k:

H̃i,k “ 1 (2.14)

Neste trabalho, adota-se o modelo linear que contempla exclusivamente grandezas
do subproblema ativo (P ´ θ): fluxos e injeções de potência ativa, fasores de corrente
e ângulos de fase de tensão. As medidas de magnitude de tensão (|V |) pertencem ao
subproblema reativo (Q ´ V ) e não são objeto de estudo. Salienta-se que tais medidas
podem ser incorporadas à análise de observabilidade representando-se cada uma como
uma medida de fluxo de potência reativa em um ramo fictício de susceptância unitária
conectado a um nó terra, artifício que permite tratá-las de modo análogo às grandezas
P ´ θ [72].

Com base na estrutura da matriz Jacobiana H̃HH, cujos elementos estão definidos pelas
equações (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14), podem-se estabelecer as seguintes observações [56]:

‚ Medidas de fluxo de potência ativa e de fasor de corrente estabelecem uma relação
entre os ângulos de fase das tensões nas barras terminais do respectivo ramo;

‚ Medidas de injeção de potência ativa associam o ângulo de fase da tensão na barra
monitorada aos ângulos de fase das tensões nas barras adjacentes;
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‚ Medidas de ângulo de fase de tensão nodal fornecem informação exclusivamente
sobre a barra em que são realizadas, sem estabelecer dependência explícita com as
demais barras do sistema.

A partir da matriz Jacobiana H̃HH característica do modelo linearizado, define-se a
matriz de ganho linear G̃GG como:

G̃GG “ H̃HH
⊺
R̃RR

´1
H̃HH (2.15)

Quanto aos erros de medição no contexto do modelo linearizado, considera-se R̃RR igual à
matriz identidade III, o que implica a hipótese de erros não-correlacionados e com variância
unitária. Como a matriz identidade possui a propriedade III´1 “ III e é o elemento neutro
da multiplicação matricial, a equação (2.15) pode ser reescrita na forma simplificada:

G̃GG “ H̃HH
⊺
H̃HH (2.16)

Um sistema é considerado observável se a matriz de ganho linear G̃GG for inversível (ou
não singular). Essa propriedade pode ser verificada por meio de técnicas de escalonamento
de matrizes, como a eliminação de Gauss, a decomposição de Cholesky ou outros métodos
de fatoração matricial. A presença de pivôs nulos na fatoração indica a inobservabilidade
do sistema.

A matriz de covariância dos resíduos da estimação linear, denotada por Ω̃ΩΩ e de di-
mensão m ˆ m, é definida por:

Ω̃ΩΩ “ III ´ H̃HH G̃GG
´1

H̃HH
⊺ (2.17)

A matriz de covariância dos resíduos Ω̃ΩΩ desempenha papel central na análise de cri-
ticalidades, uma vez que suas propriedades numéricas revelam fragilidades no plano de
medição.

2.6 Criticalidades

Para uma combinação de arranjo topológico de rede e plano de medição, a análise de
observabilidade determina se é possível estimar o estado completo de um sistema, mas
não fornece detalhes sobre a robustez da EE. Em contrapartida, o estudo de criticalidades
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fornece um diagnóstico da solidez da observabilidade, evidenciando limitações no trata-
mento de EG. Além disso, indica cenários de inobservabilidade que podem ocorrer em
decorrência da indisponibilidade de medidas durante a execução da EE.

A redundância do plano de medição é um requisito essencial para a confiabilidade
da EE, alcançada por meio da implementação de sensores de diferentes tipos, estrate-
gicamente posicionados na rede. A robustez da EE é diretamente beneficiada por essa
redundância, tornando-a capaz de compensar eventuais falhas ou inconsistências, como
defeitos em sensores, erros de comunicação ou ruídos nas medições. Esse mecanismo de
salvaguarda é crucial para manter a estabilidade do estimador, especialmente em sistemas
complexos sujeitos a condições adversas.

Por outro lado, a ausência de um sistema de medição robusto não apenas impõe riscos
imediatos à observabilidade, mas também prejudica a capacidade da EE de identificar e
corrigir observações corrompidas. Essa deficiência pode levar a estimativas imprecisas e,
consequentemente, à geração de informações de baixa confiabilidade para os operadores.
Ademais, tais limitações estão diretamente associadas à presença de dados críticos.

2.6.1 Definições e Terminologia

Define-se uma medida crítica C1 como um elemento não redundante de um conjunto de
observações cuja perda resulta na inobservabilidade do referido sistema [16]. Ademais,
a EE torna-se incapaz de mitigar ruídos ou de detectar a ocorrência de EG em dados
provenientes de medições realizadas sob essa condição. Sob a perspectiva numérica, os
resíduos de estimação associados às C1s, bem como suas covariâncias, invariavelmente
assumem valor nulo [29]. Esse comportamento evidencia a ausência de informação re-
dundante capaz de corrigir ou depurar eventuais inconsistências nessas medições. Assim,
durante a análise de um plano de medição, classifica-se a i-ésima medida como C1 se:

ri “ 0 (2.18)

σΩi
“
a

Ωi,i “ 0 (2.19)

Um par crítico C2 é um subconjunto do plano de medição formado por duas medidas
inicialmente não críticas, nas quais a remoção de uma torna a outra uma C1 [30]. Na prá-
tica, as medidas que formam um mesmo C2 exibem resíduos idênticos, comprometendo
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parte do processo de depuração de EG em dados provenientes delas. Nesse caso, em-
bora a detecção de EG seja factível, torna-se impossível a identificação exata da medida
comprometida.

Por outro lado, um conjunto crítico Cconj generaliza o conceito de C2s para grupos de
duas ou mais medidas: trata-se de um conjunto de medidas no qual a indisponibilidade de
uma qualquer não compromete a observabilidade do sistema, mas torna as remanescentes
C1s, comprometendo a capacidade de detecção de EG sobre elas.

Salienta-se que os elementos de um Cconj guardam a propriedade de reciprocidade [64]:
a criticalidade é simétrica entre pares de medidas, de modo que, se a remoção de uma
torna a outra crítica, vale a recíproca. Como consequência, toda combinação de dois
elementos de um Cconj configura um C2 [4] e, reciprocamente, C2s que compartilham me-
didas constituem um Cconj [34]. Assim, a remoção simultânea de quaisquer duas medidas
de um Cconj compromete a observabilidade.

A cardinalidade de um Cconj não pode ser fixada a priori, pois emerge da estrutura
de dependências do plano de medição. Por exemplo, se os pares de medidas pa,bq, pa,cq,
pa,dq, pb,cq, pb,dq e pc,dq forem todos C2s, o conjunto ta,b,c,du constitui um Cconj de
cardinalidade quatro.

Um ponto importante é que os resíduos normalizados das medidas pertencentes a um
mesmo Cconj apresentam igualdade numérica [31], conforme expresso em:

ρk´m “
rN

k

rN
m

“ 1 (2.20)

Onde:

‚ rN
k e rN

m : são resíduos normalizados de duas medidas zk e zm de um Cconj.

Adicionalmente, para duas medidas distintas zk e zm pertencentes a um mesmo Cconj,
o coeficiente de correlação é expresso como [31]:

γk´m “
|Ωk,m|

a

Ωk,k

a

Ωm,m

“ 1 (2.21)

Onde:

‚ γk´m : é o coeficiente de correlação entre as observações zk e zm.
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O conceito de criticalidade de elementos de rede é generalizado por meio da k-tupla
crítica, com k P N [27] [67] . Formalmente, define-se uma k-tupla crítica, denotada por
Ck, como um conjunto minimal de k medidas cuja indisponibilidade simultânea torna
o sistema inobservável. A minimalidade estabelece que nenhum subconjunto próprio de
uma Ck constitui, por si só, uma criticalidade; isto é, para k ě 2, não existe r-tupla crítica
com 1 ď r ă k contida em uma Ck.

Assim sendo, a cardinalidade de uma Ck é dada pelo número de medições que a
compõem. As Cks com cardinalidade k ě 2 fornecem informações adicionais sobre a
capacidade do sistema de lidar com múltiplos EGs, a partir da análise dos resíduos da
estimação. As propriedades fundamentais que caracterizam uma Ck são as seguintes:

‚ Propriedade 1 : se r medidas que formam uma Ck são removidas de um sistema,
com r ă k, então as k ´ r medidas remanescentes caracterizam uma Ck´r.

Demonstração : a indisponibilidade de um subconjunto de j ă k medidas de uma Ck

não resulta em inobservabilidade (propriedade 1 ). Assim, dado um plano de medição
sem r medidas de uma Ck, a exclusão adicional das k ´ r medidas remanescentes
equivale a remover todas as k medidas da Ck, tornando o sistema inobservável.
Portanto, no contexto em questão, essas k ´ r medidas constituem uma Ck´r. ■

‚ Propriedade 2 : para um sistema observado por m medidas, a cardinalidade
máxima teórica de uma Ck, denotada por kmax, é estabelecida por [46]:

kmax “ m ´ pn ´ 1q (2.22)

Onde:

˝ n : é o número de variáveis de estado a serem estimadas no processo de esti-
mação.

‚ Propriedade 3 : a submatriz da matriz de covariância dos resíduos ΩΩΩ (ou Ω̃ΩΩ)
referente a todas as medidas de uma Ck é singular, caracterizando um conjunto
linearmente dependente [3] [27].

Como terminologias alternativas para o conceito de conjunto crítico, alguns trabalhos
adotam os termos bad data group [5] e conjunto de medidas minimamente dependentes [42].
Estabeleceu-se a denominação conjunto k-crítico na dissertação de Piazza [54], na qual
um subconjunto S de medidas é dito k-crítico quando a remoção de quaisquer k de seus
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elementos preserva a observabilidade do sistema, ao passo que a remoção de quaisquer
k`1 a compromete. Nessa convenção, indexada pela margem de redundância do conjunto,
uma medida crítica (C1) corresponde a um conjunto 0-crítico.

Esses agrupamentos foram posteriormente estabelecidos como objeto de estudo por
Braga Flôr et al. [34], sob a denominação de Ck-set, com a caracterização formal e a de-
monstração prática de sua ocorrência aplicada à identificação de pontos vulneráveis em
planos de medição. Nessa formulação, um Ck-set é um conjunto de p medidas constituído
por Cks que compartilham pk ´ 1q medidas em comum, sendo o índice dado pela car-
dinalidade das Cks constituintes; o conjunto crítico clássico corresponde ao caso k “ 2.
A distinção entre os índices das duas convenções reflete grandezas de naturezas distin-
tas: em [54], o índice quantifica uma propriedade do próprio conjunto, sua margem de
redundância, ou seja, quantas medidas ele tolera perder antes de tornar-se inobservável;
em [34], quantifica a cardinalidade das tuplas críticas que o compõem. Assim, o Cconj

adotado no presente trabalho é conjunto 1-crítico na convenção de [54], por tolerar uma
perda, e um C2-set conforme definido em [34], por ser constituído de C2s, o que explica o
deslocamento unitário de índice entre as duas convenções.

2.6.2 Identificação Numérica de Criticalidades

A identificação de C1s e Cconjs em um sistema de medição pode ser realizada de forma
eficiente por meio da aplicação de um estimador linear [1]. Para identificação de critica-
lidades, torna-se suficiente capturar as dependências estruturais entre as medidas. Nesse
caso, calcula-se o vetor de resíduos referente ao modelo linear r̃rr, com dimensão (m ˆ 1),
através da matriz de covariância dos resíduos Ω̃ΩΩ e de um vetor de medidas de elementos
unitários z̃zz “ r1 1 ¨ ¨ ¨ 1st [29]:

r̃rr “ Ω̃ΩΩ z̃zz (2.23)

Note que, conforme indicado pela equação (2.23), os resíduos das observações no
modelo linear são determinados exclusivamente pelos elementos da matriz de covariância
dos resíduos Ω̃ΩΩ.

Uma abordagem numérica destinada à identificação de C1s e Cconjs pode ser estrutu-
rada nas seguintes etapas:

1. A partir da configuração topológica, descrita pela Ybarra, e do plano de medição
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do sistema, construir a matriz Jacobiana H̃HH com base nas equações (2.11), (2.12),
(2.13) e (2.14). Construir o vetor de medidas ativas z̃zz com valores unitários (ou
arbitrários).

2. Calcular a matriz de covariância dos resíduos da estimação linear Ω̃ΩΩ, utilizando a
equação (2.17).

3. Para cada elemento z̃i do vetor de medidas ativas z̃zz, extrair o elemento diagonal
correspondente da matriz de covariância dos resíduos Ω̃i,i. Em seguida, calcular o
resíduo correspondente r̃i, com base na equação (2.23). Classifica-se uma medida z̃i

como C1 quando a condição Ω̃i,i “ r̃i “ 0 é satisfeita.

4. Calcular o resíduo normalizado r̃N
i de cada medida ativa não identificada como C1,

definido através da expressão:

r̃N
i “

|r̃i|
b

Ω̃i,i

(2.24)

5. Organizar os resíduos normalizados calculados em ordem decrescente.

6. Analisar os resíduos normalizados sequencialmente, agrupando as medidas cujos
valores sejam idênticos entre si. Salienta-se que esse agrupamento preliminar reflete
possíveis dependências entre as medidas que podem caracterizar Cconjs.

7. Para cada grupo identificado no passo anterior, proceder da seguinte forma:

(a) Determinar o coeficiente de correlação γ̃k´m para todas as combinações de me-
didas tomadas em pares (z̃k e z̃m) de um mesmo grupo, conforme a expressão:

γ̃k´m “

ˇ

ˇΩ̃k,m

ˇ

ˇ

b

Ω̃k,k

b

Ω̃m,m

(2.25)

Esse coeficiente quantifica o grau de dependência entre as medidas analisadas.

(b) Reter no grupo apenas as medidas que exibam correlações unitárias (γ̃k´m “ 1)
entre si.

8. Os grupos resultantes que contêm duas ou mais medidas são identificados como
Cconjs.

Uma técnica comumente adotada na literatura para identificação de Cks consiste
na verificação da singularidade de submatrizes da matriz de covariância dos resíduos
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da estimação linear Ω̃ΩΩ, concernente a um sistema avaliado. Cada índice das linhas (e
colunas) de Ω̃ΩΩ corresponde a uma observação específica do plano de medição. Seja Ω̃ΩΩk

uma submatriz de ordem k extraída de Ω̃ΩΩ, formada pelas linhas e colunas associadas a
um conjunto de k medidas. Ao aplicar técnicas de escalonamento, como a eliminação de
Gauss, se for detectada a presença de pivôs nulos em Ω̃ΩΩk, conclui-se que esta é singular.
Se Ω̃ΩΩk é singular e nenhuma de suas submatrizes próprias (de ordem menor que k) é
singular, então as k medidas associadas formam uma Ck [27]. A identificação das Cks é
realizada de forma incremental, em ordem crescente de cardinalidade, a fim de atender à
propriedade de minimalidade.

A identificação de Cks constitui um problema intrinsecamente combinatório que tem
recebido atenção limitada na literatura especializada. Trata-se de um problema NP-
difícil [58], o que implica que não é possível determinar, em tempo polinomial, todas as
Cks existentes em um SEP.

2.7 Aspectos Computacionais do Cálculo da Matriz Ω̃ΩΩ

Conforme expresso na equação (2.17), a matriz de covariância dos resíduos da estimação
linear Ω̃ΩΩ depende da inversa da matriz de ganho G̃GG “ H̃HH

⊺
H̃HH. O cálculo direto de G̃GG

´1,
entretanto, representa uma operação computacionalmente custosa, especialmente quando
o número de medições cresce, dado que o processo de inversão matricial possui elevada
carga computacional, cuja complexidade tende a se tornar um gargalo de desempenho à
medida que o tamanho do problema escala.

Uma alternativa eficiente para a obtenção dos elementos da matriz de covariância dos
resíduos Ω̃ΩΩ consiste em explorar a fatoração de Cholesky da matriz de ganho G̃GG, evitando
a formação explícita de sua inversa [1] [27]. Seja a decomposição:

G̃GG “ L̃LLL̃LL
⊺ (2.26)

Onde:

‚ LLL : é uma matriz quadrada e triangular inferior constituída por elementos positivos
na diagonal, com a mesma ordem de G̃GG.

A partir da fatoração de Cholesky de G̃GG, define-se a matriz auxiliar T̃TT como:
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T̃TT “ G̃GG
´1

H̃HH
⊺ (2.27)

Cada linha da matriz H̃HH está associada a uma medição específica do sistema, podendo
ser representada pelo vetor linha h̃hhi P Rn, o qual descreve a relação entre as variáveis
de estado e a respectiva medida. Assim, a matriz H̃HH, concernente a um sistema de m

medidas tomadas aos pares ativo-reativo, pode ser expressa como:

H̃HH “

»

—

—

—

—

—

–

h̃hh1

h̃hh2
...

h̃hhm

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(2.28)

Com base nessa definição, as colunas de T̃TT podem ser obtidas resolvendo o seguinte
sistema linear para cada uma das m medidas, utilizando o método de eliminação de Gauss
ou técnicas equivalentes de substituição direta:

L̃LLL̃LL
⊺
T̃TT i “ h̃hh

⊺
i , 1 ď i ď m (2.29)

Onde:

‚ h̃hhi : vetor linha da matriz Jacobiana H̃HH associado à i-ésima medição;

‚ T̃TT i : i-ésima coluna da matriz auxiliar T̃TT ;

‚ L̃LL : matriz triangular inferior proveniente da fatoração de Cholesky de G̃GG.

Assim, os elementos individuais de Ω̃ΩΩ podem ser calculados diretamente como:

Ω̃i,j “

$

’

&

’

%

1 ´ h̃hhi T̃TT i, se i “ j,

´ h̃hhi T̃TT j, se i ‰ j,

para 1 ď i ď m e 1 ď j ď m. (2.30)

Esse procedimento evita a inversão direta da matriz de ganho G̃GG e permite o cálculo
seletivo de elementos de Ω̃ΩΩ, característica particularmente útil em análises pontuais de
criticalidades de medidas e estudos de observabilidade de sub-regiões de redes de larga
escala.



3 Teoria dos Grafos

O capítulo precedente apresentou a EE em Sistemas Elétricos de Potência, com destaque
para os problemas de observabilidade e de criticalidades em planos de medição. O pre-
sente capítulo introduz os conceitos da Teoria dos Grafos necessários à compreensão da
metodologia proposta nesta tese. São apresentadas definições de grafos simples, digrafos
e multigrafos, além das propriedades fundamentais de árvores e florestas. Os problemas
de conectividade e de coloração de grafos são também abordados de forma concisa, dada
sua relevância para os objetivos deste trabalho.

3.1 Sete Pontes de Königsberg

O problema das Sete Pontes de Königsberg é um dos mais emblemáticos da história da
matemática. Situado na antiga cidade de Königsberg (hoje Kaliningrado, Rússia), o
problema envolvia sete pontes que atravessavam o rio Pregel, interligando duas ilhas,
denominadas C e D, às margens opostas, identificadas como A e B. Esse arranjo é
representado na Figura 2.

Figura 2: O problema das Sete Pontes de Königsberg. Adaptado de [25].



3.1 Sete Pontes de Königsberg 46

Durante muito tempo, os habitantes de Königsberg discutiram a possibilidade de
percorrer todas as sete pontes em uma caminhada contínua, sem atravessar nenhuma
delas mais de uma vez. Essa indagação tornou-se recorrente na tradição local. Em 1736,
o matemático suíço Leonhard Euler (1707–1783) demonstrou a impossibilidade de tal
percurso sob as condições estabelecidas.

Um aspecto central no raciocínio de Euler foi a representação abstrata do problema:
as regiões terrestres (margens e ilhas) foram modeladas como pontos (vértices) e as pon-
tes como linhas (arestas) que conectam esses pontos. Com isso, os detalhes geográficos
tornam-se irrelevantes, e o problema reduz-se à análise de uma estrutura simplificada. O
resultado dessa construção é apresentado na Figura 3.

Figura 3: Modelagem do problema das Sete Pontes de Königsberg.

Essa construção é amplamente aceita como a primeira representação formal de um
grafo. Euler demonstrou que um percurso contínuo que cruza cada aresta exatamente
uma vez (hoje conhecido como Caminho Euleriano) só é possível se todos os vértices,
exceto eventualmente os de início e fim, possuírem um número par de arestas incidentes.
No caso de Königsberg, todos os quatro vértices possuem um número ímpar de arestas, o
que torna o percurso inviável.

O trabalho de Euler, publicado em 1736, é reconhecido como o marco inicial da Te-
oria dos Grafos [2]. Atualmente, essa teoria é amplamente empregada em áreas como a
engenharia elétrica, as ciências computacionais e as biológicas [25]. Matematicamente,
os grafos permitem representar relações de interdependência entre elementos de um con-
junto [39], fornecendo uma base teórica para a análise de problemas topológicos como os
explorados nesta tese.
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3.2 Definições Iniciais

Um grafo simples G é definido por dois conjuntos: o conjunto de vértices V pGq e o conjunto
de arestas EpGq. Cada aresta é um par não ordenado px, yq de vértices distintos x e y,
denominados extremos da aresta [55]. Dois vértices unidos por uma aresta são ditos adja-
centes, conectados ou vizinhos. Considere o grafo simples G com V pGq “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7u

e EpGq “ tp1, 2q, p1, 3q, p1, 4q, p2, 5q, p3, 6q, p4, 5q, p4, 6q, p5, 7q, p6, 7qu. A Figura 4 ilustra
duas representações geométricas distintas desse mesmo grafo.

Figura 4: Representações geométricas distintas para o mesmo grafo. Adaptado de [55].

A ordem de um grafo G é a cardinalidade do conjunto de vértices, |V pGq|. O tamanho
de G é dado por |EpGq|. Um grafo trivial possui um único vértice. Denomina-se grafo
nulo aquele com conjuntos de vértices e de arestas vazios [73]. Um grafo vazio é aquele
que possui vértices, mas não arestas.

O grau de um vértice v, denotado por dpvq, corresponde ao número de arestas inci-
dentes a ele. A vizinhança Npvq de um vértice v é o conjunto de seus vizinhos. Em grafos
simples, dpvq “ |Npvq|. Um vértice com grau zero é dito isolado. A Tabela 1 apresenta
os graus e as vizinhanças dos vértices do grafo G ilustrado na Figura 4.

Tabela 1: Grau e vizinhança de cada vértice do grafo exemplo G.

Vértice 1 2 3 4 5 6 7

Grau dpvq 3 2 2 3 3 3 2
Vizinhança Npvq {2, 3, 4} {1, 5} {1, 6} {1, 5, 6} {2, 4, 7} {3, 4, 7} {5, 6}
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Em um grafo, duas ou mais arestas que unem o mesmo par de vértices são chamadas
de arestas múltiplas. Uma aresta cujos extremos coincidem em um mesmo vértice é
denominada laço. Um grafo simples é, por definição, desprovido de arestas múltiplas e
de laços. Em contrapartida, um multigrafo admite tanto arestas múltiplas quanto laços,
constituindo uma generalização do conceito de grafo simples.

As definições de grau e vizinhança permanecem válidas para multigrafos, com a res-
salva de que cada laço incidente a um vértice incrementa seu grau em duas unidades. Na
representação do conjunto de arestas de um multigrafo, cada aresta é descrita por um
par não ordenado acompanhado de um índice adicional, que permite distinguir arestas
múltiplas.

A Figura 5 ilustra um multigrafo M com V pMq “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7u e EpMq “

tp1, 2, 0q, p1, 3, 0q, p1, 4, 0q, p1, 4, 1q, p2, 5, 0q, p3, 6, 0q, p3, 6, 1q, p3, 6, 2q, p4, 4, 0q, p4, 5, 0q,

p4, 6, 0q, p5, 7, 0q, p5, 7, 1q, p5, 7, 2q, p6, 7, 0q, p6, 7, 1qu.

Figura 5: Representação de um multigrafo.

3.3 Subgrafos

Um grafo H é subgrafo de um grafo G quando V pHq Ď V pGq e EpHq Ď EpGq. Denota-se
essa relação por H Ď G.

Um subgrafo H de G é denominado próprio quando V pHq Ă V pGq e EpHq Ă EpGq,
isto é, quando H é estritamente menor que G [55]. A Figura 6 exemplifica um subgrafo
próprio H de G.
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Figura 6: Exemplo de um subgrafo próprio H de G.

Um subgrafo gerador (spanning subgraph) de G é um subgrafo H que contém todos os
vértices de G, mas não necessariamente todas as arestas de G. Formalmente, V pHq “ V pGq

e EpHq Ď EpGq [55]. A Figura 7 apresenta um subgrafo gerador H de G.

Figura 7: Exemplo de um subgrafo gerador H de G.

Seja Xv Ď V pGq um subconjunto de vértices de G. O subgrafo induzido por Xv,
denotado GrXvs, é o subgrafo H de G formado por todos os vértices de Xv e todas as
arestas de G cujos extremos pertencem a Xv, ou seja, V pHq “ Xv e EpHq “ tpx, yq |

x, y P Xv e px, yq P EpGqu [55]. A Figura 8 ilustra o subgrafo induzido GrXvs com Xv “

t1, 3, 4, 5u.

Figura 8: Subgrafo induzido GrXvs de G.
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De forma análoga, dado um subconjunto de arestas Xe Ď EpGq, o subgrafo induzido
por Xe, denotado por GrXes, é o subgrafo H que contém todas as arestas de Xe e todos
os vértices de G que são extremos dessas arestas. A Figura 9 ilustra o subgrafo induzido
GrXes com Xe “ tp1, 3q, p1, 4q, p4, 5qu.

Figura 9: Subgrafo induzido GrXes de G.

3.4 Notações e Manipulações Estruturais em Grafos

Dado um grafo G e uma aresta e P EpGq, denota-se por G ´ e o grafo obtido pela remoção
de e. Para dois vértices não adjacentes x, y P V pGq, a notação G ` px, yq representa o
grafo obtido pela inserção da aresta px, yq.

Da mesma forma, para um vértice v P V pGq, o grafo G ´ v é aquele obtido pela
exclusão de v e de todas as arestas a ele incidentes, enquanto G ` v representa a adição
de v à estrutura de G. Para um subconjunto Xv Ď V pGq, a expressão G ´ Xv refere-se ao
subgrafo induzido por V pGqzXv, ou seja, GrV pGqzXvs.

A união de dois grafos G1 e G2, denotada por G1 Y G2, é o grafo cujos conjuntos de
vértices e arestas são dados por:

V pG1 Y G2q “ V pG1q Y V pG2q e EpG1 Y G2q “ EpG1q Y EpG2q.

A interseção entre G1 e G2, denotada por G1 X G2, restringe-se aos elementos comuns:

V pG1 X G2q “ V pG1q X V pG2q e EpG1 X G2q “ EpG1q X EpG2q.

Dois grafos G1 e G2 são disjuntos em vértices quando V pG1q X V pG2q “ H, e disjuntos
em arestas quando EpG1q X EpG2q “ H. A disjunção em vértices implica disjunção em
arestas, mas a recíproca não é verdadeira: grafos disjuntos em arestas podem compartilhar
vértices [55].
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O complemento de um grafo simples G, denotado por G, é o grafo com o mesmo
conjunto de vértices (V pGq “ V pGq) e cujas arestas são exatamente aquelas ausentes
em G, de modo que EpGq X EpGq “ H. Assim, dois vértices adjacentes em G não são
adjacentes em G, e vice-versa. A Figura 10 ilustra um grafo G e seu complemento G.

A união de G com G resulta em um grafo completo, no qual todos os pares de vértices
são adjacentes entre si.

Figura 10: Complemento G de um grafo simples G.

3.5 Caminhos e Ciclos

Em um grafo G, um passeio (walk) é uma sequência de vértices v1, v2, . . . , vk´1, vk tal que
pvi, vi`1q P EpGq para 1 ď i ď k ´ 1. Um passeio admite a repetição de vértices e arestas.
Quando o vértice inicial coincide com o final (v1 “ vk), tem-se um passeio fechado; caso
contrário, um passeio aberto. Considerando o grafo G da Figura 4:

• W1 “ x6, 7, 5, 4, 6, 3y é um passeio aberto; e

• W2 “ x6, 7, 5, 4, 6, 3, 1, 4, 6y é um passeio fechado.

Uma trilha (trail) é um passeio sem repetição de arestas, embora os vértices possam ser
revisitados. As trilhas são classificadas como abertas ou fechadas conforme a coincidência
entre os vértices inicial e final. Para o grafo G da Figura 4:

• T1 “ x1, 4, 6, 3, 1, 2, 5y é uma trilha aberta;

• T2 “ x1, 2, 5, 4, 1y é uma trilha fechada.
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Um caminho (path) é um passeio sem repetição de vértices. Como não há vértices
repetidos, não há arestas repetidas, de modo que todo caminho é uma trilha, mas a
recíproca não é verdadeira [55] [73]. O comprimento de um caminho é dado pelo número
de arestas que o compõem.

Em grafos simples, um ciclo (cycle) é um passeio v1, v2, . . . , vk´1, vk cujos vértices
intermediários são distintos e cujo vértice final coincide com o inicial (v1 “ vk) [9]. O
menor ciclo em grafos simples possui comprimento 3 e é denominado triângulo. Em
multigrafos, o menor ciclo possui comprimento 2, formado por um par de arestas múltiplas.
Ciclos são classificados como pares ou ímpares conforme a paridade de seus comprimentos.

Uma corda é uma aresta que conecta dois vértices não consecutivos de um caminho ou
de um ciclo. A Figura 11 ilustra um caminho com cordas de comprimento 5 no grafo G e
um ciclo com cordas de comprimento 6 no grafo H. Um caminho sem cordas é denominado
caminho induzido e, analogamente, um ciclo sem cordas é denominado ciclo induzido. A
Figura 12 apresenta um caminho induzido de comprimento 3 em G e um ciclo induzido
de comprimento 4 em H.

Figura 11: Caminho e ciclo com cordas.

Figura 12: Caminho e ciclo induzidos.
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Caminhos e ciclos podem ser tratados como subgrafos, em lugar de sequências de vér-
tices [55]. Assim sendo, um caminho P é um subgrafo com V pPq “ tv1, v2, . . . , vk´1, vku,
onde v1 ‰ vk, e EpPq “ tpvi, vi`1q | 1 ď i ď k ´ 1u. Analogamente, um ciclo C é um sub-
grafo com V pCq “ tv1, v2, . . . , vk´1, vku, onde v1 “ vk, e EpCq “ tpvi, vi`1q | 1 ď i ď k ´1u.

3.6 Digrafos

Os grafos apresentados até aqui são não direcionados: suas arestas não possuem ori-
entação, de modo que a adjacência entre vértices é recíproca. Em contraste, um grafo
direcionado (ou digrafo) D é definido por um conjunto de vértices V pDq e um conjunto
de arcos (ou arestas direcionadas) ApDq [13].

Cada arco é um par ordenado px, yq de vértices distintos, onde x é o extremo inicial
e y é o extremo final. Nesse contexto, x é vizinho de entrada de y e y é vizinho de saída
de x [55]. Um arco px, yq é dito divergente de x e convergente a y. Os arcos px, yq e
py, xq são distintos e podem coexistir no mesmo digrafo [68]. A Figura 13 apresenta uma
representação geométrica de um digrafo.

Figura 13: Representação geométrica de um digrafo.

Para um vértice v P V pDq, define-se a vizinhança de saída N`pvq como o conjunto de
vizinhos de saída de v e a vizinhança de entrada N´pvq como o conjunto de vizinhos de
entrada. O grau de saída, d`pvq “ |N`pvq|, indica o número de arcos divergentes de v, e
o grau de entrada, d´pvq “ |N´pvq|, o número de arcos convergentes a v.

No digrafo da Figura 13, o vértice 4 possui vizinhança de saída N`p4q “ t5, 6u e
vizinhança de entrada N´p4q “ t1, 5u, com d`p4q “ d´p4q “ 2. Um vértice com grau de
entrada igual a zero é denominado fonte, como o vértice 7, para o qual d´p7q “ 0. Um
vértice com grau de saída igual a zero é denominado sumidouro, como o vértice 6, com
d`p6q “ 0.
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Muitas propriedades de grafos não direcionados se estendem aos digrafos [68], de
modo que se definem passeio direcionado, trilha direcionada, caminho direcionado e ciclo
direcionado de forma análoga às definições da Seção 3.5, com a restrição de que os arcos
impõem orientação às sequências de vértices. A Figura 14 ilustra um caminho direcionado
no digrafo D1 e um ciclo direcionado no digrafo D2.

Figura 14: Caminho e ciclo direcionados nos digrafos D1 e D2, respectivamente.

Diferentemente dos ciclos em grafos simples, que possuem comprimento mínimo igual
a 3, os ciclos direcionados podem envolver apenas dois vértices distintos x e y, pois os
arcos px, yq e py, xq podem coexistir [55]. A Figura 15 ilustra esses ciclos direcionados de
comprimento mínimo.

Figura 15: Ciclos direcionados triviais em um digrafo.

Seja um caminho direcionado em D com origem em s e término em t. Nesse caso, diz-
se que s alcança t e que t é alcançado por s [68]. Além disso, s é denominado predecessor
de t e t é sucessor de s [55]. Por exemplo, se os arcos ps, xq e px, tq formam um caminho,
então s alcança t indiretamente por meio de x, sucessor de s e predecessor de t.
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3.7 Bipartição em Grafos

Um grafo bipartido é um grafo G cujo conjunto de vértices V pGq pode ser particionado em
dois subconjuntos disjuntos X e Y , de modo que toda aresta de EpGq possua um extremo
em X e outro em Y . Assim, X e Y são conjuntos independentes. Uma consequência
dessa propriedade é a ausência de ciclos de comprimento ímpar em grafos bipartidos [55].
A Figura 16 apresenta dois exemplos: um grafo bipartido não direcionado e um digrafo
bipartido.

Figura 16: Exemplos de grafos bipartidos.

3.8 Matrizes e Listas de Adjacência de Grafos

A representação geométrica de um grafo é conveniente para visualização, mas em casos
mais complexos torna-se necessário representá-lo como uma estrutura de dados adequada
ao processamento computacional.

A matriz de adjacências MMMpGq de um grafo G é uma matriz quadrada de ordem |V pGq|,
cujos elementos são dados por:

M pGqi,j “

$

&

%

k, se existirem k arestas pi, jq P EpGq;

0, caso contrário.
(3.1)

Para grafos não direcionados, a matriz de adjacência é simétrica; basta armazenar
sua parte triangular superior ou inferior. Para digrafos, a matriz é assimétrica, refletindo
a orientação dos arcos. As Figuras 17 e 18 apresentam as matrizes de adjacência de um
multigrafo M e de um digrafo D, respectivamente.
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MMMpMq “

a b c d f g
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

a 0 1 1 2 0 0
b 1 0 0 0 2 0
c 1 0 0 0 0 1
d 2 0 0 0 1 1
f 0 2 0 1 0 1
g 0 0 1 1 1 0

Figura 17: Matriz de adjacência referente a um multigrafo M.

MMMpDq “

a b c d f g
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

a 0 0 1 1 0 0
b 1 0 0 0 0 0
c 1 0 0 0 0 1
d 0 0 0 0 1 1
f 0 1 0 1 0 1
g 0 0 0 0 0 0

Figura 18: Matriz de adjacência referente a um digrafo D.

A lista de adjacência consiste em um vetor de listas encadeadas, cujos índices cor-
respondem aos vértices do grafo. Para grafos não direcionados, cada lista armazena a
vizinhança do vértice correspondente; para digrafos, armazena a vizinhança de saída. As
Figuras 19 e 20 ilustram as listas de adjacência de um grafo simples G e de um digrafo D.

a 1 b c d

b 2 a f

c 3 a g

d 4 a f g

f 5 b d g

g 6 c d f

Figura 19: Um grafo não direcionado e a lista de adjacência correspondente.
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a 1 c d

b 2 a

c 3 a g

d 4 f g

f 5 b d g

g 6 ∅

Figura 20: Um digrafo e a lista de adjacência correspondente.

Multigrafos podem ser representados por um vetor de vetores de listas encadeadas,
permitindo gerenciar arestas múltiplas de forma explícita.

Em termos de espaço, a matriz de adjacência requer |V pGq|2 posições, independente-
mente da densidade do grafo. A lista de adjacência demanda, no máximo, |V pGq|`2 |EpGq|

posições para grafos não direcionados e |V pDq| ` |ApDq| para digrafos, sendo mais efici-
ente em grafos esparsos. Quanto ao desempenho, a verificação de adjacência entre dois
vértices é realizada em tempo constante Op1q na matriz de adjacência, enquanto na lista
de adjacência requer, no pior caso, tempo Op|V pGq|q [55].

3.9 Subconjuntos Maximais e Minimais

Seja S um conjunto e P uma propriedade definida sobre subconjuntos de S. Um sub-
conjunto Sa Ď S é maximal com respeito a P quando: (i) Sa satisfaz P ; e (ii) não existe
Sb Ď S que satisfaça P e contenha Sa propriamente. Por sua vez, Sa é máximo quando:
(i) Sa satisfaz P ; e (ii) |Sa| ě |Sb| para todo Sb Ď S que satisfaça P . Todo subconjunto
máximo é maximal, mas a recíproca não é verdadeira [55].

Para ilustrar, considere o grafo G da Figura 21 e a propriedade P de “ser conjunto in-
dependente”, isto é, um subconjunto de vértices mutuamente não adjacentes. Nesse caso,
Sa1 “ t1, 5, 6u é um conjunto independente maximal e Sa2 “ t2, 3, 4, 7u é um conjunto
independente máximo.
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Figura 21: Subconjuntos maximal e máximo concernentes aos conjuntos independentes.

De forma análoga, Sa é minimal com respeito a P quando: (i) Sa satisfaz P ; e (ii)
não existe Sb Ă Sa que satisfaça P . Por sua vez, Sa é mínimo quando: (i) Sa satisfaz P ;
e (ii) |Sa| ď |Sb| para todo Sb Ď S que satisfaça P . Todo subconjunto mínimo é minimal,
mas nem todo minimal é mínimo [55].

No contexto da EE, essas definições são diretamente aplicáveis ao estudo de criti-
calidades. Seja S o conjunto de medidas de um plano de medição e P a propriedade
de “tornar o sistema inobservável”. Uma k-tupla crítica Ck é um subconjunto minimal
Sa Ď S cuja remoção leva à inobservabilidade. As Cks de menor cardinalidade constituem
os subconjuntos mínimos de S que possuem essa propriedade.

3.10 Grafos Conexos e Componentes Conexas

Um grafo G é conexo se, para qualquer par de vértices em V pGq, existir ao menos um
caminho que os conecte. Caso contrário, G é desconexo.

Os subgrafos conexos maximais de G são denominados componentes conexas. A quan-
tidade de componentes conexas é denotada por wpGq. Se G é conexo, então wpGq “ 1
[38] [55]. A Figura 22 ilustra um grafo desconexo G com wpGq “ 3 e um grafo totalmente
desconexo H, onde wpHq “ |V pHq| “ 7.
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Figura 22: Grafos desconexos.

3.11 Árvores e Florestas

Um grafo é acíclico quando não contém ciclos. Uma árvore T é um grafo acíclico e conexo.
Uma árvore com n vértices possui exatamente n´1 arestas [68]. Uma árvore é dita trivial
quando |V pT q| “ 1. Uma floresta F é um grafo acíclico, formado por um conjunto de
árvores quando desconexa. Assim, toda árvore é um caso particular de floresta.

Em uma árvore T , um vértice v com dpvq “ 1 é denominado folha, e um vértice com
dpvq ą 1 é denominado vértice interior. Árvores não triviais possuem entre duas e n ´ 1
folhas [55]. A Figura 23 ilustra uma floresta composta por duas árvores.

Figura 23: Uma floresta F formada por duas árvores.

Uma árvore geradora (spanning tree) de um grafo conexo G é um subgrafo gerador
acíclico e conexo. Todo grafo conexo possui ao menos uma árvore geradora [55]. A Figura
24 apresenta uma árvore geradora T de G.
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Figura 24: Uma árvore geradora T de um grafo não direcionado G.

Uma propriedade fundamental das árvores geradoras é que a inserção de qualquer
aresta e P EpGqzEpT q em T resulta na formação de exatamente um ciclo em T ` e.
Isso decorre do fato de que, sendo T conexa e acíclica, existe um único caminho entre
quaisquer dois de seus vértices; a inserção de uma aresta cria um segundo caminho entre
seus extremos, formando necessariamente um ciclo. A prova completa pode ser encontrada
em [55] e [73]. Essa propriedade também se aplica a multigrafos, nos quais o ciclo mínimo
é formado por um par de arestas múltiplas.

A Figura 25 ilustra essa propriedade para a árvore geradora da Figura 24. Conside-
rando EpGqzEpT q “ te1, e2, e3, e4u, a inserção de e1, e2, e3 e e4 forma, respectivamente,
os ciclos C1, C2, C3 e C4.

Figura 25: Possíveis formações de ciclos na árvore geradora exemplo.
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3.12 Árvores Geradoras Arco-Íris

A coloração de arestas de um grafo G consiste em atribuir cores (ou rótulos) a cada
aresta de EpGq por meio de uma função f : EpGq Ñ K, onde K é um conjunto de cores,
frequentemente representado por números naturais. Um subconjunto S Ď EpGq é dito
arco-íris se todas as suas arestas possuem cores distintas entre si [6] [14].

Uma árvore geradora arco-íris (rainbow spanning tree) de um grafo conexo G com
arestas coloridas é uma árvore geradora cujas arestas possuem cores mutuamente distintas
[6] [8] [14] [37]. A Figura 26 ilustra um grafo G com arestas coloridas e uma árvore geradora
arco-íris T , na qual os números associados às arestas são identificadores, empregados
apenas para referenciar cada aresta individualmente, sem representar pesos ou custos; a
propriedade arco-íris é determinada pelas cores.

Figura 26: Uma árvore geradora arco-íris T de G.

Nem todo grafo conexo com arestas coloridas admite uma árvore geradora arco-íris.
Quando toda árvore geradora possível contém pelo menos duas arestas de mesma cor,
tal árvore não existe. A Figura 27 exemplifica essa situação: as arestas rotuladas como
“red”, de mesma cor, são indispensáveis a qualquer árvore geradora de G˚, o que impede
que esse grafo admita uma árvore geradora arco-íris.

As cores das arestas podem ser interpretadas como rótulos, de modo que a unicidade
de cores em uma árvore geradora arco-íris corresponde à unicidade de rótulos em suas
arestas. Essa correspondência é explorada na formulação metodológica deste trabalho.
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Figura 27: Uma árvore geradora T ˚ de G sem coloração arco-íris.

3.13 Cortes, Articulações e Co-ciclos

Em um grafo conexo G, um corte de vértices é um subconjunto minimal V 1 Ď V pGq cuja
remoção desconecta o grafo, isto é, wpG ´ V 1q ą 1. Um vértice v P V pGq cuja remoção
isolada desconecta G é denominado articulação. Como a remoção de um vértice implica
a exclusão de todas as suas arestas incidentes, vértices de grau unitário não constituem
articulações. A Figura 28 exemplifica um corte de vértices V 1 e uma articulação v.

Figura 28: Um corte de vértices V 1 e uma articulação v de um grafo.

Analogamente, um conjunto desconectante é um subconjunto de arestas E 1 Ď EpGq

cuja remoção desconecta G, resultando em wpG ´ E 1q ą 1 [55]. Uma aresta e P EpGq

cuja remoção desconecta G é denominada ponte. A Figura 29 apresenta um conjunto
desconectante E 1 e uma ponte e.
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Figura 29: Um conjunto desconectante E 1 e uma ponte e de um grafo.

Sejam S e S “ V pGqzS subconjuntos complementares de vértices de G, com S não
vazio e próprio. O corte de arestas rS, Ss é o conjunto de arestas com um extremo em S

e outro em S [55] [73]. A Figura 30 ilustra um corte de arestas rS, Ss com S “ t1, 3, 4u e
S “ t2, 5, 6, 7u.

Figura 30: Um corte de arestas rS, Ss de um grafo.

Um corte de arestas minimal F “ rS, Ss é denominado co-ciclo (co-cycle) ou ligação
(bond). Em um grafo conexo G, a remoção de um co-ciclo resulta em exatamente duas
componentes conexas, isto é, wpG ´ F q “ wpGq ` 1 [55] [73]. Consequentemente, um
co-ciclo não contém propriamente outro conjunto desconectante. A Figura 31 apresenta
dois co-ciclos F1 e F2 de um grafo G.
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Figura 31: Exemplos de co-ciclos de um grafo.



4 Metodologias

Este capítulo descreve as metodologias desenvolvidas para análise de observabilidade e
criticalidade de medidas na EE, utilizando exclusivamente grafos, sem operações aritmé-
ticas de ponto flutuante. Tais propostas fundamentam-se nos conceitos apresentados nos
capítulos anteriores. Inicialmente, discute-se o conceito de observabilidade sob a perspec-
tiva da Teoria dos Grafos, detalhando o processo de mapeamento entre ramos da rede
elétrica e elementos do plano de medição correspondente. Em seguida, descreve-se uma
modelagem baseada em multigrafos para representar a área de cobertura de cada tipo
de medida do sistema. Por fim, descrevem-se as técnicas desenvolvidas para confirmar a
observabilidade e a identificação de C1s, C2s e Cconjs.

4.1 Premissas

Um SEP é considerado observável quando as medições redundantes, processadas em uma
topologia de rede específica, permitem estimar integralmente seu estado operativo, de-
finido pelas tensões nodais complexas. A inobservabilidade, por outro lado, reflete um
plano de medição inadequado, que prejudica o funcionamento do módulo de EE no SGE.
Identificar ilhas observáveis torna-se, portanto, uma abordagem estratégica, possibilitando
a estimação do estado dessas regiões ou o uso dessas informações para reforçar o plano
de medição, visando restaurar a observabilidade global do sistema.

A abordagem numérica para análise de observabilidade, descrita na Seção 2.4, baseia-
se no modelo linear de estimação, verificando o posto da matriz Jacobiana H̃HH. Um SEP
é algebricamente observável quando o posto de H̃HH é máximo, isto é, com valor igual à
dimensão do vetor de estado θθθ [44]. Equivalentemente, pode-se confirmar a observabi-
lidade de um sistema pela matriz de ganho G̃GG, sendo observável quando detpG̃GGq ‰ 0.
Por depender de operações com ponto flutuante, essa abordagem é vulnerável a erros de
arredondamento, truncamento e problemas de condicionamento numérico.
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A abordagem topológica para avaliar a observabilidade de um sistema, em contraste
com o método numérico, não demanda cálculos em ponto flutuante, apoiando-se exclusi-
vamente em operações lógicas. À vista disso, os dados de entrada se resumem a valores
binários e inteiros que fornecem informações sobre a conectividade da rede, o tipo e a
localização de cada medida. Do mesmo modo que o enfoque numérico, fundamenta-se a
abordagem topológica no modelo linear de estimação, em que as medidas são agrupadas
em pares ativo-reativo.

O grafo que modela a rede elétrica é denominado grafo de rede, com vértices repre-
sentando barras e arestas correspondendo a ramos [56] [64]. No âmbito do modelo linear
de estimação, seja uma rede elétrica representada pelo grafo G, supervisionada por me-
didas reunidas no conjunto M . Essa rede é considerada topologicamente observável se,
e somente se, existir uma árvore geradora T de G, formada por |EpT q| “ n ´ 1 arestas
atribuídas a n ´ 1 elementos distintos (medidas) de M , onde n “ |V pGq| “ |V pT q| [44].

A árvore geradora T induzida por um grafo de rede, referida como árvore geradora
observável ou árvore geradora de posto máximo, é a estrutura de referência para a ob-
servabilidade topológica. O processo de associação de elementos de M às arestas de G é
restrito pelo tipo e pela localização de cada medida, conforme determinado pela estrutura
da matriz Jacobiana H̃HH. Uma medida z P M é atribuída a uma aresta e P EpGq se: (i)
z mede fluxo de potência ou corrente no ramo e; ou (ii) z mede injeção de potência em
uma barra conectada a e, conforme a estrutura de H̃HH [56].

A Figura 32 apresenta uma rede elétrica de 6 barras e 7 ramos, supervisionada por 5
medidas de fluxo de potência e 2 de injeção de potência. O grafo de rede correspondente a
essa rede e uma árvore geradora observável, indicando que esse sistema é topologicamente
observável, são apresentados na Figura 33.

Figura 32: Rede de 6 barras monitorada por 7 medidas.
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Figura 33: Grafo de rede e uma árvore geradora observável referentes ao sistema de 6
barras e 7 medidas.

As possibilidades de atribuições de medidas z, pertencentes a um plano de medição M ,
a arestas do grafo de rede G correspondente, e consequentemente de uma árvore geradora
T de G, estão relacionadas na Tabela 2. Essas correspondências entre medidas e arestas
do grafo de rede (ou ramos da rede) representam a influência de cada medida no processo
de obtenção de estimativas das tensões nodais complexas de um SEP.

Tabela 2: Possibilidades de atribuição de medidas às arestas no sistema-exemplo.

z P M e P EpGq

P1´3 (1, 3)
P1´5 (1, 5)
P2´3 (2, 3)
P5´1 (5, 1)
P5´4 (5, 4)
P3 (1, 3), (2, 3) e (3, 4)
P4 (3, 4), (4, 5) e (4, 6)

Neste trabalho, por conveniência prática dos métodos topológicos para as análises de
observabilidade e criticalidades, abstrai-se a combinação das informações de conectividade
da rede avaliada, representadas pelo grafo de rede, com o referido plano de medição, que
especifica o tipo e a localização de cada medida, no grafo designado multigrafo de medições.
Esse multigrafo, originalmente proposto por Quintana, Simões Costa e Mandel [56], elenca
todas as possibilidades de atribuição de medidas ativas e reativas às arestas do grafo de
rede correspondente.
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4.2 Multigrafo de Medições

Um multigrafo de medições é uma estrutura de abstração que integra informações de to-
pologia e de plano de medição de uma rede elétrica. Cada aresta do grafo corresponde a
uma medida específica do sistema, identificada por um rótulo ou, alternativamente, por
uma cor. A presença de uma árvore geradora observável no multigrafo, com rótulos dis-
tintos (ou cores distintas) nas arestas, indica que o sistema é topologicamente observável.
Quando as medidas são representadas por arestas coloridas, a identificação de uma árvore
geradora arco-íris (rainbow spanning tree) é suficiente para confirmar a observabilidade.
A quantidade de rótulos distintos (ou cores distintas) em arestas de uma árvore geradora
observável equivale ao posto da matriz Jacobiana H̃HH.

Sejam um grafo de rede G e um plano de medição M concernentes a um SEP. Para
construção do multigrafo de medições ZM do referido sistema:

1. Cria-se um vértice em ZM para cada vértice v P V pGq, resultando em um multigrafo
caracterizado pelo conjunto de vértices V pZM q “ V pGq;

2. Para cada medida de fluxo de potência Pk´m P M e de corrente fasorial Ik´m P M ,
instaladas no ramo k ´ m e, consequentemente, atribuíveis à aresta pk, mq P EpGq,
cria-se uma aresta com rótulo (ou cor) distinto das demais arestas em ZM e com
extremos k, m P V pZM q, conforme a Figura 34;

Figura 34: Representação de medidas de fluxo de potência e corrente de ramo num mul-
tigrafo de medições ZM .

3. Para cada medida de injeção de potência Pk P M , instalada na barra k e atribuível
às arestas de G com extremo em k, criam-se arestas com rótulos (ou cores) iguais
entre si e distintas das demais arestas de ZM , com um extremo k e outro extremo
em Npkq Ď V pZM q (vizinhança da barra k), de acordo com a Figura 35; e
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Figura 35: Representação de medida de injeção num multigrafo de medições ZM .

4. Para cada medida de ângulo de fase de tensão Ak P M , instalada na barra k, cria-se
uma aresta com rótulo (ou cor) diferente das demais arestas em ZM , conectando o
vértice k ao 0. Salienta-se que o vértice 0 representa a referência angular do sistema
e não constitui a rede elétrica, ou seja, 0 R V pGq. Com a existência de medidas de
ângulo, caracteriza-se ZM pelo conjunto de vértices V pZM q “ V pGqYt0u. A Figura
36 exemplifica a representação de Ak em ZM .

Figura 36: Representação de medida de ângulo num multigrafo de medições ZM .

Denominam-se arestas de fluxo as arestas do multigrafo de medições ZM que repre-
sentam medidas de fluxo de potência, fasor de corrente de ramo e de ângulo de fase de
tensão. As arestas de ZM que definem as medidas de injeção de potência são designadas
como arestas de injeção. Salienta-se que as arestas de injeção possuem apenas extremos
que correspondem a barras reais da rede elétrica (isto é, não incidem no vértice 0).

Cabe destacar em que situações a distinção entre rótulos (ou cores) efetivamente
restringe quais arestas podem compor uma árvore geradora observável. Para medidas de
fluxo de potência, fasor de corrente de ramo e ângulo de fase de tensão, a correspondência
entre medida e aresta é biunívoca, isto é, cada uma dessas medidas dá origem a uma única
aresta em ZM , com rótulo (ou cor) distinto dos demais por construção. Nesses casos, a
unicidade de rótulos é satisfeita automaticamente, não constituindo restrição efetiva. A
restrição de coloração torna-se efetiva apenas para as medidas de injeção de potência,
representadas por múltiplas arestas de mesmo rótulo (ou cor), das quais no máximo
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uma pode integrar uma árvore geradora observável. Desse modo, a caracterização da
observabilidade topológica como a existência de uma árvore geradora arco-íris equivale a
tratar as arestas de fluxo como classes de cor unitárias, ficando a restrição de coloração
limitada às arestas de injeção.

Como ilustração, um sistema de 6 barras com um plano de medição composto por
4 medidas de fluxo de potência, 2 medidas de fasor de corrente de ramo, 2 medidas de
ângulo e 2 de medidas de injeção é apresentado na Figura 37. O multigrafo de medições
correspondente é ilustrado na Figura 38. A análise topológica de observabilidade con-
siste na identificação de uma árvore geradora observável no multigrafo de medições que
representa o sistema em estudo.

Figura 37: Um sistema exemplo de 6 barras monitorado por 10 medidas.

Figura 38: Multigrafo de medições que modela o sistema exemplo.

4.3 Análise de Observabilidade Topológica

O multigrafo de medições é a instância de entrada do algoritmo desenvolvido neste traba-
lho para a análise de observabilidade topológica. Basicamente, o objetivo é construir uma
árvore geradora observável (ou árvore geradora arco-íris) a partir das arestas de fluxo e
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de injeção que compõem um multigrafo de medições. Caso o algoritmo identifique essa
árvore, classifica-se o sistema como topologicamente observável. Se tal árvore não existe
no multigrafo, confirma-se a inobservabilidade, e o algoritmo retorna uma floresta de ta-
manho máximo formada por árvores observáveis, que delineiam as ilhas observáveis do
sistema. Ressalta-se que o mapeamento topológico das ilhas observáveis torna eficiente o
processo de inserção de pseudomedidas para restabelecimento da observabilidade global.

Seja um multigrafo de medições ZM , que modela um sistema, e um grafo vazio T
definido pelos conjuntos de vértices V pT q “ V pZM q e arestas EpT q “ ∅. O algoritmo
para análise de observabilidade topológica, desenvolvido neste trabalho, utiliza arestas de
ZM para a expansão de T e, consequentemente, para a construção de uma árvore geradora
ou floresta máxima observável, respeitando as restrições enumeradas a seguir.

1. Uma aresta de fluxo ef P EpZM q não pode ser adicionada a T se T ` ef formar um
ciclo, definido pelo conjunto de arestas Rciclo.

2. Uma aresta de injeção ep P EpZM q não pode ser adicionada a T se T `ep possui um
ciclo, caracterizado pelo conjunto de arestas Rciclo, e/ou possui um par de arestas
de mesmo rótulo (ou cor), estabelecido pelo conjunto de arestas Rcor.

Em síntese, a expansão de T com as arestas de fluxo e injeção de ZM não pode
conter ciclos, a fim de preservar a estrutura de árvore ou floresta. No caso das arestas de
injeção, deve-se restringir a repetição de arestas de mesmo rótulo na expansão de T , pois
o objetivo é identificar uma árvore geradora com unicidade de rótulos das arestas (ou,
equivalentemente, árvore geradora arco-íris). De acordo com a modelagem estabelecida,
os rótulos das arestas de fluxo são únicos em ZM , distinguindo-as das arestas de injeção.
Assim, enquanto as arestas de fluxo estão sujeitas a uma única restrição (aciclicidade),
as arestas de injeção devem satisfazer simultaneamente duas restrições (aciclicidade e
unicidade de rótulos), tornando-se necessária a divisão do processo em duas etapas [56]
[65] [64]:

1. Processamento de arestas de fluxo; e

2. Processamento de arestas de injeção.

4.3.1 Processamento de Arestas de Fluxo

O algoritmo proposto para o processamento de arestas de fluxo utiliza o multigrafo ZF ,
o subgrafo induzido por todas as arestas de fluxo do multigrafo de medições ZM . O
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principal objetivo consiste na construção de uma floresta TF com as arestas de ZF . A
única restrição existente é a aciclicidade de TF , viabilizando estratégias gulosas.

Neste trabalho, a implementação fundamenta-se na busca em profundidade (Depth-
First Search) [69], que explora a estrutura do multigrafo ZF para induzir uma floresta
de profundidade em TF . O pseudocódigo correspondente encontra-se apresentado no
Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Processamento de arestas de fluxo.
Entrada: Multigrafo ZF .
Saída: A floresta de profundidade TF induzida por ZF .

1 início
2 TF : V pTF q Ð V pZF q e EpTF q Ð H; // Inicialização de TF .

3 para cada v P V pZF q faça
4 visitadorvs Ð falso;

5 para cada v P V pZF q faça
6 se visitadorvs “ falso então
7 DFS-Visit(TF , ZF , v);

8 retorna TF ;

9 procedimento DFS-Visit(TF , ZF , v)

10 visitadorvs Ð verdadeiro;
11 para cada w P ZF .N pvq faça // ZF .N pvq denota a vizinhança de v em ZF .

12 se visitadorws “ falso então
13 EpTF q Ð EpTF q Y tpv, wqu;
14 DFS-Visit(TF , ZF , w);

No Algoritmo 1, inicializa-se o grafo simples TF com os vértices do multigrafo ZF e
sem arestas (linha 2). Ao passo que os vértices de ZF são recursivamente visitados (linhas
7 e 14) em uma sequência estabelecida pela busca em profundidade, inserem-se arestas
com um extremo visitado e outro não visitado em TF (linha 13). Nesse trabalho, adotou-
se uma busca em profundidade orientada por vértices, por isso as arestas com ambos os
extremos visitados são ignoradas, o que assegura a ausência de ciclos e arestas múltiplas
em TF . O algoritmo termina quando todos os vértices de ZF são visitados (isto é, quando
todos os elementos do vetor visitado estão definidos com o valor booleano verdadeiro),
retornando a floresta de profundidade TF . Se TF é uma árvore geradora, classifica-se o
sistema como topologicamente observável; caso contrário, prossegue-se para a rotina de
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processamento de arestas de injeção.

O algoritmo proposto possui complexidade computacional Opn ` mq, em que n e m

denotam, respectivamente, o número de vértices e o número de arestas de ZF . Como
o processamento das arestas de fluxo se restringe à obtenção de uma floresta geradora,
sem qualquer ordenação de arestas, dispensa-se a etapa de ordenação inerente aos métodos
baseados em árvores geradoras de custo mínimo. Abordagens desse tipo, como o algoritmo
de Kruskal [45], cuja complexidade é Opm log mq em sua forma padrão [22], já foram
consideradas no contexto da observabilidade topológica [56] [64] [65].

A Figura 39 exibe o multigrafo ZF correspondente ao sistema exemplo de 6 barras
e 10 medidas (ver Figura 37). A execução do Algoritmo 1 sobre ZF resulta na floresta
de profundidade TF , apresentada na Figura 40. Os vértices foram visitados na sequência
0 Ñ 4 Ñ 3 Ñ 1 Ñ 5 Ñ 6 Ñ 2. A sequência de vértices visitados e a escolha das arestas a
serem inseridas em TF dependem do vértice definido como raiz da busca em profundidade,
que, neste exemplo, foi o vértice 0. Ressalta-se que a floresta de profundidade não é única,
dependendo estritamente da raiz da busca e da lógica adotada no tratamento de arestas
múltiplas.

Figura 39: Multigrafo ZF referente ao sistema exemplo de 6 barras e 10 medidas.

Figura 40: Uma floresta de profundidade TF referente ao sistema exemplo de 6 barras e
10 medidas.

Note que a floresta de profundidade TF da Figura 40 não é uma árvore geradora
observável; portanto, é necessário processar as arestas de injeção de ZM . Nesse caso, o
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objetivo é avaliar a possibilidade de unir o vértice 2 à componente conexa formada pelos
vértices 0, 1, 3, 4, 5 e 6.

4.3.2 Processamento de Arestas de Injeção

Considere o multigrafo Z0
P , um subgrafo induzido por todas as arestas de injeção de ZM ,

e a floresta T 0
P , caracterizada pelos conjuntos de vértices V pT 0

P q “ V pTF q e de arestas
EpT 0

P q “ EpTF q, onde TF é a floresta de profundidade resultante do processamento das
arestas de fluxo. Na etapa de processamento de arestas de injeção, buscam-se inserir
arestas de injeção em T 0

P , observando as restrições existentes: aciclicidade e unicidade
de rótulos das arestas em EpT 0

P q. Neste trabalho, com o objetivo de reduzir o espaço
de busca e melhorar o desempenho do algoritmo, realiza-se a operação de contração de
arestas. Todos os vértices pertencentes a uma mesma componente conexa (árvore) de TF

são tratados como supernós em T 0
P e Z0

P , produzindo os grafos reduzidos designados por
T sn

P e Zsn
P , respectivamente. A Figura 41 ilustra essa operação de contração de arestas

aplicada aos grafos Z0
P e T 0

P referentes à rede exemplo da Figura 37.

Figura 41: Contração de arestas de Z0
P e T 0

P referentes à rede exemplo.

Com o objetivo de reduzir ainda mais o espaço de busca no processamento de arestas
de injeção, realizam-se reduções adicionais de Zsn

P e T sn
P . Identificam-se as arestas de Zsn

P

que constituem pontes. Caso duas pontes possuam o mesmo rótulo Pk, o sistema é clas-
sificado diretamente como topologicamente inobservável, pois ambas seriam obrigatórias
para conectar componentes distintas de Zsn

P , violando inevitavelmente a restrição de uni-
cidade de rótulos. Caso contrário, considerando uma ponte identificada eponte P EpZsn

P q
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com rótulo Pk, realizam-se as seguintes operações:

1. inserção de eponte em T sn
P , sendo tratada como uma aresta de fluxo. Nesse caso,

todas as demais arestas de Zsn
P com rótulo Pk são removidas, pois a unicidade de

rótulos impede a inclusão dessas arestas na solução; e

2. contração de eponte, uma vez que seus extremos passam a constituir uma mesma
componente conexa de T sn

P . Com isso, obtêm-se os grafos reduzidos atualizados
Zsn˚

P e T sn˚
P .

Repete-se o processo até que não sejam identificadas mais pontes. Denotam-se os
grafos oriundos desse processo como ZP e TP . O Algoritmo 2 detalha esse processo.

Algoritmo 2: Busca por pontes em Zsn
P .

Entrada: Grafos Zsn
P e T sn

P .
Saída: ZP e TP , grafos reduzidos após eliminação de pontes;

ou apenas TP com resposta sobre observabilidade topológica.
1 início
2 Zsn˚

P Ð Zsn
P ; T sn˚

P Ð T sn
P ;

3 Ppontes Ð BuscarPontes(Zsn˚
P ) ; // busca em profundidade sobre Zsn˚

P .

4 enquanto Ppontes ‰ H faça // Enquanto existirem pontes em Zsn˚
P .

5 se existem duas pontes em Ppontes com mesmo rótulo então
6 TP Ð T sn˚

P ; retorna TP ; // Sistema inobservável.

7 para cada eponte P Ppontes faça // Processa cada ponte identificada.

8 Pk Ð rótulo de eponte;
9 EpT sn˚

P q Ð EpT sn˚
P q Y teponteu ; // Insere eponte em T sn˚

P .

10 se |EpT sn˚
P q| “ |V pT sn˚

P q| ´ 1 então // Sistema observável.

11 TP Ð T sn˚
P ; retorna TP

12 EpZsn˚
P q Ð EpZsn˚

P qzte P EpZsn˚
P q | rótulopeq “ Pku ; // Remove todas as

arestas de rótulo Pk de Zsn˚
P .

13 Zsn˚
P , T sn˚

P Ð ContrairArestas(Zsn˚
P , T sn˚

P ) ; // Nova contração de arestas.

14 Ppontes Ð BuscarPontes(Zsn˚
P ) ; // Reavalia pontes após atualização de Zsn˚

P .

15 ZP Ð Zsn˚
P ; TP Ð T sn˚

P ;
16 retorna ZP , TP ;
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A identificação das pontes de Zsn˚
P , invocada no Algoritmo 2 por meio do procedi-

mento BuscarPontes, é detalhada a seguir. O procedimento BuscarPontes (Algoritmo 3)
identifica as pontes de ZP por meio de uma busca em profundidade recursiva, descrita
no procedimento DFS-Pontes, baseada no algoritmo proposto por Tarjan [71]. Para cada
vértice u visitado, registram-se dois valores: o instante de descoberta discrus, que indica
quando u foi visitado pela primeira vez, e o valor lowrus, que armazena o menor instante
de descoberta alcançável a partir da subárvore enraizada em u, considerando, no máximo,
uma aresta de retorno. Uma aresta pu, vq é classificada como ponte se lowrvs ą discrus,
pois essa condição indica que não há caminho alternativo de v para u sem percorrer essa
aresta.

Algoritmo 3: Procedimentos BuscarPontes e DFS-Pontes.

1 procedimento BuscarPontes(ZP )
// As variáveis visitado, disc, low, tempo e Ppontes são compartilhadas com DFS-Pontes.

2 Ppontes Ð H;
3 tempo Ð 0;
4 para cada v P V pZP q faça
5 visitadorvs Ð falso;
6 discrvs Ð 8;
7 lowrvs Ð 8;

8 para cada v P V pZP q faça
9 se visitadorvs “ falso então

10 DFS-Pontes(ZP , v, nulo);

11 retorna Ppontes;

12 procedimento DFS-Pontes(ZP , u, epai)

13 visitadorus Ð verdadeiro;
14 discrus Ð lowrus Ð tempo; tempo Ð tempo ` 1;
15 para cada e “ pu, vq P ZP .N puq faça // ZP .N puq denota a vizinhança de u em ZP .

16 se visitadorvs “ falso então // Aresta de árvore.

17 DFS-Pontes(ZP , v, e);
18 lowrus Ð minplowrus, lowrvsq;
19 se lowrvs ą discrus então Ppontes Ð Ppontes Y teu ; // Condição de ponte.

20 senão // Aresta de retorno: atualiza low.

21 se e ‰ epai então lowrus Ð minplowrus, discrvsq ;
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Embora o pré-processamento por pontes permita reduzir Zsn
P , identificando a obser-

vabilidade topológica em casos específicos, ele não é, em geral, suficiente para esse fim,
pois as arestas remanescentes de ZP podem ainda apresentar conflitos simultâneos de
aciclicidade e de unicidade de rótulos. A presença conjunta dessas restrições impede a
aplicação direta de estratégias gulosas para obter soluções exatas.

Nesse contexto, o problema é formulado como a interseção entre um matroide gráfico
e um matroide de partição. Essa formulação foi introduzida no âmbito da observabilidade
topológica por Quintana, Simões Costa e Mandel [56], que a resolveram por meio de uma
variante do algoritmo de interseção de matroides de Edmonds [32] proposta por Frank [36].
No presente estudo, adota-se uma adaptação do algoritmo de Cunningham [24]. Adicio-
nalmente, emprega-se uma heurística de ordenação das arestas de injeção remanescentes,
em ordem crescente do número de ocorrências de seus respectivos rótulos em EpZP q, com
desempate pelo índice original da aresta, garantindo determinismo total na ordenação, de
modo a favorecer inserções sem conflito nas etapas iniciais do algoritmo.

A abordagem proposta percorre as arestas de EpZP q na ordem definida pela heurís-
tica, avaliando-as individualmente. Para cada aresta ep P EpZP qzI, realiza-se a verificação
simultânea de sua independência em ambos os matroides: aciclicidade em TP e unicidade
de rótulos. Caso ambas as condições sejam satisfeitas, ep é inserida em I e em TP sem
necessidade de remanejamento. Caso contrário, constrói-se o digrafo auxiliar B a par-
tir do estado corrente de TP e busca-se um caminho aumentante em B, viabilizando um
remanejamento de arestas capaz de expandir TP em uma unidade. Repete-se o procedi-
mento até que TP constitua uma árvore geradora observável ou até que nenhum caminho
aumentante exista em B, confirmando a inobservabilidade topológica do sistema.

Tanto a abordagem aqui proposta quanto a de Quintana, Simões Costa e Mandel [56]
dispensam o emprego de estruturas adicionais características de algoritmos de matching,
como contrações de blossom [52]. A distinção reside na varredura do digrafo auxiliar
B. Em [56], adota-se o algoritmo de Dijkstra para a busca pelo caminho aumentante de
menor comprimento, o que implica uma busca a cada origem potencial. Como B é não
ponderado, tal busca reduz-se a uma busca em largura, adotada neste trabalho na forma
multi-fonte: todas as origens potenciais são enfileiradas simultaneamente e o caminho
de menor comprimento é identificado em uma única varredura de B, evitando buscas
repetidas a partir de cada origem. Os Algoritmos 4, 5, 6 e 7 descrevem a implementação
desenvolvida para o processamento das arestas de injeção em ZP .



4.3 Análise de Observabilidade Topológica 78

Algoritmo 4: Processamento de arestas de injeção.
Entrada: Grafos reduzidos ZP e TP .
Saída: TP , uma floresta máxima com unicidade dos rótulos nas arestas.

1 início
2 I Ð H;
3 enquanto |EpTP q| ă |V pTP q| ´ 1 faça // Enquanto TP não é árvore geradora.

4 Inseriu Ð ProcessarArestas(I, TP ) ; // Fase gulosa; ver Algoritmo 5.

5 se |EpTP q| “ |V pTP q| ´ 1 então retorna TP ; // Sistema observável.

6 se Inseriu “ falso então // Fase gulosa esgotou-se.

7 encontrou Ð BuscarCaminhoAumentante(I, TP ) ; // Ver Algoritmo 6.

8 se encontrou “ falso então retorna TP ; // Sistema inobservável.

9 retorna TP ; // Sistema observável.

Algoritmo 5: Procedimento ProcessarArestas.
1 procedimento ProcessarArestas(I, TP )

2 Inseriu Ð falso;
3 para cada ep P EpZP qzI faça
4 se TP ` ep não tem conflito de rótulos e não tem ciclo então

// Independência nos dois matroides.

5 I Ð I Y tepu; TP Ð TP ` ep; Inseriu Ð verdadeiro;
6 se |EpTP q| “ |V pTP q| ´ 1 então retorna Inseriu; // Sistema observável.

7 retorna Inseriu;

Algoritmo 6: Procedimento BuscarCaminhoAumentante.
1 procedimento BuscarCaminhoAumentante(I, TP )

2 B, V rótulo
B , V ciclo

B Ð CriarB(I, TP ) ; // Ver Algoritmo 7.

3 P Ð BFS multi-fonte em B, com origens simultâneas s P V rótulo
B e primeiro

destino t P V ciclo
B alcançado;

4 se EpPq “ H então retorna falso; // Floresta de posto máximo; inobservável.

5 EpTP q Ð EpTP qzI;
6 I˚ Ð I △ EpPq ; // Diferença simétrica: remaneja arestas.

7 EpTP q Ð EpTP q Y I˚; I Ð I˚;
8 retorna verdadeiro;
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Algoritmo 7: Procedimento CriarB.
1 procedimento CriarB(I, TP )

2 V pBq Ð tvep | ep P EpZP qu;
3 ApBq Ð H;
4 V rótulo

B Ð H;
5 V ciclo

B Ð H;
6 para cada ep P EpZP qzI faça
7 se TP ` ep tem conflito de rótulos em Rrótulo “ tep, erótulou então
8 ApBq Ð ApBq Y tpverótulo

, vepqu

9 senão
10 V rótulo

B Ð V rótulo
B Y tvepu

11 se TP ` ep tem um ciclo Rciclo então
12 para cada eciclo P EpRcicloqztepu faça
13 ApBq Ð ApBq Y tpvep , veciclo

qu

14 senão
15 V ciclo

B Ð V ciclo
B Y tvepu

16 retorna B, V rótulo
B , V ciclo

B ;

Nos Algoritmos 4, 5, 6 e 7, a floresta TP e o conjunto independente I são mantidos
como estado compartilhado entre os procedimentos: as inserções e remoções realizadas
em qualquer um deles refletem-se diretamente nos demais, dispensando sua passagem
explícita como parâmetros de retorno. As demais variáveis são locais a cada procedimento.
Utilizam-se, ainda, os seguintes elementos:

• conjunto independente I, que armazena as arestas de injeção inseridas em TP ;

• variável booleana Inseriu, que indica se a fase gulosa obteve êxito em incorporar
pelo menos uma aresta de injeção a TP . Quando Inseriu “ falso, conclui-se que a
varredura gulosa esgotou-se e transita-se para a busca de caminho aumentante;

• digrafo auxiliar B, construído no procedimento CriarB a partir do estado corrente
de TP , cujos vértices V pBq correspondem biunivocamente às arestas de injeção de
ZP ;

• conjunto V rótulo
B , subconjunto de vértices de B que representa as arestas de injeção

de ZP cuja inclusão em TP não violaria a unicidade de rótulos, mas comprometeria
sua aciclicidade. Os vértices desse conjunto atuam como fontes em B;
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• conjunto V ciclo
B , subconjunto de vértices de B que representa as arestas de injeção

de ZP cuja inclusão em TP não violaria sua aciclicidade, mas comprometeria a
unicidade de rótulos. Os vértices desse conjunto atuam como sumidouros em B;

• subgrafo Rciclo de TP ` ep, que representa o ciclo formado na hipótese de inclusão
de uma aresta de injeção ep em TP ;

• subgrafo Rrótulo de TP ` ep, caracterizado pelo par de arestas de mesmo rótulo
EpRrótuloq “ terótulo, epu, onde erótulo P EpTP q e ep R EpTP q, na hipótese de inclusão
de ep em TP ; e

• subgrafo P de B, induzido pelos arcos que constituem o menor caminho direcionado
em B, obtido por busca em largura multi-fonte com origens simultâneas em todos
os vértices de V rótulo

B e destino no primeiro vértice de V ciclo
B alcançado. Em caso de

inexistência desse caminho, EpPq “ H.

A sequência adotada para o processamento das arestas de injeção pode impossibilitar a
máxima expansão da floresta TP , implicando na confirmação errônea da inobservabilidade
do sistema. Para contornar isso, utiliza-se o digrafo auxiliar B, que registra os conflitos
existentes (formação de ciclos e repetição de rótulos) entre as arestas de injeção incorpo-
radas à solução parcial e as demais, garantindo a maximalidade da solução. A estrutura
de B é ilustrada na Figura 42. Os vértices vep P V pBq correspondem biunivocamente às
arestas de injeção ep P EpZP q, organizados nas seguintes partições:

• X, composta de vértices que representam as arestas de injeção incorporadas à solu-
ção parcial I, isto é, pertencentes a TP ; e

• Y , que incorpora os demais vértices de B, correspondentes às arestas de injeção não
pertencentes a TP .

Figura 42: Estrutura do digrafo bipartido auxiliar B.
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De acordo com o Algoritmo 5, na fase gulosa, para cada aresta de injeção ep P

EpZP qzI, verifica-se simultaneamente as condições de unicidade de rótulos e de acicli-
cidade em TP ` ep. Quando ambas as condições são satisfeitas, ep é inserida em TP ,
integrando o conjunto independente I, e a variável Inseriu é assinalada como verdadeiro.
Caso contrário, ep permanece fora de TP . A varredura gulosa encerra-se quando todas as
arestas de EpZP qzI são processadas ou quando TP atinge a condição de árvore geradora
observável.

Uma única passada sobre EpZP qzI é suficiente na fase gulosa, uma vez que a inserção
de arestas em TP apenas acrescenta restrições de aciclicidade e de unicidade de rótulos,
sem relaxá-las: uma aresta previamente rejeitada permanece inelegível. A liberação de
arestas antes bloqueadas ocorre apenas quando o remanejamento na etapa de busca de
caminho aumentante remove arestas de TP , motivo pelo qual o laço principal reavalia as
arestas somente após cada aumento.

Quando a fase gulosa esgota-se sem completar a árvore geradora observável, isto é,
Inseriu “ falso no Algoritmo 4, invoca-se o procedimento BuscarCaminhoAumentante

(Algoritmo 6). Este constrói o digrafo auxiliar B por meio do procedimento CriarB

(Algoritmo 7), processando todas as arestas em EpZP qzI. Para cada aresta de injeção ep

avaliada, se a floresta TP ` ep:

• possui unicidade de rótulos, mas forma um ciclo Rciclo, então vep é adicionado a
V rótulo

B e criam-se arcos em B com extremo inicial vep e extremos finais tveciclo
|

eciclo P EpRcicloqztepuu (isto é, arcos Y Ñ X); ou

• possui duas arestas de mesmo rótulo, mas é acíclica, então vep é adicionado a V ciclo
B

e cria-se um arco em B com extremo inicial verótulo
e extremo final vep (isto é, arcos

X Ñ Y ), onde erótulo P EpTP q é a aresta de injeção com mesmo rótulo de ep.

Os conjuntos V rótulo
B e V ciclo

B são subconjuntos disjuntos da partição Y dos vértices
de B, que representam as arestas de injeção de ZP não inclusas em TP , conforme repre-
sentado na Figura 42. Os vértices em V rótulo

B e em V ciclo
B são fontes e sumidouros em B,

respectivamente.

Após a construção de B (Algoritmo 7), realiza-se uma busca em largura multi-fonte,
conforme indicado no Algoritmo 6, com origens simultâneas em todos os vértices de V rótulo

B

e destino no primeiro vértice de V ciclo
B alcançado. Se tal caminho não for encontrado, isto

é, EpPq “ H, conclui-se que TP é uma floresta de posto máximo, com suas componentes
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conexas correspondendo às ilhas observáveis, caracterizando o sistema como topologica-
mente inobservável.

A existência de um caminho mínimo em B, isto é, EpPq ‰ H, indica que o posto da
floresta TP não é máximo. A sequência de vértices de P possibilita um remanejamento
de arestas de injeção para construir uma floresta T ˚

P tal que |EpT ˚
P q| “ |EpTP q| ` 1,

evidenciando uma floresta com uma aresta de injeção adicional em relação a TP .

A construção de T ˚
P é realizada utilizando o conjunto independente I de TP e o con-

junto EpPq, que contém as arestas de injeção representadas por P . O processo envolve
a remoção das arestas de injeção em I de TP , seguida da expansão do grafo resultante
com as arestas de injeção em I˚ “ I △EpPq, onde I˚ representa o conjunto independente
obtido pelo remanejamento.

A operação de diferença simétrica, denotada por “△”, é definida como a união dos
elementos que pertencem a apenas um dos conjuntos A ou B, excluindo os elementos
comuns a ambos. O conjunto resultante de A △ B (região azul) é ilustrado na Figura 43.

Figura 43: Conjunto resultante da diferença simétrica entre A e B (região azul).

Caso a floresta T ˚
P , obtida pelo remanejamento de arestas, seja uma árvore gera-

dora observável, o sistema é considerado topologicamente observável. Caso contrário,
prossegue-se com as arestas restantes de EpZP qzI˚ na ordem fixada, retomando a avalia-
ção individual de cada aresta para expandir T ˚

P .

O algoritmo de interseção de matroides, proposto originalmente por Edmonds [32], re-
solve o problema em tempo Op|E|3 Cp|E|qq, em que |E| é a cardinalidade do conjunto-base
e Cp|E|q limita superiormente o custo dos testes de independência dos dois matroides [52].
Para os matroides gráfico e de partição aqui considerados, tem-se |E| “ m. O teste de
independência do matroide de partição, referente à unicidade de rótulos, é efetuado por
consulta a um dicionário em tempo Op1q; o do matroide gráfico, referente à aciclicidade,
bem como a determinação do circuito fundamental associado, são realizados por uma tra-
vessia da floresta TP , que possui no máximo n ´ 1 arestas, em tempo Opnq. Desse modo,
Cp|E|q “ Opnq e o custo resulta em Opm3 nq, onde n e m denotam, respectivamente, o
número de vértices e de arestas de ZP .



4.4 Criticalidades de Medidas por Grafos 83

Ressalta-se que a instância submetida à interseção de matroides é substancialmente
reduzida pela contração das componentes de TF em supernós e pela eliminação de pontes.
Em planos de medição típicos do SEP, essas reduções são particularmente efetivas, uma
vez que a predominância de medidas de ramo e a prioridade conferida às arestas de fluxo
fazem com que grande parte de T seja formada já no processamento das arestas de fluxo,
de modo que a interseção de matroides opera sobre um número reduzido de arestas de
injeção. Assim, o ganho de desempenho da etapa de processamento de arestas de injeção
decorre primordialmente dessa redução da instância, e não da estratégia de busca adotada
no digrafo auxiliar.

No contexto da rede exemplo de 6 barras e 10 medidas (ver Figura 37), a rotina de
processamento de arestas de injeção, que emprega a operação de contração de arestas
ilustrada na Figura 41, construiu a árvore geradora observável da Figura 44, indicando a
observabilidade topológica desse sistema.

Figura 44: Árvore geradora observável referente à rede exemplo.

4.4 Criticalidades de Medidas por Grafos

Nesta seção, apresentam-se as metodologias desenvolvidas para análise de criticalidades,
fundamentadas na Teoria dos Grafos, objetivando a identificação de medidas críticas
(C1s), pares críticos (C2s) e conjuntos críticos (Cconjs).

4.4.1 Busca por Medidas Críticas

Seja ZM um multigrafo de medições que modela uma rede elétrica supervisionada. A
metodologia de identificação de C1s é baseada na seguinte proposição: uma aresta em P

EpZM q é considerada um C1 se, e somente se, ela faz parte de toda árvore geradora
observável T de ZM [65] [64]. Isso decorre naturalmente da própria definição de C1, pois
sua remoção compromete a observabilidade (topológica e numérica) global do sistema, o
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que implica a inexistência de T em ZM .

Fundamenta-se a metodologia desenvolvida para a identificação de C1s na modelagem
proposta por Simões Costa, Piazza e Mandel [64], que utiliza um digrafo bipartido Bc1

cujos vértices representam biunivocamente as arestas de fluxo e de injeção de ZM . Divide-
se o conjunto de vértices V pBc1q nas seguintes partições:

• X, formada pelos vértices vex , associados às arestas ex P EpT q, concernentes à
árvore geradora observável T obtida pela análise de observabilidade topológica; e

• Y , formada pelos vértices vey , que representam as arestas ey P EpZM qzEpT q, ou
seja, arestas pertencentes à co-árvore T de T .

O conjunto de arcos ApBc1q mapeia as formações de ciclos e violações de unicidade
de rótulos em T ` ey, onde ey P EpZM qzEpT q. Quando a inclusão de uma aresta ey,
representada pelo vértice vey P Y , em T resulta:

• na violação da unicidade de rótulos, em conflito com ecor P EpT q, adiciona-se um
arco em Bc1 com origem em vecor P X e destino em vey P Y ; ou

• na formação de um ciclo Cciclo, adicionam-se arcos com origem em vey P Y e destinos
em veciclo

P X, para cada eciclo P EpCcicloqzteyu.

Uma sequência de troca (exchange sequence) é um caminho direcionado maximal no
digrafo Bc1 . Essa sequência é classificada como própria quando possui origem na partição
Y e destino na partição X. Para uma sequência de troca própria S, o remanejamento
das arestas representadas pelos vértices que a compõem, isto é, a inserção das arestas
da co-árvore T associadas aos vértices em S X Y e a remoção das arestas da árvore T
correspondentes aos vértices em S X X, resulta em uma árvore geradora T ˚ distinta de
T , ou seja, EpT ˚q ‰ EpT q. Consequentemente, os vértices de X que não pertencem a
nenhuma sequência de troca própria representam as C1s do sistema.

A identificação dessas criticalidades admite uma perspectiva alternativa ao conceito de
sequências de troca. As medidas que rotulam as arestas de T são inicialmente classificadas
como suspeitas de serem C1s [65], enquanto as demais são classificadas como redundantes.
Quando um arco em Bc1 conecta um vértice de X, associado a uma medida redundante
mr, a um vértice de Y , correspondente a uma medida suspeita ms, classifica-se ms também
como redundante, pois mr pode substituí-la. Em [66], esse processo foi implementado de
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forma concomitante à construção de Bc1 : à medida que os arcos eram criados, propagava-
se imediatamente a classificação de redundância para as medidas suspeitas alcançáveis. A
Figura 45 ilustra, de forma simplificada, seis etapas desse processo, evidenciando o efeito
de espalhamento da classificação de redundância pelo digrafo.

Figura 45: Exemplo de construção de Bc1 concomitante com a classificação de medidas.

Em [64], a identificação dos vértices de X que não pertencem a sequências de troca
próprias é expressa em termos da existência de caminhos direcionados em Bc1 , com origem
em Y e destino em X. Essa formulação conduz naturalmente a um problema de alcança-
bilidade em grafos dirigidos. Como o número de caminhos simples pode crescer de forma
superpolinomial com o tamanho do grafo [70], a determinação de todos esses caminhos
tende a comprometer a escalabilidade em sistemas de grande porte; o fundamento do
método, contudo, está em identificar quais vértices de X são alcançáveis a partir de Y .

Neste trabalho, adota-se uma abordagem que, assim como em [64], separa a construção
de Bc1 e a identificação de C1s em fases independentes, em contraste com o mapeamento
de redundâncias no decorrer da construção desse digrafo, adotado em [66]. Seja Mvpvq a
função que retorna a medida referenciada por um vértice v P V pBc1q. Denomina-se fonte
todo vértice vy P Y com N´pvyq “ H em Bc1 , condição que implica que a medida Mvpvyq

não integra T , isto é, não compartilha rótulo com aresta em EpT q e, portanto, trata-se
de uma medida redundante.

A distinção em relação a [64] reside no mecanismo de identificação. O método seminal
fundamenta-se na determinação de todos os caminhos direcionados maximais (sequências
de troca próprias) de Y para X no digrafo auxiliar, ao passo que a abordagem aqui
proposta avalia apenas a alcançabilidade de cada vx P X a partir das fontes em Y , por
meio de uma busca em largura multi-fonte, dispensando a determinação explícita desses
caminhos. A impossibilidade de alcançar vx a partir de qualquer fonte de Y , percorrendo
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os arcos de Bc1 , é condição suficiente para caracterizar Mvpvxq como C1.

Após a construção do digrafo Bc1 , realiza-se, para cada medida redundante distinta m

representada por ao menos uma fonte na partição Y , uma busca em largura com origens
simultâneas em todas as fontes referentes à medida m, expandindo-se pelos arcos de Bc1 .
Todo vértice vx P X alcançado por essa busca tem m registrada no conjunto FY pvxq,
que reúne as medidas de fontes que o alcançam. Assim, FY pvxq “ H corresponde à
ausência de alcance descrita anteriormente, classificando Mvpvxq como C1. Salienta-se
que essa abordagem produz, como subproduto direto, o dicionário FY , que armazena
FY pvxq para cada vx P X e será utilizado na identificação de C2s e Cconjs, descritas nas
seções subsequentes.

No Algoritmo 8, descreve-se o procedimento para identificação de C1s de um plano
de medição.

Algoritmo 8: Identificação de C1s.
Entrada: ZM , T e Mvp¨q referentes ao sistema avaliado.
Saída: C1s, Bc1 e FY .

1 início
2 Bc1 : V pBc1q Ð tvez | @ ez P EpZM qu e ApBc1q Ð H; // Inicialização de Bc1 .

3 C1s Ð H; FY rvxs Ð H, @ vx P X;
4 para cada ey P EpZM qzEpT q faça // Fase 1: construção de Bc1 .

5 se T ` ey tem conflito de rótulos em Rrótulo “ tey, ecoru então
6 Bc1 Ð Bc1 ` pvecor , vey q;

7 se T ` ey tem um ciclo Cciclo então
8 para cada eciclo P EpCcicloq X EpT q faça Bc1 Ð Bc1 ` pvey , veciclo

q ;

9 Fontes Ð tvy P Y | N´pvyq “ Hu; // Fase 2: identificação de fontes.

10 para cada medida redundante distinta m em tMvpvyq | vy P Fontesu faça
// Fase 3: busca em largura multi-fonte.

11 src Ð tvy P Fontes | Mvpvyq “ mu;
12 BFS em Bc1 com origens simultâneas em src;
13 para cada vx P X alcançado faça FY rvxs Ð FY rvxs Y tmu ;

14 para cada vx P X faça // Fase 4: identificação de C1s.

// Condição suficiente para classificação como C1.

15 se FY rvxs “ H então C1s Ð C1s Y tMvpvxqu;

16 retorna C1s, Bc1, FY ;
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O Algoritmo 8 estrutura-se em quatro fases. Na primeira, constrói-se Bc1 mediante
varredura completa das arestas ey P EpZM qzEpT q: conflitos de unicidade de rótulos geram
arcos X Ñ Y e formações de ciclo geram arcos Y Ñ X. Na segunda fase, identificam-se as
fontes, que são vértices vy P Y com N´pvyq “ H. Na terceira, realiza-se a busca em largura
multi-fonte para cada medida redundante distinta representada por fontes, registrando-se
em FY rvxs as medidas que alcançam cada vx P X. Na quarta fase, classifica-se como
C1 a medida de todo vértice vx P X com FY rvxs “ H, condição suficiente para essa
classificação.

Como exemplo, a Figura 46 ilustra o digrafo bipartido Bc1 proveniente do multigrafo
de medições ZM e da árvore geradora observável T referentes ao sistema exemplo de 6
barras e 10 medidas da Figura 37. Nesse caso, a medida de fluxo de potência P6´4 é
uma C1, pois o vértice correspondente em X não é alcançado por vértices de Y ligados a
medidas redundantes (marcados em verde), ou seja, FY rP6´4s “ H.

Figura 46: Digrafo Bc1 referente à rede exemplo de 6 barras e 10 medidas.

A Tabela 3 apresenta o conjunto FY rvxs para cada vértice vx P X do digrafo Bc1

ilustrado na Figura 46. As fontes em Y são I5-4, A5, I5-1, P3p1q, P3p2q e P3p4q, sendo as
três últimas referentes à mesma medida P3. O vértice P2p1q não é fonte, pois recebe o
arco de colisão de rótulo proveniente de P2p3q P X. Note que P6-4 é o único vértice com
FY rvxs “ H, o que confirma sua classificação como C1.

Tabela 3: Conjunto FY rvxs para cada vértice vx P X do digrafo Bc1 referente ao sistema
exemplo de 6 barras e 10 medidas.

vx FY rvxs

P1-3 tI5-4, A5, P3u

P1-5 tI5-4, A5, I5-1u

P4-3 tI5-4, A5, P3u

A4 tA5u

P2p3q tP3u

P6-4 H
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4.4.2 Busca por Pares e Conjuntos Críticos

Para a identificação topológica de C2s e Cconjs, utiliza-se o digrafo bipartido Bc2 , obtido
pela eliminação de todos os vértices de Bc1 correspondentes a C1s, bem como dos vértices
de Y que recebem arco de colisão de rótulo desses vértices. Salienta-se que todo C2 contém
ao menos uma medida referenciada pela partição X de Bc2 , pois a existência de um par
formado exclusivamente por medidas em Y implicaria a observabilidade do sistema após
a remoção simultânea de ambas, o que contradiz a definição de C2. Dessa forma, o esforço
computacional para busca dessas criticalidades restringe-se à consulta ao dicionário FY ,
construído durante a identificação de C1s, e à análise da vizinhança de entrada N´pvxq de
cada vértice vx P X, onde X Ă V pBc2q. Salienta-se que, na consulta a FY , desconsideram-
se as medidas pertencentes a C1s, preservando o dicionário original sem necessidade de
atualização.

Para apoiar a elucidação dos padrões topológicos, definem-se as seguintes vizinhanças
de entrada para vértices da partição X:

• Vizinhança de entrada própria de vx P X: N´
P pvxq “ N´pvxqzN`pvxq, que exclui os

vértices de Y representantes da mesma medida de vx; e

• Vizinhança de entrada reduzida de vxk em relação a vxm: N´
R pvxk, vxmq “ N´pvxkqzξ,

onde ξ “ N`pvxkq Y N`pvxmq, utilizada na comparação dois a dois de vértices
distintos vxk, vxm P X.

O método proposto por Simões Costa, Piazza e Mandel [64] para identificação de
C2s e Cconjs é parcialmente enumerativo: remove-se cada medida não-crítica do plano
de medição uma a uma e reexecuta-se o algoritmo de identificação de C1s para verificar
quais medidas remanescentes tornam-se críticas. Embora essa limitação seja reconhecida
na própria formulação original [64], um método topológico não-enumerativo para C2s e
Cconjs permanece em aberto. A metodologia aqui proposta resolve esse problema por
meio de quatro padrões topológicos identificados diretamente em Bc2 , sem enumeração:

• C2-XY (Fontes representam uma única medida redundante): seja vx P X tal que
|FY rvxs| “ 1. A única medida m P FY rvxs é a única medida redundante capaz de
substituir Mvpvxq em T . O par tMvpvxq, mu constitui um C2.

• C2-XYp (Vizinhança de entrada própria representa uma única medida redundante):
seja vx P X tal que os vértices de N´

P pvxq representam exclusivamente uma única
medida m. O par tMvpvxq, mu constitui um C2.
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• C2-XX (Igualdade entre vizinhanças de entrada reduzidas): sejam vxk, vxm P X tais
que N´

R pvxk, vxmq “ N´
R pvxm, vxkq. As medidas Mvpvxkq e Mvpvxmq constituem um

C2.

• C2-ext (Vizinhança de entrada própria como subconjunto de Cconj): seja vx P X

não coberto pelos padrões anteriores, cuja N´
P pvxq não contém fontes. Se tMvpvyq |

vy P N´
P pvxqu Ď Cconj para algum Cconj identificado, então Mvpvxq integra esse Cconj.

4.4.2.1 Padrão C2-XY: Fontes Representam uma Única Medida Redundante

Seja vx P X, onde X Ă V pBc2q. O padrão C2-XY é satisfeito quando exatamente uma
medida redundante m pertence a FY rvxs, isto é, as fontes em Y que alcançam vx, direta-
mente ou por encadeamento de sequências de troca, representam uma única medida m.
Nesse contexto, m é a única medida redundante de Mvpvxq. A remoção de m do plano
de medição provoca um efeito em cascata que torna FY pvxq “ H e, consequentemente,
Mvpvxq uma C1. Pela definição de tuplas críticas, o par tMvpvxq, mu constitui um C2.

A Figura 47 ilustra o efeito em cascata decorrente da remoção de m. A fonte a P Y , re-
presentando a medida m “ Mvpaq, alcança os vértices b, e, d e g por diferentes caminhos
direcionados em Bc2 . Como FY rbs “ FY res “ FY rds “ FY rgs “ tmu, todos satisfa-
zem o padrão C2-XY, formando os pares críticos tMvpbq, mu, tMvpeq, mu, tMvpdq, mu e
tMvpgq, mu.

Figura 47: Efeito em cascata provocado pela remoção de m no padrão C2-XY.

A Figura 48 ilustra um caso particular em que duas fontes a1, a2 P Y representam a
mesma medida redundante m, isto é, Mvpa1q “ Mvpa2q “ m. A busca em largura multi-
fonte enfileira a1 e a2 simultaneamente, registrando apenas uma medida em FY para
cada vértice alcançado. Assim, FY rbs “ FY res “ FY rds “ FY rgs “ tmu, satisfazendo o
padrão C2-XY independentemente do número de fontes que representam m.
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Figura 48: Padrão C2-XY com as fontes a1 e a2 representando a medida redundante m.

Retomando a Tabela 3, construída a partir do digrafo Bc1 ilustrado na Figura 46, o
digrafo Bc2 é obtido pela remoção do vértice P6-4 P X, referente à única C1 identificada.
Essa remoção não invalida o dicionário FY para os vértices remanescentes em X, cujos
valores foram calculados independentemente, sendo suficiente desconsiderar a medida P6-4

nas consultas a FY . Os vértices A4 e P2p3q satisfazem o padrão C2-XY, com |FY rvxs| “ 1,
formando os pares críticos tA4, A5u e tP2p3q, P3u, respectivamente.

4.4.2.2 Padrão C2-XYp: Vizinhança de Entrada Própria Representa uma Única Medida
Redundante

O padrão C2-XYp identifica C2s formados por pares de medidas em que a redundância é
estabelecida na vizinhança imediata do vértice vx P X Ă V pBc2q, sem depender da alcan-
çabilidade direta desde fontes em Y . Enquanto o padrão C2-XY analisa os extremos das
sequências de troca por meio do dicionário FY , o padrão C2-XYp examina dependências
internas dessas sequências, identificando C2s que envolvem vx e a medida representada
em sua vizinhança de entrada própria.

Sejam vx P X e mx “ Mvpvxq. Quando os vértices de N´
P pvxq representam exclusiva-

mente uma única medida my, o par tmx, myu caracteriza um C2. A utilização de N´
P pvxq

em lugar de N´pvxq é essencial para tratar vértices vx associados a arestas de injeção,
que possuem arcos de colisão de rótulo conectando vx a vértices de Y que compartilham
o rótulo mx. Para arestas de fluxo, N`pvxq “ H pela regra de construção de Bc1 descrita
na Seção 4.4.1, e tem-se N´

P pvxq “ N´pvxq. A Figura 49 ilustra esse padrão em Bc2 .
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Figura 49: Ilustração do padrão C2-XYp.

A justificativa do padrão decorre diretamente da caracterização de C1s estabelecida
na Seção 4.4.1, segundo a qual um vértice vx P X é C1 se, e somente se, FY pvxq “ H. Sob
o padrão C2-XYp, todos os vértices de N´

P pvxq representam a mesma medida my, e os
caminhos direcionados das fontes em Y até vx em Bc2 atravessam exclusivamente vértices
que referenciam my. A remoção de my do plano de medição implica a exclusão simultânea
desses vértices, eliminando todos os caminhos das fontes a vx e tornando FY pvxq “ H.
Pela caracterização da Seção 4.4.1, mx passa a integrar o conjunto de C1s do sistema.
De modo análogo, a remoção de mx desconecta os vértices de Y que dependem dela,
fazendo com que my deixe de alcançar qualquer outro vértice de X que a necessite como
intermediária. Pela definição de tuplas críticas, o par tmx, myu constitui um C2.

A identificação do padrão C2-XYp é conduzida por meio da avaliação direta da vi-
zinhança de entrada própria N´

P pvxq de cada vx P X. Quando o conjunto de medidas
distintas representadas pelos vértices de N´

P pvxq é unitário, o par formado por mx e essa
medida única é incorporado aos C2s identificados.

4.4.2.3 Padrão C2-XX: Igualdade entre Vizinhanças de Entrada Reduzidas

O padrão C2-XX fundamenta-se na teoria de co-ciclos em matroides gráficos [51], com
adaptação para o contexto do multigrafo de medições ZM para o tratamento de medidas
de injeção. Esse padrão identifica C2s formados por pares de medidas que rotulam arestas
de T , referidas por pares de vértices da partição X de Bc2 .

Sejam vxk, vxm P X vértices que representam as arestas exk, exm P EpT q, rotuladas
pelas medidas Mvpvxkq e Mvpvxmq, respectivamente. O padrão C2-XX é satisfeito se
N´

R pvxk, vxmq “ N´
R pvxm, vxkq, indicando que as medidas Mvpvxkq e Mvpvxmq constituem

um C2. A Figura 50 ilustra esse padrão topológico.
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Figura 50: Um C2 identificado através do padrão C2-XX.

O conjunto ξ é o elemento que generaliza o padrão C2-XX para medidas de injeção.
Para medidas de fluxo, como a correspondência entre medida e aresta é biunívoca, não
há arcos X Ñ Y de colisão de rótulo em Bc2 , resultando em N`pvxkq “ N`pvxmq “ H

e ξ “ H, reduzindo-se a condição à igualdade simples N´pvxkq “ N´pvxmq, sendo um
resultado clássico da teoria de co-ciclos [51]. Para medidas de injeção, ξ ‰ H, sendo
exatamente aqui que ξ desempenha seu papel conceitual. Ao avaliar o cenário hipotético
da perda de Mvpvxkq ou Mvpvxmq, não faz sentido considerar como substitutas as arestas
que compartilham o mesmo rótulo dessas medidas, pois essas arestas também seriam
removidas nesse cenário. O conjunto ξ remove da comparação exatamente esses vértices
de Y (aqueles que recebem arco de colisão de rótulo de vxk e vxm) pois a perda de
Mvpvxkq acarreta a remoção do conjunto de vértices tvxku Y N`pvxkq de Bc2 e das arestas
correspondentes de ZM , tornando o padrão C2-XX válido para qualquer tipo de medida
com a mesma condição N´

R pvxk, vxmq “ N´
R pvxm, vxkq.

Quando N´
R pvxk, vxmq “ N´

R pvxm, vxkq, as arestas exk e exm formam um co-ciclo em
ZM , compartilhando exatamente o mesmo conjunto de arestas substitutas na co-árvore
T , desconsideradas as arestas de mesmo rótulo que exk e exm. A perda de Mvpvxkq

remove de ZM todas as arestas de rótulo Mvpvxkq, incluindo exk, rompendo todos os ciclos
fundamentais formados pelas arestas substitutas compartilhadas, que passavam por exk.
Consequentemente, vxm torna-se um vértice sem vizinhança de entrada em Bc2 , tornando
exm indispensável para a observabilidade do sistema e, consequentemente, Mvpvxmq uma
C1. De forma análoga, a remoção de Mvpvxmq torna Mvpvxkq uma C1. Pela definição de
2-tuplas críticas, o par tMvpvxkq, Mvpvxmqu constitui um C2.

A identificação do padrão C2-XX é conduzida por meio de uma comparação sistemá-
tica, dois a dois, das vizinhanças de entrada reduzidas dos vértices pertencentes à partição
X. A Figura 51 ilustra as possíveis combinações entre arestas de fluxo e de injeção associ-
adas à árvore geradora observável T corrente, exemplificadas por um trecho formado pelas
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arestas exk e exm, representadas pelos vértices vxk, vxm P V pBc2q, que satisfazem o padrão
C2-XX. Para as combinações (a), (d), (e) e (f), a igualdade N´

R pvxk, vxmq “ N´
R pvxm, vxkq

permanece válida com ξ “ H, implicando N´pvxkq “ N´pvxmq. Já nas combinações (b)
e (c), embora haja igualdade entre as vizinhanças de entrada reduzidas, uma aresta de
injeção exn P EpT q resulta N´pvxkq ‰ N´pvxmq em Bc2 , sendo descartada por compar-
tilhar rótulos com exk e exm, utilizando-se ξ “ tvexnu em N´

R pvxk, vxmq e N´
R pvxm, vxkq.

Em todas as combinações possíveis, a perda simultânea de Mvpvxkq e Mvpvxmq torna ZM

desconexo e, portanto, essas medidas formam um C2.

Figura 51: Possibilidades de combinações de arestas baseadas no padrão C2-XX.

Quando a árvore geradora observável é formada unicamente por arestas de fluxo,
mesmo com arestas de injeção presentes em ZM , o padrão C2-XX reduz-se à comparação
das vizinhanças de entrada entre vértices da partição X. Nesse caso, para dois vértices
vxk, vxm P X de Bc2 , se N´pvxkq “ N´pvxmq, então o par tMvpvxkq, Mvpvxmqu é C2.

4.4.2.4 Padrão C2-ext: Vizinhança de Entrada Própria como Subconjunto de Cconj

O padrão C2-ext complementa os padrões C2-XY, C2-XYp e C2-XX, cobrindo um caso
específico em que as medidas de injeção integram T . Nessa situação, vértices vxk, vxm P X

identificados pelo padrão C2-XX geram arcos de colisão de rótulo que alcançam vértices
vyk, vym P Y que, por sua vez, alcançam vértices adicionais vx P X via arcos de formação de
ciclo. Esses vértices vx são alcançados por mais de uma medida redundante estritamente
em Y , resultando em |FY rvxs| ą 1, o que impede a captura pelo padrão C2-XY.
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Seja vx P X não coberto pelos padrões C2-XY, C2-XYp e C2-XX. O padrão C2-ext é
aplicado apenas a vértices elegíveis (aqueles cuja N´

P pvxq não contém nenhuma fonte), pois
a ausência de fontes em N´

P pvxq é condição necessária para o cenário descrito: vértices
alcançados exclusivamente por medidas redundantes oriundas de vértices não-fonte em
Y , que são sucessores de membros de Cconjs já identificados pelo padrão C2-XX. Para
um vértice elegível vx, verifica-se se o conjunto de medidas tMvpvyq | vy P N´

P pvxqu é
subconjunto de algum Cconj previamente identificado. Quando essa condição é satisfeita,
Mvpvxq integra esse Cconj.

Se vx satisfaz o padrão C2-ext, então as medidas representadas em N´
P pvxq pertencem

a Cconj´i. Pela definição de Cconj, a indisponibilidade de qualquer medida m P Cconj´i

torna as medidas remanescentes desse conjunto em C1s, incluindo aquelas representadas
em N´

P pvxq. Como essas medidas estão em X e deixam de ser alcançadas por fontes, os
vértices não-fonte em Y que as referenciavam e alcançavam vx perdem seus predecessores
redundantes. Consequentemente, vx também deixa de ser alcançado por fontes, tornando
Mvpvxq uma C1. Portanto, Mvpvxq integra Cconj´i e forma C2s com todas as medidas
desse conjunto. Salienta-se que esse raciocínio explora a reciprocidade dos Cconjs.

A Figura 52 ilustra o padrão C2-ext em dois painéis. No painel esquerdo, o digrafo
Bc2 mostra o vértice vx P X sendo alcançado pelos vértices de N´

P pvxq, cujas medidas
associadas pertencem a Cconj´i. No painel direito, B1

c2 ilustra o efeito da indisponibilidade
de uma medida m P Cconj´i: o vértice correspondente é removido, e N´1

P pvxq passa a
referenciar apenas C1s. Sem predecessores redundantes, vx deixa de ser alcançado por
fontes, tornando Mvpvxq uma C1.

Figura 52: Exemplo de ocorrência do padrão C2-ext.
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4.4.2.5 Implementação para Identificação dos Padrões C2-XY, C2-XYp, C2-XX e C2-ext

Os padrões C2-XY, C2-XYp, C2-XX e C2-ext são utilizados para identificação de espe-
cificidades estruturais em Bc2 que evidenciam C2s e Cconjs. A metodologia desenvolvida
opera sem modificações na estrutura de Bc2 . Os Algoritmos 9, 10, 11, 12 e 13 formalizam
o procedimento.

Algoritmo 9: Identificação de C2s e Cconjs.

Entrada: Bc2 , Mvp¨q e FY .
Saída: C2s e Cconjs.

1 início
2 Visitados Ð H; Cconjs Ð H; Pertence Ð H;
3 Padrao_XY(Bc2, FY , Visitados, Cconjs, Pertence); // Algoritmo 10

4 Padrao_XYp(Bc2, Visitados, Cconjs, Pertence); // Algoritmo 11

5 Padrao_XX(Bc2, Visitados, Cconjs, Pertence); // Algoritmo 12

6 Padrao_ext(Bc2, Visitados, Cconjs, Pertence); // Algoritmo 13

7 C2s Ð Gerar_C2s(Cconjs);
8 retorna C2s, Cconjs;

Algoritmo 10: Procedimento Padrao_XY.
Entrada: Bc2 , FY , Visitados, Cconjs, Pertence.

1 início
2 para cada vxi

P X Ă V pBc2q faça // Padrão C2-XY.

3 se |FY rvxi
s| “ 1 então

4 Visitados Ð Visitados Y tvxi
u;

5 Combinar(Cconjs, Pertence, tMvpvxi
qu Y FY rvxi

s);
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Algoritmo 11: Procedimento Padrao_XYp.

Entrada: Bc2 , Visitados, Cconjs, Pertence.

1 início
2 para cada vxi

P XzVisitados faça // Padrão C2-XYp.

3 N´
P pvxi

q Ð N´pvxi
qzN`pvxi

q;
4 Meds Ð tMvpvyq | vy P N´

P pvxi
qu;

5 se |Meds| “ 1 então
6 Visitados Ð Visitados Y tvxi

u;
7 Combinar(Cconjs, Pertence, tMvpvxi

qu Y Meds);

Algoritmo 12: Procedimento Padrao_XX.
Entrada: Bc2 , Visitados, Cconjs, Pertence.

1 início
2 para cada vxi

P XzVisitados faça
3 para cada vxj

P XzVisitados, j ą i faça
4 ξ Ð N`pvxi

q Y N`pvxj
q;

5 N´
R pvxi

, vxj
q Ð N´pvxi

qzξ;
6 N´

R pvxj
, vxi

q Ð N´pvxj
qzξ;

7 se N´
R pvxi

, vxj
q “ N´

R pvxj
, vxi

q então
8 Visitados Ð Visitados Y tvxi

, vxj
u;

9 Combinar(Cconjs, Pertence, tMvpvxi
q, Mvpvxj

qu);

Algoritmo 13: Procedimento Padrao_ext.
Entrada: Bc2 , Visitados, Cconjs, Pertence.

1 início
2 para cada vxi

P XzVisitados faça
3 N´

P pvxi
q Ð N´pvxi

qzN`pvxi
q;

4 se E vy P N´
P pvxi

q tal que N´pvyq “ H então
5 Meds Ð tMvpvyq | vy P N´

P pvxi
qu;

6 se D Cconj P Cconjs tal que Meds Ď Cconj então
7 Combinar(Cconjs, Pertence, tMvpvxi

qu Y Meds);
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Definem-se as seguintes variáveis e procedimentos nos Algoritmos 9, 10, 11, 12 e 13:

• conjunto Visitados, inicializado como vazio, que armazena os vértices de X cobertos
pelos padrões aplicados, utilizado para restringir o espaço de busca das varreduras
subsequentes;

• dicionário Pertence, inicializado como vazio, que mapeia cada medida envolvida em
C2s ao Cconj correspondente, construído e mantido pelo procedimento Combinar

mediante a estrutura Union-Find [23];

• conjunto temporário Meds, que armazena as medidas representadas pelos vértices
de N´

P pvxi
q, utilizado nas verificações dos padrões C2-XYp e C2-ext;

• procedimento Combinar, que incorpora um novo par ou conjunto de medidas a
Cconjs, concomitantemente fundindo conjuntos críticos com medidas em comum e
atualizando o dicionário Pertence; e

• procedimento Gerar_C2s, que expande os Cconjs em todas as combinações dois a
dois, gerando os C2s definitivos do sistema.

O Algoritmo 9 realiza quatro varreduras sobre os vértices de X Ă V pBc2q. Conforme
estabelecido na Seção 4.4.2, na consulta a FY desconsideram-se as C1s, condição mantida
implicitamente em todas as varreduras a seguir.

Na primeira varredura, aplica-se o padrão C2-XY a cada vértice vxi
P X: verifica-se

se |FY rvxi
s| “ 1, condição que indica a existência de exatamente uma medida redundante

capaz de substituir Mvpvxi
q em T . Os vértices que satisfazem o padrão são inseridos em

Visitados e o C2 identificado é incorporado a Cconjs pelo procedimento Combinar.

Quanto à segunda varredura, aplica-se o padrão C2-XYp aos vértices em XzVisitados:
calcula-se N´

P pvxi
q e o conjunto Meds das medidas representadas por seus vértices. Quando

|Meds| “ 1, incorpora-se o par formado por Mvpvxi
q e a medida única em Meds a um Cconj.

Sob essa condição, vxi
é adicionado ao conjunto Visitados.

Na terceira varredura, busca-se por ocorrências do padrão C2-XX em pares de vértices
vxi

e vxj
pertencentes a XzVisitados, comparando as vizinhanças de entrada reduzidas

N´
R pvxi

, vxj
q e N´

R pvxj
, vxi

q, calculadas a partir de ξ “ N`pvxi
q Y N`pvxj

q. Quando um
par de vértices vxi

e vxj
satisfaz a igualdade N´

R pvxi
, vxj

q “ N´
R pvxj

, vxi
q, incorpora-se o

par de medidas tMvpvxi
q, Mvpvxj

qu como C2 a um Cconj. Sob essa condição, os referidos
vértices são adicionados ao conjunto Visitados.
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Na quarta varredura, aplica-se o padrão C2-ext aos vértices em XzVisitados: calcula-
se N´

P pvxi
q e verifica-se a ausência de fontes (condição de elegibilidade). Para os vértices

elegíveis, consulta-se Pertence para verificar se todas as medidas de N´
P pvxi

q pertencem
ao mesmo Cconj, incorporando Mvpvxi

q a esse conjunto quando a condição é satisfeita.

Em todas as varreduras, o procedimento Combinar mantém Cconjs e o dicionário
Pertence atualizados via estrutura Union-Find, unindo conjuntos com medidas em comum
e mapeando cada medida ao seu Cconj correspondente, com custo amortizado praticamente
constante por operação [23]. Por fim, o procedimento Gerar_C2s expande os Cconjs em
todas as combinações dois a dois, gerando os C2s definitivos.

Embora os quatro padrões sejam implementados sistematicamente pelo Algoritmo 9,
salienta-se que o padrão C2-ext ocorre exclusivamente em planos de medição com baixa
redundância e predominância de medidas de injeção em T , um cenário atípico na prática.
Na maioria dos sistemas de potência reais, os C2s e Cconjs são identificados predominan-
temente pelos padrões C2-XY, C2-XYp e C2-XX.



5 Resultados

Inicialmente, descrevem-se as redes elétricas avaliadas, de modo a contextualizar sua to-
pologia, porte e as particularidades relevantes para a interpretação dos resultados. Em
seguida, detalha-se a aplicação das metodologias propostas sobre a rede IEEE 14 barras
monitorada por um plano de medição específico, desde a análise de observabilidade topo-
lógica até a identificação das criticalidades, cujos resultados são confrontados com os de
uma abordagem numérica clássica sobre o mesmo sistema. Posteriormente, apresenta-se
a configuração experimental adotada, incluindo as técnicas topológicas e numéricas de
referência empregadas na comparação. Na sequência, avalia-se a aderência das criticali-
dades identificadas pela abordagem proposta frente às demais técnicas, em sistemas de
diferentes portes, e analisa-se o desempenho computacional das abordagens, mensurado
pelo tempo total de execução. Por fim, examinam-se as ocorrências dos padrões topo-
lógicos que fundamentam a identificação de pares e conjuntos críticos, encerrando-se o
capítulo com uma discussão integrada sobre os resultados obtidos.

5.1 Redes Elétricas Estudadas

Para teste e validação das metodologias propostas e discutidas no Capítulo 4, utilizaram-
se as redes IEEE 14, 118 e 300 barras, amplamente adotadas pela comunidade acadêmica,
além de duas redes de grande porte do repositório MATPOWER: a CASE2383WP (2.383
barras) e a CASE9241PEGASE (9.241 barras). A seguir, apresenta-se uma breve descrição
topológica de cada sistema utilizado.

• IEEE 14 barras: sistema de pequeno porte composto por 14 barras e 20 ramos.

• IEEE 118 barras: sistema de médio porte composto por 118 barras e 179 ramos.

• IEEE 300 barras: sistema de grande porte formado por 300 barras e 409 ramos.
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• CASE2383WP: sistema de grande porte formado por 2.383 barras e 2.886 ramos, cor-
respondente a uma rede de transmissão da Polônia.

• CASE9241PEGASE: integrante do conjunto de casos desenvolvidos no âmbito do pro-
jeto PEGASE (Pan European Grid Advanced Simulation and State Estimation),
financiado pelo 7º Programa-Quadro da União Europeia [33]. Embora seus dados
sejam fictícios, foram elaborados de modo a reproduzir com elevada fidelidade a
complexidade estrutural e o porte de uma rede de transmissão transnacional de alta
tensão, constituindo um benchmark robusto para estudos em larga escala [41]. O
caso é composto por 9.241 barras e 14.207 ramos.

Utiliza-se a rede IEEE de 14 barras, monitorada por um conjunto de 20 medidas,
com a finalidade de expor em pormenor cada etapa do processo de construção de uma
árvore geradora observável e os mecanismos empregados na identificação de criticalidades
de medidas. Para as demais topologias, adotaram-se planos de medição com diferentes
níveis de redundância. Esse conjunto experimental permite, por um lado, ilustrar os
procedimentos metodológicos sobre um caso de pequeno porte e, por outro, investigar
como o problema das criticalidades escala com o tamanho do sistema, possibilitando
avaliação da eficiência das técnicas propostas.

5.2 Planos de Medição Avaliados

Os planos de medição avaliados são gerados por uma heurística fundamentada na estrutura
topológica do grafo de rede. Inicialmente, constrói-se uma árvore geradora aleatória do
grafo e removem-se aleatoriamente k de suas arestas, obtendo-se uma floresta com k ` 1
árvores. Em cada uma dessas árvores, alocam-se medidas de ramo com sentidos escolhidos
ao acaso, assegurando a observabilidade topológica mínima de cada componente, que passa
a constituir uma ilha observável. Na sequência, alocam-se aleatoriamente k medidas de
injeção, responsáveis por estabelecer a interface entre as ilhas e garantir a observabilidade
topológica global do plano de medição.

Como consequência direta dessa construção, a árvore geradora observável do plano
de medição resultante contém, necessariamente, k arestas de injeção. Dessa forma, a
heurística possibilita a geração de planos de medição aleatórios com presença controlada
de medidas de injeção sustentando a observabilidade, permitindo avaliar a robustez das
técnicas propostas em cenários nos quais a observabilidade depende de forma significativa
desse tipo de medição. As medidas redundantes de fluxo são alocadas exclusivamente nas
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regiões do grafo de rede que coincidem com as componentes formadas na etapa inicial, ao
passo que as medidas redundantes de injeção não possuem restrição de alocação.

Esse procedimento evita a formação de regiões extensas sustentadas exclusivamente
por medidas de injeção — configuração pouco realista em sistemas reais. Além disso,
superam-se as limitações computacionais associadas à alocação aleatória de medidas em
sistemas com baixo grau de redundância, uma abordagem que se torna computacional-
mente custosa para redes elétricas de grande porte, como a CASE2383WP, e praticamente
inviável para a CASE9241PEGASE. A estratégia adotada, fundamentada nos princípios de
observabilidade topológica, assegura a construção de sistemas teste consistentes e adequa-
dos aos objetivos da análise.

Destaca-se que essa técnica não foi empregada no caso da rede IEEE 14 barras, cuja
dimensão reduzida e caráter eminentemente ilustrativo dispensam tal estruturação. Os
detalhes da implementação desenvolvida para a geração dos sistemas encontram-se des-
critos no Apêndice A. Ademais, a composição dos respectivos planos de medição para as
demais topologias será apresentada ao longo da seção de resultados.

5.3 Caso Ilustrativo: Sistema IEEE 14 barras e 20 medidas

Para ilustrar detalhadamente cada etapa das metodologias propostas, utiliza-se como
caso de estudo a rede IEEE de 14 barras monitorada por um plano de medição M de 20
medidas, composto por: 8 medidas convencionais de injeção de potência ativa (Pi); 7
medidas convencionais de fluxo de potência ativa em ramos (Pi´j); 3 medidas de corrente
fasorial (Ii´j); e 2 medidas de ângulo de fase de tensão (Ai). A Figura 53 apresenta o
sistema avaliado, evidenciando a topologia da rede e o plano de medição associado.

Figura 53: Sistema IEEE 14 barras com 20 medidas.
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Esse sistema possui duas PMUs completas nas barras 1 e 8: a PMU da barra 1 fornece
o ângulo de tensão nodal e os fasores de corrente nos ramos 1–2 e 1–5, enquanto a PMU
da barra 8 mede o ângulo de tensão nodal e o fasor de corrente no ramo 8–7.

A partir do plano de medição M , constrói-se o multigrafo de medições ZM conforme
o procedimento definido na Seção 4.2 do Capítulo 4. O multigrafo resultante é ilustrado
na Figura 54, na qual:

• as 7 medidas de fluxo convencional e as 3 medidas de corrente fasorial originam
arestas de fluxo com rótulos distintos;

• cada uma das 8 medidas de injeção gera um conjunto de arestas de injeção com rótulo
próprio, centrado na barra monitorada k e conectando-a às suas barras vizinhas;

• as 2 medidas fasoriais de ângulo de tensão produzem arestas de fluxo entre cada
barra monitorada e o vértice fictício 0, que representa a referência angular do sis-
tema, cada qual com rótulo distinto.

Figura 54: ZM referente ao IEEE 14 barras com 20 medidas.

A partir do multigrafo de medições ZM , preparam-se as instâncias de entrada do
algoritmo de observabilidade topológica. Para isso, constroem-se dois subgrafos de ZM :
(i) o subgrafo ZF , induzido pelas arestas de fluxo, e (ii) o subgrafo Z0

P , formado pelas
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arestas de injeção. A Figura 55 ilustra esses subgrafos para o sistema IEEE 14 barras
com 20 medidas.

Figura 55: Subgrafos ZF e Z0
P referentes ao IEEE 14 barras com 20 medidas.

O Algoritmo 1 é aplicado ao subgrafo ZF , realizando uma busca em profundidade
para construção de uma floresta de profundidade TF de tamanho máximo. A cada aresta
explorada, verifica-se se ambos os vértices já foram visitados, condição que impediria sua
inclusão, garantindo a aciclicidade de TF . A Figura 56 apresenta a floresta resultante,
enquanto a Tabela 4 descreve a ordem de exploração das arestas.

Figura 56: Floresta de profundidade TF oriunda de ZF .
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Tabela 4: Sequência de arestas de fluxo processadas para construção de TF .

# Aresta Rótulo Extremo x Extremo y Tratamento

1 (0, 1) A1 (0): raiz/visitado (1): não visitado Inserida em TF

2 (1, 2) I1´2 (1): visitado (2): não visitado Inserida em TF

4 (2, 5) P2´5 (2): visitado (5): não visitado Inserida em TF

5 (5, 6) P6´5 (5): visitado (6): não visitado Inserida em TF

6 (6, 11) P6´11 (6): visitado (11): não visitado Inserida em TF

7 (6, 12) P12´6 (6): visitado (12): não visitado Inserida em TF

8 (12, 13) P12´13 (12): visitado (13): não visitado Inserida em TF

9 (12, 13) P13´12 (12): visitado (13): visitado Ignorada
10 (2, 5) P5´2 (2): visitado (5): visitado Ignorada
11 (1, 5) I1´5 (1): visitado (5): visitado Ignorada
12 (0, 8) A8 (0): raiz/visitado (8): não visitado Inserida em TF

13 (8, 7) I8´7 (8): visitado (7): não visitado Inserida em TF

Como a floresta TF resultante do processamento das arestas de fluxo não constitui
uma árvore geradora, torna-se necessário recorrer às arestas de injeção para conectar as
componentes conexas (árvores), objetivando a análise de observabilidade topológica e a
construção de uma árvore geradora observável T .

Sejam T 0
P e Z0

P as instâncias de entrada da rotina de processamento de arestas de
injeção, onde V pT 0

P q “ V pTF q e EpT 0
P q “ EpTF q. Inicialmente, conforme estabelecido na

Seção 4.3.2 do Capítulo 4, realiza-se a contração de arestas de T 0
P e Z0

P . Essa operação visa
reduzir o espaço de busca associado ao processamento das arestas de injeção, agrupando
em supernós todos os vértices de T 0

P e Z0
P pertencentes a uma mesma árvore TF k da

floresta TF . A partir dessa contração obtêm-se os grafos reduzidos T sn
P e Zsn

P , oriundos de
T 0

P e Z0
P , respectivamente. A Figura 57 ilustra essa operação de redução no caso avaliado.

A redução resultante é essencial para a eficiência da rotina: ao operar no nível de
supernós, o algoritmo avalia as arestas de injeção apenas quanto à sua capacidade de
conectar árvores distintas de TF . Nessa etapa, busca-se construir uma árvore geradora com
unicidade de rótulos (ou árvore geradora arco-íris) T 0

P com arestas de Z0
P . Posteriormente,

as arestas de injeção pertencentes à solução são convertidas para seus extremos originais
para expansão de TF e, portanto, obtenção da árvore geradora observável T . Salienta-se
que, em caso de inobservabilidade topológica, T persistirá como floresta.
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Figura 57: Instâncias de entrada da rotina de processamento das arestas de injeção para
o sistema IEEE 14 barras com 20 medidas.

Pode-se reduzir ainda mais o multigrafo Zsn
P por meio de uma busca iterativa por

pontes. Para cada ponte eP P EpZsn
P q, rotulada por Pk, realiza-se a contração de seus

extremos em um supernó e a remoção das demais arestas com o mesmo rótulo Pk. A
contração gera um multigrafo temporário, no qual uma nova busca por pontes é executada.
O processo evolui de forma iterativa, de modo que cada ponte identificada aciona uma
nova contração e eventuais remoções de arestas, repetindo-se o ciclo até que nenhuma
nova ponte seja encontrada. Ao final dessa etapa, obtém-se o multigrafo reduzido ZP .

No multigrafo Zsn
P referente ao sistema de IEEE 14 barras e 20 medidas, ilustrado

na Figura 57, a aresta de injeção pTF 4, TF 3q (extremos 9 e 14, respectivamente) de rótulo
P9 é uma ponte. Assim, transformam-se os extremos dessa ponte no supernó TF 7, e
removem-se as demais arestas de injeção de mesmo rótulo P9. Ilustram-se os grafos ZP

e TP resultantes desse processo na Figura 58. A ponte identificada será posteriormente
incorporada a T ao término da rotina.

Figura 58: Instância ZR
P referente ao sistema IEEE 14 barras com 20 medidas.
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As arestas de injeção remanescentes de ZP serão processadas pelo Algoritmo 4, com
o objetivo de construir uma árvore geradora observável em TP . A Tabela 5 apresenta o
ordenamento adotado para varredura das arestas de injeção e o tratamento dado.

Tabela 5: Ordem de processamento e tratamento das arestas de ZP .

#
Aresta

em
ZR

P

Aresta
em
ZP

Rótulo
Freq.

do
Rótulo

Tratamento / Conflito

1 pTF 1, TF 6q p2, 3q P2 1 Inserido em T R
P .

2 pTF 1, TF 7q p7, 9q P7 1 Inserido em T R
P .

3 pTF 1, TF 5q p4, 5q P5 1 Inserido em T R
P .

4 pTF 1, TF 2q p10, 11q P11 1 Inserido em T R
P .

5 pTF 1, TF 6q p2, 3q P3 2 Forma ciclo com aresta #1.
6 pTF 5, TF 6q p3, 4q P3 2 Forma ciclo com arestas #1 e #3.
7 pTF 1, TF 2q p10, 11q P10 2 Forma ciclo com aresta #4.
8 pTF 2, TF 7q p9, 10q P10 2 Forma ciclo com arestas #2 e #4.
9 pTF 1, TF 5q p4, 5q P4 4 Forma ciclo com aresta #3.

10 pTF 1, TF 5q p4, 7q P4 4 Forma ciclo com aresta #3.
11 pTF 5, TF 6q p3, 4q P4 4 Forma ciclo com arestas #1 e #3.
12 pTF 5, TF 7q p4, 9q P4 4 Forma ciclo com arestas #2 e #3.

Conforme mencionado no Capítulo 4, o processamento das arestas de injeção não
admite uma estratégia gulosa. A ordem em que essas arestas são avaliadas influencia
diretamente na máxima expansão possível de TP , comprometendo, no caso de sistemas
topologicamente observáveis, a construção de uma árvore geradora observável T . Nesse
caso, o Algoritmo 4 emprega um digrafo bipartido auxiliar B, capaz de reverter escolhas
de arestas ao longo da varredura e, assim, garantir a construção de uma solução viável.

Entretanto, em sistemas de grande porte, o acesso frequente ao digrafo auxiliar B tende
a elevar o esforço computacional. Para reduzir esse impacto, adota-se uma ordenação das
arestas que tende a minimizar o número de correções necessárias. Neste trabalho, prioriza-
se o processamento das arestas de injeção associadas aos rótulos menos frequentes em ZP ,
heurística que, empiricamente, demonstrou uma redução da quantidade de intervenções
via B. A Tabela 5 ilustra a aplicação desse critério. Todavia, ressalta-se que o maior ganho
computacional do método decorre do processo de contração de arestas em supernós nas
instâncias de entrada.
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Conforme a Tabela 5, as arestas de injeção escolhidas para formarem uma árvore
geradora de rótulos únicos em TP foram pTF 1, TF 6q, pTF 1, TF 7q, pTF 1, TF 5q e pTF 1, TF 2q.
Expandido-se todos os supernós de TP , obtém-se as seguintes arestas de injeção que co-
nectam as árvores da floresta TF , sem violar as restrições de aciclicidade e unicidade de
rótulos: p9, 14q de rótulo P9; p2, 3q de rótulo P2; p7, 9q de rótulo P7; p4, 5q de rótulo P5; e
p10, 11q de rótulo P11. Representa-se na Figura 59 a árvore geradora observável T obtida,
o que confirma a observabilidade topológica do sistema IEEE 14 barras com 20 medidas.

Figura 59: Uma árvore geradora observável T concernente ao sistema IEEE 14 barras e
20 medidas.

A Figura 60 ilustra a co-árvore T referente a T , composta pelas arestas do multi-
grafo ZM que não pertencem à árvore geradora observável construída, caracterizada pelos
conjuntos de vértices V pT q “ V pT q e de arestas EpT q “ EpZM qzEpT q.

Figura 60: Uma co-árvore T referente à árvore geradora observável oriunda do algoritmo.
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Com base em T , procede-se à construção do digrafo Bc1 , conforme descrito na Se-
ção 4.4.1. Cada vértice de Bc1 representa biunivocamente uma aresta do multigrafo de
medições ZM , sendo o conjunto de vértices particionado em X e Y . A partição X contém
os vértices associados às arestas da árvore geradora observável T , enquanto a partição Y

é composta pelos vértices correspondentes às arestas da co-árvore T .

O digrafo Bc1 mapeia os conflitos estruturais existentes entre as arestas da co-árvore
T e as arestas da árvore geradora observável T , indicando as possibilidades de remaneja-
mento entre esses dois conjuntos que resultam em diferentes árvores geradoras observáveis.
Essa representação permite explicitar, de forma sistemática, as dependências topológicas
entre as medições do sistema. As medidas que não constituem T são identificadas como
redundantes, pois são representadas por fontes na partição Y em Bc1 . Por sua vez, as C1s

correspondem aos vértices da partição X que não são alcançáveis a partir dessas fontes
por meio de sequências de troca.

Na Figura 61, os vértices assinalados em vermelho correspondem às medidas clas-
sificadas como C1, isto é, aquelas que integram todas as árvores geradoras observáveis
possíveis de ZM . Por outro lado, os vértices destacados em azul representam medidas
redundantes, cuja remoção não compromete a observabilidade topológica do sistema.

Figura 61: Digrafo Bc1 referente ao sistema IEEE 14 barras e 20 medidas.
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Para as arestas de injeção representadas por vértices de Bc1 na Figura 61, adota-se a
identificação pelo rótulo da respectiva medida, acompanhada de um par ordenado pi, jq.
Nesse par, i corresponde à barra monitorada pela medição de injeção, enquanto j indica
a barra adjacente associada a essa medição no multigrafo de medições ZM . Por exemplo,
o vértice rotulado como P2 p2, 5q representa a medida de injeção P2, cuja referida aresta
conecta os vértices 2 e 5 em ZM .

Salienta-se que a identificação das C1s é realizada por meio do dicionário FY rvxs,
conforme apresentado na Tabela 6 para o sistema IEEE 14 barras e 20 medidas.

Tabela 6: Conjunto FY rvxs para cada vértice vx P X.

vx FY rvxs C1

A1 tP10, P4u

A8 tP10, P4u

I1-2 tI1–5, P10, P3, P4u

I8-7 tP10, P4u

P11 (11, 10) tP10u

P12-13 tP13–12u

P12-6 H ✓

P2 (2, 3) tP3, P4u

P2-5 tI1–5, P10, P3, P4, P5–2u

P5 (5, 4) tP10, P3, P4u

P6-11 tP10u

P6-5 tP10, P3, P4u

P7 (7, 9) tP10, P4u

P9 (9, 14) H ✓

De acordo com a Tabela 6, os vértices P12-6 e P9 p9, 14q da partição X de Bc1 , re-
ferentes às medidas P12-6 e P9, respectivamente, não estão envolvidos em sequências de
troca. Esses vértices pertencem à partição X e, portanto, correspondem a arestas de T .
Tais arestas não admitem remanejamento com arestas da co-árvore T e, por essa razão,
as referidas medidas caracterizam C1s. Observam-se dois padrões topológicos indicativos
de C1: (i) o vértice em X não possui vizinhos de entrada em Bc1 ; ou (ii) todos os seus
vizinhos de entrada correspondem, eles próprios, a vértices associados a C1s. No sistema
em questão, têm-se N´pP9 p9, 14qq “ ∅ e N´pP12-6q “ ∅.
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A partir da eliminação dos vértices associados às medidas C1s em Bc1 , obtém-se o
digrafo bipartido Bc2 , ilustrado na Figura 62. Esse digrafo preserva exclusivamente as
relações estruturais entre medidas remanejáveis.

Figura 62: Digrafo Bc2 referente ao sistema IEEE 14 barras e 20 medidas.

Na Figura 62, os vértices destacados em azul correspondem a medidas que não inte-
gram nenhum Cconj, enquanto as demais cores (vermelho, verde e laranja) destacam os
Cconjs identificados. Os padrões topológicos estabelecidos na Seção 4.4.2 foram identifi-
cados em Bc2 , baseando-se no dicionário FY rvxs apresentado na Tabela 6:

• O vértice P12-13 é alcançado por uma única fonte em Y , que representa a me-
dida P13-12: FY rP12-13s “ tP13-12u. Nesse contexto, satisfaz-se o padrão C2-XY,
caracterizando o par tP12-13, P13-12u como um C2. Como N´pP12-13q “ tP13-12u

representa uma única medida, o padrão C2-XYp também retornaria esse C2, todavia
a lógica implementada prioriza a busca pelo padrão C2-XY.

• O vértice P11 p11, 10q é alcançado por duas fontes em Y , i.e., N´pP11 p11, 10qq “

tP10 p10, 9q, P10 p10, 11qu, que representam a medida P10: FY rP11 p11, 10qs “

tP10u. Do mesmo modo, o vértice P6-11 é alcançado exclusivamente por fontes
que representam a medida P10: FY rP6-11s “ tP10u. Assim, os pares tP10, P11u e
tP10, P6-11u satisfazem o padrão C2-XY e são classificados como C2s.
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• Os vértices A1 e A8 apresentam vizinhanças de entrada reduzidas idênticas. Consi-
derando ξ “ N`pA1q Y N`pA8q “ ∅, tem-se:

N´
R pA1q “ N´

R pA8q “ tP4 p4, 7q, P4 p4, 9q, P7 p7, 4q, P10 p10, 9qu.

Esse arranjo satisfaz o padrão C2-XX, caracterizando o par tA1, A8u como um C2.

Observa-se, contudo, que os pares tP10, P11u e tP10, P6-11u, ambos identificados pelo
padrão C2-XY, compartilham a medida P10. Essa interseção indica que as medidas P10,
P11 e P6-11 pertencem a um mesmo Cconj. A partir dessa consolidação, oriunda da recipro-
cidade característica de Cconjs, pode-se derivar o par tP6-11, P11u como um C2 adicional,
resultando no conjunto crítico

Cconj “ tP10, P11, P6-11u.

Após a identificação dos C2s por meio dos padrões C2-XY e C2-XX, bem como a con-
solidação dos Cconjs mediante a propriedade de reciprocidade, obtêm-se as criticalidades
apresentadas na Tabela 7.

Tabela 7: C2s e Cconjs identificados no sistema IEEE 14 barras e 20 medidas.

Identificador Elementos Cconj

correspondente

C2–001 tP12-13, P13-12u Cconj-1

C2–002 tA1, A8u Cconj-2

C2–003 tP6-11, P11u Cconj-3

C2–004 tP6-11, P10u Cconj-3

C2–005 tP10, P11u Cconj-3

Os padrões propostos neste trabalho decorrem de cenários em que a perda de medidas
induz modificações estruturais no digrafo Bc2 , levando ao aparecimento de vértices na par-
tição X que passam a satisfazer os padrões topológicos característicos de C1s, permitindo,
assim, a identificação de C2s

Embora a análise topológica desenvolvida neste trabalho constitua o foco principal da
metodologia proposta, torna-se relevante verificar a consistência dos resultados obtidos
por meio de uma abordagem alternativa amplamente consolidada na literatura. Com
esse objetivo, apresenta-se, na sequência, a aplicação de um método numérico baseado na
análise dos resíduos normalizados, considerando o mesmo sistema IEEE 14 barras e 20
medidas utilizado na análise topológica.
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Essa abordagem numérica fundamenta-se na estrutura da matriz Jacobiana do modelo
linearizado e na matriz de covariância dos resíduos da estimação linear Ω̃ΩΩ, a partir das
quais é possível identificar medidas críticas, pares críticos e conjuntos críticos por meio
de propriedades algébricas.

Os resultados obtidos por esse método são apresentados de modo a evidenciar sua
correspondência direta com as criticalidades previamente identificadas pelos digrafos Bc1

e Bc2 , demonstrando que ambas as abordagens conduzem às mesmas classificações de
medidas para o sistema analisado.

A matriz Jacobiana H̃HH correspondente ao sistema IEEE 14 barras e 20 medidas é
apresentada a seguir. As linhas estão associadas às medidas que compõem o plano de
medição, enquanto as colunas correspondem às variáveis de estado θ1, θ2, . . . , θ14.

H̃HH “

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6 θ7 θ8 θ9 θ10 θ11 θ12 θ13 θ14

I1-2 1 ´1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
I1-5 1 0 0 0 ´1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
P2-5 0 1 0 0 ´1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
P5-2 0 ´1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
P6-5 0 0 0 0 ´1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
P6-11 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ´1 0 0 0
I8-7 0 0 0 0 0 0 ´1 1 0 0 0 0 0 0
P12-6 0 0 0 0 0 ´1 0 0 0 0 0 1 0 0
P12-13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ´1 0
P13-12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ´1 1 0

A1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
A8 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
P2 ´1 4 ´1 ´1 ´1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
P3 0 ´1 2 ´1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
P4 0 ´1 ´1 5 ´1 0 ´1 0 ´1 0 0 0 0 0
P5 ´1 ´1 0 ´1 4 ´1 0 0 0 0 0 0 0 0
P7 0 0 0 ´1 0 0 3 ´1 ´1 0 0 0 0 0
P9 0 0 0 ´1 0 0 ´1 0 4 ´1 0 0 0 ´1
P10 0 0 0 0 0 0 0 0 ´1 2 ´1 0 0 0
P11 0 0 0 0 0 ´1 0 0 0 ´1 2 0 0 0
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A partir da matriz Jacobiana do modelo linearizado apresentada anteriormente, foram
calculadas a matriz de ganho G̃GG e, em seguida, a matriz de covariância dos resíduos
da estimação linear Ω̃ΩΩ, em conformidade com as definições e procedimentos descritos
na Seção 2.5. Considerando uma tolerância numérica de 10´5, a análise da matriz Ω̃ΩΩ
evidenciou a existência de duas linhas (ou, de forma equivalente, colunas, em razão de
sua simetria) com valores nulos, associadas às medidas P12-6 e P9. Dessa forma, essas
medidas são classificadas como C1s, em concordância com os resultados obtidos pela
abordagem topológica.

Na sequência, obteve-se o vetor de resíduos normalizados da estimação linear r̃N
i . Os

resíduos resultantes foram ordenados em ordem crescente, e seus valores associados a cada
medição são apresentados na Tabela 8.

Tabela 8: Resíduos normalizados da estimação linear do IEEE 14 barras e 20 medidas.

Medida RN
n Medida RN

n Medida RN
n

P11 0,02509 I1-5 0,76441 I8-7 1,08331
P6–11 0,02509 P6-5 0,78904 A8 1,15289
P10 0,02510 P7 0,86235 A1 1,15290
P2 0,56068 P5-2 0,90813 P2-5 1,22987
I1–2 0,56950 P4 0,90858 P12-13 1,41421
P3 0,68767 P5 0,98476 P13-12 1,41421

De acordo com a Tabela 8, a presença de resíduos normalizados aproximadamente
iguais caracteriza as seguintes criticalidades: Cconj-1 “ tP12-13, P13-12u, Cconj-2 “ tA1, A8u

e Cconj-3 “ tP10, P11, P6-11u. Salienta-se que a comparação entre os resíduos normalizados
foi realizada considerando-se uma tolerância numérica de 10´4.

Para os Cconjs identificados, procedeu-se à confirmação por meio do coeficiente de
correlação γk´m definido na Seção 2.6, onde foi observado coeficientes unitários entre
todos os pares de medidas pertencentes ao mesmo conjunto identificado. Dessa forma, os
Cconjs numericamente confirmados no sistema IEEE 14 barras e 20 medidas coincidem
com aqueles obtidos pela abordagem topológica.
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5.4 Configuração Experimental

Os experimentos foram conduzidos em computador com processador Intel Core i7-14700K
e 32 GB de memória RAM DDR5. As implementações foram desenvolvidas em Python
3.13.5, com o auxílio das bibliotecas NetworkX 3.5 para manipulação de grafos e NumPy
2.2.5 para operações matriciais.

Denomina-se GraphCA o conjunto das técnicas topológicas propostas nesta tese
para a identificação de criticalidades, abrangendo a análise de observabilidade topológica,
a identificação de C1s, C2s e Cconjs. Embora essas técnicas constituam contribuições
metodológicas distintas, descritas individualmente no Capítulo 4, são tratadas como uma
abordagem integrada desenvolvida para a avaliação da resiliência de um sistema. Nas
comparações de aderência e de desempenho apresentadas a seguir, o GraphCA é, portanto,
confrontado com as demais técnicas em sua execução completa, da construção de ZM à
identificação de criticalidades.

Cabe registrar que o GraphCA tem suas raízes no trabalho de Simões Costa, Piazza
e Mandel [64]: a representação por digrafo bipartido e a análise de sequências de troca
que fundamentam a identificação de criticalidades no MatroidCA constituem o ponto de
partida sobre o qual as contribuições desta tese foram desenvolvidas.

Para 9 planos de medição em cada um dos sistemas IEEE 118 e 300 barras, o GraphCA
é comparado com as seguintes técnicas da literatura:

• CovCA: técnica numérica baseada na análise da singularidade de submatrizes da
matriz de covariância dos resíduos da estimação linear Ω̃ΩΩ, conforme descrito na
Seção 2.6.

• ResCA: abordagem numérica baseada na análise dos resíduos normalizados das
medidas, considerando um modelo linearizado descrito na Seção 2.6. Salienta-se
que, para os experimentos desenvolvidos nesta tese, adotou-se uma representação
auxiliar em grafos na etapa de confirmação dos conjuntos críticos: dentro de cada
agrupamento de medidas com resíduos normalizados próximos, os vértices corres-
pondem às medidas e as arestas são estabelecidas quando γk-m « 1, sendo os Cconjs

identificados como componentes conexas desse grafo. Essa representação assegura
a recuperação de conjuntos críticos disjuntos eventualmente reunidos pela proximi-
dade de resíduo, reduzindo a sensibilidade do método às tolerâncias adotadas.
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• MatroidCA: técnica topológica proposta por Simões Costa, Piazza e Mandel [64].
A identificação de C1s é realizada por meio da análise de sequências de troca em
Bc1 , conduzida por buscas sucessivas de caminhos mínimos, conforme apresentado na
Seção 4.4.1. A identificação de C2s é parcialmente enumerativa: remove-se sistema-
ticamente cada medida não-crítica do plano de medição e reexecuta-se o algoritmo
de identificação de C1s, conforme descrito na Seção 4.4.2. Na implementação ado-
tada neste trabalho, atualiza-se a árvore geradora observável corrente mediante o
remanejamento de arestas, evitando-se sua reconstrução integral a cada teste.

• GraphEnumCA: enumeração exaustiva topológica, baseada na remoção sistemá-
tica de medidas do multigrafo de medições ZM , simulando a perda de uma ou duas
medidas para identificação de C1s e C2s, respectivamente. Utiliza-se o algoritmo
de interseção de matroides, complementado pela operação de contração em super-
nós, descrita na Seção 4.3.2, objetivando reduzir a quantidade de arestas de injeção
processadas.

Cabe ressaltar que as implementações apoiam-se em bibliotecas de naturezas distintas:
a NetworkX, empregada na manipulação de grafos, é implementada em Python interpre-
tado, ao passo que a NumPy executa operações matriciais em código compilado. Essa
assimetria e suas implicações sobre a comparação de tempos são discutidas na Seção 5.6.

Para 10 planos de medição em cada um dos sistemas CASE2383WP e CASE9241PEGASE,
restringe-se a comparação entre GraphCA e ResCA, esta última avaliada com a adapta-
ção por componentes conexas descrita anteriormente. A escolha pela comparação com
ResCA decorre de seu menor custo computacional em relação às demais técnicas ava-
liadas nos sistemas IEEE 118 e 300 barras, conforme será apresentado nos resultados:
MatroidCA recorre a enumeração parcial para identificação de C2s, enquanto CovCA e
GraphEnumCA operam de forma estritamente enumerativa, o que penaliza o desempenho
dessas três técnicas em redes de grande porte. Para a identificação de C1s, mediante a
detecção de colunas/linhas nulas em Ω̃ΩΩ, adotou-se a tolerância 10´3 nas abordagens nu-
méricas; para a confirmação dos conjuntos críticos via coeficiente de correlação na técnica
ResCA, utilizou-se uma tolerância de 10´5.

Caracterizam-se os 38 planos de medição utilizados nos experimentos na Tabela 9,
distribuídos entre os sistemas IEEE 118 e 300 barras (9 planos cada), CASE2383WP e
CASE9241PEGASE (10 planos cada). Para cada plano, indicam-se: o número de medidas
de fluxo mF , o número de medidas de injeção mI , o total de medidas m “ mF ` mI , e a



5.4 Configuração Experimental 116

redundância global m{pn ´ 1q, definida como a razão entre o total de medidas e o número
mínimo de medidas requeridas para a observabilidade do sistema. Indica-se também a
proporção mI{m de medidas de injeção em relação ao total, que reflete o peso estrutural
dessas medidas no plano. Por fim, kinj denota a quantidade de medidas de injeção que
sustentam a observabilidade topológica global do sistema, isto é, a quantidade mínima de
arestas de injeção que integram a árvore geradora observável T do plano de medição.

Tabela 9: Caracterização dos planos de medição avaliados.

Instância mF mI m m{pn ´ 1q mI{m kinj

118_A 189 35 224 1,9145 0,1562 0
118_B 180 37 217 1,8547 0,1705 3
118_C 168 40 208 1,7778 0,1923 7
118_D 161 42 203 1,7350 0,2069 10
118_E 147 45 192 1,6410 0,2344 14
118_F 146 47 193 1,6496 0,2435 17
118_G 132 52 184 1,5726 0,2826 24
118_H 120 55 175 1,4957 0,3143 31
118_I 0 118 118 1,0085 1,0000 117
300_A 454 90 544 1,8194 0,1654 0
300_B 441 92 533 1,7826 0,1726 4
300_C 434 94 528 1,7659 0,1780 6
300_D 408 99 507 1,6957 0,1953 14
300_E 397 102 499 1,6689 0,2044 18
300_F 351 120 471 1,5753 0,2548 44
300_G 318 133 451 1,5084 0,2949 62
300_H 304 139 443 1,4816 0,3138 71
300_I 0 300 300 1,0033 1,0000 299

2383_A 3399 714 4113 1,7267 0,1736 0
2383_B 3344 719 4063 1,7057 0,1770 7
2383_C 3338 728 4066 1,7070 0,1790 19
2383_D 3253 731 3984 1,6725 0,1835 23
2383_E 3296 740 4036 1,6944 0,1833 37
2383_F 3209 753 3962 1,6633 0,1901 55
2383_G 3195 759 3954 1,6599 0,1920 63
2383_H 3097 785 3882 1,6297 0,2022 101

continua na próxima página
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Tabela 9 – continuação
Instância mF mI m m{pn ´ 1q mI{m kinj

2383_I 2998 819 3817 1,6024 0,2146 150
2383_J 2892 864 3756 1,5768 0,2300 214
9241_A 14992 2772 17764 1,9225 0,1560 0
9241_B 14966 2774 17740 1,9199 0,1564 3
9241_C 14941 2778 17719 1,9176 0,1568 9
9241_D 14923 2780 17703 1,9159 0,1570 11
9241_E 14888 2782 17670 1,9123 0,1574 14
9241_F 14863 2794 17657 1,9109 0,1582 31
9241_G 14759 2810 17569 1,9014 0,1599 55
9241_H 14320 2872 17192 1,8606 0,1671 143
9241_I 13892 2921 16813 1,8196 0,1737 213
9241_J 13622 2984 16606 1,7972 0,1797 303

Nos planos de medição avaliados, optou-se por considerar exclusivamente as medições
convencionais de fluxo e de injeção de potência. A ausência de PMUs nas instâncias
de teste justifica-se por não se tratar de uma complexidade estrutural do problema de
identificação de criticalidades.

Na modelagem topológica descrita no Capítulo 4, as medidas fornecidas por PMUs
(fasores de corrente e ângulos de tensão nodal) são incorporadas ao multigrafo de medições
ZM exclusivamente como arestas de fluxo, conforme ilustrado no caso da Seção 5.3. Sob
essa representação, sua inclusão amplia apenas o subgrafo ZF , processado em tempo
linear Op|V pZF q| ` |EpZF q|q pela busca em profundidade do Algoritmo 1. Nos digrafos
Bc1 e Bc2 , vértices associados a arestas de fluxo satisfazem N`pvxq “ ∅, dispensando o
tratamento das vizinhanças reduzida N´

R e própria N´
P exigido pela presença de arestas

de injeção na árvore geradora observável T . Em resumo, a presença de PMUs não onera
as metodologias propostas, pois não introduz restrições adicionais.

A complexidade efetiva enfrentada pelas técnicas estudadas, tanto topológicas quanto
numéricas, concentra-se no processamento das medidas de injeção responsáveis por susten-
tar a observabilidade topológica do sistema, quantificadas pelo parâmetro kinj da Tabela 9.
Restringir os planos de medição a medidas convencionais permite, portanto, avaliar o de-
sempenho das metodologias propostas em relação à variação desse indicador.
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5.5 Aderência das Criticalidades Identificadas

Nesta seção, avalia-se a consistência dos resultados produzidos pelo GraphCA por meio de
comparação com as técnicas topológicas e numéricas sucintamente descritas na Seção 5.4.
A aderência é verificada em duas etapas: primeiro, nos sistemas IEEE 118 barras e IEEE
300 barras, nos quais é viável o confronto com todas as técnicas avaliadas; em seguida, nos
sistemas CASE2383WP e CASE9241PEGASE, nos quais a comparação restringe-se ao ResCA,
pelos motivos discutidos na seção anterior.

As Tabelas 10, 11 e 12 apresentam, respectivamente, as quantidades de C1s, C2s e
Cconjs identificadas por cada técnica nos diferentes planos de medição dos sistemas IEEE
118 e 300 barras, caracterizados na Tabela 9. Destacam-se em negrito as células em que
as técnicas numéricas (CovCA e ResCA) divergem das técnicas topológicas (GraphCA,
MatroidCA e GraphEnumCA).

Observa-se aderência integral entre as três técnicas topológicas avaliadas, em todos os
planos de medição examinados, na identificação de C1s, C2s e Cconjs. As técnicas numé-
ricas, por sua vez, apresentam concordância entre si. As divergências entre as abordagens
topológica e numérica restringem-se a quatro planos: 118_G, 300_D, 300_G e 300_H.
Nesses sistemas, as divergências são pequenas e, portanto, pouco expressivas nessa escala.
Ainda assim, parecem relacionar-se à presença de medidas de injeção que sustentam a
observabilidade global, quantificadas por kinj.
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Tabela 10: Medidas críticas (C1s) identificadas nos sistemas IEEE 118 e 300 barras.

Instância GraphCA MatroidCA GraphEnumCA CovCA ResCA
118_A 10 10 10 10 10
118_B 9 9 9 9 9
118_C 13 13 13 13 13
118_D 13 13 13 13 13
118_E 7 7 7 7 7
118_F 9 9 9 9 9
118_G 8 8 8 8 8
118_H 12 12 12 12 12
118_I 0 0 0 0 0
300_A 32 32 32 32 32
300_B 48 48 48 48 48
300_C 46 46 46 46 46
300_D 59 59 59 60 60
300_E 48 48 48 48 48
300_F 40 40 40 40 40
300_G 44 44 44 44 44
300_H 45 45 45 46 46
300_I 0 0 0 0 0

Tabela 11: Pares críticos (C2s) identificados nos sistemas IEEE 118 e 300 barras.

Instância GraphCA MatroidCA GraphEnumCA CovCA ResCA
118_A 33 33 33 33 33
118_B 27 27 27 27 27
118_C 21 21 21 21 21
118_D 21 21 21 21 21
118_E 59 59 59 59 59
118_F 36 36 36 36 36
118_G 27 27 27 30 30
118_H 55 55 55 55 55
118_I 6903 6903 6903 6903 6903
300_A 89 89 89 89 89
300_B 84 84 84 84 84
300_C 85 85 85 85 85
300_D 76 76 76 77 77
300_E 84 84 84 84 84
300_F 99 99 99 99 99
300_G 77 77 77 79 79
300_H 75 75 75 75 75
300_I 44850 44850 44850 44850 44850
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Tabela 12: Conjuntos críticos (Cconjs) identificados nos sistemas IEEE 118 e 300 barras.

Instância GraphCA MatroidCA GraphEnumCA CovCA ResCA
118_A 21 21 21 21 21
118_B 21 21 21 21 21
118_C 19 19 19 19 19
118_D 15 15 15 15 15
118_E 19 19 19 19 19
118_F 21 21 21 21 21
118_G 16 16 16 17 17
118_H 16 16 16 16 16
118_I 1 1 1 1 1
300_A 48 48 48 48 48
300_B 57 57 57 57 57
300_C 60 60 60 60 60
300_D 58 58 58 59 59
300_E 62 62 62 62 62
300_F 46 46 46 46 46
300_G 46 46 46 48 48
300_H 41 41 41 41 41
300_I 1 1 1 1 1

As criticalidades identificadas pelas abordagens topológica e numérica são definidas
em espaços distintos: a abordagem topológica caracteriza C1s, C2s e Cconjs a partir das
árvores geradoras observáveis de ZM , ao passo que isso é estabelecido na abordagem
numérica por meio da matriz de covariância dos resíduos da estimação linear Ω̃ΩΩ. Essa
diferença entre os espaços de definição pode levar a classificações não coincidentes, o que
torna abstrata a atribuição de corretude a uma abordagem específica.

Os planos 118_I e 300_I são compostos estritamente por medidas de injeção. Na
ausência de medidas de fluxo, a observabilidade do sistema depende integralmente das
medidas de injeção. Nesse contexto, essas observações são mutuamente dependentes e,
portanto, constituem um único conjunto crítico. Os números de pares críticos identificados
nessas instâncias correspondem exatamente a

`118
2

˘

“ 6903 e
`300

2

˘

“ 44850, ou seja,
todos os pares possíveis entre as medidas de cada sistema. Embora apresentem o maior
valor de kinj dentre os planos de seus respectivos sistemas, esses cenários-limite exibem
redundância mínima (m{pn ´ 1q « 1, conforme a Tabela 9) e não registram divergência
alguma entre as abordagens.

Avaliada a aderência nos sistemas IEEE 118 e 300 barras, estende-se a análise às redes
de grande porte CASE2383WP e CASE9241PEGASE, nas quais a comparação restringe-se ao
GraphCA e ao ResCA, conforme discutido na Seção 5.4. As Tabelas 13 e 14 apresentam,
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para cada um desses sistemas, as quantidades de C1s, C2s e Cconjs identificadas por cada
técnica nos planos de medição caracterizados na Tabela 9. Destacam-se em negrito as
células em que o ResCA diverge do GraphCA.

Tabela 13: Criticalidades identificadas no sistema CASE2383WP.

Instância C1s C2s Cconjs
GraphCA ResCA GraphCA ResCA GraphCA ResCA

2383_A 310 310 844 844 483 483
2383_B 320 320 988 988 520 520
2383_C 351 351 968 968 480 480
2383_D 374 374 1031 1031 532 532
2383_E 379 379 904 904 502 502
2383_F 367 367 985 985 517 517
2383_G 385 385 1008 1020 517 521
2383_H 367 369 1154 1164 529 535
2383_I 418 418 1200 1245 501 501
2383_J 416 416 1237 1343 529 529

Tabela 14: Criticalidades identificadas no sistema CASE9241PEGASE.

Instância C1s C2s Cconjs
GraphCA ResCA GraphCA ResCA GraphCA ResCA

9241_A 1033 1033 2870 2870 1719 1719
9241_B 1024 1024 2790 2790 1720 1720
9241_C 961 961 2902 2903 1791 1792
9241_D 1027 1027 3035 3035 1723 1723
9241_E 1039 1039 2831 2834 1752 1753
9241_F 1098 1098 2971 2976 1726 1729
9241_G 1005 1006 3054 3064 1698 1705
9241_H 1151 1151 3043 3072 1828 1837
9241_I 1156 1156 3232 3257 1780 1789
9241_J 1206 1206 3443 3516 1815 1824

Observa-se que a aderência entre GraphCA e ResCA mantém-se elevada também em
redes de grande porte. As técnicas coincidem na identificação de C1s em quase todos os
planos, com divergência de duas unidades em 2383_H e de uma unidade em 9241_G.
As divergências em C2s e Cconjs estão presentes em mais planos, com magnitude que
varia conforme a participação das medidas de injeção na sustentação da observabilidade
topológica do sistema.

Nota-se que tais divergências tendem a se acentuar nos planos com maiores valores de
kinj, isto é, naqueles em que uma quantidade expressiva de medidas de injeção sustenta a
observabilidade topológica global. Esse comportamento é coerente com a distinção entre
os espaços de definição das abordagens, discutida anteriormente: a complexidade efetiva,
tanto da abordagem topológica quanto da numérica, concentra-se no processamento das



5.6 Desempenho Computacional 122

medidas de injeção, de modo que, à medida que cresce a participação dessas medidas na
sustentação da observabilidade global, ampliam-se as situações em que essas abordagens
conduzem a classificações não coincidentes.

5.6 Desempenho Computacional

Analisada a aderência das criticalidades identificadas pelo GraphCA, avalia-se nesta seção
o desempenho computacional das técnicas, mensurado pelo tempo total de execução para
a identificação de C1s, C2s e Cconjs. Os tempos reportados refletem escopos distintos con-
forme a natureza da abordagem. Para as técnicas topológicas (GraphCA, MatroidCA e
GraphEnumCA), o tempo total engloba a construção de ZM , a análise de observabilidade
topológica e a identificação dessas criticalidades. Quanto às técnicas numéricas (CovCA e
ResCA), considera-se a matriz de covariância dos resíduos Ω̃ΩΩ previamente computada. Tal
hipótese é condizente com o contexto prático da estimação de estado, no qual as quanti-
dades necessárias à obtenção de Ω̃ΩΩ constituem subprodutos do processo de estimação, de
modo que seu cálculo não representa custo adicional relevante [11] [21]. Assim, a obtenção
de Ω̃ΩΩ, que requer a inversão da matriz de ganho G̃GG, não é contabilizada, e os tempos das
abordagens numéricas refletem essencialmente a identificação das criticalidades.

Ressalta-se que a comparação de tempo entre as abordagens topológica e numérica
se dá sob condições desfavoráveis à primeira: a NetworkX, empregada na manipulação
de grafos, é implementada em Python interpretado, ao passo que o custo dominante
das técnicas numéricas concentra-se em rotinas matriciais compiladas em C e Fortran.
Nesse contexto, os tempos aqui reportados para as técnicas topológicas constituem cotas
superiores, passíveis de redução em implementação compilada. Ainda assim, o GraphCA
apresenta os menores tempos de execução dentre as técnicas avaliadas. Essa vantagem
decorre da natureza não-enumerativa do método, e não do substrato de implementação.

A avaliação abrange dois conjuntos de sistemas: primeiro, os sistemas IEEE 118 e 300
barras, nos quais todas as técnicas são comparadas; em seguida, as redes de grande porte
CASE2383WP e CASE9241PEGASE, restritas ao GraphCA e ao ResCA.

5.6.1 Sistemas IEEE 118 e 300 Barras

A Tabela 15 apresenta o tempo total de execução e o respectivo speed-up em relação ao
GraphCA, adotado como referência, nas instâncias dos sistemas IEEE 118 e 300 barras.



5.6 Desempenho Computacional 123

Ta
be

la
15

:
Te

m
po

to
ta

ld
e

ex
ec

uç
ão

e
sp

ee
d-

up
em

re
la

çã
o

ao
G

ra
ph

C
A

no
s

sis
te

m
as

IE
EE

11
8

e
30

0
ba

rr
as

.

In
st

ân
ci

a
G

ra
ph

C
A

M
at

ro
id

C
A

G
ra

ph
E

nu
m

C
A

C
ov

C
A

R
es

C
A

T
em

po
Sp

.
T

em
po

Sp
.

T
em

po
Sp

.
T

em
po

Sp
.

11
8_

A
5,

00
m

s
1,

90
s

37
9x

27
,9

1
s

55
82

x
16

9,
44

m
s

34
x

9,
99

m
s

2,
0x

11
8_

B
5,

00
m

s
1,

72
s

34
4x

53
,5

9
s

10
71

1x
16

6,
11

m
s

33
x

13
,5

0
m

s
2,

7x
11

8_
C

5,
00

m
s

1,
53

s
30

6x
51

,4
0

s
10

28
3x

14
5,

52
m

s
29

x
22

,5
0

m
s

4,
5x

11
8_

D
5,

00
m

s
1,

31
s

26
2x

52
,4

7
s

10
49

3x
12

8,
01

m
s

26
x

21
,5

0
m

s
4,

3x
11

8_
E

5,
37

m
s

1,
37

s
25

6x
58

,5
6

s
10

89
9x

13
7,

54
m

s
26

x
16

,5
0

m
s

3,
1x

11
8_

F
5,

50
m

s
1,

33
s

24
1x

1,
10

m
in

11
95

3x
13

9,
77

m
s

25
x

16
,5

0
m

s
3,

0x
11

8_
G

6,
00

m
s

1,
25

s
20

8x
1,

27
m

in
12

65
2x

11
7,

82
m

s
20

x
12

,0
2

m
s

2,
0x

11
8_

H
7,

09
m

s
1,

04
s

14
7x

1,
95

m
in

16
52

6x
11

8,
51

m
s

17
x

21
,5

0
m

s
3,

0x
11

8_
I

8,
00

m
s

1,
18

s
14

7x
28

,8
2

s
36

04
x

1,
68

s
21

0x
22

8,
88

m
s

29
x

30
0_

A
12

,1
8

m
s

25
,6

3
s

21
04

x
7,

59
m

in
37

40
7x

1,
01

s
83

x
76

,5
2

m
s

6,
3x

30
0_

B
12

,4
9

m
s

22
,2

9
s

17
84

x
11

,7
3

m
in

56
35

6x
96

4,
57

m
s

77
x

91
,9

9
m

s
7,

4x
30

0_
C

13
,5

0
m

s
22

,0
7

s
16

35
x

11
,9

1
m

in
52

93
2x

93
8,

68
m

s
70

x
89

,5
0

m
s

6,
6x

30
0_

D
11

,5
0

m
s

14
,4

0
s

12
52

x
11

,0
9

m
in

57
83

6x
79

7,
29

m
s

69
x

74
,5

2
m

s
6,

5x
30

0_
E

12
,0

0
m

s
21

,4
9

s
17

91
x

15
,1

6
m

in
75

78
9x

83
2,

53
m

s
69

x
79

,5
0

m
s

6,
6x

30
0_

F
14

,5
0

m
s

20
,3

0
s

14
00

x
27

,0
6

m
in

11
19

70
x

73
6,

59
m

s
51

x
68

,7
0

m
s

4,
7x

30
0_

G
15

,5
0

m
s

17
,8

8
s

11
53

x
36

,6
4

m
in

14
18

46
x

69
5,

77
m

s
45

x
69

,5
1

m
s

4,
5x

30
0_

H
16

,5
0

m
s

18
,0

2
s

10
92

x
44

,7
9

m
in

16
28

64
x

68
6,

71
m

s
42

x
83

,5
2

m
s

5,
1x

30
0_

I
31

,0
2

m
s

3,
59

s
11

6x
5,

82
m

in
11

25
1x

42
,0

9
s

13
57

x
1,

59
s

51
x

Sp
.

in
di

ca
o

sp
ee

d-
up

em
re

la
çã

o
ao

G
ra

ph
C

A
,a

do
ta

do
co

m
o

re
fe

rê
nc

ia
.



5.6 Desempenho Computacional 124

As Figuras 63 e 64 ilustram esses tempos em escala logarítmica, evidenciando a dis-
paridade de magnitude entre as abordagens.

Figura 63: Tempo total de execução das técnicas avaliadas nos planos de medição do
sistema IEEE 118 barras (escala logarítmica).

Figura 64: Tempo total de execução das técnicas avaliadas nos planos de medição do
sistema IEEE 300 barras (escala logarítmica).
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Observa-se uma hierarquia de desempenho consistente nas instâncias representati-
vas (i.e., excetuando-se 118_I e 300_I). As técnicas não enumerativas figuram entre as
mais rápidas, com o GraphCA à frente (na ordem de poucos milissegundos), seguido pelo
ResCA. O método CovCA, embora enumerativo, mantém-se na ordem de centenas de mi-
lissegundos. As demais técnicas topológicas registram os maiores tempos: o MatroidCA,
por se tratar de um método parcialmente enumerativo, situa-se na ordem de segundos,
e o GraphEnumCA, de força bruta, alcança dezenas de segundos no sistema IEEE 118
barras e dezenas de minutos no IEEE 300 barras, demandando mais de 44 minutos no
plano 300_H, em contraste com os 16 ms referentes ao GraphCA.

As diferenças no tempo total de execução decorrem de dois fatores: a adoção, ou
não, de enumeração e, entre as técnicas enumerativas, o custo de cada avaliação. O
GraphCA e o ResCA prescindem de enumeração, identificando as criticalidades de forma
direta: o primeiro a partir das estruturas de Bc1 e de Bc2 , e o segundo utiliza ordenação
dos resíduos normalizados das medidas, o que justifica os tempos reduzidos. As demais
avaliam combinações de medidas, distinguindo-se pelo custo de cada uma. O CovCA
verifica a singularidade de submatrizes de Ω̃ΩΩ, operação que se reduz a um escalonamento,
ao passo que o GraphEnumCA, reconstrói uma árvore geradora observável para cenários
de perda de uma ou duas medidas, o que é computacionalmente oneroso. Quanto ao
MatroidCA, a etapa de maior custo consiste na busca por C2s e Cconjs, onde ocorre a
remoção sistemática de medidas não-críticas, explorando a propriedade de reciprocidade
de Cconjs, atualizando a árvore geradora observável corrente e reconstruindo o digrafo Bc1 .

A Tabela 16 apresenta a decomposição do tempo de execução por etapa no plano
300_E, considerado representativo. Na análise de observabilidade, o GraphCA mostra-se
mais eficiente, em razão das operações de busca por pontes e contração em supernós, que
reduzem as arestas de injeção processadas, ao passo que a verificação numérica, conduzida
pela avaliação do determinante de G̃GG, revela-se mais onerosa. Na identificação de C1s, os
tempos mantêm-se reduzidos para o GraphCA e as abordagens numéricas, ao passo que o
GraphEnumCA, por reexecutar a verificação de observabilidade a cada medida removida,
já alcança a ordem de segundos. Observa-se que a identificação de C2s e Cconjs é a etapa
em que os desempenhos mais se distanciam, respondendo pela quase totalidade do custo
das abordagens enumerativas, com tempos que abrangem de poucos milissegundos, para
o GraphCA e do ResCA, a centenas de segundos, no caso do GraphEnumCA.



5.6 Desempenho Computacional 126

Tabela 16: Decomposição do tempo de execução por etapa no plano representativo 300_E
(k “ 18) do sistema IEEE 300 barras.

Etapa GraphCA MatroidCA GraphEnumCA CovCA ResCA
Inicialização de ZM 2,50 ms 2,50 ms 3,00 ms N/A N/A
Análise de observabilidade 1,50 ms 19,00 ms 6,50 ms 47,70 ms 36,50 ms
Identificação de C1s 5,50 ms 151,34 ms 4,41 s 2,50 ms 3,00 ms
Ident. de C2s e Cconjs 2,50 ms 21,31 s 905,05 s 782,33 ms 32,50 ms
Total 12,00 ms 21,49 s 909,47 s 832,53 ms 72,00 ms

Nas abordagens numéricas (CovCA e ResCA), a verificação de observabilidade é realizada pela
avaliação do determinante da matriz de ganho G̃GG; nas topológicas, pela construção da árvore geradora

observável. A inicialização de ZM não se aplica às abordagens numéricas.

5.6.2 Redes de Grande Porte: CASE2383WP e CASE9241PEGASE

A Tabela 17 apresenta o tempo total de execução do GraphCA e do ResCA, bem como
o speed-up do primeiro em relação ao segundo, nos planos de medição dos sistemas
CASE2383WP e CASE9241PEGASE. Confirma-se que a vantagem do GraphCA não apenas
se mantém em redes de grande porte, como se acentua com o aumento da dimensão do
sistema: no CASE2383WP, os tempos do GraphCA situam-se na ordem de uma a duas cen-
tenas de milissegundos, ante alguns segundos do ResCA, resultando em speed-up entre 12
e 22 vezes; no CASE9241PEGASE, ao passo que o ResCA demanda da ordem de um a dois
minutos, o GraphCA preserva tempos inferiores a três segundos, elevando o speed-up a
valores entre 39 e 87 vezes.

Cabe ressaltar que, mesmo no sistema CASE9241PEGASE, com mais de nove mil barras,
o GraphCA conclui a identificação completa das criticalidades em tempo da ordem de
segundos, ao passo que o ResCA, embora igualmente não enumerativo, é penalizado pela
manipulação direta da matriz de covariância dos resíduos Ω̃ΩΩ, cuja dimensão cresce com o
porte do sistema. Tal comportamento evidencia a escalabilidade favorável da abordagem
topológica proposta, que opera sobre estruturas de grafo a um custo de processamento
substancialmente inferior ao das operações matriciais inerentes às abordagens numéricas.
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Tabela 17: Tempo total de execução e speed-up do GraphCA em relação ao ResCA nos
sistemas CASE2383WP e CASE9241PEGASE.

Instância GraphCA ResCA Speedup

2383_A 198,53 ms 2,90 s 14,63x
2383_B 215,76 ms 2,94 s 13,61x
2383_C 198,95 ms 2,80 s 14,08x
2383_D 188,02 ms 2,84 s 15,10x
2383_E 169,50 ms 2,84 s 16,78x
2383_F 229,02 ms 2,82 s 12,33x
2383_G 126,52 ms 2,75 s 21,76x
2383_H 129,02 ms 2,70 s 20,95x
2383_I 186,02 ms 2,66 s 14,30x
2383_J 140,51 ms 2,58 s 18,35x
9241_A 2,17 s 1,69 min 46,75x
9241_B 2,85 s 1,84 min 38,71x
9241_C 2,02 s 1,33 min 39,51x
9241_D 1,36 s 1,97 min 87,07x
9241_E 1,78 s 1,35 min 45,46x
9241_F 1,81 s 1,44 min 47,63x
9241_G 1,19 s 1,25 min 63,47x
9241_H 1,09 s 1,45 min 79,69x
9241_I 948,35 ms 1,30 min 82,25x
9241_J 936,66 ms 1,35 min 86,58x

Speedup indica a razão entre o tempo do ResCA e o do GraphCA.

5.7 Ocorrências dos Padrões Topológicos do GraphCA

A identificação de C2s e Cconjs pelo GraphCA apoia-se no reconhecimento dos padrões
topológicos C2-XY, C2-XYp, C2-XX e C2-ext no digrafo Bc2 , aos quais se associa a
reciprocidade. As Tabelas 18 e 19 apresentam o número de ocorrências de cada padrão
nos planos avaliados, bem como a parcela de C2s recuperada por reciprocidade. O padrão
C2-XY concentra a maioria das ocorrências em todos os planos, seguido pelo C2-XX, ao
passo que C2-XYp e C2-ext apresentam frequência reduzida.

A contribuição da reciprocidade e a ocorrência do padrão C2-XYp tendem a crescer
com a quantidade de medidas de injeção que sustentam a observabilidade global do sis-
tema (indicador kinj), comportamento nítido nos sistemas de grande porte. No tocante à
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reciprocidade, tal crescimento decorre da propriedade consolidada dos conjuntos críticos:
Cconjs oriundos dos padrões que compartilham medidas constituem um mesmo Cconj de
cardinalidade maior, e dessa ampliação surgem novos C2s, i.e., os pares entre as medidas
antes separadas, sobreposição que se intensifica à medida que kinj aumenta. O padrão
C2-ext, por sua vez, manifestou-se exclusivamente no plano 9241_J, aquele de maior kinj

dentre os avaliados, o que configura ocorrência isolada e não tendência.

Tabela 18: Ocorrências dos padrões topológicos e contribuição da reciprocidade dos con-
juntos críticos na identificação de C2s pelo GraphCA, nos sistemas IEEE 118 e 300 Barras.

Instância C2-XY C2-XYp C2-XX C2-ext Reciprocidade

118_A 21 0 12 0 0
118_B 18 2 6 0 1
118_C 12 5 4 0 0
118_D 11 3 7 0 0
118_E 31 0 8 0 20
118_F 19 7 8 0 2
118_G 15 2 6 0 4
118_H 25 5 2 0 23
300_A 61 0 14 0 14
300_B 67 0 12 0 5
300_C 65 1 14 0 5
300_D 54 2 20 0 0
300_E 62 3 19 0 0
300_F 49 8 16 0 26
300_G 51 4 11 0 11
300_H 45 8 7 0 15

A coluna Reciprocidade indica os C2s obtidos pela combinação de conjuntos críticos com elementos em

comum. A soma das cinco colunas corresponde ao total de C2s identificados. Os planos compostos

exclusivamente por medidas de injeção foram omitidos por constituírem um cenário-limite.
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Tabela 19: Ocorrências dos padrões topológicos e contribuição da reciprocidade dos
conjuntos críticos na identificação de C2s pelo GraphCA, nos sistemas CASE2383WP e
CASE9241PEGASE.

Instância C2-XY C2-XYp C2-XX C2-ext Reciprocidade

2383_A 478 0 301 0 65
2383_B 567 2 296 0 123
2383_C 520 3 316 0 129
2383_D 615 5 295 0 116
2383_E 538 1 257 0 108
2383_F 580 3 255 0 147
2383_G 616 5 229 0 158
2383_H 632 10 260 0 252
2383_I 644 21 239 0 296
2383_J 658 24 212 0 343
9241_A 1779 0 918 0 173
9241_B 1766 1 894 0 129
9241_C 1854 3 901 0 144
9241_D 1845 0 931 0 259
9241_E 1842 2 833 0 154
9241_F 1842 2 900 0 227
9241_G 1806 5 938 0 305
9241_H 1973 7 850 0 213
9241_I 2009 26 779 0 418
9241_J 2102 36 760 1 544

A coluna Reciprocidade indica os C2s obtidos pela combinação de conjuntos críticos que têm elementos

em comum. A soma das cinco colunas corresponde ao total de C2s identificados.

5.8 Discussão Integrada

Os resultados apresentados permitem uma avaliação conjunta do comportamento das
técnicas de identificação de criticalidades, com destaque para a abordagem proposta. As
Tabelas 18 e 19 evidenciam que os padrões topológicos não esgotam, isoladamente, a
identificação dos C2s, i.e., parte das criticalidades é obtida pela reciprocidade dos Cconjs.
Essa propriedade mostra-se indispensável à abordagem proposta, uma vez que os padrões
C2-XY, C2-XYp, C2-XX e C2-ext capturam configurações específicas, ao passo que a
combinação dos conjuntos críticos já caracterizados completa a identificação dos C2s.
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A caracterização desenvolvida admite, em princípio, extensão à identificação de tuplas
críticas de cardinalidade três (C3s), mediante a ampliação dos padrões topológicos. Tal
extensão, contudo, demandaria heurísticas adicionais, como a construção de novos grafos
bipartidos, uma vez que a reciprocidade inerente dos Cconjs empregada na obtenção dos
C2s não se estende às C3s.

A comparação entre as criticalidades identificadas pela abordagem topológica e pela
abordagem numérica revela que as três técnicas topológicas concordam integralmente
entre si em todos os planos avaliados, assim como os métodos numéricos entre si, ao passo
que, entre as duas abordagens, a numérica identifica, em determinados planos, um número
ligeiramente superior de criticalidades. Observa-se, ademais, que essa divergência tende
a acentuar-se à medida que cresce a presença das medidas de injeção na sustentação da
observabilidade topológica global, um comportamento perceptível em sistemas de grande
porte, nos quais a maior amplitude dos valores de kinj permite que essa tendência se
evidencie. Cabe ressaltar que a magnitude dessa divergência permanece reduzida e que sua
manifestação depende não apenas do parâmetro kinj, mas também da topologia particular
da rede avaliada, de modo que a tendência observada não é estritamente crescente com
esse parâmetro.

As criticalidades adicionais apontadas pelas abordagens numéricas decorrem de de-
pendências entre medidas que se manifestam na matriz de covariância dos resíduos Ω̃ΩΩ,
mas que escapam à leitura qualitativa da topologia. A abordagem topológica é suficiente,
portanto, quando essas dependências não se traduzem em criticalidades adicionais, o que
ocorre quando a observabilidade se apoia unicamente em medidas de fluxo (k “ 0): nesse
caso, existe uma árvore geradora observável formada exclusivamente por arestas de fluxo,
na qual as medidas de injeção desempenham papel auxiliar. Nesse regime, ambas as abor-
dagens identificam as mesmas criticalidades, ou seja, a análise numérica nada acrescenta
ao que a topológica já revela; as fragilidades remanescentes são de natureza estrutural,
ligadas à disponibilidade e à localização das medidas, e não ao modelo numérico. Essa co-
incidência, contudo, não deve ser tomada como evidência de robustez: indica apenas que
a observabilidade independe das medidas de injeção. Se o plano é de fato robusto, tal ro-
bustez provém dessa independência estrutural, da qual a coincidência entre as abordagens
é apenas o indício verificável.
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Decorrido mais de meio século desde sua proposição, a EE consolidou-se como instru-
mento central à supervisão e ao controle de SEPs, e as análises de observabilidade e de
criticalidades a ela associadas determinam, a cada execução, se os requisitos para sua
funcionalidade e produção de resultados confiáveis se encontram presentes. Essas análises
podem ser conduzidas tanto por métodos numéricos quanto por métodos topológicos. A
natureza estrutural inerente ao problema da observabilidade, dependente da conectivi-
dade da rede elétrica e da disposição das medidas ao longo dela, favorece naturalmente a
adoção da perspectiva topológica.

Diante da escassez de trabalhos concernentes aos tratamentos puramente topológicos,
sobretudo com foco em redes elétricas de grande porte, a presente tese objetivou desen-
volver e aprimorar metodologias fundamentadas na Teoria dos Grafos para as análises
em questão. Embora constituam contribuições distintas, articulam-se em um arcabouço
integrado, denominado neste manuscrito como GraphCA, que percorre, de forma encade-
ada, a abstração do plano de medição como um multigrafo, a análise de observabilidade
topológica e a identificação qualitativa de C1s, C2s e Cconjs.

Quanto à aderência, a metodologia proposta concordou integralmente com as demais
técnicas topológicas avaliadas na identificação de criticalidades, em todos os planos de
medição examinados, e mostrou-se consistente com as técnicas numéricas, salvo divergên-
cias restritas aos planos em que as medidas de injeção sustentam de forma expressiva a
observabilidade topológica global. Essas divergências decorrem de dependências eviden-
ciadas pela matriz de covariância dos resíduos da estimação linear (Ω̃ΩΩ), às quais a ótica
qualitativa da abordagem topológica não é sensível. Cabe ressaltar que essa aderência foi
alcançada sem recurso à enumeração de combinações de medidas, uma vez que as medidas
críticas, os pares críticos e os conjuntos críticos são identificados diretamente a partir das
estruturas dos digrafos auxiliares e da propriedade de reciprocidade dos conjuntos críticos,
em contraste com as estratégias enumerativas e parcialmente enumerativas que oneram o
desempenho das demais técnicas.
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No âmbito do desempenho computacional, mostrou-se determinante a existência, ou
não, de enumeração de combinações de medidas, responsável pela quase totalidade do
custo das abordagens que dela dependem. Por prescindirem dessa enumeração, a me-
todologia proposta (GraphCA) e a abordagem numérica baseada na análise de resíduos
normalizados (ResCA) figuram entre as técnicas mais rápidas. As abordagens enumerati-
vas e parcialmente enumerativas, em contrapartida, alcançam tempos que se estendem de
centenas de milissegundos a centenas de segundos, conforme o porte do sistema. Restrin-
gindo a comparação às duas técnicas não enumerativas, no CASE2383WP o GraphCA
identificou as criticalidades em centenas de milissegundos, contra ordem de segundos da
abordagem numérica; no CASE9241PEGASE, sistema com mais de nove mil barras, o
GraphCA manteve tempos inferiores a três segundos, contra um a dois minutos da abor-
dagem numérica. A vantagem do GraphCA em relação ao ResCA não apenas se manteve
em redes de grande porte, como se acentuou com o aumento da dimensão do sistema,
registrando-se speed-up entre 12 e 22 vezes no CASE2383WP e entre 39 e 87 vezes no
CASE9241PEGASE. Esse comportamento decorre da operação sobre estruturas de grafo,
ao passo que a abordagem numérica, embora igualmente não enumerativa, é penalizada
pela manipulação direta de Ω̃ΩΩ, cuja dimensão cresce com o porte do sistema. Cabe acres-
centar que essa comparação considerou a matriz Ω̃ΩΩ previamente computada, hipótese
condizente com o contexto prático da estimação de estado, na qual as quantidades ne-
cessárias à sua obtenção constituem subprodutos do processo de estimação, conforme
discutido no Capítulo 5.

No âmbito teórico, de acordo com os resultados, há fortes indícios de que a coincidência
de resultados provenientes das abordagens topológica e numérica tende a ocorrer em
planos de medição cuja observabilidade global prescinde de medidas de injeção. Em
contraste, percebe-se uma tendência de discrepância entre essas abordagens em cenários
em que predominam medidas de injeção na sustentação da observabilidade, o que evidencia
a natureza estrutural da fronteira entre elas. Em suma, a análise topológica mostra-se
integral enquanto a observabilidade repousa sobre medidas de fluxo, e pode ser parcial
quando esta passa a depender de injeções. Caracteriza-se, assim, com base empírica, o
suposto caráter conservador da abordagem topológica frente à abordagem numérica, agora
compreendido como um comportamento associado à presença de medidas de injeção dessa
natureza.

Quanto ao aspecto prático, a natureza puramente estrutural e não enumerativa do
GraphCA assume relevância particular em cenários de reconfigurações topológicas, re-
correntes na operação e, portanto, uma das motivações para o presente estudo. Uma
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vez que identifica as criticalidades a partir de estruturas esparsas de grafo, a abordagem
topológica prescinde da matriz de covariância dos resíduos e, por conseguinte, do custo
de atualizá-la a cada mudança de topologia. Na abordagem numérica, em contrapartida,
alterações localizadas admitem atualizações de baixo posto de Ω̃ΩΩ, cuja dimensão acom-
panha o porte do sistema, ao passo que reconfigurações de maior abrangência tendem
a impor sua atualização completa. Essa distinção sugere que a vantagem do GraphCA
tende a preservar-se, e possivelmente a acentuar-se, à medida que a alteração topológica
se torna mais abrangente, hipótese cuja verificação experimental constitui desdobramento
futuro desta investigação.

Além disso, a identificação topológica das criticalidades presta-se não apenas à su-
pervisão em tempo real, mas também ao emprego offline, na fase de projeto do sistema
de medição. Ao apontar onde se concentram as C1s, C2s e Cconjs, orienta a alocação de
medidas redundantes que mitigam tais fragilidades, tanto na concepção de novos sistemas
de medição quanto no reforço daqueles já em funcionamento. O baixo custo computa-
cional do GraphCA, ao viabilizar o exame de um grande número de planos de medição
candidatos, favorece particularmente essa aplicação.

Retomando a questão central de pesquisa formulada no Capítulo 1, os resultados ob-
tidos permitem considerá-la respondida nas três vertentes que a constituem. Quanto à
identificação das criticalidades, demonstrou-se que as C1s, C2s e Cconjs de um plano de
medição podem ser determinadas por construções exclusivamente topológicas, a partir das
estruturas dos digrafos auxiliares e da propriedade de reciprocidade dos conjuntos críticos,
sem qualquer recurso à enumeração de combinações de medidas. Quanto ao desempenho
computacional, evidenciou-se que tais construções, por operarem sobre estruturas espar-
sas de grafo, viabilizam a identificação das criticalidades em tempos compatíveis com
a aplicação recorrente em sistemas de transmissão de grande porte, conforme atestado
nos sistemas CASE2383WP e CASE9241PEGASE. Quanto à relação com a abordagem
numérica clássica, caracterizaram-se, em bases empíricas, as condições estruturais que
determinam a concordância entre as duas abordagens, verificando-se coincidência integral
dos resultados nos planos cuja observabilidade global repousa sobre medidas de fluxo e
divergências de pequena magnitude restritas aos planos em que a observabilidade global
passa a ser sustentada de forma expressiva por medidas de injeção, o que circunscreve, de
forma objetiva, o alcance e os limites do tratamento topológico aqui proposto.

Apontam-se, como desdobramentos futuros desta investigação, as seguintes direções:

• a extensão da metodologia proposta à identificação de criticalidades de cardinali-
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dade três (C3s), por extensão dos padrões estruturais já estabelecidos para C2s e
Cconjs, ressalvado que se tornam necessárias heurísticas adicionais, dada a ausência
de propriedades de reciprocidade conhecidas para cardinalidades superiores a dois,
sem que a inexistência destas esteja demonstrada;

• alternativamente, com maior abrangência, o desenvolvimento de uma abordagem
híbrida para identificação de criticalidades com cardinalidades superiores a dois,
hoje acessíveis apenas pela enumeração exaustiva numérica ou topológica, de custo
combinatório elevado, utilizando padrões topológicos para a geração de tuplas can-
didatas à confirmação numérica, ressalvado que a sua completude exige uma geração
de candidatas abrangente o suficiente para completude dos resultados;

• aprofundamento da análise das discrepâncias verificadas em casos pontuais quando
se considera as criticalidades oriundas da observabilidade topológica, algébrica e
numérica. Para tal, pretende-se empregar, por exemplo, simulações de Monte Carlo
para a geração de numerosos planos de medição em redes de pequeno porte, bus-
cando situações em que a participação das medidas de injeção na sustentação da
observabilidade global é mais expressiva e com isso analisar a ocorrência das diver-
gências em um maior conjunto de cenários;

• a aplicação da abordagem topológica a redes de distribuição, que demanda adap-
tações próprias, dado o seu caráter trifásico e desequilibrado e o recurso frequente
a pseudomedidas, e na qual a maior radialidade, embora simplifique as estruturas,
tende a tornar a criticalidade mais disseminada, por reduzir a redundância; e

• o acoplamento do GraphCA, na qualidade de avaliador de baixo custo, a metaheu-
rísticas voltadas à alocação ótima de medidas, a exemplo dos algoritmos genéticos
de chaves aleatórias enviesadas (BRKGA), em que cada configuração candidata de-
manda repetidas verificações de observabilidade e de criticalidades.
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APÊNDICE A -- PLANOS DE MEDIÇÃO E
PARTICIONAMENTO DE REDE

Neste apêndice, apresenta-se o procedimento utilizado para a construção dos planos de
medição empregados na avaliação experimental das metodologias propostas ao longo deste
trabalho. Trata-se de uma abordagem construtiva, fundamentada no particionamento do
grafo de rede, capaz de gerar instâncias topologicamente observáveis com graus controla-
dos de redundância. Os planos resultantes não cobrem o espaço completo de configurações
topologicamente válidas, mas sim um subconjunto representativo do regime operacional
típico de sistemas de transmissão, no qual se baseiam as análises desta tese.

A.1 Considerações sobre o Regime Experimental Adotado

Antes da descrição formal do procedimento, é oportuno explicitar a natureza do regime
experimental no qual as metodologias propostas foram avaliadas. Essa explicitação per-
mite delimitar com precisão o escopo das conclusões obtidas e situar a abordagem adotada
em relação a outras posturas possíveis.

Em princípio, a construção de planos de medição para fins experimentais pode ser
conduzida segundo estratégias bastante distintas. De um lado, a alocação puramente
aleatória das medidas, sem qualquer estruturação prévia, oferece a vantagem da simpli-
cidade conceitual, mas tende a produzir planos com excessiva redundância ou, no ex-
tremo oposto, configurações inobserváveis cuja correção exige sucessivas verificações com-
putacionalmente onerosas, especialmente em redes de médio e grande porte. De outro
lado, é possível conceber estratégias deliberadamente favoráveis à abordagem topológica,
alocando-se um número elevado de medidas de injeção sobre uma estrutura subjacente
de fluxos predefinida. Nessa configuração, a árvore geradora observável seria identificada
de forma quase imediata pelo método topológico, ao passo que o método numérico so-
freria com o condicionamento da matriz de ganho. Embora tal abordagem produzisse
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resultados aparentemente favoráveis, ela introduziria um viés artificial que mascararia o
comportamento real dos métodos sob análise.

Adota-se, neste trabalho, um caminho intermediário e metodologicamente mais ho-
nesto. O procedimento construtivo descrito nas seções seguintes estrutura previamente
o sistema por meio de um particionamento topológico, alocando medidas de fluxo no in-
terior das partições e medidas de injeção em suas interfaces. Essa estruturação tem por
objetivo garantir, por construção, a presença de injeções nas árvores geradoras observáveis
dos planos resultantes, exercitando efetivamente o subproblema de interseção de matroi-
des e a manipulação de arestas com restrições simultâneas de aciclicidade e unicidade de
rótulos. Em outras palavras, busca-se que os planos gerados não apenas sejam observá-
veis, mas permitam estressar a abordagem aqui proposta, garantindo que as avaliações
experimentais reflitam a capacidade dos algoritmos de resolver instâncias complexas e es-
truturalmente dependentes de medidas de injeção para a sustentação da observabilidade
global.

A escolha por esse regime decorre da própria natureza das contribuições desta tese,
que se posicionam como ferramentas auxiliares à abordagem clássica de resíduos normali-
zados, com aplicação privilegiada em sistemas de transmissão sob condições operacionais
usuais. Em tais sistemas, a literatura aponta que medidas de fluxo de potência predomi-
nam em quantidade sobre medidas de injeção [1] [47], ainda que estas últimas exerçam
papel determinante na sustentação da observabilidade global em regiões pouco instru-
mentadas. O procedimento adotado reflete essa realidade operacional, sem, contudo,
eliminar a presença estrutural das injeções, o que comprometeria a representatividade do
experimento.

A.2 Motivações da Abordagem

A motivação para o procedimento aqui descrito decorre da necessidade de avaliar a robus-
tez dos métodos propostos em cenários verossímeis e, ao mesmo tempo, desafiadores do
ponto de vista da observabilidade topológica. Conforme discutido na Seção A.1, busca-se
evitar duas posturas igualmente indesejáveis: configurações artificiais nas quais grandes
regiões da rede sejam sustentadas exclusivamente por medidas de injeção, e situações em
que uma redundância excessiva acabe por mascarar as limitações intrínsecas das técnicas
avaliadas. Em síntese, o objetivo é construir instâncias com níveis moderados e contro-
lados de redundância, capazes de refletir de forma verossímil as condições operacionais
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encontradas em sistemas reais de transmissão.

Nesse contexto, a simples alocação aleatória de medidas, embora conceitualmente di-
reta, revela-se frequentemente impraticável para a construção de planos de medição com
baixa redundância. Para que configurações observáveis sejam obtidas por essa via, é
necessário um número elevado de tentativas e sucessivas verificações de observabilidade,
especialmente em redes de médio e grande porte, tornando o processo computacional-
mente oneroso e, em determinados casos, inviável. Além disso, essa estratégia tende a
produzir instâncias pouco representativas, seja por gerar inadvertidamente níveis excessi-
vos de redundância, seja por não assegurar uma distribuição adequada das medidas; em
particular, das medidas de injeção, cuja localização exerce influência decisiva na formação
das árvores geradoras observáveis.

Para contornar essas limitações, adota-se uma estratégia que consiste em estrutu-
rar previamente o sistema por meio de um particionamento de sua topologia. Em cada
componente conexa resultante desse particionamento, aloca-se um conjunto mínimo de
medidas de ramo, denominadas medidas cruciais, suficiente para garantir a observabili-
dade topológica local de cada região. Os ramos que fazem interface entre as partições, por
sua vez, tornam-se inelegíveis para a instalação de medidas de fluxo, ficando restritos à
alocação de medidas de injeção. Essas medidas de injeção cruciais são, então, responsáveis
por assegurar a observabilidade global do sistema. Uma vez estabelecida essa condição
mínima, procede-se à alocação das medidas redundantes.

Cabe distinguir desde já o termo crucial, aqui empregado, do conceito topológico de
medida crítica. Uma medida crítica é aquela cuja remoção torna o sistema inobservável,
propriedade que emerge da estrutura global do plano de medição e só pode ser determi-
nada após sua análise completa. Já as medidas cruciais correspondem ao conjunto alocado
estruturalmente para garantir a observabilidade durante a fase de construção do plano.
A distinção é importante porque uma medida crucial pode ou não ser crítica no plano
final, dependendo da redundância introduzida nas etapas posteriores: caminhos alterna-
tivos de observabilidade introduzidos pela redundância podem fazer com que medidas
originalmente cruciais deixem de ser críticas.

Essa organização prévia orienta de forma natural a distribuição das medições, evi-
tando a formação de blocos extensos sustentados exclusivamente por injeções e reduzindo
a incidência de redundâncias excessivas. Dessa forma, obtêm-se planos de medição con-
dizentes com a prática operacional de sistemas de transmissão, nos quais as medidas de
fluxo de potência naturalmente predominam em quantidade sobre as medidas de injeção
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[1] [47], sem que isso suprima a presença estrutural destas últimas.

A.3 Particionamento do Grafo de Rede

Conforme discutido no Capítulo 4, a topologia do sistema elétrico pode ser abstraída por
meio de um grafo de rede G, no qual os vértices e as arestas representam, respectivamente,
as barras e os ramos do sistema. O procedimento de particionamento adotado neste
trabalho fundamenta-se na exploração direta da estrutura de uma árvore geradora de G,
utilizada como elemento construtivo para a obtenção controlada de componentes conexas,
sobre as quais se procede à alocação das medidas de ramo e de barra.

Inicialmente, constrói-se uma árvore geradora T de G, que conecta todos os vérti-
ces por meio de um subconjunto mínimo de arestas, sendo, por definição, acíclica. Essa
propriedade é determinante para o método proposto: a remoção de qualquer uma de
suas arestas implica, necessariamente, a decomposição da árvore em duas componentes
conexas, o que permite controlar de forma precisa o número de partições obtidas. Na
implementação adotada, T é obtida pelo algoritmo de Kruskal [45] aplicado sobre uma
instância de G com pesos atribuídos aleatoriamente a cada aresta, o que garante a diver-
sidade estrutural entre os planos de medição gerados para a mesma rede elétrica.

A partir da árvore geradora T , selecionam-se aleatoriamente k arestas distintas, cuja
remoção resulta em uma floresta F composta por exatamente k ` 1 árvores. Como T
é acíclica, cada aresta removida incrementa em uma unidade o número de componentes
conexas. Adicionalmente, impõem-se duas restrições sobre as arestas removidas: nenhuma
delas pode ser incidente a vértices folha, de modo a evitar a formação de componentes
triviais compostas por um único vértice; e todas devem ser mutuamente disjuntas nos
vértices, garantindo que cada aresta removida incida sobre um par exclusivo de vértices e,
consequentemente, que a alocação de injeções cruciais na etapa subsequente não enfrente
conflitos de localização.

Uma vez obtida a floresta F , cada uma de suas árvores define um subconjunto disjunto
de vértices de G. Para cada um desses subconjuntos, constrói-se o subgrafo induzido cor-
respondente a partir do grafo original, incorporando todas as arestas de G cujos extremos
pertençam à mesma componente da floresta. Esse procedimento permite que cada região
particionada contenha todas as arestas internas originalmente existentes em G, ainda que
não façam parte da árvore geradora.

O subgrafo resultante desse processo é denotado por H Ď G e corresponde à união dos
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subgrafos induzidos associados a cada árvore da floresta. As componentes conexas de H
coincidem exatamente, em termos de conjuntos de vértices, com as árvores de F , diferindo
apenas pelo conjunto de arestas, agora ampliado pelas conexões internas presentes em G.

As arestas do grafo original que não pertencem a H constituem o conjunto

D “ EpGqzEpHq,

que reúne as arestas conectando vértices de componentes distintas da floresta F .
Esse conjunto inclui as arestas removidas da árvore geradora durante o processo de de-
composição, bem como quaisquer outras arestas de G que liguem vértices pertencentes a
componentes conexas distintas de H.

As arestas pertencentes a D são denominadas arestas de interface, pois conectam vér-
tices de componentes distintas de H. A identificação dessas arestas permite distinguir
de forma objetiva as conexões internas de cada componente das responsáveis pela interli-
gação entre regiões particionadas, fornecendo uma base topológica bem definida para as
etapas subsequentes de alocação de medidas. O Algoritmo 14 sintetiza esse procedimento.

Algoritmo 14: Particionamento do grafo de rede.
Entrada: Grafo da rede G “ pV, Eq.

Número de partições k ě 0.
Saída: Floresta F , subgrafo H, arestas de interface D.

1 início
2 Atribuir pesos aleatórios às arestas de G;
3 Construir árvore geradora de custo mínimo T de G;
4 Remover k arestas aleatórias de T , mutuamente disjuntas nos vértices e sem

extremos folha, obtendo F ;
5 Construir o subgrafo H Ď G induzido pelos conjuntos de vértices de cada

árvore em F ;
6 Definir D Ð EpGqzEpHq;
7 retorna F , H, D
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A.4 Lógica de Geração do Plano de Medição

Estabelecido o particionamento do grafo de rede G, procede-se à alocação das medidas que
compõem o plano de medição, segundo critérios aleatórios sujeitos às restrições topológi-
cas impostas pelo particionamento. Esse processo é conduzido em duas etapas: primeiro,
aloca-se um conjunto mínimo de medidas suficiente para assegurar a observabilidade to-
pológica global do sistema; em seguida, introduzem-se medidas adicionais com o objetivo
de incorporar redundância ao plano.

A.4.1 Alocação Inicial para Observabilidade Topológica

A primeira etapa da alocação fundamenta-se diretamente no particionamento do grafo de
rede e visa assegurar a observabilidade topológica global por meio de um conjunto estru-
turalmente mínimo de medidas. Nessa fase, consolida-se um plano de medição provisori-
amente crítico, no sentido de que todas as medidas alocadas são estritamente necessárias
para a observabilidade do sistema, sem a introdução deliberada de redundância.

Em cada componente conexa do subgrafo H, considera-se a árvore correspondente da
floresta F . Sobre essa árvore, atribuem-se medidas de fluxo em todos os seus ramos, com
sentidos definidos aleatoriamente. Como cada árvore é conexa e acíclica, essa alocação
assegura que cada componente disponha de um conjunto mínimo de medidas de ramo
capaz de torná-la uma ilha topologicamente observável.

Em razão do particionamento, as componentes conexas de H permanecem, nesse
estágio, topologicamente desconectadas entre si, o que implica a inobservabilidade do
sistema como um todo. Para assegurar a observabilidade global, torna-se necessária a
inserção de medidas de injeção que promovam a conexão entre as ilhas observáveis no
multigrafo de medições ZM . Como a remoção de k arestas da árvore geradora original
resulta em k ` 1 componentes conexas, são necessárias exatamente k medidas de injeção
para garantir a observabilidade global sem introdução de redundância.

A alocação dessas medidas de injeção cruciais é conduzida por meio de uma estrutura
Union-Find sobre as componentes de H. Para cada uma das k arestas removidas de T ,
verifica-se se as duas componentes incidentes ainda se encontram desconectadas no mul-
tigrafo de medições; em caso afirmativo, seleciona-se aleatoriamente um de seus vértices
extremos para a inclusão de uma medida de injeção, unindo as componentes correspon-
dentes. Essa estratégia garante que cada injeção crucial efetivamente conecte duas ilhas
ainda desconectadas.



A.4 Lógica de Geração do Plano de Medição 149

Ao final dessa etapa, garante-se a existência de uma árvore geradora observável do sis-
tema completo, constituída pelas medidas de fluxo alocadas no interior das árvores de F
e pelas medidas de injeção que viabilizam a observabilidade topológica conjunta das dife-
rentes componentes. O plano de medição resultante é, portanto, estruturalmente mínimo
e topologicamente observável, servindo como base para a incorporação de redundância
nas etapas seguintes. O Algoritmo 15 sintetiza esse procedimento.

Algoritmo 15: Alocação mínima para observabilidade topológica.
Entrada: Floresta F , subgrafo H.

Arestas removidas EpT qzEpFq.
Saída: Plano de medição mínimo M .

1 início
2 para cada árvore Ti P F faça
3 para cada aresta e “ pu, vq em Ti faça
4 Escolher aleatoriamente uma direção (u Ñ v ou v Ñ u) para e;
5 Alocar medida de fluxo em e nessa direção;

6 Inicializar estrutura Union-Find U sobre as componentes de H;
7 para cada aresta removida e “ pu, vq em EpT qzEpFq faça
8 se u e v pertencem a componentes distintas em U então
9 Selecionar aleatoriamente um extremo w P tu, vu ainda não utilizado

como injeção crucial, se possível;
10 Alocar medida de injeção em w;
11 Unir as componentes de u e v em U ;

12 retorna M

A.4.2 Alocação de Medidas Redundantes

A partir do plano de medição preliminar, estruturalmente mínimo e capaz de assegurar a
observabilidade topológica global do sistema, procede-se à alocação de medidas adicionais
com o objetivo de introduzir redundância. Embora não sejam necessárias para a obser-
vabilidade, essas medidas são fundamentais para habilitar os processos de estimação e,
consequentemente, para avaliar o desempenho das metodologias propostas em condições
mais próximas das encontradas na operação real. A alocação dessas redundâncias é rea-
lizada de forma aleatória, respeitando estritamente as restrições impostas pela estrutura
topológica resultante do particionamento.
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As medidas redundantes de fluxo são alocadas exclusivamente em arestas internas
às componentes conexas de H, permitindo no máximo uma medida por direção em cada
aresta. Dessa forma, as arestas de interface D “ EpGqzEpHq permanecem inelegíveis para
medidas de fluxo, preservando o papel estrutural das medidas de injeção como elementos
indispensáveis à sustentação da observabilidade global.

Quanto às medidas redundantes de injeção, a alocação é irrestrita quanto à localiza-
ção, podendo ser inseridas em qualquer barra do sistema representada por um vértice de
G, desde que respeitada a restrição de unicidade — isto é, que não exista previamente
uma medida de injeção associada à barra em questão. Essa liberdade permite ampliar
a disponibilidade de informações nodais sem interferir na separação topológica entre as
componentes definidas pelo particionamento.

As quantidades de medidas redundantes de fluxo e de injeção são controladas, respec-
tivamente, pelos parâmetros nred

f e nred
i , definidos a priori para cada instância conforme

o cenário experimental considerado. Esses parâmetros permitem regular explicitamente
o nível de redundância incorporado ao plano de medição, sem alterar a lógica estrutural
do procedimento. Cabe destacar que tais parâmetros não são ajustados em função da to-
pologia específica da rede, sendo utilizados exclusivamente como mecanismos de controle
experimental. O Algoritmo 16 sintetiza esse procedimento.

Algoritmo 16: Alocação de medidas redundantes.
Entrada: Plano mínimo M , subgrafo H, grafo G.

Número de medidas redundantes de fluxo nred
f ě 0.

Número de medidas redundantes de injeção nred
i ě 0.

Saída: Plano de medição completo M .
1 início
2 para i “ 1 to nred

f faça
3 Selecionar aleatoriamente uma aresta e “ pu, vq P EpHq e uma direção

(u Ñ v ou v Ñ u) sem medida de fluxo alocada;
4 Alocar medida de fluxo redundante nessa direção;

5 para i “ 1 to nred
i faça

6 Selecionar aleatoriamente uma barra v P V pGq sem medida de injeção
alocada;

7 Alocar medida de injeção redundante em v;

8 retorna M
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APÊNDICE B -- CONCEITOS BÁSICOS DE
MATROIDES

Este apêndice reúne, de forma concisa, as definições e propriedades de matroides utilizadas
na formulação da metodologia proposta nesta tese. A exposição restringe-se aos conceitos
de matroide gráfico, matroide de partição e interseção de matroides, sem pretensão de
aprofundamento teórico. Ressalta-se que o conteúdo aqui apresentado possui caráter
complementar, não sendo necessário para o entendimento da metodologia desenvolvida.
As definições seguem a abordagem clássica, conforme [43], [51] e [59].

B.1 Definição de Matroide

Um matroide M é definido como um par ordenado pE, Iq, em que E denota um conjunto
finito, denominado conjunto base (ground set), e I representa uma família de subconjuntos
de E, denominados conjuntos independentes, que satisfazem as seguintes propriedades:

1. Não-trivialidade: o conjunto vazio é independente, isto é, ∅ P I.

2. Hereditariedade: se Ia P I e Ib Ď Ia, então Ib P I. Em outras palavras, todo
subconjunto de um conjunto independente também é independente.

3. Axioma da troca: se Ia, Ib P I e |Ia| ă |Ib|, então existe um elemento κ P IbzIa

tal que Ia Y tκu P I.

Utiliza-se a notação IpMq para indicar a família de conjuntos independentes associada
a M , e EpMq para denotar seu conjunto base. Um subconjunto de E que não pertence
a I é denominado dependente. Os conjuntos independentes de cardinalidade máxima
(aqueles aos quais não é possível adicionar novos elementos sem violar a independência)
são denominados bases do matroide. Todas as bases possuem a mesma cardinalidade,
denominada posto (rank) de M , propriedade que decorre diretamente do axioma da troca.
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Para ilustrar esses conceitos, considere a matriz:

A “

«

1 0 1
0 1 1

ff

Tomando E “ t1, 2, 3u como o conjunto de índices das colunas de A e I como a famí-
lia de subconjuntos de E cujas colunas correspondentes são linearmente independentes,
obtém-se um matroide linear. Nesse caso, os subconjuntos t1, 2u, t1, 3u e t2, 3u consti-
tuem as bases do matroide, com posto igual a 2, que corresponde ao posto da matriz A.
O subconjunto t1, 2, 3u é dependente, pois a terceira coluna é combinação linear das duas
primeiras. No contexto deste trabalho, entretanto, o interesse recai sobre os matroides
gráfico e de partição, apresentados nas seções seguintes.

B.2 Matroide Gráfico

Dado um grafo simples G, o matroide gráfico MG “
`

EpGq, IG
˘

é aquele cuja família
de conjuntos independentes IG é formada pelos subconjuntos de arestas que constituem
subgrafos acíclicos de G. Assim, um conjunto I Ď EpGq é independente em MG se, e
somente se, as arestas de I formam uma floresta em G. Os conjuntos independentes
maximais correspondem às árvores geradoras, quando o grafo é conexo, ou às florestas
geradoras de seus componentes conexos, no caso geral.

O posto do matroide gráfico é dado por |V pGq|´wpGq, onde wpGq denota a quantidade
de componentes conexas de G. Essa expressão reflete o número máximo de arestas que
podem ser selecionadas sem formar ciclos.

Os axiomas de matroide são naturalmente satisfeitos nesse contexto. A heredita-
riedade decorre do fato de que qualquer subgrafo de uma floresta permanece acíclico.
O axioma da troca, por sua vez, garante que, dadas duas florestas F1 e F2 tais que
|EpF1q| ă |EpF2q|, existe ao menos uma aresta em EpF2qzEpF1q cuja inserção em F1 não
introduz ciclos.

No âmbito da metodologia desenvolvida nesta tese, o matroide gráfico é empregado
para modelar a restrição de aciclicidade na construção de árvores geradoras observáveis,
especificamente no processamento das arestas de injeção.
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B.3 Matroide de Partição

Seja E um conjunto finito particionado em blocos disjuntos E “ E1 Y E2 Y ¨ ¨ ¨ Y Ek. O
matroide de partição MP “ pE, IP q define como independentes os subconjuntos I Ď E

que satisfazem:
|I X Ei| ď 1, @ i P t1, . . . ,ku.

Dessa forma, um conjunto é independente em MP se contém, no máximo, um elemento
de cada bloco da partição. Os conjuntos independentes maximais correspondem à seleção
de exatamente um elemento por bloco não vazio, e o posto do matroide é igual ao número
de blocos não vazios.

A verificação dos axiomas é imediata: a remoção de elementos de um conjunto que
respeita a restrição de partição não pode violá-la (hereditariedade), e um bloco ainda
não representado em um conjunto independente menor sempre pode contribuir com um
elemento para ampliá-lo (axioma da troca).

No contexto desta tese, o matroide de partição é utilizado para representar a restri-
ção de unicidade de rótulos das arestas de injeção na construção de árvores geradoras
observáveis. Cada bloco de partição agrupa as arestas associadas a uma mesma medida
de injeção, e a condição de independência assegura que cada medida contribua com, no
máximo, uma aresta para a árvore.

B.4 Interseção de Matroides

Sejam M1 “ pE, I1q e M2 “ pE, I2q dois matroides definidos sobre o mesmo conjunto base
E. A interseção de matroides consiste em determinar subconjuntos X Ď E que sejam
simultaneamente independentes em ambos os matroides:

X P I1 X I2.

Tais subconjuntos são denominados conjuntos independentes comuns. É importante ob-
servar que a família I1 X I2 não define, em geral, um novo matroide, uma vez que o
axioma da troca pode ser violado. Ainda assim, o problema de encontrar um conjunto
independente comum de cardinalidade máxima, formulado como

max
␣

|X| : X P I1 X I2
(

,
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constitui um problema clássico em otimização combinatória, solucionável em tempo poli-
nomial.

No contexto deste trabalho, a interseção de matroides surge naturalmente na formu-
lação do seguinte problema: a construção de uma árvore geradora (ou, de forma mais
geral, de uma floresta de cardinalidade máxima) cujas arestas possuam rótulos distintos.
Cada rótulo representa uma medida de injeção, de modo que a seleção simultânea de duas
arestas com o mesmo rótulo não é permitida.

Essa formulação é modelada pela interseção entre o matroide gráfico MG “
`

E, IG
˘

e o
matroide de partição MP “

`

E, IP

˘

, ambos definidos sobre o mesmo conjunto de arestas
E. A independência em MG impõe que o conjunto selecionado seja acíclico (restrição
estrutural), enquanto a independência em MP garante que cada rótulo contribua com, no
máximo, uma aresta (restrição de unicidade). Assim, um subconjunto I Ď E pertence à
interseção MG X MP se, e somente se:

1. as arestas de I formam uma floresta no grafo G;

2. I contém, no máximo, uma aresta associada a cada rótulo.

Os conjuntos independentes maximais na interseção correspondem a florestas que
respeitam simultaneamente ambas as restrições. Em particular, quando a cardinalidade
máxima de um conjunto independente comum coincide com o posto do matroide gráfico,
obtém-se uma árvore geradora que satisfaz integralmente as duas condições, a qual, no
problema analisado nesta tese, corresponde a uma árvore geradora observável.

Essa formulação remonta ao trabalho seminal de Quintana, Simões Costa e Mandel
[56], no qual o problema da observabilidade topológica foi abstraído como a busca por
uma árvore geradora arco-íris em multigrafos com arestas coloridas, isto é, uma árvore
geradora que satisfaz simultaneamente as restrições de aciclicidade e de unicidade de cores
das arestas (coloração arco-íris). Essa abstração fornece parte do arcabouço conceitual
que fundamenta a abordagem desenvolvida nesta tese.
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