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Resumo

A Estimacao de Estado (EE) fornece dados em tempo real para a supervisiao e o controle
de Sistemas Elétricos de Poténcia (SEP). A redundéancia do plano de medigao, estabe-
lecida pela quantidade, localizacao e tipo de medidas, é um requisito precipuo para a
confiabilidade do processo de estimacao. A andlise de observabilidade destina-se a ave-
riguar se, para uma dada configuracao de rede, a EE pode ser realizada por completo.
A andlise de criticalidades, por sua vez, avalia vulnerabilidades estruturais associadas a
indisponibilidade de medidas e a cenarios de reconfiguracao topolégica. Do ponto de vista
conceitual, ambas as analises sdo de natureza estrutural e combinatoéria, o que favorece o
emprego de métodos topoldgicos fundamentados na Teoria dos Grafos, sobretudo em redes
de grande porte, nas quais os métodos numéricos podem enfrentar limitacoes decorrentes
do condicionamento da matriz de ganho. Esta tese aprimora a andlise de observabili-
dade topolédgica ao combinar busca em profundidade, identificacdo de pontes e intersecao
de matroides, incorporando operagoes de contracao de arestas para o processamento efi-
ciente de medidas de injecao. A principal contribui¢do consiste na proposicao de uma
técnica original e nao enumerativa para a identificagdo de medidas criticas, pares criticos
e conjuntos criticos, por meio da construgao de digrafos bipartidos auxiliares que carac-
terizam padroes topoldgicos indicativos de vulnerabilidades em planos de medicao. As
metodologias propostas posicionam-se como ferramentas alternativas ao método classico
de residuos normalizados e como alternativa em cenarios nos quais o condicionamento da
matriz de ganho limita sua aplicabilidade direta. As metodologias foram avaliadas em
sistemas I[EEE de 14, 118 e 300 barras, uma rede da Polonia (CASE2383WP) e no sistema
PEGASE com 9.241 barras. Os resultados demonstram elevado desempenho computa-
cional, viabilizando a aplicacao recorrente em redes de grande porte. As criticalidades
identificadas mostraram-se consistentes com aquelas obtidas por técnicas topologicas e

numéricas consolidadas na literatura.

Palavras-chave: estimacgao de estado, observabilidade topolégica, criticalidades, teoria

dos grafos, intersecao de matroides, sistemas elétricos de poténcia.



Abstract

State Estimation (SE) provides the real-time database for the supervision and control of
Electrical Power Systems (EPS). The redundancy of the measurement plan, determined
by the quantity, placement, and type of measurements, is a key requirement for the relia-
bility of the estimation process. Observability analysis aims to verify whether, for a given
network configuration, SE can be fully performed. Criticality analysis, in turn, assesses
structural vulnerabilities associated with measurement unavailability and network topo-
logy reconfiguration scenarios. From a conceptual standpoint, both analyses are structu-
ral and combinatorial in nature, which favors the use of topological methods grounded
in Graph Theory, particularly in large-scale networks where numerical methods may face
limitations arising from the conditioning of the gain matrix. This thesis enhances topo-
logical observability analysis by combining depth-first search, bridge identification, and
matroid intersection, incorporating edge contraction operations for the efficient proces-
sing of injection measurements. The main contribution consists in proposing an original
and non-enumerative technique for identifying critical measurements, critical pairs, and
critical sets, through the construction of auxiliary bipartite digraphs that characterize
topological patterns indicative of vulnerabilities in measurement plans. The proposed
methodologies are positioned as alternative tools to the classical normalized residuals
method and as an alternative in scenarios where the conditioning of the gain matrix li-
mits its direct applicability. The methodologies were evaluated on IEEE test systems with
14, 118, and 300 buses, on a Polish transmission network (CASE2383WP), and on the
PEGASE system with 9,241 buses. Results demonstrate high computational performance,
enabling recurrent application in large-scale networks. The identified criticalities proved
consistent with those obtained by established topological and numerical techniques in the

literature.

Keywords: state estimation, topological observability, measurement criticalities, graph

theory, matroid intersection, electrical power systems.
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1 Introducao

1.1 Contexto do Estudo

A energia elétrica é um pilar essencial da sociedade moderna, sustentando desde o con-
forto doméstico até as atividades industriais e comerciais. Com o aumento constante
de sua demanda, tornou-se imperativo o desenvolvimento de uma infraestrutura robusta
para gerar, transmitir e distribuir eletricidade de forma confidvel. O Sistema Elétrico
de Poténcia (SEP) é o conjunto de instalagdes e equipamentos que cumpre essa fungao,

garantindo que a energia elétrica chegue aos consumidores com seguranca e estabilidade.

O SEP compreende trés estagios fundamentais: geragao, transmissao e distribuicao.
A geragao ocorre em usinas que convertem fontes primérias de energia (como carvao, gas
natural, energia solar, forca dos ventos e das 4guas) em energia elétrica. No contexto bra-
sileiro, destaca-se a predominancia da energia hidrelétrica, que aproveita o significativo
potencial hidrico do pais. A transmissao, por sua vez, é responsavel por transportar a
energia gerada até os grandes centros de consumo, sob alta tensao para minimizar as per-
das elétricas. Finalmente, a distribuicao entrega a eletricidade as unidades consumidoras
finais. A operacao eficiente do SEP depende de uma supervisao rigorosa, conduzida em
tempo real pelos Centros de Operagao de Sistema (COS), que operam de forma centrali-

zada e remota para assegurar a continuidade e a qualidade do fornecimento.

No nicleo dos COS, o Sistema de Gerenciamento de Energia (SGE) integra ferramen-
tas computacionais sofisticadas que monitoram o estado operativo do SEP. Esse estado
reflete o equilibrio entre geracao e consumo de energia elétrica, respeitando limites opera-
cionais, como a capacidade das usinas ou a poténcia maxima das linhas de transmissao.
Perturbacoes nesse equilibrio, ou o descumprimento desses limites, podem desencadear
falhas graves, como interrupg¢oes generalizadas no fornecimento. A fim de descrever com
precisao o estado operativo, utilizam-se os fasores de tensao nodal, associados a confi-
guracao topologica oriunda dos sensores de chaves seccionadoras e disjuntores da rede

elétrica.



1.1 Contexto do Estudo 13

As informacoes necessarias para obtencao dos fasores de tensao nodal e, consequen-
temente, do estado do SEP sao obtidas por meio de medidas coletadas em tempo real.
Tradicionalmente, essas medidas (como fluxos de poténcia, inje¢oes de poténcia e magni-
tudes de tensdo) sao coletadas por Unidades Terminais Remotas (UTRs) e Dispositivos
Eletronicos Inteligentes (DEIs), transmitidas aos COS por meio do Sistema de Super-
visao e Aquisigdo de Dados (SCADA). Um adicional moderno é o uso de Unidades de
Medigao Fasorial (PMUs), que fornecem sincrofasores (medigoes precisas das magnitudes
e angulos de fase das tensoes e correntes em tempo real). Apesar de sua superioridade
técnica, as PMUs enfrentam barreiras economicas que restringem sua implementagdo em
larga escala, especialmente em sistemas com orcamentos limitados. Independentemente
da tecnologia adotada, as medidas coletadas estao sujeitas a erros estatisticamente peque-
nos, bem como a erros grosseiros (EGs), decorrentes de falhas em equipamentos, erros de

calibracao, instalagdo inadequada ou interferéncias externas, como ataques cibernéticos.

A Estimacao de Estado (EE) desempenha um papel central no SGE, processando essas
medidas para determinar o estado mais provavel do SEP. Formulada classicamente como
um problema de Minimos Quadrados Ponderados (MQP), a EE reduz inconsisténcias nos
dados brutos provenientes do SCADA, fornecendo estimativas confiaveis que servem como
base para analises do SEP, incluindo previsao de carga, avaliacao de seguranca operacional
e planejamento estratégico. A eficacia da EE depende de um conjunto redundante de
medidas, estrategicamente distribuidas pela rede, que assegure a cobertura adequada do
sistema. Para alcancar esse objetivo, o plano de medi¢ao deve satisfazer quatro requisitos

fundamentais [29]:

o Observabilidade, que garante a capacidade de estimar o estado de toda a rede;

o Confiabilidade, que permite detectar, identificar e substituir medidas portadoras de

EGs;

e Qualidade, que assegura um grau adequado de precisao das estimativas em relagao

aos valores reais; e

o Robustez, que mantém os requisitos anteriores mesmo diante de perdas de dados de

medicao ou de reconfiguragoes topoldgicas da rede elétrica.

Contudo, implementar um sistema de supervisao que atenda plenamente a esses re-
quisitos demanda investimentos significativos. Em busca de competitividade no mercado
de energia, as empresas frequentemente reduzem gastos com infraestrutura de monitora-

mento, comprometendo o desempenho da EE e resultando em estimativas imprecisas que
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afetam a confiabilidade das decistes operacionais. Nesse contexto, justificam-se as anélises
de observabilidade e de criticalidades, que fornecem informacoes sobre a funcionalidade
e desempenho do processo de EE num dado sistema, considerando os requisitos supraci-
tados. Essas analises sao aplicaveis a execugao corrente da EE, bem como ao projeto de

novos sistemas de monitoramento ou ao reforco daqueles ja em funcionamento.

A anadlise de observabilidade verifica se o conjunto de medidas disponiveis é suficiente
para estimar o estado de todo o SEP, fornecendo uma resposta binaria (“observavel” ou
“inobservavel”). Em casos de inobservabilidade, torna-se necessaria a identificacdo das
denominadas ilhas observaveis, isto €, sub-regioes da rede em que o estado pode ser esti-
mado de forma independente. O conhecimento dessas ilhas favorece a alocagao eficiente
de pseudomedidas, derivadas de dados historicos, para restaurar a observabilidade do sis-
tema. Essa analise pode ser conduzida por abordagens: numéricas, baseadas em calculos
de ponto flutuante com as matrizes do processo de estimagao; topoldgicas, que aplicam
operacoes logicas baseadas em Teoria dos Grafos; ou hibridas, que combinam as aborda-
gens anteriores. A andlise topoldgica é particularmente vantajosa para a identificacao de
ilhas observaveis e de regioes que requerem pseudomedidas, devido a natureza estrutural

do problema da observabilidade.

A analise de criticalidades, por outro lado, identifica vulnerabilidades de um sistema,
mapeando cenarios de inobservabilidade causados por indisponibilidades imprevistas de
elementos como ramos da rede, Unidades de Medigao (UMs) ou medidas individuais. Um
elemento é classificado como critico quando sua indisponibilidade resulta na perda da ob-
servabilidade do sistema, ou seja, na incapacidade de estimar o estado operativo completo
do SEP com base nas medidas remanescentes. Define-se uma k-tupla critica como um con-
junto minimal de k elementos cuja indisponibilidade simultanea provoca a inobservabili-
dade do sistema, ou seja, a perda conjunta dos k elementos compromete a observabilidade,
a0 passo que a indisponibilidade de qualquer subconjunto préprio ndo. O indice k denota,
assim, a cardinalidade do conjunto: 1-tupla corresponde a uma medida critica e 2-tupla
corresponde a um par critico. Uma estrutura relacionada é o conjunto critico, formado
por pares criticos que compartilham medidas entre si, de modo que a indisponibilidade
de qualquer um de seus elementos torna criticos os demais. Diferentemente da k-tupla,
cuja cardinalidade é fixa, a de um conjunto critico nao é pré-determinada, dependendo
das relagoes de dependéncia entre as medidas que compoem o plano de medicao. O co-
nhecimento das criticalidades é crucial para avaliar a robustez do sistema e a resiliéncia
da EE frente a EGs e perda de medidas.
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A presente pesquisa investiga a observabilidade e as criticalidades em sistemas elétri-
cos de poténcia sob a perspectiva da Teoria dos Grafos. Busca-se aprimorar abordagens
topologicas consolidadas na literatura para a analise de observabilidade, bem como propor
técnicas qualitativas para identificacao de criticalidades em planos de medic¢ao, contem-
plando medidas criticas e conjuntos criticos. As metodologias desenvolvidas posicionam-se
como ferramentas auxiliares ao tratamento numérico classico, fornecendo validacao cru-
zada independente do paradigma de ponto flutuante e constituindo, por prescindirem da
matriz de ganho, uma alternativa estrutural nao sujeita as limitacoes que o condiciona-
mento dessa matriz impoe a aplicabilidade direta da abordagem por residuos normaliza-

dos.

Nesse contexto, formula-se a seguinte questao central de pesquisa: como identificar,
por meio de metodologias topolégicas ndao enumerativas fundamentadas na Teoria dos
Grafos, as criticalidades de um plano de medigao (medidas criticas, pares criticos e con-
juntos criticos), com desempenho computacional adequado em sistemas de transmissao de
grande porte, caracterizando-se, ainda, as condigoes estruturais sob as quais os resultados
assim obtidos coincidem com os da abordagem numérica classica e aquelas em que deles

divergem?

1.2 Motivacoes e Objetivos

A Teoria dos Grafos, reconhecida por sua vasta aplicabilidade a diversos problemas prati-
cos, vem apresentando uma notavel expansao impulsionada pelos avancos computacionais
recentes. O desenvolvimento de algoritmos e bibliotecas robustas, como NetworkX e
Graph-tool, viabilizou implementagoes eficientes de operagoes estruturais em grafos de
grande porte, incluindo buscas em profundidade, identificacdo de pontes, calculo de flu-
x0s maximos e contragoes de supernds. Esse arcabouco computacional torna oportuna
a retomada do estudo de métodos topoldgicos voltados a andlise de observabilidade e
identificacao de criticalidades em SEP, que, apés um periodo de menor atencao, ressur-
gem como alternativas promissoras frente as limitacoes praticas das abordagens numéricas

tradicionais em sistemas de grande porte.

Adicionalmente, a identificagdo de criticalidades de cardinalidade superior a 1 (parti-
cularmente pares criticos e conjuntos criticos) constitui uma lacuna persistente na litera-
tura. As abordagens existentes restringem-se, em sua maioria, a enumeragoes exaustivas,

computacionalmente onerosas em sistemas de médio e grande porte, ou a heuristicas cuja
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aplicabilidade se limita a casos especificos. Diante desse cenério, justifica-se a proposicao
de uma técnica topoldgica eficiente para identificagao de pares criticos e conjuntos criticos,
cujo regime de aplicabilidade ¢é claramente delimitado e cujo desempenho ¢é avaliado em

sistemas representativos da operacao real.

A partir dessas motivagoes, define-se como objetivo geral desta pesquisa o desenvolvi-
mento e o refinamento de metodologias topolédgicas, fundamentadas em Teoria dos Grafos,
para analise de observabilidade e identificagdo de criticalidades em planos de medicao de

SEPs, com aplicabilidade demonstrada em sistemas de transmissao de grande porte.

Como objetivos especificos, destacam-se:

o aprimorar a metodologia consolidada para andlise de observabilidade topoldgica,
incorporando operagoes estruturais que promovam ganhos de eficiéncia computaci-
onal, objetivando viabilizar sua aplicagao recorrente em sistemas de grande porte

sujeitos a reconfiguragoes topoldgicas frequentes;

« refinar a metodologia de identificacao de medidas criticas, caracterizando os padroes
topoldgicos indicativos desse tipo de medida em um digrafo auxiliar que evidencia

as redundancias do plano de medicao;

e propor uma técnica topolédgica original e computacionalmente eficiente para identi-
ficacdo de pares criticos e conjuntos criticos de medidas, de natureza parcialmente

heuristica e com regime de aplicabilidade explicitamente caracterizado; e

« avaliar comparativamente as metodologias propostas frente a abordagens topologi-
cas e numéricas consolidadas na literatura, considerando redes elétricas de diferentes

portes e niveis de redundéncia.

As metodologias desenvolvidas foram implementadas em linguagem Python, utilizando

a biblioteca NetworkX para o tratamento de grafos.

1.3 Contribuicoes
Dentre as principais contribuigoes desta pesquisa, destacam-se:
e a elucidagdo da dualidade existente entre propriedades matematicas de grafos e as

especificidades das analises de observabilidade e de criticalidades em sistemas elé-

tricos supervisionados, evidenciando a correspondéncia entre conceitos estruturais
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(como conectividade, ciclos, cortes e co-ciclos) e vulnerabilidades de planos de me-

digao;

e o aprimoramento de uma técnica topologica para analise de observabilidade que
alia a simplicidade da Busca em Profundidade (Depth-First Search) a robustez da
interse¢do de matroides. A abordagem é otimizada por operagdes de contracao de
arestas e pré-processamento por pontes, reduzindo o espaco de busca e permitindo

a identificagdo direta da observabilidade em casos especificos;

« o refinamento da metodologia de identificacdo de medidas criticas, bem como a ca-
racterizacao dos padroes topologicos indicativos desse tipo de medida, considerando

um grafo auxiliar que evidencia redundancias de um plano de medicao;

e a proposi¢ao de uma técnica nao enumerativa, original e computacionalmente efici-
ente, para identificacao de pares criticos e conjuntos criticos de medidas, com regime
de validade estrutural caracterizado e desempenho experimentalmente avaliado em

sistemas de transmissao representativos; e

» a realizacdo de uma analise comparativa entre as metodologias propostas e técnicas
topolodgicas e numéricas consolidadas na literatura, com avaliacao em redes elétricas
de diferentes portes e caracterizacao dos cenarios nos quais as abordagens topologi-

cas oferecem vantagens praticas.

1.4 Estado da Arte

A EE, como ferramenta de suporte ao operador para controle e monitoramento do SEP,
foi inicialmente proposta por Fred C. Schweppe e seu grupo de pesquisa em 1970 [60] [61]
[62], formulada como um problema de MQP. Desde entédo, estudos abordaram a andlise
de observabilidade, ao passo que a identificacdo de criticalidades de elementos de rede

permaneceu pouco explorada sob a 6tica da Teoria dos Grafos.

O primeiro método baseado na topologia da rede para a analise de observabilidade
foi proposto por Clements e Wollenberg em 1975 [20]. A abordagem dispensa célculos em
ponto flutuante, apoiando-se em heuristicas derivadas da estrutura do plano de medicao e
das leis de Kirchhoff para concluir sobre a observabilidade do sistema. Embora pioneiro, o
método pode classificar como inobservavel um sistema efetivamente observavel, limitacao

atribuida a sua natureza heuristica.
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Em 1980, um arcabougo tedrico consistente para o problema da observabilidade to-
poldgica, distinguindo-o dos conceitos de observabilidade algébrica e numérica, foi intro-
duzido por Krumpholz et al. [44]. Nesse artigo, propuseram uma técnica baseada na
Teoria dos Grafos para andlise de observabilidade. Esse trabalho demonstrou que a ob-
servabilidade topoldgica de um SEP depende da existéncia de uma &arvore geradora de
posto méximo (ou arvore geradora observavel), cujas arestas correspondem a medidas
unicas do sistema. O procedimento proposto para obtencao dessa arvore opera em duas
etapas: na primeira, processa-se sequencialmente as medidas de fluxo de poténcia do sis-
tema avaliado, construindo uma floresta maximal com arestas correspondentes a area de
abrangéncia dessas medidas; a segunda, baseando-se no algoritmo de Dinic [26] para o
problema do fluxo maximo em redes, expande a floresta maximal corrente, oriunda da pri-
meira etapa, através do processamento das denominadas medidas de injecao de fronteira.
Essas medidas estao localizadas em barras da rede conectadas a ramos com fluxo nao
monitorado. Apods o processamento de todas as medidas de fluxo e injegoes de fronteira,
verifica-se se a floresta maximal resultante é uma arvore geradora de posto maximo. Em
caso afirmativo, o sistema é observavel; caso contrario, é inobservavel. Apesar da clareza

conceitual, a implementacao dessa heuristica é complexa.

Em 1981, Clements et al. [17] estenderam a metodologia proposta em [44], com o
objetivo de identificar, qualitativamente, medidas criticas e regioes de espalhamento de
residuos causados por erros em medidas nao criticas. O estudo mostrou que uma medida
critica obrigatoriamente estara representada em uma arvore geradora observavel qual-
quer, resultante da andlise topologica de observabilidade. Além disso, comprovou-se que
erros grosseiros em medidas criticas nao podem ser detectados. Para a identificacao das
regioes de espalhamento de residuos, utilizou-se o algoritmo de Tarjan [69], que busca
componentes biconexas e, consequentemente, articulagbes (barras pertencentes a multi-
plas componentes biconexas) na modelagem estrutural da rede. O trabalho destacou
que o espalhamento de residuos é limitado por medidas de injecao criticas e barras nao
monitoradas. Contudo, a identificacdo de medidas criticas sob a perspectiva dos grafos

permaneceu pouco clara.

No ano seguinte, Clements et al. [18] apresentaram um procedimento para identifi-
cacao de ilhas observaveis em sistemas inobservaveis. A estratégia é baseada numa poda
sistematica da floresta maximal de posto maximo proveniente da analise de observabili-
dade topolégica proposta em [44]. Especificamente, desconsideram-se todos os ramos da
rede nao monitorados por medidas, incidentes em medidas de injecdao e que nao formam

ciclos com ramos pertencentes a uma floresta maximal de posto maximo F'. Além disso,
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os ramos que formam ciclos com ramos de F' sao considerados pertencentes as ilhas. No
ano seguinte, Clements et al. [19] demonstraram que o conhecimento dessas ilhas favorece
a alocacao eficiente de pseudomedidas, visando o restabelecimento da observabilidade to-
poldgica de todo o sistema. No trabalho de Horisberger [40], sugeriu-se o uso de &rvores

de decisao como alternativa para o mapeamento das ilhas observaveis.

Quintana, Simoes Costa e Mandel [56], em 1982, mostraram que é mais pratico im-
plementar um algoritmo que identifica uma arvore geradora observavel em um grafo de
medidas, em vez de analisar a propria rede e atribuir sistematicamente medidas aos ramos
que a compoem. Um grafo de medidas é aquele formado por todas as arestas associadas a
medidas de fluxo e de injecao de poténcia. A estratégia proposta para a etapa de proces-
samento de medidas de fluxo é baseada no algoritmo de Kruskal [45] para construcao de
uma floresta maximal. Quanto a etapa de processamento das medidas de injecao, Simoes
Costa et al. tomaram por base a teoria de matroides, aplicando um algoritmo de inter-
se¢do de matroides formulado por Frank [36]. Basicamente, essa segunda etapa identifica
a intersecao entre um matroide grafico e um matroide de particao. O matroide grafico
representa a restri¢cao atinente a inexisténcia de ciclos na floresta ou arvore geradora de
posto maximo, enquanto que o matroide de particao caracteriza a impossibilidade de duas
ou mais arestas desse subgrafo se referirem a mesma medida. Embora a teoria envolvida
seja de dificil entendimento, o algoritmo proposto por Simoes Costa et al. é de facil imple-
mentagao. Em contraste com a abordagem de Krumpholz et al. [44], o método proposto
por Simoes Costa et al. é comprovadamente exato no contexto estrito da observabilidade

topologica.

Um algoritmo simples proposto por Van Cutsem [72] consistia em enumerar todas as
possibilidades de correlacao entre medidas e ramos da rede, a fim de obter uma arvore
geradora observavel. No entanto, essa estratégia possui um elevado custo computacional,
uma vez que o numero de arvores geradoras cresce exponencialmente com o tamanho do

grafo de origem [12], sendo, portanto, invidvel do ponto de vista pratico.

Em 1986, Bargiela et al. [7] introduziram uma modelagem baseada na construcao de
um grafo em niveis, composto por trés conjuntos independentes de vértices: o primeiro, é
composto por vértices representantes de medidas do sistema; o segundo conjunto consiste
de vértices relacionados a ramos da rede; por fim, o terceiro representa as barras da
rede. As arestas do grafo em niveis representam as possibilidades de arvores geradoras da
rede. Estabelecendo uma restricdo unitaria de fluxo para cada vértice representante de

cada ramo da rede, aplica-se o algoritmo para a solu¢ao do problema de fluxo maximo.
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Apos a aplicagdo do algoritmo, obtém-se, nos caminhos saturados, a indicagdo de uma
floresta de posto maximo da rede. Se a floresta é uma arvore geradora, entao o sistema é

topologicamente observavel.

Em 1987, Simoes Costa e Mandel [65] apresentaram modificagoes estruturais no al-
goritmo de determinacdo da observabilidade topoldgica previamente proposto em [56],
visando melhorar a eficiéncia computacional na etapa de processamento das arestas de
injecdo. A primeira modificacao consiste na redugao do espago de busca, desconsiderando
as arestas de injecdo que aparecem em paralelo com arestas de fluxo, uma vez que estas
ultimas sao prioritarias na solugao final. A segunda modificagdo atua sobre o processa-
mento das medidas de injecao. No algoritmo original, sempre que uma aresta de injecao
era incorporada a floresta, as estruturas auxiliares eram reinicializadas e o processamento
reiniciado desde a primeira aresta. Na versao proposta, tais estruturas passam a ser
atualizadas de forma incremental, incluindo o grafo auxiliar (grafo de troca inerente a
interse¢ao de matroides), o que permite que o processamento prossiga a partir da aresta
seguinte, sem reinicio. Além disso, o artigo discute a aplicagdo de um método enumera-
tivo para a identificagdo de medidas criticas, bem como o tratamento de sistemas com
planos de medicao deficientes mediante a determinacao de ilhas observaveis e a alocagao

de pseudomedidas.

A publicagao de Simdes Costa et al. de 1990 [64] retomou o algoritmo de andlise
de observabilidade topologica proposto em [56], detalhando os fundamentos teéricos de
matroides dos tipos grafico e de particdo. A maior contribuicdo dessa publicagao é a
proposicao de um algoritmo, inspirado na estratégia de intersecao de matroides, para
identificacdo de medidas criticas. Adicionalmente, apresenta-se, de forma preliminar,

uma metodologia para identificacao de conjuntos criticos.

Em [49], Mori et al. abordaram a anélise de observabilidade topolégica como um
problema de arvore geradora de custo minimo em grafos com peso nas arestas. Basi-
camente, pesos unitarios sao atribuidos aos ramos da rede nao associados a medidas e,
posteriormente, busca-se uma arvore geradora de custo zero. A existéncia dessa arvore
geradora confirma a observabilidade topoldgica do sistema. No caso de inobservabilidade
(custo diferente de zero), a estratégia possibilita a identificagao direta de ilhas observaveis

e ramos da rede onde a insercao de pseudomedidas retoma a observabilidade.

Em relagdo a metodologia descrita em [44], Nucera e Gilles apresentaram melhorias
em [50]. Eles propuseram reduzir o espaco de busca na etapa de processamento das me-

didas de injecao, com base na identificacao preliminar de regides observadas por medidas



1.4 Estado da Arte 21

de fluxo. O trabalho detalha o conceito da técnica de camadas para busca por caminhos
aumentantes, utilizado no algoritmo de Dinic [26], para o processamento das medidas de
injegdo. A implementagao desenvolvida concentra-se na anélise de sistemas com observa-

bilidade global comprometida, com o objetivo de evidenciar as ilhas observaveis.

A incorporacao da modelagem de dispositivos de chaveamento, como disjuntores e
chaves seccionadoras, na andlise de observabilidade topolégica foi proposta por Simoes
Costa et al. [63], com o objetivo de expandir as abordagens topoldgicas desenvolvidas em
[56] e [64]. Ademais, esse trabalho abordou a generalizagdo do problema de criticalidades

sob a perspectiva topolégica, abrangendo o conceito de restricoes criticas.

Outros estudos exploraram métodos hibridos que integram abordagens numéricas e
topoldgicas, com destaque para o trabalho de Korres et al. [42]. Por meio de operagoes
matriciais, mateméatica simbolica e Teoria dos Grafos, eles propuseram um método robusto
para avaliar a observabilidade da rede, consoante a identificacdo de medidas criticas e

conjuntos criticos.

Bretas et al. [10] propuseram um método estritamente qualitativo para a identifica-
¢ao de medidas criticas em sistemas elétricos observaveis, fundamentado na técnica de
atribuicao de medidas a ramos da rede, conforme desenvolvido por Krumpholz et al. [44].
Com o objetivo de mitigar a explosao combinatoria inerente ao problema, o plano de me-
digdo é segmentado em dois conjuntos distintos: um contendo medidas de fluxo e outro
abrangendo medidas de injecdo. A andlise é estruturada em duas fases: inicialmente,
identificam-se as medidas criticas de injecdo em sub-redes medidas observaveis; poste-
riormente, em sub-redes induzidas por conjuntos de ramos redundantes, determinam-se
as medidas criticas de fluxo. Nesse contexto, os ramos redundantes referem-se aqueles
associados a duas ou mais medidas redundantes do sistema ou que configuram ciclos to-
poldgicos na rede elétrica. Salienta-se que o método proposto parte da premissa que o

sistema ¢é topologicamente observavel.

Cipriani [15], em 2010, prop6s a incorporagao de sincrofasores de tensao e de corrente,
fornecidos por PMUs, a andlise topolégica de observabilidade e criticalidade, viabilizando
o tratamento conjunto desses dados e das medidas convencionais do SCADA. Para tanto,
adotou o algoritmo de interse¢do de matroides de Quintana, Simoes Costa e Mandel [56] e
a abordagem parcialmente enumerativa para identificacao de medidas criticas e conjuntos

criticos de Simdes Costa, Piazza e Mandel [64].

Até o momento, esta secao revisou trabalhos que, de forma qualitativa, analisaram

a observabilidade e, em alguns casos, identificaram criticalidades de medidas com car-
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dinalidade méaxima igual a dois, abrangendo medidas criticas e conjuntos criticos. A
exploracao de criticalidades com cardinalidade superiores oferece uma avaliagdo mais ro-
busta da capacidade de observagao e da depuragao de erros grosseiros em sistemas de
medicao. Contudo, tanto na abordagem topoldgica quanto na numérica, observa-se escas-
sez de estudos dedicados a identificagao de tuplas criticas com cardinalidade maior que

um, o que evidencia uma lacuna significativa na literatura.

No contexto das metodologias fundamentadas na Teoria dos Grafos, tem-se a publi-
cagao de Sou et al. em 2012 [67]. Eles apresentaram duas metodologias para identificagdo
de potenciais tuplas criticas de baixa cardinalidade em regioes especificadas da rede elé-
trica. Uma das metodologias utiliza o algoritmo de Ford-Fulkerson [35], que calcula o
fluxo maximo e o corte minimo entre um par de vértices (fonte e terminal) sobre o grafo
de abstracao da rede. O grupo de medidas que cobrem os ramos pertencentes ao corte
minimo identificado constitui uma mesma tupla critica. Nessa metodologia, a presenca
de medidas de injecao no sistema torna o método uma heuristica. Como alternativa, eles
apresentaram um método exato baseado na representacao do problema como programacao

linear inteira mista; todavia, possui custo computacional consideravelmente elevado.

Em uma abordagem hibrida, Resende et al. [57] propuseram uma metodologia para
analise de observabilidade em sistemas de poténcia supervisionados por medidas conven-
cionais e fasoriais. O método baseia-se em um modelo linearizado e processa os subpro-
blemas de poténcia ativa e reativa de forma independente, sem realizar o pareamento das
observagoes. Para o diagnodstico estrutural, os autores empregaram matrizes de incidén-
cia unimodulares, compostas exclusivamente por inteiros, com o objetivo de minimizar
instabilidades numeéricas e desvincular a analise da dependéncia de parametros elétricos
representados em ponto flutuante. Para avaliar a observabilidade do sistema, empregam-se
os algoritmos de Prim e Kruskal, combinados ao algoritmo Single Measurement Spanning
Tree (SMST), com o objetivo de construir uma arvore geradora observavel. A identificagao
de medidas criticas e de conjuntos criticos ¢ realizada por meio da remocao sistematica
de colunas dessas matrizes, seguida da verificacao da observabilidade por meio do deter-

minante da matriz de Gram.

A revisao apresentada evidencia trés aspectos centrais que orientam o desenvolvimento
desta pesquisa. Primeiro, o estudo de métodos topoldgicos para analise de observabili-
dade alcangou maturidade tedrica significativa ao longo das tltimas décadas, embora a
aplicagao a sistemas de grande porte e a integracao com operagoes estruturais modernas

permanecam pouco exploradas. Segundo, a identificacao topologica de medidas criticas
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dispoe de fundamentacgao consolidada, mas demanda refinamento metodoldgico para oti-
mizar o desempenho computacional e viabilizar o tratamento sisteméatico de medidas de
injecao de poténcia, evidenciando com precisao os padroes topoldgicos que caracterizam
tais criticalidades. Terceiro, a busca por criticalidades de cardinalidade superior (espe-
cialmente pares e conjuntos criticos) constitui uma lacuna persistente na literatura, com
solugoes existentes restritas a abordagens enumerativas de elevado custo computacional
ou a heuristicas de aplicabilidade limitada. As metodologias propostas neste trabalho
enderecam esses trés aspectos, com particular énfase na proposicao de uma técnica heu-
ristica eficiente para identificagdo de pares criticos e conjuntos criticos em sistemas de

grande porte.

1.5 Publicacoes

A seguir, enumeram-se as publicagoes relacionadas ao estudo em questao:

e Soares Lima, R. C.; Do Coutto Filho, M. B.; Stacchini de Souza, J. C.; Protti,
F. “Topological Approach for Identifying Critical Measurements and Sets in State
Estimation”, IEEE Latin America Trans., [S. 1], v. 20, n. 1, p. 100-107, 2021.

e Soares Lima, R. C.; Do Coutto Filho, M. B.; Stacchini de Souza, J. C.; Protti, F.
“Identificacao Topolédgica de Fragilidades na Supervisao de Redes Elétricas”, Anais

do Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional, 2022, Juiz de Fora.

e Soares Lima, R. C.; Do Coutto Filho, M. B.; Stacchini de Souza, J. C. et al.,
"Educational Tool for Power System State Estimation Teaching and Learning,"[EEE
Trans. on Power Systems, vol. 38, no. 6, pp. 5885-5895, Nov. 2023.

e Soares Lima, R. C.; Do Coutto Filho, M. B.; Stacchini de Souza, J. C. et al. “Fer-
ramenta Computacional para Ensino e Aprendizagem sobre Estimacao de Estado
em Sistemas Elétricos de Poténcia”, Anais do Simposio Brasileiro de Automagao

Inteligente, 2025, Sao Joao del-Rei.

1.6 Estrutura

Este capitulo estabeleceu o contexto tedrico e pratico da EE como pilar fundamental para a
supervisao, controle e gestao eficiente do SEP, delineou os objetivos centrais desta pesquisa

e realizou uma revisao das principais contribui¢cbes académicas pertinentes ao tema. A
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seguir, apresenta-se uma descri¢ao sucinta da organizacao dos capitulos subsequentes que

estruturam este manuscrito:

o O Capitulo 2 fundamenta os principios tedricos da EE, com énfase no método dos
MQP aplicado ao SEP, detalhando os procedimentos para analise de observabilidade
e identificagdo de criticalidades por meio de um modelo linearizado de estimador,
além de explorar as propriedades essenciais das criticalidades em redes elétricas

supervisionadas, que sustentam as analises subsequentes;

o O Capitulo 3 introduz as defini¢oes e terminologias fundamentais da Teoria dos
Grafos, indispensaveis para a compreensao rigorosa da metodologia proposta e para
a interpretacao dos resultados desta pesquisa, estabelecendo a base conceitual para

as abordagens topologicas;

o O Capitulo 4 descreve minuciosamente as metodologias desenvolvidas para a analise
de observabilidade e identificacao de criticalidades utilizando a Teoria dos Grafos,

elucidando a correspondéncia entre as abordagens topologicas e numéricas;

o O Capitulo 5 mostra os resultados obtidos da aplicacao das metodologias propostas,

oferecendo uma validagao empirica das técnicas desenvolvidas; e

o Por fim, o Capitulo 6 consolida as conclusoes principais desta investigacao, refletindo

sobre suas implicagoes tedricas e praticas, e propoe dire¢oes para futuras pesquisas.



2 Observabilidade e Criticalidades

O capitulo precedente contextualizou o problema abordado, apontando as motivagoes, os
objetivos e o estado da arte, além de apresentar o escopo das principais contribuigoes do
presente trabalho. Este capitulo apresenta as defini¢oes basicas da Estimacao de Estado
(EE) em Sistemas Elétricos de Poténcia (SEP). Inicialmente, discute-se a formulacao
classica do problema de EE, estruturada pela técnica estatistica dos Minimos Quadrados
Ponderados, amplamente utilizada na literatura. Em seguida, sao abordadas as técnicas
de anélise de observabilidade, essenciais para validar a plena funcionalidade do processo de
estimacao. Por fim, exploram-se as criticalidades de medidas, destacando sua relevancia
no contexto de avaliagdo da robustez de um plano de medicao, tépico central para os

objetivos desta pesquisa.

2.1 Estimacao de Estado

Desde que foi introduzida como um problema de Minimos Quadrados Ponderados por
Fred C. Schweppe [60] [61] [62], a EE em SEP tem sido amplamente estudada. Ao longo
das décadas, diversos aprimoramentos tém sido realizados, com o objetivo de assegurar a
confiabilidade de seus resultados [28]. Esses avancos visam atender as exigéncias crescentes
de confiabilidade no controle e na supervisao de redes elétricas modernas, a fim de garantir

maior seguranga e eficiéncia operacionais.

Na pratica, a EE é um importante médulo presente no Sistema de Gerenciamento de
Energia (SGE), responséavel por processar dados brutos oriundos de telemedigoes redun-
dantes, que monitoram grandezas elétricas do SEP como fluxos de poténcia nas linhas de
transmissao, injegoes de poténcia e magnitude de tensdo nas barras (raramente, magni-
tude de corrente nas linhas de transmissao), suscetiveis a ruidos e falhas (e.g., erros em
medigoes, perda temporaria de telemetria, etc.). O proposito da EE é gerar uma base
de dados confiavel, em tempo real, com as melhores estimativas das tensoes fasoriais nas

barras do sistema, que representam fielmente as condi¢oes operacionais do SEP.
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Uma vez estimadas as tensoes fasoriais nas barras, o SGE é capaz de calcular ou-
tras variaveis essenciais, como fluxos e inje¢des de poténcia, que fornecem uma visao
abrangente do sistema, incluindo o carregamento das linhas de transmissao, a geragcao de
energia em diferentes pontos da rede e outros dados operacionais criticos. Além disso,
a EE desempenha o papel de filtro de dados, transformando medigoes brutas em infor-
macoes depuradas e confidveis, prontas para serem utilizadas por outras funcionalidades
do SGE, garantindo a atualizagdo precisa e em tempo real da base de dados sobre as

condicoes operativas da rede.

2.2 Estrutura da Estimacao de Estado

A fungao de EE processa as telemedicoes coletadas pelo sistema SCADA (Supervisory
Control and Data Acquisition). Na etapa inicial, um algoritmo de pré-filtragem compara
os dados brutos de medidas analdgicas com os limites operacionais da rede, eliminando
medidas flagrantemente incorretas que poderiam comprometer os resultados do estima-
dor. Simultaneamente, o Configurador de Rede processa as medidas légicas, que indicam
o estado (aberto ou fechado) de chaves e disjuntores de subestagdes, possibilitando a

construcdo do modelo barra-ramo, que representa a topologia da rede elétrica.

Apés esse pré-processamento, os dados resultantes sdo transferidos para o estimador,

estruturado em trés etapas fundamentais:

1. Analise de Observabilidade. Destina-se a verificar se a base de dados de me-
di¢bes disponiveis combinada com o modelo barra-ramo permite estimar os fasores
de tensao de todas as barras do sistema. Quando a analise de observabilidade clas-
sifica o sistema como observavel, pode-se executar o estimador. Em caso de inob-
servabilidade, identificam-se as ilhas observdveis, possibilitando a identificacao das
pseudomedidas necessarias ao restabelecimento da observabilidade. Uma pseudome-
dida refere-se a uma informacao adicional incorporada a base de dados de medigoes.
A incerteza associada a uma pseudomedida depende do grau de previsibilidade da

carga na barra correspondente.

2. Estimacao de Estado. Processo central da EE destinado a calcular o estado
mais provavel da rede com base em dados de medi¢oes redundantes e no modelo
barra-ramo. A formulacao analitica do problema, baseada no método dos Minimos
Quadrados Ponderados, é comumente empregada e busca minimizar a soma ponde-

rada dos quadrados dos residuos (diferengas entre os valores de grandezas elétricas
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medidas e calculadas através das tensoes fasoriais nodais estimadas). Com a estima-

tiva de estado, torna-se possivel determinar outras grandezas do sistema, inclusive

aquelas nao monitoradas diretamente.

3. Processamento de Erros Grosseiros (EG). Detecta e identifica, quando possi-

vel, medidas com erros grosseiros que nao foram tratados na etapa de pré-filtragem.

O processo, cujo desempenho depende do grau de redundancia do plano de medicao,

analisa os residuos gerados pelo estimador de estado. Nesse contexto, justifica-se a

analise de criticalidades, que indica as limitacoes dessa etapa.

A Figura 1 ilustra a interdependéncia dessas etapas, contextualizando-as no processo

completo de EE.
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Figura 1: Estrutura e principais etapas do processo de EE.
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2.3 Formulacao Classica da Estimacao de Estado em SEP

Conhecendo-se perfeitamente a configuracao topologica e os parametros elétricos da rede,
bem como os dados provenientes de um plano de medi¢do com grau de redundancia
adequado, torna-se possivel determinar os fasores de tensao de todas as barras da rede.
Esses fasores de tensdao permitem obter o valor tedrico das grandezas elétricas do SEP,
monitoradas diretamente ou nao. Devido & sua importancia, as tensoes fasoriais sdo
chamadas de varidveis de estado, e o conjunto dessas variaveis ¢ denominado estado do
sistema. Denomina-se residuo a diferenga entre o valor medido e o valor teérico de uma

grandeza elétrica observada.

A formulacao classica do problema de EE em SEP, amplamente abordada na lite-
ratura, fundamenta-se na técnica de Minimos Quadrados Ponderados. Essa abordagem
busca determinar o estado do sistema por meio da minimizagao da soma ponderada dos
quadrados dos residuos, em que as medi¢Oes mais precisas tém maior influéncia na es-
timacao. A relacdo entre as medi¢oes e o estado de um sistema é dada pela seguinte

equacao:

Onde:

= z : representa o vetor das quantidades observadas (fluxo de poténcia em ramos,
injecdo de poténcia e magnitude de tensdo nas barras, etc.), com dimensao (m x 1),

onde m ¢é a quantidade de medidas do sistema;

» h : denota o vetor de fung¢oes nao-lineares, com dimensao (m x 1), que relacionam
diretamente o estado do sistema as quantidades medidas, retornando os valores

verdadeiros (ou tedricos) dessas observagoes;

= 2 : corresponde ao vetor de estado, que compreende as tensoes complexas nas barras
da rede elétrica, expressas em termos de suas magnitudes e angulos de fase. Sua
dimensao é (n x 1), onde n representa o nimero de varidveis de estado do sistema,

dado por n = 2NB — 1, sendo NB o niimero total de barras no sistema;

= e : é o vetor que modela os erros de medigao (erros de comunicagao, imprecisao de

medidores, etc.), com dimensao (m x 1).
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Na modelagem dos erros de medicao, assumem-se algumas propriedades estatisticas
fundamentais para viabilizar o processo de EE. Considera-se que os erros de medigao sao
estatisticamente nao-correlacionados e seguem uma distribuicao normal (Gaussiana), com
média zero (E(e) = 0) e matriz de covariancia R. Essa hipdtese implica que os erros de

medicao sao independentes entre si e possuem variancias conhecidas.

Dado que os erros de medi¢ao nao apresentam correlacdo, a matriz de covaridncia R
torna-se diagonal, com dimensao (m x m). Os elementos diagonais de R correspondem

as variancias individuais dos erros de medigao, conforme expressado por:

or 0 0
0 o2 ... 0
R = . .2
' 0
0 0 0 o2

Note que a matriz R desempenha um papel critico no processo de ponderacao das
medigoes, permitindo que dados mais confidveis (com varidncias menores) exer¢am maior

influéncia na estimativa do estado do sistema.

A estimacao do estado do sistema, formulada como um problema dos Minimos Qua-

drados Ponderados (MQP), consiste na minimizacao da funcao objetivo expressa como:

min J(@) = [z ~ h(@)] R [ — h(3)] (2.2)

Denomina-se por vetor de residuos a quantidade r = z—h(Z), que contém as diferengas
entre os valores medidos e seus correspondentes teéricos. A minimizagao de J(&) requer

técnicas iterativas, devido a natureza nao-linear das fungoes em h.

O wvetor de estado estimado &, que minimiza a fun¢do objetivo (2.2), deve satisfazer a

condicao de otimalidade de primeira ordem, estabelecida como:

o0J(x)

"D = g(a) = H'@) R [z~ h(#)] = 0 (2.3)

Onde:

n H = h(@)/5g é a matriz Jacobiana do processo de estimacgao, de dimensao
==

(m x n), formado pelas derivadas parciais das fungdes nao-lineares pertencentes ao

vetor h(z) calculadas no ponto x = Z.
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A func¢ao nao-linear g pode ser expandida em série de Taylor em torno de uma estima-
tiva inicial zy, ignorando os termos de ordem superior. Essa aproximacao linear permite
resolver o sistema dado em (2.3) de forma iterativa, utilizando o método de Gauss-Newton,

e é dada por:

Tp =2 +G(xy) H(z1) R [2 — h(zy)] (2.4)

Onde:

= I, : ¢ 0 vetor que representa a estimativa de estado na k-ésima iteracao;

= x4,1: é 0 vetor que representa a estimativa de estado atualizada para a (k+1)-ésima

iteracao;

» G(z) = 9@z = HT(x) R"' H(z) : é a matriz de Ganho (ou informagio), cuja
dimensao ¢é (n x n). Essa matriz é esparsa, o que viabiliza a aplicagao de técnicas
de esparsidade. Além disso, trata-se de uma matriz simétrica e positiva definida [1],

0 que propicia a sua fatoracao.

Ao definir Az 1 = xp 1 — ) e multiplicar ambos os lados de (2.4) pela matriz G (zy,),

obtém-se a seguinte expressao:

G(xy) Az = H'(z,) R [z — h(z},)] (2.5)

Denomina-se a expressao (2.5) como Equa¢io Normal de Gauss, que descreve o sis-
tema linear a ser resolvido iterativamente para determinar a atualizacao do vetor de estado
em cada iteracdo. O termo Az, | representa a correcao aplicada a estimativa de estado
corrente, enquanto o lado direito da equacao incorpora a influéncia das medic¢oes dispo-
niveis, ponderadas pelas incertezas associadas. A equacao normal constitui uma etapa
central no método de Gauss-Newton, garantindo que o estado mais provavel do sistema

seja obtido apods a convergéncia do processo iterativo.

Em sintese, a formulagdo da EE como um problema de Minimos Quadrados Ponde-
rados baseia-se na resolucao iterativa do sistema linear descrito em (2.5). Para iniciar o
processo iterativo, é necessario fornecer uma estimativa inicial para o vetor de estado z.
Comumente, utiliza-se a abordagem de flat start, na qual o vetor inicial ¢ definido com

magnitudes unitarias para as tensoes nodais e angulos de fase iguais a zero.
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O procedimento completo para a EE do sistema pode ser sumarizado nos seguintes

passos [47]:

1. Inicialmente, define-se o contador de itera¢ées como k = 0;

2. Arbitrar uma estimativa inicial para o vetor de estado xq (flat start);

3. Calcular as matrizes Jacobiana H(x;) e de Ganho G(z;,) = HT(x;) R~ H(xy);

4. Calcular o lado direito da Equacdo Normal de Gauss t, = HT(zy) R~ [z — h(z})];

5. Resolver o sistema linear G(z;) Az, = t; para obtencao do valor de correcao Axy,

para o vetor de estado corrente xy;
6. Atualizar o vetor de estado corrente, obtendo-se &1 = xy + Axy;

7. Avaliar convergéncia: se a condigdo de convergéncia max |Azy| < € (usualmente,
adota-se ¢ = 107*pu), entdo calcular as grandezas de interesse com o vetor de

estado estimado & e encerrar o processo iterativo;

8. Caso o critério de convergéncia nao seja satisfeito, atualizar o contador de iteragoes

com k = k + 1 e retornar ao passo 3.

2.4 Deteccao e Identificacao de Erros Grosseiros

A partir do vetor de estado estimado, é possivel determinar as grandezas elétricas (obser-
vadas ou nao) do sistema, como fluxos de poténcia ativa e reativa, inje¢oes de poténcia
ativa e reativa, além das magnitudes das correntes. A comparagdo entre essas gran-
dezas calculadas e os valores medidos correspondentes permite verificar a presenca de
inconsisténcias na base de dados oriunda das telemedi¢oes. Define-se uma medida como
portadora de EG quando a medi¢ao apresenta uma discrepancia significativa em relagao

ao valor tedrico calculado com base no estado estimado.

A presenca de medidas portadoras de EG compromete diretamente a confiabilidade e a
precisao dos resultados obtidos pela EE, sendo essencial que esses erros sejam detectados e
identificados para assegurar a robustez do processo. Essas medidas corrompidas devem ser
excluidas da base de dados ou substituidas por pseudomedidas consistentes. Destacam-se
como possiveis causas de EG: falhas no sistema de comunicagao, instrumentos de medicao

defeituosos, alteragoes nao reportadas na topologia da rede, entre outras.
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Para detecgao e identificacao de EG, utiliza-se o vetor de residuos da estimacao r, de

dimensao (m x 1), definido como:

r=|z—h(2)] (2.6)
Onde:

= h(Z) : é o vetor que retne os valores tedricos correspondentes as quantidades obser-

vadas, obtidos a partir do vetor de estado estimado Z.

Os residuos da estimacao em r indicam possiveis inconsisténcias entre as quantidades
estimadas e o modelo de medicao adotado, e podem ser interpretados como estimativas
dos erros de medi¢ao. Dessa forma, quando um residuo em r exibe uma discrepancia
significativa em relacao ao modelo de medicao adotado na EE, ha indicios de que a medida

associada seja portadora de EG, nao identificada na etapa de pré-filtragem.

Inicialmente, busca-se detectar a presenca de medidas portadoras de erros grossei-
ros (EG). Caso a presenga dessas medidas espurias seja confirmada, torna-se necessé-
rio identificd-las e remové-las ou, sempre que viavel, substitui-las por pseudomedidas.
Destaca-se que a etapa de identificacdo apresenta maior custo computacional do que a de

detecgdo no tratamento de EG.

Para deteccdo de medidas espirias nos dados de medicao, pode-se utilizar um teste
estatistico de hipoteses denominado teste do Qui-quadrado. Nesse teste, admite-se que
a soma ponderada dos quadrados dos residuos J(Z), a fun¢ao objetivo do MQP, segue
a distribuicdo do qui-quadrado x? com m — n graus de liberdade, onde m e n sdo as
quantidades de medicoes e de variaveis de estado, respectivamente. No entanto, sua

validade depende das seguintes suposigoes:

= 0s erros associados as medigoes obedecem a uma distribuicao normal de média zero

e matriz de covaridncia R;
= a configuracao topologica e os parametros da rede elétrica sao conhecidos;

= 0 modelo de medicao é linearizado em &, um ponto suficientemente proximo da

solucao real.

O teste compara J(Z) com um valor critico K , obtido da distribui¢ao qui-quadrado
x?2, com m—n graus de liberdade, para um nivel de confianca «, usualmente 95%, definido

CO1mo:
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K = X72n—n,1—oz (27)

Quando J(£) < K, nao ha evidéncias estatisticas que indiquem a presenga de EG
nos dados de medi¢do. No entanto, se J(Z) > K, ha alta probabilidade de que exista
pelo menos uma medida portadora de EG, o que justifica uma analise adicional para sua

identificagao e tratamento.

Para a identificacao de medidas potencialmente contaminadas por EG, cada elemento
1 do vetor de residuos da estimacao ¢ normalizado e submetido a um critério de validacao

expresso por:

N |7i] |74

r; = — = ——=< A\ (2.8)

’ 7Q; 4/ Q.
Onde a matriz de covariancia dos residuos §2 é definida como:
= R—H(:%)G(:i)*lH(:i)T (2.9)
Onde:
N

= 7' : representa o residuo normalizado associado a i-ésima medida;

op, = A/, : corresponde ao desvio padrao do erro do residuo da i-ésima medida;

2 : é a matriz de covaridncia dos residuos da estimacao, de dimensao (m x m);

E;; : denota o elemento diagonal da matriz £2 correspondente a i-ésima medida;

= )\ : representa o limiar adotado para a detecgao de erros grosseiros.

A normalizacao dos residuos de estimacao desempenha um papel fundamental nesse
processo, pois diferentes tipos de medidores apresentam variancias distintas. Assim, um
residuo elevado pode indicar uma inconsisténcia significativa em uma medida com baixa
variancia, enquanto pode ser perfeitamente aceitavel em outra com alta variancia. Dessa
forma, ao normalizar os residuos, todas as medidas sao avaliadas na mesma escala esta-

tistica, o que permite uma comparacao justa entre seus valores absolutos.

Caso o residuo normalizado de uma medida exceda o limiar ), essa medida é classi-
ficada como portadora de EG e deve ser submetida a procedimentos de mitiga¢ao, como

sua exclusao da base de dados ou substitui¢ao por seu valor estimado [47].
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2.5 Analise de Observabilidade

A EE em SEP depende da disponibilidade de um conjunto redundante de medicoes,
distribuidas estrategicamente ao longo da rede elétrica, abrangendo diferentes grandezas
elétricas. Essa redundancia é essencial para garantir a robustez da estimagao e minimizar

os impactos de medigoes incorretas ou de falhas nos sensores.

No ambito da estimacgao estdtica de estado, o conceito de observabilidade esta direta-
mente relacionado a suficiéncia de um plano de medicao para a determinacao do estado de
todo um sistema. A analise de observabilidade pode ser conduzida de forma offiine, nas
fases de projeto e de implementagao do estimador, ou de forma online, antes da execugao
da rotina de EE, para verificar se as observac¢oes obtidas no instante mais recente sao

suficientes para a completa funcionalidade do estimador [1].

Em cenarios em que a rede é considerada inobservdvel, a andlise de observabilidade
pode desempenhar um papel crucial na identificacao das ilhas observaveis e na deter-
minacao das pseudomedidas necessarias para restaurar a observabilidade do sistema. As
pseudomedidas sao estimativas, geralmente relacionadas a demanda em determinadas bar-
ras, e derivam de dados histéricos, de resultados de estimagoes anteriores ou de estudos de
previsao de cargas de curto prazo [19]. Para garantir que sua influéncia no resultado final
seja proporcional a sua confiabilidade, as pseudomedidas sao comumente tratadas no es-
timador como tendo variancias elevadas, o que reflete sua maior incerteza em comparagao

com as medigoes reais.

A anélise de observabilidade pode ser conduzida por meio de abordagens topoldgicas
ou numéricas. A abordagem topoldgica, fundamentada na Teoria dos Grafos, avalia qua-
litativamente o plano de medigdo projetado sobre a topologia da rede elétrica. Por outro
lado, a abordagem numérica, foco desta secao, emprega métodos baseados na manipulagao
de matrizes, como as matrizes Jacobiana e de Ganho, por meio de operacoes de algebra
linear. A condig@o necessaria para que um sistema seja classificado como observavel é que

essas matrizes tenham posto maximo.

A fim de reduzir o custo computacional sem comprometer a precisao da andlise, a
observabilidade é, em geral, realizada por meio de um modelo linear simplificado de esti-
magao. Esse modelo faz uso das seguintes simplificagoes [1] [29] [47]:

= As medigoes de fluxo e injecao de poténcia sao consideradas pares ativo-reativo;

= As magnitudes de tensdo nas barras sdo assumidas como unitarias;
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= As reatancias série das linhas de transmissao sdo arbitrariamente definidas como

unitarias (bg,, = 1);

= As reatancias shunt e as resisténcias das linhas de transmissao sao desprezadas.

Ao aplicar as simplificagbes previamente estabelecidas, obtém-se uma relagao linear
entre o vetor de estado do sistema, composto pelos angulos de fase das tensoes nodais, e as
medidas disponiveis (poténcias ativas e sincrofasores). Essa relagao pode ser formalmente

expressa pela equagao:

[SY
I
o
Y
+
o

(2.10)

Onde:

= Z: representa o vetor das medidas ativas (sincrofasores, fluxos e inje¢oes de poténcia

ativa), com dimensao (m x 1), sendo m a quantidade dessas observagoes;

» H : ¢ a matriz Jacobiana desacoplada referente ao modelo que relaciona linearmente

o estado as observagoes, com dimensao (m x n);

7

o vetor de estado, contendo os angulos de fase das tensdes nodais, com dimensao

0:¢
(n x 1), onde n = NB — 1, sendo NB o ntmero total de barras da rede;

€ : ¢ o vetor de erro das medidas consideradas, de dimensao (m x 1).

A equacao (2.10) define um estimador linear, no qual se estabelece uma relacao linear
entre as medigoes de poténcia ativa e os angulos de fase das tensoes nodais. Assume-se
que as medigoes de poténcia ativa e reativa tenham a mesma disponibilidade e que as
magnitudes das tensdes nodais sejam constantes no modelo. Essa simplificacao apoia-
se na mesma premissa adotada no modelo de fluxo de poténcia desacoplado, segundo a
qual as poténcias ativas apresentam maior correlagdo com os angulos de fase das tensoes
nodais, enquanto as poténcias reativas sao mais sensiveis as magnitudes dessas tensoes
[48]. Essa hipdtese permite separar os calculos das varidveis ativas e reativas, reduzindo a

complexidade computacional sem comprometer significativamente a precisao da andlise.

O plano de medigao considerado combina grandezas convencionais (fluxos e injegoes
de poténcia ativa, Py_,, e Py, respectivamente, adquiridas via SCADA) e sincrofasores,
fornecidos por PMUs [53], correspondentes aos fasores de corrente de ramo (I;_,,) e aos

dngulos de fase das tensoes nodais (Ayg).
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Os elementos da matriz Jacobiana H, associados a i-ésima medida, sdo definidos

conforme a natureza da varidvel medida, como descrito a seguir.

e Fluxo de poténcia ativa P,_,, no ramo que conecta as barras k e m:

-Hi,k; = bk,ma I:Iz',m = _bk,m (211)

o Injecao de poténcia ativa P, na barra k:

ﬁi,k = Z bk,ma I:]zm = _bk,m7 k#m (212)

)

meé

onde ¢ representa o conjunto de barras adjacentes conectadas a barra k.

e Fasor de corrente [;,_,, no ramo que conecta as barras k e m:

-Hi,k = bk,mu Flzm = _bk:,m (213)

)

« Angulo de fase de tensdo nodal A;, na barra k:

Hip =1 (2.14)

Neste trabalho, adota-se o modelo linear que contempla exclusivamente grandezas
do subproblema ativo (P — 6): fluxos e injegoes de poténcia ativa, fasores de corrente
e angulos de fase de tensdo. As medidas de magnitude de tensdo (|V]) pertencem ao
subproblema reativo ( — V') e nao sao objeto de estudo. Salienta-se que tais medidas
podem ser incorporadas a andlise de observabilidade representando-se cada uma como
uma medida de fluxo de poténcia reativa em um ramo ficticio de susceptancia unitaria

conectado a um no terra, artificio que permite trata-las de modo andlogo as grandezas

P -0

Com base na estrutura da matriz Jacobiana H, cujos elementos estdo definidos pelas

equagoes (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14), podem-se estabelecer as seguintes observagoes [56]:
= Medidas de fluxo de poténcia ativa e de fasor de corrente estabelecem uma relagao
entre os angulos de fase das tensoes nas barras terminais do respectivo ramo;

= Medidas de injecao de poténcia ativa associam o angulo de fase da tensao na barra

monitorada aos angulos de fase das tensdes nas barras adjacentes;
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= Medidas de angulo de fase de tensao nodal fornecem informacao exclusivamente
sobre a barra em que sao realizadas, sem estabelecer dependéncia explicita com as

demais barras do sistema.

A partir da matriz Jacobiana H caracteristica do modelo linearizado, define-se a

matriz de ganho linear G como:

G=HR H (2.15)

Quanto aos erros de medi¢ao no contexto do modelo linearizado, considera-se R igual a
matriz identidade I, o que implica a hipétese de erros nao-correlacionados e com variancia
unitéria. Como a matriz identidade possui a propriedade I=! = I e é o elemento neutro

da multiplicagao matricial, a equagdo (2.15) pode ser reescrita na forma simplificada:

G-HH (2.16)

Um sistema é considerado observével se a matriz de ganho linear G for inversivel (ou
nao singular). Essa propriedade pode ser verificada por meio de técnicas de escalonamento
de matrizes, como a eliminacao de Gauss, a decomposicao de Cholesky ou outros métodos
de fatoragao matricial. A presenca de pivos nulos na fatoragao indica a inobservabilidade

do sistema.

A matriz de covariancia dos residuos da estimacao linear, denotada por £2 e de di-

mensao m x m, € definida por:

N=I-HG

_1 ~
H' (2.17)
A matriz de covariancia dos residuos £2 desempenha papel central na analise de cri-
ticalidades, uma vez que suas propriedades numéricas revelam fragilidades no plano de

medicao.

2.6 Criticalidades

Para uma combinagao de arranjo topologico de rede e plano de medicao, a analise de
observabilidade determina se é possivel estimar o estado completo de um sistema, mas

nao fornece detalhes sobre a robustez da EE. Em contrapartida, o estudo de criticalidades
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fornece um diagnostico da solidez da observabilidade, evidenciando limitagoes no trata-
mento de EG. Além disso, indica cenarios de inobservabilidade que podem ocorrer em

decorréncia da indisponibilidade de medidas durante a execucao da EE.

A redundancia do plano de medicdo é um requisito essencial para a confiabilidade
da EE, alcancada por meio da implementacao de sensores de diferentes tipos, estrate-
gicamente posicionados na rede. A robustez da EE é diretamente beneficiada por essa
redundancia, tornando-a capaz de compensar eventuais falhas ou inconsisténcias, como
defeitos em sensores, erros de comunicacao ou ruidos nas medigoes. Esse mecanismo de
salvaguarda ¢é crucial para manter a estabilidade do estimador, especialmente em sistemas

complexos sujeitos a condicoes adversas.

Por outro lado, a auséncia de um sistema de medicao robusto nao apenas impoe riscos
imediatos a observabilidade, mas também prejudica a capacidade da EE de identificar e
corrigir observacoes corrompidas. Essa deficiéncia pode levar a estimativas imprecisas e,
consequentemente, a geracao de informagoes de baixa confiabilidade para os operadores.

Ademais, tais limitagoes estao diretamente associadas a presenca de dados criticos.

2.6.1 Definicoes e Terminologia

Define-se uma medida critica C'; como um elemento nao redundante de um conjunto de
observagoes cuja perda resulta na inobservabilidade do referido sistema [16]. Ademais,
a EE torna-se incapaz de mitigar ruidos ou de detectar a ocorréncia de EG em dados
provenientes de medic¢oes realizadas sob essa condigdo. Sob a perspectiva numérica, os
residuos de estimacao associados as Cis, bem como suas covaridncias, invariavelmente
assumem valor nulo [29]. Esse comportamento evidencia a auséncia de informagao re-
dundante capaz de corrigir ou depurar eventuais inconsisténcias nessas medi¢oes. Assim,

durante a analise de um plano de medicao, classifica-se a i-ésima medida como C se:

ri =0 (2.18)

Um par critico Cy é um subconjunto do plano de medi¢ao formado por duas medidas
inicialmente nao criticas, nas quais a remogao de uma torna a outra uma C [30]. Na pré-

tica, as medidas que formam um mesmo C5 exibem residuos idénticos, comprometendo
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parte do processo de depuracao de EG em dados provenientes delas. Nesse caso, em-
bora a deteccao de EG seja factivel, torna-se impossivel a identificacao exata da medida

comprometida.

Por outro lado, um conjunto critico Cp; generaliza o conceito de Cys para grupos de
duas ou mais medidas: trata-se de um conjunto de medidas no qual a indisponibilidade de
uma qualquer nao compromete a observabilidade do sistema, mas torna as remanescentes

(s, comprometendo a capacidade de detecgdo de EG sobre elas.

Salienta-se que os elementos de um C.,,; guardam a propriedade de reciprocidade [64]:
a criticalidade é simétrica entre pares de medidas, de modo que, se a remog¢ao de uma
torna a outra critica, vale a reciproca. Como consequéncia, toda combina¢do de dois
elementos de um C,,,; configura um C5 [4] e, reciprocamente, Css que compartilham me-
didas constituem um Clp; [34]. Assim, a remogao simultdnea de quaisquer duas medidas

de um C,,,; compromete a observabilidade.

A cardinalidade de um C.,,; nao pode ser fixada a priori, pois emerge da estrutura
de dependéncias do plano de medigao. Por exemplo, se os pares de medidas (a,b), (a,c),
(a,d), (b,e), (bd) e (c,d) forem todos Cys, o conjunto {a,b,c,d} constitui um Co,p; de

cardinalidade quatro.

Um ponto importante é que os residuos normalizados das medidas pertencentes a um

mesmo Cq,,; apresentam igualdade numérica [31], conforme expresso em:

N
prm = e =1 (2.20)

Onde:

. 7“,{;\7 e rfx : sao residuos normalizados de duas medidas zj e 2, de um Cipp;.

Adicionalmente, para duas medidas distintas zy e z,, pertencentes a um mesmo Ceop;,

o coeficiente de correlagdo é expresso como [31]:

|Qk,m|

Thom = A\ Qk,k’\/ Qm7m N

1 (2.21)

Onde:

= Yp_m - € o coeficiente de correlagao entre as observagoes zi € 2.
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O conceito de criticalidade de elementos de rede é generalizado por meio da k-tupla
critica, com k € N [27] [67] . Formalmente, define-se uma k-tupla critica, denotada por
Cy, como um conjunto minimal de k medidas cuja indisponibilidade simultinea torna
o sistema inobservavel. A minimalidade estabelece que nenhum subconjunto préprio de
uma C}, constitui, por si s6, uma criticalidade; isto é, para k > 2, nao existe r-tupla critica

com 1 < r < k contida em uma C}.

Assim sendo, a cardinalidade de uma Cj é dada pelo nimero de medigdes que a
compoem. As Cys com cardinalidade £ > 2 fornecem informacées adicionais sobre a
capacidade do sistema de lidar com multiplos EGs, a partir da analise dos residuos da

estimacao. As propriedades fundamentais que caracterizam uma C} sdo as seguintes:

= Propriedade 1 : se r medidas que formam uma C} sao removidas de um sistema,

com r < k, entdo as k — r medidas remanescentes caracterizam uma C_,.

Demonstragdo : a indisponibilidade de um subconjunto de j < k medidas de uma CY
nao resulta em inobservabilidade (propriedade 1). Assim, dado um plano de medicao
sem r medidas de uma CY%, a exclusao adicional das k& — r medidas remanescentes
equivale a remover todas as k medidas da C}%, tornando o sistema inobservavel.

Portanto, no contexto em questao, essas k — r medidas constituem uma Cy_,. W

= Propriedade 2 : para um sistema observado por m medidas, a cardinalidade

méaxima tedrica de uma C},, denotada por k.., é estabelecida por [46]:

Emaz = m — (n—1) (2.22)
Onde:

o n : € o namero de variaveis de estado a serem estimadas no processo de esti-

magao.

» Propriedade 3 : a submatriz da matriz de covariancia dos residuos 2 (ou £2)
referente a todas as medidas de uma C}, é singular, caracterizando um conjunto

linearmente dependente [3] [27].

Como terminologias alternativas para o conceito de conjunto critico, alguns trabalhos
adotam os termos bad data group [5] e conjunto de medidas minimamente dependentes [42].
Estabeleceu-se a denominagao conjunto k-critico na dissertagdo de Piazza [54], na qual

um subconjunto S de medidas é dito k-critico quando a remocao de quaisquer k de seus



2.6 Criticalidades 41

elementos preserva a observabilidade do sistema, ao passo que a remocao de quaisquer
k+1 a compromete. Nessa convencao, indexada pela margem de redundancia do conjunto,

uma medida critica (C}) corresponde a um conjunto 0-critico.

Esses agrupamentos foram posteriormente estabelecidos como objeto de estudo por
Braga Flor et al. [34], sob a denominagao de Cj_s, com a caracterizagdo formal e a de-
monstracao pratica de sua ocorréncia aplicada a identificagdo de pontos vulneraveis em
planos de medicao. Nessa formulacao, um Cj_s; ¢ um conjunto de p medidas constituido
por Cys que compartilham (k — 1) medidas em comum, sendo o indice dado pela car-
dinalidade das C}s constituintes; o conjunto critico classico corresponde ao caso k = 2.
A distingdo entre os indices das duas convencgoes reflete grandezas de naturezas distin-
tas: em [54], o indice quantifica uma propriedade do préprio conjunto, sua margem de
redundancia, ou seja, quantas medidas ele tolera perder antes de tornar-se inobservavel,
em [34], quantifica a cardinalidade das tuplas criticas que o compoem. Assim, o Ceopj
adotado no presente trabalho é conjunto 1-critico na convencao de [54], por tolerar uma
perda, e um Cs_; conforme definido em [34], por ser constituido de Css, o que explica o

deslocamento unitario de indice entre as duas convengoes.

2.6.2 Identificacio Numérica de Criticalidades

A identificagdo de Cys e Ceopjs em um sistema de medicdo pode ser realizada de forma
eficiente por meio da aplicacao de um estimador linear [1]. Para identificagdo de critica-
lidades, torna-se suficiente capturar as dependéncias estruturais entre as medidas. Nesse
caso, calcula-se o vetor de residuos referente ao modelo linear 7, com dimensao (m x 1),
através da matriz de covariancia dos residuos £ e de um vetor de medidas de elementos
unitarios z =[1 1 --- 1]* [29]:

F=0% (2.23)

Note que, conforme indicado pela equagdo (2.23), os residuos das observagoes no
modelo linear sao determinados exclusivamente pelos elementos da matriz de covariancia

dos residuos f2.

Uma abordagem numérica destinada a identificacao de Cis e Cy,y,;5 pode ser estrutu-

rada nas seguintes etapas:

1. A partir da configuracao topolégica, descrita pela Yiure, € do plano de medicao
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do sistema, construir a matriz Jacobiana H com base nas equagoes (2.11), (2.12),
(2.13) e (2.14). Construir o vetor de medidas ativas Z com valores unitérios (ou

arbitrarios).

2. Calcular a matriz de covariancia dos residuos da estimacao linear 2, utilizando a

equagao (2.17).

3. Para cada elemento Z; do vetor de medidas ativas z, extrair o elemento diagonal
correspondente da matriz de covariancia dos residuos €2; ;. Em seguida, calcular o
residuo correspondente 7;, com base na equagao (2.23). Classifica-se uma medida Z;

como C; quando a condigao 2;; = 7; = 0 é satisfeita.
4. Calcular o residuo normalizado 7V de cada medida ativa nao identificada como Cj,
definido através da expressao:

i

N = \/{T (2.24)

5. Organizar os residuos normalizados calculados em ordem decrescente.

6. Analisar os residuos normalizados sequencialmente, agrupando as medidas cujos
valores sejam idénticos entre si. Salienta-se que esse agrupamento preliminar reflete

possiveis dependéncias entre as medidas que podem caracterizar Coy,;s.
7. Para cada grupo identificado no passo anterior, proceder da seguinte forma:

(a) Determinar o coeficiente de correlagao 4x_,, para todas as combinagoes de me-

didas tomadas em pares (2 e Z,,) de um mesmo grupo, conforme a expressao:

[2em|

ﬁk—m = — —
\/ Qk,k \/ Qm,m

Esse coeficiente quantifica o grau de dependéncia entre as medidas analisadas.

(2.25)

(b) Reter no grupo apenas as medidas que exibam correlagoes unitarias (Jx—nm, = 1)

entre si.
8. Os grupos resultantes que contém duas ou mais medidas sao identificados como

Oconj S.

Uma técnica comumente adotada na literatura para identificacdo de C}s consiste

na verificacao da singularidade de submatrizes da matriz de covariancia dos residuos
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da estimacdo linear £2, concernente a um sistema avaliado. Cada indice das linhas (e
colunas) de 2 corresponde a uma observacao especifica do plano de medicdo. Seja 2,
uma submatriz de ordem k extraida de f?, formada pelas linhas e colunas associadas a
um conjunto de k medidas. Ao aplicar técnicas de escalonamento, como a eliminacao de
Gauss, se for detectada a presenca de pivos nulos em f)k, conclui-se que esta ¢é singular.
Se 2, é singular e nenhuma de suas submatrizes préprias (de ordem menor que k) é
singular, entdo as k medidas associadas formam uma Cj, [27]. A identificacao das Cjs é
realizada de forma incremental, em ordem crescente de cardinalidade, a fim de atender a

propriedade de minimalidade.

A identificacao de Cys constitui um problema intrinsecamente combinatério que tem
recebido atencao limitada na literatura especializada. Trata-se de um problema NP-
dificil [58], o que implica que nao é possivel determinar, em tempo polinomial, todas as

(s existentes em um SEP.

2.7 Aspectos Computacionais do Calculo da Matriz ?

Conforme expresso na equacao (2.17), a matriz de covaridncia dos residuos da estimagao
linear 2 depende da inversa da matriz de ganho G = H'H. O calculo direto de é_l,
entretanto, representa uma operacao computacionalmente custosa, especialmente quando
o numero de medic¢oes cresce, dado que o processo de inversao matricial possui elevada
carga computacional, cuja complexidade tende a se tornar um gargalo de desempenho a

medida que o tamanho do problema escala.

Uma alternativa eficiente para a obtengao dos elementos da matriz de covariancia dos
residuos £2 consiste em explorar a fatoracao de Cholesky da matriz de ganho G, evitando

a formacao explicita de sua inversa [1] [27]. Seja a decomposicao:
G-=LL (2.26)
Onde:

= L : é uma matriz quadrada e triangular inferior constituida por elementos positivos

na diagonal, com a mesma ordem de G.

A partir da fatoracao de Cholesky de G, define-se a matriz auziliar T como:
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~ ~ 71 ~
T-G H' (2.27)

Cada linha da matriz H est4 associada a uma medicao especifica do sistema, podendo
ser representada pelo vetor linha h; € R™, o qual descreve a relagao entre as variaveis
de estado e a respectiva medida. Assim, a matriz H , concernente a um sistema de m

medidas tomadas aos pares ativo-reativo, pode ser expressa como:

i
| hy

H=|" (2.28)
-

Com base nessa defini¢do, as colunas de T' podem ser obtidas resolvendo o seguinte
sistema linear para cada uma das m medidas, utilizando o método de eliminagao de Gauss

ou técnicas equivalentes de substituicao direta:

LL'T;=h], 1<i<m (2.29)
Onde:
= h; : vetor linha da matriz Jacobiana H associado & i-ésima medic¢ao;
» T, : i-ésima coluna da matriz auxiliar T;
» L : matriz triangular inferior proveniente da fatoracdo de Cholesky de G.
Assim, os elementos individuais de £2 podem ser calculados diretamente como:
~ 1—l~ziTi, se i =7,
;. paral <i<mel<j<m. (2.30)

—ill‘Tj, sei;éj,

Esse procedimento evita a inversao direta da matriz de ganho G e permite o calculo
seletivo de elementos de f), caracteristica particularmente 1til em analises pontuais de
criticalidades de medidas e estudos de observabilidade de sub-regioes de redes de larga

escala.



3 Teoria dos Grafos

O capitulo precedente apresentou a EE em Sistemas Elétricos de Poténcia, com destaque
para os problemas de observabilidade e de criticalidades em planos de medi¢do. O pre-
sente capitulo introduz os conceitos da Teoria dos Grafos necessarios a compreensao da
metodologia proposta nesta tese. Sao apresentadas defini¢oes de grafos simples, digrafos
e multigrafos, além das propriedades fundamentais de arvores e florestas. Os problemas
de conectividade e de coloragao de grafos sao também abordados de forma concisa, dada

sua relevancia para os objetivos deste trabalho.

3.1 Sete Pontes de Konigsberg

O problema das Sete Pontes de Konigsberg ¢ um dos mais emblematicos da histéria da
matematica. Situado na antiga cidade de Konigsberg (hoje Kaliningrado, Rissia), o
problema envolvia sete pontes que atravessavam o rio Pregel, interligando duas ilhas,
denominadas C' e D, as margens opostas, identificadas como A e B. Esse arranjo é

representado na Figura 2.

Rio Pregel

Figura 2: O problema das Sete Pontes de Konigsberg. Adaptado de [25].
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Durante muito tempo, os habitantes de Konigsberg discutiram a possibilidade de
percorrer todas as sete pontes em uma caminhada continua, sem atravessar nenhuma
delas mais de uma vez. Essa indagacao tornou-se recorrente na tradi¢ao local. Em 1736,
o matemadtico suigo Leonhard Euler (1707-1783) demonstrou a impossibilidade de tal

percurso sob as condigoes estabelecidas.

Um aspecto central no raciocinio de Euler foi a representacao abstrata do problema:
as regioes terrestres (margens e ilhas) foram modeladas como pontos (vértices) e as pon-
tes como linhas (arestas) que conectam esses pontos. Com isso, os detalhes geograficos
tornam-se irrelevantes, e o problema reduz-se a analise de uma estrutura simplificada. O

resultado dessa construcao é apresentado na Figura 3.

Figura 3: Modelagem do problema das Sete Pontes de Konigsberg.

Essa construcao é amplamente aceita como a primeira representagao formal de um
grafo. Euler demonstrou que um percurso continuo que cruza cada aresta exatamente
uma vez (hoje conhecido como Caminho Euleriano) s6 é possivel se todos os vértices,
exceto eventualmente os de inicio e fim, possuirem um nimero par de arestas incidentes.
No caso de Konigsberg, todos os quatro vértices possuem um ntimero impar de arestas, o

que torna o percurso inviavel.

O trabalho de Euler, publicado em 1736, é reconhecido como o marco inicial da Te-
oria dos Grafos [2]. Atualmente, essa teoria é amplamente empregada em areas como a
engenharia elétrica, as ciéncias computacionais e as bioldgicas [25]. Matematicamente,
os grafos permitem representar relagoes de interdependéncia entre elementos de um con-
junto [39], fornecendo uma base tedrica para a anélise de problemas topol6gicos como os

explorados nesta tese.
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3.2 Definic¢oes Iniciais

Um grafo simples G é definido por dois conjuntos: o conjunto de vértices V(G) e o conjunto
de arestas F(G). Cada aresta é um par nao ordenado (x,y) de vértices distintos z e ¥,
denominados extremos da aresta [55]. Dois vértices unidos por uma aresta sao ditos adja-
centes, conectados ou vizinhos. Considere o grafo simples G com V(G) = {1,2,3,4,5,6, 7}
e E(G) = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,5),(3,6), (4,5), (4,6),(5,7),(6,7)}. A Figura 4 ilustra

duas representagoes geométricas distintas desse mesmo grafo.

Figura 4: Representagoes geométricas distintas para o mesmo grafo. Adaptado de [55].

A ordem de um grafo G ¢é a cardinalidade do conjunto de vértices, |V (G)|. O tamanho
de G é dado por |E(G)|. Um grafo trivial possui um unico vértice. Denomina-se grafo
nulo aquele com conjuntos de vértices e de arestas vazios [73]. Um grafo vazio é aquele

que possui vértices, mas nao arestas.

O grau de um vértice v, denotado por d(v), corresponde ao niimero de arestas inci-
dentes a ele. A wvizinhanga N(v) de um vértice v é o conjunto de seus vizinhos. Em grafos
simples, d(v) = |N(v)|. Um vértice com grau zero ¢é dito isolado. A Tabela 1 apresenta

os graus e as vizinhangas dos vértices do grafo G ilustrado na Figura 4.

Tabela 1: Grau e vizinhanga de cada vértice do grafo exemplo G.

Vértice \ 1 2 3 4 5 6 7

Grau d(v) 3 2 2 3 3 3 2
Vizinhanca N(v) | {2, 3,4} {1,5} {1,6} {1,5,6} {2, 4,7} {3,4, 7} {5 6}
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Em um grafo, duas ou mais arestas que unem o mesmo par de vértices sao chamadas
de arestas maultiplas. Uma aresta cujos extremos coincidem em um mesmo vértice é
denominada lago. Um grafo simples é, por defini¢ao, desprovido de arestas multiplas e
de lagos. Em contrapartida, um multigrafo admite tanto arestas multiplas quanto lagos,

constituindo uma generalizacao do conceito de grafo simples.

As defini¢goes de grau e vizinhanca permanecem vélidas para multigrafos, com a res-
salva de que cada lago incidente a um vértice incrementa seu grau em duas unidades. Na
representacao do conjunto de arestas de um multigrafo, cada aresta é descrita por um
par nao ordenado acompanhado de um indice adicional, que permite distinguir arestas

multiplas.
A Figura 5 ilustra um multigrafo M com V(M) = {1,2,3,4,5,6,7} e E(M) =

{(1,2,0), (1,3,0), (1,4,0), (1,4,1), (2,5,0), (3,6,0), (3,6,1), (3,6,2), (4,4,0), (4,5,0),
(4,6,0), (5,7,0), (5,7,1), (5,7,2), (6,7,0), (6,7,1)}.

Figura 5: Representacao de um multigrafo.

3.3 Subgrafos

Um grafo H é subgrafo de um grafo G quando V(H) < V(G) e E(H) < E(G). Denota-se

essa relacao por H < G.

Um subgrafo H de G é denominado prdprio quando V(H) < V(G) e E(H) < E(G),
isto é, quando H é estritamente menor que G [55]. A Figura 6 exemplifica um subgrafo

proprio H de G.
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Figura 6: Exemplo de um subgrafo préprio H de G.

Um subgrafo gerador (spanning subgraph) de G é um subgrafo H que contém todos os
vértices de G, mas nao necessariamente todas as arestas de G. Formalmente, V(H) = V(G)
e E(H) < E(G) [55]. A Figura 7 apresenta um subgrafo gerador H de G.

H

Figura 7: Exemplo de um subgrafo gerador H de G.

Seja X, < V(G) um subconjunto de vértices de G. O subgrafo induzido por X,,
denotado G[X,], é o subgrafo H de G formado por todos os vértices de X, e todas as
arestas de G cujos extremos pertencem a X,, ou seja, V(H) = X, e E(H) = {(x,y) |
z,y € X, e (x,y) € E(G)} [55]. A Figura 8 ilustra o subgrafo induzido G[X,]| com X, =
{1,3,4,5}.

glxy]

v
————— -~ 6 )

- =

Figura 8: Subgrafo induzido G[X,] de G.
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De forma anéloga, dado um subconjunto de arestas X, < F(G), o subgrafo induzido
por X,., denotado por G[X.], é o subgrafo H que contém todas as arestas de X, e todos

os vértices de G que sao extremos dessas arestas. A Figura 9 ilustra o subgrafo induzido
G[Xe] com X, = {(1,3),(1,4), (4,5)}.

GLX.1]

Figura 9: Subgrafo induzido G[X.] de G.

3.4 Notacoes e Manipulacoes Estruturais em Grafos

Dado um grafo G e uma aresta e € F(G), denota-se por G — e o grafo obtido pela remogao
de e. Para dois vértices ndo adjacentes =,y € V(G), a notagdo G + (z,y) representa o

grafo obtido pela insergao da aresta (z,y).

Da mesma forma, para um vértice v € V(G), o grafo G — v é aquele obtido pela
exclusao de v e de todas as arestas a ele incidentes, enquanto G + v representa a adicao
de v a estrutura de G. Para um subconjunto X, € V(G), a expressao G — X, refere-se ao
subgrafo induzido por V(G)\X,, ou seja, G[V(G)\X,].

A wuniao de dois grafos G; e Gy, denotada por G; U Gy, é o grafo cujos conjuntos de

vértices e arestas sao dados por:

V(g1 o 92) = V(g1) U V(g2) € E(gl o g2) = E(gl) o E(QQ)-

A intersecao entre Gy e Gy, denotada por G; N Gs, restringe-se aos elementos comuns:

V(gl M 92) = V(gl) M V(QQ) € E(g1 M 92) = E(gl) M E(g2)-

Dois grafos G e Gy sdo disjuntos em vértices quando V(Gy) NV (Ge) = O, e disjuntos
em arestas quando F(Gy) n E(Gy) = . A disjungao em vértices implica disjun¢ao em
arestas, mas a reciproca nao é verdadeira: grafos disjuntos em arestas podem compartilhar

vértices [55].
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O complemento de um grafo simples G, denotado por G, é o grafo com o mesmo
conjunto de vértices (V(G) = V(G)) e cujas arestas sdo exatamente aquelas ausentes

em G, de modo que E(G) n E(G) = ¢J. Assim, dois vértices adjacentes em G nao sao

adjacentes em G, e vice-versa. A Figura 10 ilustra um grafo G e seu complemento G.

A unido de G com G resulta em um grafo completo, no qual todos os pares de vértices

sao adjacentes entre si.

g

© (4) 1 4
Figura 10: Complemento G de um grafo simples G.
3.5 Caminhos e Ciclos
Em um grafo G, um passeio (walk) é uma sequéncia de vértices vy, v, ..., vk 1, U tal que

(vi,vi41) € E(G) para 1 < i < k— 1. Um passeio admite a repetigao de vértices e arestas.
Quando o vértice inicial coincide com o final (v; = vy), tem-se um passeio fechado; caso

contrario, um passeio aberto. Considerando o grafo G da Figura 4:

o« Wy =(6,7,5,4,6,3) é um passeio aberto; e

e Wy =1(6,7,5,4,6,3,1,4,6) é um passeio fechado.

Uma trilha (trail) é um passeio sem repeticao de arestas, embora os vértices possam ser
revisitados. As trilhas sdo classificadas como abertas ou fechadas conforme a coincidéncia

entre os vértices inicial e final. Para o grafo G da Figura 4:

o« 71 =<(1,4,6,3,1,2,5) é uma trilha aberta;

o Ty =(1,2,5,4,1) é uma trilha fechada.
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Um caminho (path) é um passeio sem repetigao de vértices. Como nao hé vértices
repetidos, ndo ha arestas repetidas, de modo que todo caminho é uma trilha, mas a
reciproca nao é verdadeira [55] [73]. O comprimento de um caminho é dado pelo nimero

de arestas que o compoem.

Em grafos simples, um ciclo (cycle) é um passeio vy, vg, ...,V 1,V cujos vértices
intermedidrios sdo distintos e cujo vértice final coincide com o inicial (v; = wvg) [9]. O
menor ciclo em grafos simples possui comprimento 3 e é denominado triangulo. Em
multigrafos, o menor ciclo possui comprimento 2, formado por um par de arestas miltiplas.

Ciclos sao classificados como pares ou impares conforme a paridade de seus comprimentos.

Uma corda é uma aresta que conecta dois vértices nao consecutivos de um caminho ou
de um ciclo. A Figura 11 ilustra um caminho com cordas de comprimento 5 no grafo G e
um ciclo com cordas de comprimento 6 no grafo H. Um caminho sem cordas é denominado
caminho induzido e, analogamente, um ciclo sem cordas é denominado ciclo induzido. A
Figura 12 apresenta um caminho induzido de comprimento 3 em G e um ciclo induzido

de comprimento 4 em H.

Vs H A

vV, Ve Vy=Vy Vg

Figura 11: Caminho e ciclo com cordas.

vz g V3 V, H Vs

V1 V4 V. = V5 V4

Figura 12: Caminho e ciclo induzidos.
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Caminhos e ciclos podem ser tratados como subgrafos, em lugar de sequéncias de vér-
tices [55]. Assim sendo, um caminho P é um subgrafo com V(P) = {vy,ve, ..., vk_1, Uk},
onde v # vg, ¢ E(P) = {(vi,vi11) | 1 <i <k —1}. Analogamente, um ciclo C é um sub-

grafo com V(C) = {vy,va, ..., Uk_1, Uk}, onde vy = vg, e E(C) = {(vs,vi41) | 1 <i < k—1}.

3.6 Digrafos

Os grafos apresentados até aqui sao nao direcionados: suas arestas nao possuem oOri-
entacao, de modo que a adjacéncia entre vértices é reciproca. Em contraste, um grafo
direcionado (ou digrafo) D é definido por um conjunto de vértices V(D) e um conjunto

de arcos (ou arestas direcionadas) A(D) [13].

Cada arco é um par ordenado (z,y) de vértices distintos, onde x é o extremo inicial
ey é o extremo final. Nesse contexto, x é vizinho de entrada de y e y é vizinho de saida
de z [55]. Um arco (z,y) é dito divergente de = e convergente a y. Os arcos (z,y) e
(y, ) sdo distintos e podem coexistir no mesmo digrafo [68]. A Figura 13 apresenta uma

representacao geométrica de um digrafo.

Figura 13: Representacao geométrica de um digrafo.

Para um vértice v € V(D), define-se a vizinhanga de saida N*(v) como o conjunto de
vizinhos de saida de v e a vizinhanga de entrada N~ (v) como o conjunto de vizinhos de
entrada. O grau de saida, d*(v) = |[N*(v)|, indica o nimero de arcos divergentes de v, e

o grau de entrada, d—(v) = [N~ (v)|, o nimero de arcos convergentes a v.

No digrafo da Figura 13, o vértice 4 possui vizinhanga de saida N*(4) = {5,6} e
vizinhanga de entrada N~ (4) = {1,5}, com d*(4) = d~(4) = 2. Um vértice com grau de
entrada igual a zero é denominado fonte, como o vértice 7, para o qual d~(7) = 0. Um

vértice com grau de saida igual a zero é denominado sumidouro, como o vértice 6, com

d*(6) = 0.
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Muitas propriedades de grafos nao direcionados se estendem aos digrafos [68], de
modo que se definem passeio direcionado, trilha direcionada, caminho direcionado e ciclo
direcionado de forma analoga as defini¢coes da Secao 3.5, com a restricao de que os arcos
impoem orientacao as sequéncias de vértices. A Figura 14 ilustra um caminho direcionado

no digrafo D; e um ciclo direcionado no digrafo D,.

Figura 14: Caminho e ciclo direcionados nos digrafos D; e Ds, respectivamente.

Diferentemente dos ciclos em grafos simples, que possuem comprimento minimo igual
a 3, os ciclos direcionados podem envolver apenas dois vértices distintos x e y, pois os
arcos (x,y) e (y,z) podem coexistir [55]. A Figura 15 ilustra esses ciclos direcionados de

comprimento minimo.

Figura 15: Ciclos direcionados triviais em um digrafo.

Seja um caminho direcionado em D com origem em s e término em ¢. Nesse caso, diz-
se que s alcanga t e que t € alcangado por s [68]. Além disso, s é denominado predecessor
de t e t é sucessor de s [55]. Por exemplo, se os arcos (s,x) e (z,t) formam um caminho,

entao s alcanca t indiretamente por meio de x, sucessor de s e predecessor de t.
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3.7 Biparticao em Grafos

Um grafo bipartido é um grafo G cujo conjunto de vértices V(G) pode ser particionado em
dois subconjuntos disjuntos X e Y, de modo que toda aresta de E(G) possua um extremo
em X e outro em Y. Assim, X e Y sao conjuntos independentes. Uma consequéncia
dessa propriedade é a auséncia de ciclos de comprimento impar em grafos bipartidos [55].
A Figura 16 apresenta dois exemplos: um grafo bipartido nao direcionado e um digrafo

bipartido.

Figura 16: Exemplos de grafos bipartidos.

3.8 Matrizes e Listas de Adjacéncia de Grafos

A representacao geométrica de um grafo é conveniente para visualizagdo, mas em casos
mais complexos torna-se necessario representa-lo como uma estrutura de dados adequada

ao processamento computacional.

A matriz de adjacéncias M(G) de um grafo G é uma matriz quadrada de ordem |V (G)|,

cujos elementos sao dados por:

k, se existirem k arestas (i,7) € E(G);
M(G)i; = (3.1)

0, caso contrario.

Para grafos nao direcionados, a matriz de adjacéncia é simétrica; basta armazenar
sua parte triangular superior ou inferior. Para digrafos, a matriz é assimétrica, refletindo
a orientacao dos arcos. As Figuras 17 e 18 apresentam as matrizes de adjacéncia de um

multigrafo M e de um digrafo D, respectivamente.
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a b c d f g

a/0 1 1 2 0 0

b1 0 0 0 2 0

M(M)= ¢ 1 00 0 01
dl2 0 0 0 1 1

f10 2 0 1 0 1

g\0 01 1 10

Figura 17: Matriz de adjacéncia referente a um multigrafo M.
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Figura 18: Matriz de adjacéncia referente a um digrafo D.

A lista de adjacéncia consiste em um vetor de listas encadeadas, cujos indices cor-
respondem aos vértices do grafo. Para grafos nao direcionados, cada lista armazena a
vizinhanga do vértice correspondente; para digrafos, armazena a vizinhanca de saida. As

Figuras 19 e 20 ilustram as listas de adjacéncia de um grafo simples G e de um digrafo D.
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Figura 19: Um grafo nao direcionado e a lista de adjacéncia correspondente.
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Figura 20: Um digrafo e a lista de adjacéncia correspondente.

Multigrafos podem ser representados por um wetor de vetores de listas encadeadas,
permitindo gerenciar arestas multiplas de forma explicita.

Em termos de espaco, a matriz de adjacéncia requer |V (G)|? posigoes, independente-
mente da densidade do grafo. A lista de adjacéncia demanda, no méximo, |V (G)|+2 |E(G)|
posigoes para grafos nao direcionados e |V (D)| + |A(D)| para digrafos, sendo mais efici-
ente em grafos esparsos. Quanto ao desempenho, a verificagdo de adjacéncia entre dois
vértices é realizada em tempo constante O(1) na matriz de adjacéncia, enquanto na lista

de adjacéncia requer, no pior caso, tempo O(|V(G)|) [55].

3.9 Subconjuntos Maximais e Minimais

Seja S um conjunto e P uma propriedade definida sobre subconjuntos de S. Um sub-
conjunto S, € S é maximal com respeito a P quando: (i) S, satisfaz P; e (ii) nao existe
S, € S que satisfaca P e contenha S, propriamente. Por sua vez, S, é mdximo quando:
(i) S, satisfaz P; e (ii) |S,] = |Sy| para todo S, < S que satisfaca P. Todo subconjunto

maximo é maximal, mas a reciproca nao é verdadeira [55].

Para ilustrar, considere o grafo G da Figura 21 e a propriedade P de “ser conjunto in-
dependente”, isto é, um subconjunto de vértices mutuamente nao adjacentes. Nesse caso,
Sa1 = {1,5,6} é um conjunto independente maximal e S,o = {2,3,4,7} é um conjunto

independente maximo.
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sa2 = {2, 3: 41 7}

Figura 21: Subconjuntos maximal e maximo concernentes aos conjuntos independentes.

De forma andloga, S, é minimal com respeito a P quando: (i) S, satisfaz P; e (ii)
nao existe S, S, que satisfaca P. Por sua vez, S, é minimo quando: (i) S, satisfaz P;
e (ii) |S,] < |Sp| para todo S, < S que satisfaga P. Todo subconjunto minimo é minimal,

mas nem todo minimal é minimo [55].

No contexto da EE, essas defini¢oes sao diretamente aplicaveis ao estudo de criti-
calidades. Seja S o conjunto de medidas de um plano de medi¢ao e P a propriedade
de “tornar o sistema inobservavel”. Uma k-tupla critica C} é um subconjunto minimal
S, € S cuja remocao leva a inobservabilidade. As Cj4 de menor cardinalidade constituem

os subconjuntos minimos de S que possuem essa propriedade.

3.10 Grafos Conexos e Componentes Conexas

Um grafo G é conexo se, para qualquer par de vértices em V(G), existir ao menos um

caminho que os conecte. Caso contrario, G é desconezo.

Os subgrafos conexos maximais de G sao denominados componentes conexas. A quan-
tidade de componentes conexas ¢ denotada por w(G). Se G ¢é conexo, entdo w(G) = 1
[38] [55]. A Figura 22 ilustra um grafo desconexo G com w(G) = 3 e um grafo totalmente
desconexo H, onde w(H) = |[V(H)| = T7.
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Figura 22: Grafos desconexos.

3.11 Arvores e Florestas

Um grafo ¢ aciclico quando nao contém ciclos. Uma drvore T é um grafo aciclico e conexo.
Uma arvore com n vértices possui exatamente n— 1 arestas [68]. Uma arvore é dita trivial
quando |V(T)| = 1. Uma floresta F é um grafo aciclico, formado por um conjunto de

arvores quando desconexa. Assim, toda arvore é um caso particular de floresta.

Em uma arvore 7, um vértice v com d(v) = 1 é denominado folha, e um vértice com
d(v) > 1 é denominado vértice interior. Arvores nao triviais possuem entre duas e n — 1

folhas [55]. A Figura 23 ilustra uma floresta composta por duas arvores.

F
@ <" Folna

7-1' 3 Vértice Interior
(65
. 4

Figura 23: Uma floresta F formada por duas arvores.

Uma drvore geradora (spanning tree) de um grafo conexo G é um subgrafo gerador
aciclico e conexo. Todo grafo conexo possui ao menos uma arvore geradora [55]. A Figura

24 apresenta uma arvore geradora 7 de G.
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Figura 24: Uma arvore geradora 7 de um grafo nao direcionado G.

Uma propriedade fundamental das arvores geradoras é que a insercao de qualquer
aresta e € F(G)\E(T) em T resulta na formacao de exatamente um ciclo em 7T + e.
Isso decorre do fato de que, sendo T conexa e aciclica, existe um Unico caminho entre
quaisquer dois de seus vértices; a inser¢ao de uma aresta cria um segundo caminho entre
seus extremos, formando necessariamente um ciclo. A prova completa pode ser encontrada
em [55] e [73]. Essa propriedade também se aplica a multigrafos, nos quais o ciclo minimo

é formado por um par de arestas multiplas.

A Figura 25 ilustra essa propriedade para a arvore geradora da Figura 24. Conside-
rando E(G)\E(T) = {e1, ea, €3, €4}, a insercao de ey, ey, e3 e ¢4 forma, respectivamente,

os ciclos Cy, Cy, C3 € Cy.

E(G )\E(T) E(7T)

Figura 25: Possiveis formagcoes de ciclos na arvore geradora exemplo.
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3.12 Arvores Geradoras Arco-Iris

A coloracao de arestas de um grafo G consiste em atribuir cores (ou rétulos) a cada
aresta de E(G) por meio de uma funcao f : F(G) — K, onde K é um conjunto de cores,
frequentemente representado por ntimeros naturais. Um subconjunto S < E(G) é dito

arco-iris se todas as suas arestas possuem cores distintas entre si [6] [14].

Uma drvore geradora arco-iris (rainbow spanning tree) de um grafo conexo G com
arestas coloridas é uma arvore geradora cujas arestas possuem cores mutuamente distintas
[6] [8] [14] [37]. A Figura 26 ilustra um grafo G com arestas coloridas e uma arvore geradora
arco-iris 7, na qual os numeros associados as arestas sao identificadores, empregados
apenas para referenciar cada aresta individualmente, sem representar pesos ou custos; a

propriedade arco-iris é determinada pelas cores.

Figura 26: Uma arvore geradora arco-iris T de G.

Nem todo grafo conexo com arestas coloridas admite uma arvore geradora arco-iris.
Quando toda arvore geradora possivel contém pelo menos duas arestas de mesma cor,
tal arvore nao existe. A Figura 27 exemplifica essa situacdo: as arestas rotuladas como
“red”, de mesma cor, sao indispenséaveis a qualquer arvore geradora de G*, o que impede

que esse grafo admita uma arvore geradora arco-iris.

As cores das arestas podem ser interpretadas como rotulos, de modo que a unicidade
de cores em uma &arvore geradora arco-iris corresponde a unicidade de rotulos em suas

arestas. Essa correspondéncia é explorada na formulacao metodologica deste trabalho.
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Figura 27: Uma arvore geradora 7* de G sem coloragao arco-iris.

3.13 Cortes, Articulacoes e Co-ciclos

Em um grafo conexo G, um corte de vértices é um subconjunto minimal V' < V(G) cuja
remogao desconecta o grafo, isto é, w(G — V') > 1. Um vértice v € V(G) cuja remogao
isolada desconecta G é denominado articulacao. Como a remocao de um vértice implica
a exclusao de todas as suas arestas incidentes, vértices de grau unitario nao constituem

articulagoes. A Figura 28 exemplifica um corte de vértices V'’ e uma articulagéo v.

G-V G—-{v}

- <

Figura 28: Um corte de vértices V’ e uma articulacdo v de um grafo.

Analogamente, um conjunto desconectante ¢ um subconjunto de arestas E' < E(G)
cuja remocao desconecta G, resultando em w(G — E’) > 1 [55]. Uma aresta e € E(G)
cuja remocgao desconecta G é denominada ponte. A Figura 29 apresenta um conjunto

desconectante £’ e uma ponte €.



3.13 Cortes, Articulagoes e Co-ciclos 63

2 A
(3)

Figura 29: Um conjunto desconectante £’ e uma ponte e de um grafo.

-_——

Sejam S e S = V(G)\S subconjuntos complementares de vértices de G, com S nao
vazio e préprio. O corte de arestas [S,S] é o conjunto de arestas com um extremo em S
e outro em S [55] [73]. A Figura 30 ilustra um corte de arestas [S, S] com S = {1,3,4} e
S ={2,5,6,7}.

g g B [Sr §]

&) (6)
/N e
O— @

@e—=©

Figura 30: Um corte de arestas [S, S| de um grafo.

Um corte de arestas minimal F' = [S, S] é denominado co-ciclo (co-cycle) ou ligagao
(bond). Em um grafo conexo G, a remoc¢ao de um co-ciclo resulta em exatamente duas
componentes conexas, isto é, w(G — F) = w(G) + 1 [55] [73]. Consequentemente, um
co-ciclo ndo contém propriamente outro conjunto desconectante. A Figura 31 apresenta

dois co-ciclos F; e Fy de um grafo G.
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Figura 31: Exemplos de co-ciclos de um grafo.




4 Metodologias

Este capitulo descreve as metodologias desenvolvidas para analise de observabilidade e
criticalidade de medidas na EE, utilizando exclusivamente grafos, sem operagoes aritmé-
ticas de ponto flutuante. Tais propostas fundamentam-se nos conceitos apresentados nos
capitulos anteriores. Inicialmente, discute-se o conceito de observabilidade sob a perspec-
tiva da Teoria dos Grafos, detalhando o processo de mapeamento entre ramos da rede
elétrica e elementos do plano de medicao correspondente. Em seguida, descreve-se uma
modelagem baseada em multigrafos para representar a area de cobertura de cada tipo
de medida do sistema. Por fim, descrevem-se as técnicas desenvolvidas para confirmar a

observabilidade e a identificacao de Cs, Cas e Ceopjs.

4.1 Premissas

Um SEP ¢ considerado observavel quando as medig¢oes redundantes, processadas em uma
topologia de rede especifica, permitem estimar integralmente seu estado operativo, de-
finido pelas tensoes nodais complexas. A inobservabilidade, por outro lado, reflete um
plano de medi¢ao inadequado, que prejudica o funcionamento do médulo de EE no SGE.
Identificar ilhas observaveis torna-se, portanto, uma abordagem estratégica, possibilitando
a estimacao do estado dessas regides ou o uso dessas informagoes para reforcar o plano

de medigao, visando restaurar a observabilidade global do sistema.

A abordagem numérica para andlise de observabilidade, descrita na Se¢ao 2.4, baseia-
se no modelo linear de estimacao, verificando o posto da matriz Jacobiana H. Um SEP
é algebricamente observdvel quando o posto de H é mdximo, isto é, com valor igual &
dimensao do vetor de estado 8 [44]. Equivalentemente, pode-se confirmar a observabi-
lidade de um sistema pela matriz de ganho G, sendo observavel quando det(é) # 0.
Por depender de operagoes com ponto flutuante, essa abordagem ¢é vulneravel a erros de

arredondamento, truncamento e problemas de condicionamento numérico.
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A abordagem topoldgica para avaliar a observabilidade de um sistema, em contraste
com o método numérico, nao demanda calculos em ponto flutuante, apoiando-se exclusi-
vamente em operacoes logicas. A vista disso, os dados de entrada se resumem a valores
binarios e inteiros que fornecem informacgoes sobre a conectividade da rede, o tipo e a
localizacao de cada medida. Do mesmo modo que o enfoque numérico, fundamenta-se a
abordagem topoldgica no modelo linear de estimagao, em que as medidas sdo agrupadas

em pares ativo-reativo.

O grafo que modela a rede elétrica é denominado grafo de rede, com vértices repre-
sentando barras e arestas correspondendo a ramos [56] [64]. No &mbito do modelo linear
de estimacao, seja uma rede elétrica representada pelo grafo G, supervisionada por me-
didas reunidas no conjunto M. Essa rede é considerada topologicamente observavel se,
e somente se, existir uma arvore geradora 7 de G, formada por |E(T)| = n — 1 arestas
atribuidas a n — 1 elementos distintos (medidas) de M, onde n = |V(G)| = |[V(T)| [44].

A arvore geradora 7 induzida por um grafo de rede, referida como drvore geradora
observdvel ou drvore geradora de posto mdximo, é a estrutura de referéncia para a ob-
servabilidade topologica. O processo de associagdo de elementos de M as arestas de G é
restrito pelo tipo e pela localizacao de cada medida, conforme determinado pela estrutura
da matriz Jacobiana H. Uma medida z € M é atribuida a uma aresta e € E(G) se: (i)
z mede fluxo de poténcia ou corrente no ramo e; ou (ii) z mede inje¢ao de poténcia em

uma barra conectada a e, conforme a estrutura de H [56].

A Figura 32 apresenta uma rede elétrica de 6 barras e 7 ramos, supervisionada por 5
medidas de fluxo de poténcia e 2 de injecao de poténcia. O grafo de rede correspondente a
essa rede e uma arvore geradora observavel, indicando que esse sistema é topologicamente

observavel, sao apresentados na Figura 33.

1

p) 6 ——

o fluxo de poténcia A injegdo de poténcia

Figura 32: Rede de 6 barras monitorada por 7 medidas.
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Figura 33: Grafo de rede e uma arvore geradora observavel referentes ao sistema de 6
barras e 7 medidas.

As possibilidades de atribui¢oes de medidas z, pertencentes a um plano de medicao M,
a arestas do grafo de rede G correspondente, e consequentemente de uma arvore geradora
T de G, estao relacionadas na Tabela 2. Essas correspondéncias entre medidas e arestas
do grafo de rede (ou ramos da rede) representam a influéncia de cada medida no processo

de obtengao de estimativas das tensdes nodais complexas de um SEP.

Tabela 2: Possibilidades de atribuicao de medidas as arestas no sistema-exemplo.

zeM ec E(G)
P _3 |(1,3)
Pis | (1,5)
Prs | (2 3)
Psy | (5 1)
Psy | (5,4)
B (1,3),(2,3) ¢ (3
by 13,4), (45 ¢4

Neste trabalho, por conveniéncia pratica dos métodos topolégicos para as andlises de
observabilidade e criticalidades, abstrai-se a combinacgao das informagcoes de conectividade
da rede avaliada, representadas pelo grafo de rede, com o referido plano de medicao, que
especifica o tipo e a localizagao de cada medida, no grafo designado multigrafo de medigoes.
Esse multigrafo, originalmente proposto por Quintana, Simoes Costa e Mandel [56], elenca,
todas as possibilidades de atribuicao de medidas ativas e reativas as arestas do grafo de

rede correspondente.
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4.2 Multigrafo de Medicoes

Um multigrafo de medigoes ¢ uma estrutura de abstracao que integra informagoes de to-
pologia e de plano de medi¢ao de uma rede elétrica. Cada aresta do grafo corresponde a
uma medida especifica do sistema, identificada por um rétulo ou, alternativamente, por
uma cor. A presenca de uma arvore geradora observavel no multigrafo, com rétulos dis-
tintos (ou cores distintas) nas arestas, indica que o sistema é topologicamente observavel.
Quando as medidas sao representadas por arestas coloridas, a identificacao de uma arvore
geradora arco-iris (rainbow spanning tree) é suficiente para confirmar a observabilidade.
A quantidade de rétulos distintos (ou cores distintas) em arestas de uma arvore geradora

observavel equivale ao posto da matriz Jacobiana H.

Sejam um grafo de rede G e um plano de medi¢cao M concernentes a um SEP. Para

construcao do multigrafo de medigoes Z,; do referido sistema:

1. Cria-se um vértice em Z); para cada vértice v € V(G), resultando em um multigrafo

caracterizado pelo conjunto de vértices V(Zy) = V(G);

2. Para cada medida de fluxo de poténcia P,_,, € M e de corrente fasorial I;_,, € M,
instaladas no ramo k — m e, consequentemente, atribuiveis a aresta (k,m) € E(G),
cria-se uma aresta com rétulo (ou cor) distinto das demais arestas em Z); e com

extremos k, m € V(Z,,), conforme a Figura 34;

m

Ik-m
Figura 34: Representacao de medidas de fluxo de poténcia e corrente de ramo num mul-
tigrafo de medicoes Z);.

Kk

3. Para cada medida de injecao de poténcia P, € M, instalada na barra k e atribuivel
as arestas de G com extremo em k, criam-se arestas com rétulos (ou cores) iguais
entre si e distintas das demais arestas de Zj,;, com um extremo k e outro extremo

em N (k) < V(Z)) (vizinhanca da barra k), de acordo com a Figura 35; e
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Figura 35: Representacao de medida de injecdo num multigrafo de medigoes Z);.

4. Para cada medida de angulo de fase de tensao A, € M, instalada na barra k, cria-se
uma aresta com rétulo (ou cor) diferente das demais arestas em Z,;, conectando o
vértice k ao 0. Salienta-se que o vértice 0 representa a referéncia angular do sistema
e nao constitui a rede elétrica, ou seja, 0 ¢ V(G). Com a existéncia de medidas de
angulo, caracteriza-se Zj; pelo conjunto de vértices V(Zy,) = V(G) u{0}. A Figura

36 exemplifica a representacao de A em Z,;.

k

Ax Am

! L

Figura 36: Representacao de medida de angulo num multigrafo de medi¢oes Z,,.

Denominam-se arestas de fluxo as arestas do multigrafo de medi¢oes Z); que repre-
sentam medidas de fluxo de poténcia, fasor de corrente de ramo e de angulo de fase de
tensao. As arestas de Z); que definem as medidas de injecao de poténcia sao designadas
como arestas de injecao. Salienta-se que as arestas de injecdo possuem apenas extremos

que correspondem a barras reais da rede elétrica (isto é, ndo incidem no vértice 0).

Cabe destacar em que situagoes a distingdo entre rétulos (ou cores) efetivamente
restringe quais arestas podem compor uma arvore geradora observavel. Para medidas de
fluxo de poténcia, fasor de corrente de ramo e dngulo de fase de tensao, a correspondéncia
entre medida e aresta é biunivoca, isto é, cada uma dessas medidas da origem a uma tinica
aresta em Z);, com rétulo (ou cor) distinto dos demais por construcao. Nesses casos, a
unicidade de rotulos é satisfeita automaticamente, nao constituindo restricao efetiva. A
restricdo de coloragdo torna-se efetiva apenas para as medidas de injecao de poténcia,

representadas por miultiplas arestas de mesmo rétulo (ou cor), das quais no maximo
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uma pode integrar uma arvore geradora observavel. Desse modo, a caracterizacao da
observabilidade topoldgica como a existéncia de uma arvore geradora arco-iris equivale a
tratar as arestas de fluxo como classes de cor unitarias, ficando a restricao de coloragao

limitada as arestas de injegao.

Como ilustragdo, um sistema de 6 barras com um plano de medi¢gdo composto por
4 medidas de fluxo de poténcia, 2 medidas de fasor de corrente de ramo, 2 medidas de
angulo e 2 de medidas de injecao é apresentado na Figura 37. O multigrafo de medigoes
correspondente ¢ ilustrado na Figura 38. A andlise topoldgica de observabilidade con-
siste na identificacdo de uma arvore geradora observavel no multigrafo de medigoes que

representa o sistema em estudo.

1 -

A

o fluxo de poténcia A inje¢do de poténcia

4t angulo de fase m fasor de corrente
Figura 37: Um sistema exemplo de 6 barras monitorado por 10 medidas.
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Figura 38: Multigrafo de medigoes que modela o sistema exemplo.

4.3 Analise de Observabilidade Topologica

O multigrafo de medigoes é a instancia de entrada do algoritmo desenvolvido neste traba-
lho para a andlise de observabilidade topologica. Basicamente, o objetivo é construir uma

arvore geradora observavel (ou arvore geradora arco-iris) a partir das arestas de fluxo e
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de injecdo que compoem um multigrafo de medigoes. Caso o algoritmo identifique essa
arvore, classifica-se o sistema como topologicamente observavel. Se tal arvore nao existe
no multigrafo, confirma-se a inobservabilidade, e o algoritmo retorna uma floresta de ta-
manho maximo formada por arvores observaveis, que delineiam as ilhas observaveis do
sistema. Ressalta-se que o mapeamento topolégico das ilhas observaveis torna eficiente o

processo de insercao de pseudomedidas para restabelecimento da observabilidade global.

Seja um multigrafo de medi¢oes Zj;, que modela um sistema, e um grafo vazio T
definido pelos conjuntos de vértices V(T) = V(Z)) e arestas E(T) = @. O algoritmo
para andlise de observabilidade topolodgica, desenvolvido neste trabalho, utiliza arestas de
Z\r para a expansao de T e, consequentemente, para a construcao de uma arvore geradora

ou floresta maxima observavel, respeitando as restrigoes enumeradas a seguir.

1. Uma aresta de fluxo ef € E(Z),) ndo pode ser adicionada a 7 se T + e formar um

ciclo, definido pelo conjunto de arestas Reico-

2. Uma aresta de injecao e, € E(Z),) ndo pode ser adicionada a T se T +e, possui um
ciclo, caracterizado pelo conjunto de arestas R o, €/0u possui um par de arestas

de mesmo rétulo (ou cor), estabelecido pelo conjunto de arestas R o

Em sintese, a expansdao de 7 com as arestas de fluxo e injecdo de Zj; nao pode
conter ciclos, a fim de preservar a estrutura de arvore ou floresta. No caso das arestas de
injecao, deve-se restringir a repeticao de arestas de mesmo rétulo na expansao de 7T, pois
o objetivo é identificar uma arvore geradora com unicidade de rétulos das arestas (ou,
equivalentemente, arvore geradora arco-iris). De acordo com a modelagem estabelecida,
os rétulos das arestas de fluxo sao tnicos em Z);, distinguindo-as das arestas de injecao.
Assim, enquanto as arestas de fluxo estao sujeitas a uma unica restri¢do (aciclicidade),
as arestas de injecdo devem satisfazer simultaneamente duas restrigoes (aciclicidade e
unicidade de rétulos), tornando-se necessaria a divisao do processo em duas etapas [56]
[65] [64]:

1. Processamento de arestas de fluxo; e
2. Processamento de arestas de injecao.
4.3.1 Processamento de Arestas de Fluxo

O algoritmo proposto para o processamento de arestas de fluxo utiliza o multigrafo Zg,

o subgrafo induzido por todas as arestas de fluxo do multigrafo de medi¢des Zy,. O
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principal objetivo consiste na construcao de uma floresta 7 com as arestas de Zp. A

unica restricao existente é a aciclicidade de T, viabilizando estratégias gulosas.

Neste trabalho, a implementagdo fundamenta-se na busca em profundidade (Depth-
First Search) [69], que explora a estrutura do multigrafo Zr para induzir uma floresta
de profundidade em Tr. O pseudocddigo correspondente encontra-se apresentado no

Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Processamento de arestas de fluxo.

Entrada: Multigrafo Zp.

Saida: A floresta de profundidade Tz induzida por Zp.
1 inicio
2 Tr : V(Tr) < V(Z2F) e E(Tr) <« &; Il nicializagéo de 77
3 para cada v € V(Zy) faga

4 visitado|v] «— falso;

5 para cada v € V(Zp) faga

6 se visitado|v] = falso entao
7 t DFS-Visit (Tr, Zp, v);
8 retorna 7r;

9 procedimento DFS-Visit (T, Zr,v)

10 visitado[v] < verdadeiro;

11 para cada w € Zp.N(v) faga // Zr.N(v) denota a vizinhanga de v em Zp.
12 se visitado[w]| = falso entao

13 E(Tr) < E(Tr) v {(v,w)};

14 DFS-Visit (T, Zr, w);

No Algoritmo 1, inicializa-se o grafo simples Tz com os vértices do multigrafo Zr e
sem arestas (linha 2). Ao passo que os vértices de Zr sao recursivamente visitados (linhas
7 e 14) em uma sequéncia estabelecida pela busca em profundidade, inserem-se arestas
com um extremo visitado e outro nao visitado em 7 (linha 13). Nesse trabalho, adotou-
se uma busca em profundidade orientada por vértices, por isso as arestas com ambos os
extremos visitados sao ignoradas, o que assegura a auséncia de ciclos e arestas miltiplas
em Tr. O algoritmo termina quando todos os vértices de Zp sao visitados (isto é, quando
todos os elementos do vetor wvisitado estdao definidos com o valor booleano verdadeiro),
retornando a floresta de profundidade Tr. Se Tz é uma arvore geradora, classifica-se o

sistema como topologicamente observavel; caso contrario, prossegue-se para a rotina de
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processamento de arestas de injecao.

O algoritmo proposto possui complexidade computacional O(n + m), em que n e m
denotam, respectivamente, o nimero de vértices e o nimero de arestas de Zr. Como
o processamento das arestas de fluxo se restringe a obtencao de uma floresta geradora,
sem qualquer ordenagao de arestas, dispensa-se a etapa de ordenacao inerente aos métodos
baseados em arvores geradoras de custo minimo. Abordagens desse tipo, como o algoritmo
de Kruskal [45], cuja complexidade é O(mlogm) em sua forma padrao [22], j4 foram

consideradas no contexto da observabilidade topolégica [56] [64] [65].

A Figura 39 exibe o multigrafo Zp correspondente ao sistema exemplo de 6 barras
e 10 medidas (ver Figura 37). A execugdo do Algoritmo 1 sobre Zp resulta na floresta
de profundidade Tr, apresentada na Figura 40. Os vértices foram visitados na sequéncia
0—>4—->3—>1—5—06—2. A sequéncia de vértices visitados e a escolha das arestas a
serem inseridas em 7 dependem do vértice definido como raiz da busca em profundidade,
que, neste exemplo, foi o vértice 0. Ressalta-se que a floresta de profundidade nao é tinica,

dependendo estritamente da raiz da busca e da légica adotada no tratamento de arestas

@KZ; ?>@
@@

Pe-a

® ©

Figura 39: Multigrafo Zp referente ao sistema exemplo de 6 barras e 10 medidas.

multiplas.

@@
®

Figura 40: Uma floresta de profundidade 7T referente ao sistema exemplo de 6 barras e
10 medidas.

Note que a floresta de profundidade Tr da Figura 40 nao é uma arvore geradora

observavel; portanto, é necessario processar as arestas de injecdo de Zj,;. Nesse caso, o
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objetivo é avaliar a possibilidade de unir o vértice 2 a componente conexa formada pelos

vértices 0, 1, 3,4, 5 e 6.

4.3.2 Processamento de Arestas de Injecao

Considere o multigrafo Z%, um subgrafo induzido por todas as arestas de injecao de Zy,
e a floresta T2, caracterizada pelos conjuntos de vértices V(T8) = V(Tr) e de arestas
E(TR) = E(Tr), onde Tr é a floresta de profundidade resultante do processamento das
arestas de fluxo. Na etapa de processamento de arestas de injecao, buscam-se inserir
arestas de injecio em T2, observando as restricoes existentes: aciclicidade e unicidade
de rétulos das arestas em E(78). Neste trabalho, com o objetivo de reduzir o espago
de busca e melhorar o desempenho do algoritmo, realiza-se a operacao de contracao de
arestas. Todos os vértices pertencentes a uma mesma componente conexa (arvore) de Tg
sdo tratados como supernés em T3 e Z%, produzindo os grafos reduzidos designados por
sn

p" e Zp', respectivamente. A Figura 41 ilustra essa operacao de contracao de arestas

aplicada aos grafos Z9% e T referentes a rede exemplo da Figura 37.
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Figura 41: Contragao de arestas de Z% e T2 referentes a rede exemplo.

Com o objetivo de reduzir ainda mais o espaco de busca no processamento de arestas
de injecao, realizam-se redugoes adicionais de Z3* e T5". Identificam-se as arestas de Z3"
que constituem pontes. Caso duas pontes possuam o mesmo rétulo Py, o sistema ¢é clas-
sificado diretamente como topologicamente inobservavel, pois ambas seriam obrigatérias
para conectar componentes distintas de Z7*, violando inevitavelmente a restricao de uni-

cidade de rétulos. Caso contrario, considerando uma ponte identificada eponte € E(Z3)
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com rétulo Py, realizam-se as seguintes operacoes:

1. insercao de eponie €em 75", sendo tratada como uma aresta de fluxo. Nesse caso,
todas as demais arestas de Z7' com rétulo P, sdo removidas, pois a unicidade de

rotulos impede a inclusao dessas arestas na solugao; e

2. contragao de eponte, UMa vez que seus extremos passam a constituir uma mesma

componente conexa de T5". Com isso, obtém-se os grafos reduzidos atualizados

STk ST
ZE* e Tp™.

Repete-se o processo até que nao sejam identificadas mais pontes. Denotam-se os

grafos oriundos desse processo como Zp e Tp. O Algoritmo 2 detalha esse processo.

Algoritmo 2: Busca por pontes em Z3".

Entrada: Grafos Z7' e T5".

Saida: Zp e Tp, grafos reduzidos apos eliminacao de pontes;

ou apenas Tp com resposta sobre observabilidade topoldgica.

1 inicio
3 Ppontes < BuscarPontes (Z5") ; //busca em profundidade sobre Z7"*.
4 enquanto Ppoptes # & faca // Enquanto existirem pontes em Z5*,
5 se existem duas pontes em Ppoptes com mesmo rotulo entao
6 Tp < T5™; retorna Tp ; // Sistema inobservavel.
7 para cada Eponte € Ppontes faca // Processa cada ponte identificada.
8 Py, < rétulo de eponte;
9 E(Tg™) «— E(T5™) U {eponte} ; Il Insere eponie em T,
10 se |E(TA™)| = |V(T5™)| — 1 entao / Sistema observével.
11 t Tp < Tp™; retorna Tp
12 E(Z5*) « E(Z3*)\{e € E(Z3™) | r6tulo(e) = Py} ; // Remove todas as
arestas de rétulo P, de Z7**.
13 ZP*Tp™ <« ContrairArestas(Z3™, Tp™) ; // Nova contragdo de arestas.
14 Ppontes < BuscarPontes (Z5"™) ; // Reavalia pontes apds atualizacdo de Z/"*.
15 Zp — ZP*, Tp < TE™,
16 retorna Zp, Tp;
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A identificacao das pontes de Z7**, invocada no Algoritmo 2 por meio do procedi-

mento BuscarPontes, é detalhada a seguir. O procedimento BuscarPontes (Algoritmo 3)
identifica as pontes de Zp por meio de uma busca em profundidade recursiva, descrita
no procedimento DFS-Pontes, baseada no algoritmo proposto por Tarjan [71]. Para cada
vértice u visitado, registram-se dois valores: o instante de descoberta disc[u], que indica
quando w foi visitado pela primeira vez, e o valor low|[u], que armazena o menor instante
de descoberta alcancavel a partir da subarvore enraizada em u, considerando, no maximo,
uma aresta de retorno. Uma aresta (u,v) é classificada como ponte se low[v] > disc|u],
pois essa condicao indica que nao ha caminho alternativo de v para u sem percorrer essa

aresta.

Algoritmo 3: Procedimentos BuscarPontes e DFS-Pontes.

1 procedimento BuscarPontes (Zp)

I As variaveis visitado, disc, low, tempo € Ppontes S0 compartilhadas com DFS-Pontes.
2 Ppontes A @7
3 tempo «— 0;

4 | para cada ve V(Zp) faga

5 visitado|v] «— falso;
6 disc[v] « oo;
7 low[v] « oo;

8 | para cada ve V(Zp) faga

9 se visitado|v] = falso entao
10 t DFS-Pontes (Zp, v, nulo);
11 retorna Pppes;

12 procedimento DFS-Pontes(Zp, u, €pq;)

13 visitado|u]| < verdadeiro;

14 disc[u] < low[u] < tempo; tempo «— tempo + 1;

15 para cada e = (u,v) € Zp.N(u) faga // Zp.N(u) denota a vizinhanga de u em Zp.
16 se visitado[v] = falso entao // Aresta de arvore.

17 DFS-Pontes(Zp,v,e);

18 low[u] < min(low|u], low[v]);

19 se low[v] > disc[u] entao Ppontes < Ppontes U {€} ; // Condicao de ponte.
20 senao // Aresta de retorno: atualiza low.

21 se e # ey entdo low|u] < min(low|u], disc[v]) ;
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Embora o pré-processamento por pontes permita reduzir Z3*, identificando a obser-
vabilidade topoldgica em casos especificos, ele nao é, em geral, suficiente para esse fim,
pois as arestas remanescentes de Zp podem ainda apresentar conflitos simultaneos de
aciclicidade e de unicidade de rotulos. A presenca conjunta dessas restricdes impede a

aplicacao direta de estratégias gulosas para obter solugoes exatas.

Nesse contexto, o problema é formulado como a intersecao entre um matroide grafico
e um matroide de particdo. Essa formulagao foi introduzida no ambito da observabilidade
topoldgica por Quintana, Simoes Costa e Mandel [56], que a resolveram por meio de uma
variante do algoritmo de interse¢ao de matroides de Edmonds [32] proposta por Frank [36].
No presente estudo, adota-se uma adaptagao do algoritmo de Cunningham [24]. Adicio-
nalmente, emprega-se uma heuristica de ordenagao das arestas de injecdo remanescentes,
em ordem crescente do niimero de ocorréncias de seus respectivos rétulos em F(Zp), com
desempate pelo indice original da aresta, garantindo determinismo total na ordenacao, de

modo a favorecer inser¢oes sem conflito nas etapas iniciais do algoritmo.

A abordagem proposta percorre as arestas de F(Zp) na ordem definida pela heuris-
tica, avaliando-as individualmente. Para cada aresta e, € E(Zp)\I, realiza-se a verificagao
simultanea de sua independéncia em ambos os matroides: aciclicidade em Tp e unicidade
de rétulos. Caso ambas as condicoes sejam satisfeitas, e, é inserida em I e em Tp sem
necessidade de remanejamento. Caso contrario, constrdi-se o digrafo auxiliar B a par-
tir do estado corrente de Tp e busca-se um caminho aumentante em B, viabilizando um
remanejamento de arestas capaz de expandir Tp em uma unidade. Repete-se o procedi-
mento até que Tp constitua uma arvore geradora observavel ou até que nenhum caminho

aumentante exista em B, confirmando a inobservabilidade topologica do sistema.

Tanto a abordagem aqui proposta quanto a de Quintana, Simoes Costa e Mandel [56]
dispensam o emprego de estruturas adicionais caracteristicas de algoritmos de matching,
como contragoes de blossom [52]. A distin¢ao reside na varredura do digrafo auxiliar
B. Em [56], adota-se o algoritmo de Dijkstra para a busca pelo caminho aumentante de
menor comprimento, o que implica uma busca a cada origem potencial. Como B é nao
ponderado, tal busca reduz-se a uma busca em largura, adotada neste trabalho na forma
multi-fonte: todas as origens potenciais sao enfileiradas simultaneamente e o caminho
de menor comprimento ¢ identificado em uma tunica varredura de B, evitando buscas
repetidas a partir de cada origem. Os Algoritmos 4, 5, 6 e 7 descrevem a implementagao

desenvolvida para o processamento das arestas de injecao em Zp.
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Algoritmo 4: Processamento de arestas de injecao.

Entrada: Grafos reduzidos Zp e Tp.

Saida: Tp, uma floresta maxima com unicidade dos rétulos nas arestas.

1 inicio

2 I — &;

3 | enquanto |E(Tp)| < |V(Tp)| — 1 faga // Enquanto 75 nao é arvore geradora.

4 Inseriu < ProcessarArestas ([, 7p) ; // Fase gulosa; ver Algoritmo 5.

5 se |E(Tp)| = |V(Tp)| — 1 entao retorna 7p; // Sistema observavel.

6 se Inseriu = falso entao // Fase gulosa esgotou-se.

7 encontrou < BuscarCaminhoAumentante (I, 7p) ; // Ver Algoritmo 6.
8 se encontrou = falso entao retorna 7p; // Sistema inobservavel.

9 retorna 7p; // Sistema observavel.

Algoritmo 5: Procedimento ProcessarArestas.

1 procedimento ProcessarArestas(/,Tp)

2

3

4

Inseriu < falso;
para cada e, € E(Zp)\I faga
se Tp + e, ndo tem conflito de rétulos e ndao tem ciclo entao
/I Independéncia nos dois matroides.
I —1Tufe}; Tp<—Tp+ey Inseriu < verdadeiro;

se |E(Tp)| = |V(Tp)| — 1 entdo retorna Inseriu; // Sistema observavel.

retorna Inseriu;

Algoritmo 6: Procedimento BuscarCaminhoAumentante.

1 procedimento BuscarCaminhoAumentante ([, 7p)

2

3

B, Votulo yjgiclo « CriarB([, Tp) ; /I Ver Algoritmo 7.

P « BFS multi-fonte em B, com origens simultaneas s € V5%4° e primeiro
destino t € V§® alcangado;

se E(P) = J entao retorna falso; // Floresta de posto maximo; inobservével.

E(Tp) < E(Tp)\I;

I* — I A E(P) ; Il Diferenga simétrica: remaneja arestas.

B(Tp) — E(To) U T T I*

retorna verdadeiro;
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Algoritmo 7: Procedimento CriarB.

1 procedimento CriarB(/,7p)

2

3

10

11

12

13

14

15

16

V(B) < {ve, | ep € E(Zp)};

A(B) — &;

Voo o,

Vgido g,

para cada e, € E(Zp)\[ faga

se Tp + e, tem conflito de rétulos em R, stuio = {€p, €rstuio} €NtAO
AB) — A(B) U {(tey s 00}

senao

rdtulo rdtulo
VB <« VB |\ {Uep}

se Tp + e, tem um ciclo Reico €ntao
para cada e, € E(Reiao)\{e,} faga

| A(B) « A(B) U {(vey, e}
senao

ciclo ciclo
VB <« VB ) {'Uep}

retorna B, Vj dtulo, Vgid";

Nos Algoritmos 4, 5, 6 e 7, a floresta 7Tp e o conjunto independente I sao mantidos

como estado compartilhado entre os procedimentos: as insercoes e remocoes realizadas

em qualquer um deles refletem-se diretamente nos demais, dispensando sua passagem

explicita como parametros de retorno. As demais variaveis sao locais a cada procedimento.

Utilizam-se, ainda, os seguintes elementos:

conjunto independente I, que armazena as arestas de injecao inseridas em 7p;

variavel booleana Inseriu, que indica se a fase gulosa obteve éxito em incorporar
pelo menos uma aresta de injecdo a Tp. Quando Inseriu = falso, conclui-se que a

varredura gulosa esgotou-se e transita-se para a busca de caminho aumentante;

digrafo auxiliar B, construido no procedimento CriarB a partir do estado corrente
de Tp, cujos vértices V(B) correspondem biunivocamente as arestas de injecao de
Zp;

Voo subconjunto de vértices de B que representa as arestas de injegao

conjunto
de Zp cuja inclusao em 7Tp nao violaria a unicidade de roétulos, mas comprometeria

sua aciclicidade. Os vértices desse conjunto atuam como fontes em B;
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conjunto Vg subconjunto de vértices de B que representa as arestas de injegao

de Zp cuja inclusdo em Tp nao violaria sua aciclicidade, mas comprometeria a

unicidade de rétulos. Os vértices desse conjunto atuam como sumidouros em B;

subgrafo R, de Tp + e,, que representa o ciclo formado na hipdtese de inclusao

de uma aresta de injecao e, em Tp;

subgrafo R,su, de Tp + e,, caracterizado pelo par de arestas de mesmo roétulo
E(Rstuio) = {€rétuio, €p}, onde €010 € E(Tp) € €, ¢ E(Tp), na hipétese de inclusao

de e, em Tp; e

subgrafo P de B, induzido pelos arcos que constituem o menor caminho direcionado
em B, obtido por busca em largura multi-fonte com origens simultaneas em todos
os vértices de V5% ¢ destino no primeiro vértice de Vj§“° alcangado. Em caso de

inexisténcia desse caminho, F(P) = .

A sequéncia adotada para o processamento das arestas de injecao pode impossibilitar a

maxima expansao da floresta Tp, implicando na confirmacgao errénea da inobservabilidade

do sistema. Para contornar isso, utiliza-se o digrafo auxiliar B, que registra os conflitos

existentes (formagao de ciclos e repeticao de rétulos) entre as arestas de inje¢ao incorpo-

rada

s & solucao parcial e as demais, garantindo a maximalidade da solucao. A estrutura

de B ¢ ilustrada na Figura 42. Os vértices v., € V(B) correspondem biunivocamente as

arestas de injecdo e, € E(Zp), organizados nas seguintes partigoes:

X, composta de vértices que representam as arestas de inje¢ao incorporadas a solu-

¢ao parcial I, isto é, pertencentes a Tp; e

Y, que incorpora os demais vértices de B, correspondentes as arestas de injecdo nao

pertencentes a 7p.

"""" ciclo 7 Tyrétulo
VB h H VB H
@ --®@ O0---0O  @®---@ ;| Arcosde B:
/ —> Aresta representada por vértice em X compartilha rétulo com...
_________________________________________________ —3 Aresta representada por vértice em Y forma ciclo com...

O
O
o
O
O
o

Figura 42: Estrutura do digrafo bipartido auxiliar B.
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De acordo com o Algoritmo 5, na fase gulosa, para cada aresta de injecao e, €
E(Zp)\I, verifica-se simultaneamente as condi¢oes de unicidade de rétulos e de acicli-
cidade em Tp + e,. Quando ambas as condicoes sao satisfeitas, e, ¢ inserida em 7p,
integrando o conjunto independente I, e a variavel Inseriu é assinalada como verdadeiro.
Caso contrario, e, permanece fora de 7p. A varredura gulosa encerra-se quando todas as
arestas de E(Zp)\I sdo processadas ou quando Tp atinge a condigdo de arvore geradora

observavel.

Uma tnica passada sobre E(Zp)\I ¢é suficiente na fase gulosa, uma vez que a insergao
de arestas em Tp apenas acrescenta restri¢coes de aciclicidade e de unicidade de rétulos,
sem relaxa-las: uma aresta previamente rejeitada permanece inelegivel. A liberagao de
arestas antes bloqueadas ocorre apenas quando o remanejamento na etapa de busca de
caminho aumentante remove arestas de 7p, motivo pelo qual o lago principal reavalia as

arestas somente apos cada aumento.

Quando a fase gulosa esgota-se sem completar a arvore geradora observavel, isto é,
Inseriu = falso no Algoritmo 4, invoca-se o procedimento BuscarCaminhoAumentante
(Algoritmo 6). Este constrdéi o digrafo auxiliar B por meio do procedimento CriarB
(Algoritmo 7), processando todas as arestas em E(Zp)\I. Para cada aresta de injecao e,

avaliada, se a floresta Tp + e,

e possui unicidade de rétulos, mas forma um ciclo R0, entao v, ¢ adicionado a
Vgotulo ¢ criam-se arcos em B com extremo inicial v, e extremos finais {v.,,, |

€cicto € E(Reico)\{ep}} (isto é, arcos Y — X); ou

* possui duas arestas de mesmo rétulo, mas ¢ aciclica, entao v, ¢ adicionado a Vgiclo
e cria-se um arco em B com extremo inicial v, ,,,, € extremo final v., (isto é, arcos

X —Y), onde e,4u0 € E(Tp) € a aresta de injecdo com mesmo rétulo de e,

Os conjuntos V%o e Vg€o sio subconjuntos disjuntos da partigio Y dos vértices
de B, que representam as arestas de injecao de Zp nao inclusas em 7p, conforme repre-
sentado na Figura 42. Os vértices em Ve e em V§“° sao fontes e sumidouros em B,

respectivamente.

Apés a construgao de B (Algoritmo 7), realiza-se uma busca em largura multi-fonte,
conforme indicado no Algoritmo 6, com origens simultaneas em todos os vértices de Vul
e destino no primeiro vértice de V§® alcangado. Se tal caminho nio for encontrado, isto

J

é, E(P) = &, conclui-se que Tp é uma floresta de posto méximo, com suas componentes
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conexas correspondendo as ilhas observaveis, caracterizando o sistema como topologica-

mente inobservavel.

A existéncia de um caminho minimo em B, isto é, E(P) # J, indica que o posto da
floresta 7p nao é maximo. A sequéncia de vértices de P possibilita um remanejamento
de arestas de injecdo para construir uma floresta 77 tal que |E(T7)| = |E(Tp)| + 1,

evidenciando uma floresta com uma aresta de injecao adicional em relagao a 7p.

A construgao de 77 é realizada utilizando o conjunto independente I de Tp e o con-
junto E(P), que contém as arestas de injecao representadas por P. O processo envolve
a remocao das arestas de injecdo em I de Tp, seguida da expansao do grafo resultante
com as arestas de injegao em I* = I A E(P), onde I* representa o conjunto independente

obtido pelo remanejamento.

A operacao de diferenca simétrica, denotada por “A”, é definida como a uniao dos
elementos que pertencem a apenas um dos conjuntos A ou B, excluindo os elementos

comuns a ambos. O conjunto resultante de A A B (regiao azul) é ilustrado na Figura 43.

Figura 43: Conjunto resultante da diferenca simétrica entre A e B (regido azul).

Caso a floresta 77, obtida pelo remanejamento de arestas, seja uma arvore gera-
dora observavel, o sistema é considerado topologicamente observavel. Caso contrario,
prossegue-se com as arestas restantes de F(Zp)\I* na ordem fixada, retomando a avalia-

¢ao individual de cada aresta para expandir 7.

O algoritmo de interse¢ao de matroides, proposto originalmente por Edmonds [32], re-
solve o problema em tempo O(|E|> C(|E])), em que | E| é a cardinalidade do conjunto-base
e C(]E|) limita superiormente o custo dos testes de independéncia dos dois matroides [52].
Para os matroides gréafico e de partigdo aqui considerados, tem-se |E| = m. O teste de
independéncia do matroide de particao, referente a unicidade de rétulos, é efetuado por
consulta a um dicionario em tempo O(1); o do matroide grafico, referente a aciclicidade,
bem como a determinacgao do circuito fundamental associado, sdo realizados por uma tra-
vessia da floresta Tp, que possui no maximo n — 1 arestas, em tempo O(n). Desse modo,
C(|E]) = O(n) e o custo resulta em O(m?n), onde n e m denotam, respectivamente, o

numero de vértices e de arestas de Zp.
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Ressalta-se que a instancia submetida a intersecdo de matroides é substancialmente
reduzida pela contragao das componentes de Tz em supernés e pela eliminacao de pontes.
Em planos de medicao tipicos do SEP, essas reducoes sao particularmente efetivas, uma
vez que a predominancia de medidas de ramo e a prioridade conferida as arestas de fluxo
fazem com que grande parte de 7 seja formada ja no processamento das arestas de fluxo,
de modo que a intersecao de matroides opera sobre um nimero reduzido de arestas de
injegdo. Assim, o ganho de desempenho da etapa de processamento de arestas de injegao
decorre primordialmente dessa redugao da instancia, e nao da estratégia de busca adotada

no digrafo auxiliar.

No contexto da rede exemplo de 6 barras e 10 medidas (ver Figura 37), a rotina de
processamento de arestas de injecao, que emprega a operacao de contracdo de arestas
ilustrada na Figura 41, construiu a arvore geradora observavel da Figura 44, indicando a

observabilidade topolégica desse sistema.

P1-5
Sistema . @

Topologicamente
Observavel

T P1-3

; P :

i g ﬁ > P2 @-pm A4—@
@Pz{alcanga: 1}@

P6-4

_________________________________ 3

Figura 44: Arvore geradora observavel referente a rede exemplo.

4.4 Criticalidades de Medidas por Grafos

Nesta secao, apresentam-se as metodologias desenvolvidas para analise de criticalidades,
fundamentadas na Teoria dos Grafos, objetivando a identificacdo de medidas criticas

(Cys), pares criticos (Cys) e conjuntos criticos (Ceon;s).

4.4.1 Busca por Medidas Criticas

Seja Z); um multigrafo de medi¢oes que modela uma rede elétrica supervisionada. A
metodologia de identificacdo de Cs é baseada na seguinte proposicdo: uma aresta e,, €
E(Z)) é considerada um C se, e somente se, ela faz parte de toda &rvore geradora
observavel T de Z), [65] [64]. Isso decorre naturalmente da prépria defini¢do de C, pois

sua remogao compromete a observabilidade (topoldgica e numérica) global do sistema, o
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que implica a inexisténcia de T em Z);.

Fundamenta-se a metodologia desenvolvida para a identificagdo de C's na modelagem
proposta por Simoes Costa, Piazza e Mandel [64], que utiliza um digrafo bipartido B,,
cujos vértices representam biunivocamente as arestas de fluxo e de injecao de Z,,. Divide-

se o conjunto de vértices V' (B,,) nas seguintes partigoes:

o X, formada pelos vértices v,,, associados as arestas e, € FE(7), concernentes a

arvore geradora observavel 7 obtida pela andlise de observabilidade topoldgica; e

« Y, formada pelos vértices v,, que representam as arestas e, € E(Zy)\E(T), ou

seja, arestas pertencentes a co-arvore 7 de T.

O conjunto de arcos A(B,,) mapeia as formagoes de ciclos e violagdes de unicidade
de rétulos em T + e,, onde e, € E(Zy)\E(T). Quando a inclusao de uma aresta e,,

representada pelo vértice v, € Y, em 7T resulta:

» mna violagdo da unicidade de rétulos, em conflito com e, € E(T), adiciona-se um

arco em B, com origem em v, € X e destino em v, € Y; ou

+ na formagao de um ciclo Cq;co, adicionam-se arcos com origem em v, € Y e destinos

em v, € X, para cada ecco € E(Ceicio) \{€y}-

Uma sequéncia de troca (exchange sequence) é um caminho direcionado maximal no
digrafo B.,. Essa sequéncia ¢ classificada como prépria quando possui origem na particao
Y e destino na particio X. Para uma sequéncia de troca propria S, o remanejamento
das arestas representadas pelos vértices que a compoem, isto é, a insercao das arestas
da co-arvore T associadas aos vértices em S n'Y e a remocao das arestas da arvore T
correspondentes aos vértices em S N X, resulta em uma arvore geradora 7 * distinta de
T, ou seja, E(T*) # E(T). Consequentemente, os vértices de X que nao pertencem a

nenhuma sequéncia de troca prépria representam as Cis do sistema.

A identificagao dessas criticalidades admite uma perspectiva alternativa ao conceito de
sequéncias de troca. As medidas que rotulam as arestas de 7 sao inicialmente classificadas
como suspeitas de serem Cs [65], enquanto as demais sao classificadas como redundantes.
Quando um arco em B., conecta um vértice de X, associado a uma medida redundante
m,, a um vértice de Y, correspondente a uma medida suspeita mg, classifica-se m, também

como redundante, pois m, pode substitui-la. Em [66], esse processo foi implementado de
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forma concomitante a construcao de B,,: a medida que os arcos eram criados, propagava-
se imediatamente a classificacao de redundéncia para as medidas suspeitas alcang¢aveis. A
Figura 45 ilustra, de forma simplificada, seis etapas desse processo, evidenciando o efeito

de espalhamento da classificagao de redundéancia pelo digrafo.

Legenda
«---- Colisdo de rétulo

—>  Formaggo de ciclo
O Medida redundante
O Medida suspeita

A Medida critica

Figura 45: Exemplo de construgao de B, concomitante com a classificacao de medidas.

Em [64], a identificagdo dos vértices de X que nao pertencem a sequéncias de troca
préprias € expressa em termos da existéncia de caminhos direcionados em B,,, com origem
em Y e destino em X. Essa formulacao conduz naturalmente a um problema de alcanga-
bilidade em grafos dirigidos. Como o ntimero de caminhos simples pode crescer de forma
superpolinomial com o tamanho do grafo [70], a determinacao de todos esses caminhos
tende a comprometer a escalabilidade em sistemas de grande porte; o fundamento do

método, contudo, estd em identificar quais vértices de X sao alcangaveis a partir de Y.

Neste trabalho, adota-se uma abordagem que, assim como em [64], separa a construgao
de B., e a identificacao de C}s em fases independentes, em contraste com o mapeamento
de redundéncias no decorrer da construcao desse digrafo, adotado em [66]. Seja M, (v) a
fungao que retorna a medida referenciada por um vértice v € V(B,,). Denomina-se fonte
todo vértice v, € Y com N~ (v,) = & em B,,, condicao que implica que a medida M, (v,)
nao integra 7, isto é, ndo compartilha rétulo com aresta em E(T) e, portanto, trata-se

de uma medida redundante.

A distingao em relagao a [64] reside no mecanismo de identificagdo. O método seminal
fundamenta-se na determinagao de todos os caminhos direcionados maximais (sequéncias
de troca préprias) de Y para X no digrafo auxiliar, ao passo que a abordagem aqui
proposta avalia apenas a alcancabilidade de cada v, € X a partir das fontes em Y, por
meio de uma busca em largura multi-fonte, dispensando a determinagao explicita desses

caminhos. A impossibilidade de alcangar v, a partir de qualquer fonte de Y, percorrendo
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os arcos de B,,, é condigao suficiente para caracterizar M, (v,) como Ci.

Apés a construgao do digrafo B,,, realiza-se, para cada medida redundante distinta m
representada por ao menos uma fonte na particdo Y, uma busca em largura com origens
simultaneas em todas as fontes referentes a medida m, expandindo-se pelos arcos de B,,.
Todo vértice v, € X alcancado por essa busca tem m registrada no conjunto Fy (v,),
que retne as medidas de fontes que o alcancam. Assim, Fy(v,) = & corresponde &
auséncia de alcance descrita anteriormente, classificando M, (v,) como Cj. Salienta-se
que essa abordagem produz, como subproduto direto, o dicionario F'Y, que armazena
Fy (v,) para cada v, € X e sera utilizado na identificacdo de Cys e Cyyy; s, descritas nas

secoes subsequentes.

No Algoritmo 8, descreve-se o procedimento para identificacao de C}s de um plano

de medigao.

Algoritmo 8: Identificacao de C1Is.

Entrada: Z,;, T e M,(-) referentes ao sistema avaliado.
Saida: ClIs, B, e FY.
1 inicio
2 B., : V(B.,) <« {ve, | Ve, € E(Zy)} e A(B.,) < ; Il Inicializagéo de 3.,
3 Cls — &; FYlv,| « I, Vv, € X;
4 | para cada e, € E(Z))\E(T) faga // Fase 1: construgéo de 5, .

5 se T + e, tem conflito de rotulos em R, stuio = {€y, €cor} €NtAO

6 t Be, < Be, + (Ve Ve, )

7 se T + e, tem um ciclo Cgc, €ntao

8 t para cada egico € E(Ceicio) N E(T) faga B, < Be, + (Ve, s Ve,,ni,) ;

9 Fontes — {v, € Y | N~ (v,) = J}; /l Fase 2: identificagao de fontes.

10 | para cada medida redundante distinta m em {M,(v,) | v, € Fontes} faca
// Fase 3: busca em largura multi-fonte.
11 src «— {v, € Fontes | M,(v,) = m};
12 BFS em B,, com origens simultaneas em src;
13 para cada v, € X alcancado faga FY|v,] < FY[v.] U {m} ;
14 para cada v, € X facga // Fase 4: identificagdo de (; 5.
/I Condig&o suficiente para classificagcdo como C.
15 se F'Y|v,| = & entdao Cls — Cl1su {M,(v,)};

16 retorna C1s, B.,, FY;
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O Algoritmo 8 estrutura-se em quatro fases. Na primeira, constroi-se B., mediante
varredura completa das arestas e, € E(Zy)\E(T): conflitos de unicidade de rétulos geram
arcos X — Y e formagoes de ciclo geram arcos Y — X. Na segunda fase, identificam-se as
fontes, que sdo vértices v, € Y com N~ (v,) = . Na terceira, realiza-se a busca em largura
multi-fonte para cada medida redundante distinta representada por fontes, registrando-se
em F'Y[v,| as medidas que alcancam cada v, € X. Na quarta fase, classifica-se como
C: a medida de todo vértice v, € X com FY|v,] = &, condi¢do suficiente para essa

classificagao.

Como exemplo, a Figura 46 ilustra o digrafo bipartido B, proveniente do multigrafo
de medigoes Z); e da arvore geradora observavel T referentes ao sistema exemplo de 6
barras e 10 medidas da Figura 37. Nesse caso, a medida de fluxo de poténcia Fs_4 é
uma C', pois o vértice correspondente em X nao é alcangado por vértices de Y ligados a

medidas redundantes (marcados em verde), ou seja, F'Y|[Ps_4| = .

X E 6 wn | [

—>» Formagdo de ciclo

----» Colisdo de rétulo

‘ Y @@ \ i o

Figura 46: Digrafo B, referente a rede exemplo de 6 barras e 10 medidas.

A Tabela 3 apresenta o conjunto F'Y[v,] para cada vértice v, € X do digrafo B,
ilustrado na Figura 46. As fontes em Y sdo Is4, As, Is1, Py, P3e) € Pauy, sendo as
trés ultimas referentes a mesma medida P3. O vértice Py) nao é fonte, pois recebe o
arco de colisao de rétulo proveniente de Py € X. Note que P54 € o tinico vértice com

FY|v,] = &, o que confirma sua classifica¢do como C4.

Tabela 3: Conjunto F'Y|v,] para cada vértice v, € X do digrafo B,, referente ao sistema
exemplo de 6 barras e 10 medidas.

Uy FY|v.]
Py {I5.4, As, P3}
Pis {54, As, Isa}
Pys  {Is4, As, P3}
Ay {As}
Py) {Ps}
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4.4.2 Busca por Pares e Conjuntos Criticos

Para a identificacao topologica de Cys e Ceopnjs, utiliza-se o digrafo bipartido B,,, obtido
pela eliminagao de todos os vértices de B., correspondentes a (s, bem como dos vértices
de Y que recebem arco de colisao de rétulo desses vértices. Salienta-se que todo C5y contém
ao menos uma medida referenciada pela particado X de B,,, pois a existéncia de um par
formado exclusivamente por medidas em Y implicaria a observabilidade do sistema apds
a remocao simultanea de ambas, o que contradiz a definicao de C5. Dessa forma, o esforco
computacional para busca dessas criticalidades restringe-se a consulta ao dicionéario F'Y,
construido durante a identificagao de Cys, e & andlise da vizinhanga de entrada N~ (v,) de
cada vértice v, € X, onde X < V(B,,). Salienta-se que, na consulta a F'Y, desconsideram-
se as medidas pertencentes a (s, preservando o dicionario original sem necessidade de

atualizacgao.

Para apoiar a elucidacao dos padroes topologicos, definem-se as seguintes vizinhancas
de entrada para vértices da particao X:
o Vizinhanga de entrada propria de v, € X: Np(v,) = N~ (v,)\N7T(v,), que exclui os

vértices de Y representantes da mesma medida de v,; e

o Vizinhanga de entrada reduzida de vy, em relagdo a Vym: Ng (Vek, Vem) = N~ (1) \&,
onde £ = N*(vg) U N*(vgm), utilizada na comparacao dois a dois de vértices

distintos vk, Vem € X.

O método proposto por Simoes Costa, Piazza e Mandel [64] para identificagao de
Css e Ceonjs € parcialmente enumerativo: remove-se cada medida nao-critica do plano
de medicao uma a uma e reexecuta-se o algoritmo de identificacao de C}s para verificar
quais medidas remanescentes tornam-se criticas. Embora essa limitagao seja reconhecida
na prépria formulagao original [64], um método topologico ndo-enumerativo para Cos e
Ceonjs permanece em aberto. A metodologia aqui proposta resolve esse problema por

meio de quatro padroes topolégicos identificados diretamente em B,,, sem enumeragao:

o C2-XY (Fontes representam uma unica medida redundante): seja v, € X tal que
|FY[v,]| = 1. A tnica medida m € FY[v,] é a tnica medida redundante capaz de

substituir M,(v,) em 7. O par {M,(v,), m} constitui um Cs.

» C2-XY, (Vizinhanga de entrada propria representa uma unica medida redundante):
seja v, € X tal que os vértices de N (v,) representam exclusivamente uma tnica

medida m. O par {M,(v,), m} constitui um Cj.
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o C2-XX (Igualdade entre vizinhangas de entrada reduzidas): sejam vy, Uz € X tais
que Ng (Vaok, Vom) = Ng (Vzm, Uer). As medidas M, (ve) € M, (vgy) constituem um
Cs.

o C2-ext (Vizinhanga de entrada propria como subconjunto de Ceopnj): seja v, € X
nao coberto pelos padroes anteriores, cuja Np (v,) ndo contém fontes. Se {M,(v,) |

vy € Np(vy)} € Cronj para algum Cl,y,; identificado, entao M, (v,) integra esse Ceop-

4.4.2.1 Padrio C2-XY: Fontes Representam uma Unica Medida Redundante

Seja v, € X, onde X < V(B,,). O padrao C2-XY é satisfeito quando exatamente uma
medida redundante m pertence a F'Y[v,], isto é, as fontes em Y que alcangam v,,, direta-
mente ou por encadeamento de sequéncias de troca, representam uma tnica medida m.
Nesse contexto, m é a tnica medida redundante de M,(v,). A remogao de m do plano
de medigdo provoca um efeito em cascata que torna Fy(v,) = J e, consequentemente,

M,(v,) uma C;. Pela defini¢do de tuplas criticas, o par {M,(v,), m} constitui um Cj.

A Figura 47 ilustra o efeito em cascata decorrente da remocao de m. A fonte a € Y, re-
presentando a medida m = M, (a), alcanca os vértices b, e, d e g por diferentes caminhos
direcionados em B.,. Como FY[b] = FY[e] = FY[d] = FY|[g] = {m}, todos satisfa-
zem o padrao C2-XY, formando os pares criticos {M,(b), m}, {M,(e),m}, {M,(d),m} e
{M,(g),m}.

Figura 47: Efeito em cascata provocado pela remoc¢ao de m no padrao C2-XY.

A Figura 48 ilustra um caso particular em que duas fontes aq,as € Y representam a
mesma medida redundante m, isto é, M,(a;) = M,(as) = m. A busca em largura multi-
fonte enfileira a; e as simultaneamente, registrando apenas uma medida em F'Y para
cada vértice alcangado. Assim, FY[b] = FY|e] = FY|[d] = FY|g] = {m}, satisfazendo o

padrao C2-XY independentemente do niimero de fontes que representam m.
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Figura 48: Padrao C2-XY com as fontes a; e as representando a medida redundante m.

Retomando a Tabela 3, construida a partir do digrafo B,, ilustrado na Figura 46, o
digrafo B., é obtido pela remocao do vértice Ps4 € X, referente a tnica C) identificada.
Essa remocao nao invalida o dicionario F'Y para os vértices remanescentes em X, cujos
valores foram calculados independentemente, sendo suficiente desconsiderar a medida Fg_4
nas consultas a F'Y. Os vértices Ay e Pys) satisfazem o padrao C2-XY, com |FY([v,]| = 1,

formando os pares criticos {A4, A5} e {Pa3), P3}, respectivamente.

4.4.2.2 Padrao C2-XYp: Vizinhanca de Entrada Prépria Representa uma Unica Medida
Redundante

O padrao C2-XY, identifica Cys formados por pares de medidas em que a redundancia é
estabelecida na vizinhanga imediata do vértice v, € X < V(B,,), sem depender da alcan-
cabilidade direta desde fontes em Y. Enquanto o padrao C2-XY analisa os extremos das
sequéncias de troca por meio do dicionario F'Y, o padrao C2-XY, examina dependéncias
internas dessas sequéncias, identificando Cys que envolvem v, e a medida representada

em sua vizinhancga de entrada prépria.

Sejam v, € X e m, = M,(v,). Quando os vértices de Np (v,) representam exclusiva-
mente uma unica medida m,,, o par {m,, m,} caracteriza um Cs. A utilizagdo de N (v;)
em lugar de N~ (v,) é essencial para tratar vértices v, associados a arestas de injegao,
que possuem arcos de colisao de rotulo conectando v, a vértices de Y que compartilham
o rétulo m,. Para arestas de fluxo, N*(v,) = J pela regra de construgao de B,, descrita

na Secao 4.4.1, e tem-se Np (v;) = N~ (v;). A Figura 49 ilustra esse padrao em B,,.
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Legenda

. Vértice associado a medida m,

. Vértice associado a medida my

<«— Colis3o de rétulo

—>» Formagao de ciclo

- CZ = {mx: my}

Figura 49: Ilustracao do padrao C2-XY,,.

A justificativa do padrao decorre diretamente da caracterizacao de Cs estabelecida
na Segao 4.4.1, segundo a qual um vértice v, € X é (] se, e somente se, Fy (v,) = &. Sob
o padrao C2-XY,, todos os vértices de Np(v,) representam a mesma medida m,, e os
caminhos direcionados das fontes em Y até v, em B,, atravessam exclusivamente vértices
que referenciam m,. A remocao de m, do plano de medigao implica a exclusao simultanea
desses vértices, eliminando todos os caminhos das fontes a v, e tornando Fy(v,) = &.
Pela caracterizacao da Secao 4.4.1, m, passa a integrar o conjunto de C}s do sistema.
De modo analogo, a remog¢ao de m, desconecta os vértices de Y que dependem dela,
fazendo com que m, deixe de alcancar qualquer outro vértice de X que a necessite como

intermediaria. Pela definigdo de tuplas criticas, o par {m,, m,} constitui um Cs.

A identificacao do padrao C2-XY, ¢ conduzida por meio da avaliacao direta da vi-
zinhanca de entrada prépria Ny (v,) de cada v, € X. Quando o conjunto de medidas
distintas representadas pelos vértices de N (v,) é unitario, o par formado por m, e essa

medida tnica é incorporado aos Cys identificados.

4.4.2.3 Padrao C2-XX: Igualdade entre Vizinhancas de Entrada Reduzidas

O padrao C2-XX fundamenta-se na teoria de co-ciclos em matroides graficos [51], com
adaptacgao para o contexto do multigrafo de medigoes Z); para o tratamento de medidas
de injecao. Esse padrao identifica Cys formados por pares de medidas que rotulam arestas

de 7T, referidas por pares de vértices da particao X de B,,.

Sejam vk, Uy € X vértices que representam as arestas €k, €.,m € E(T), rotuladas
pelas medidas M, (v.r) € M,(vpm), respectivamente. O padrao C2-XX é satisfeito se
Ny (Vak, Vom) = Ng (Uem, Ugr), indicando que as medidas M, (ve) € My(vgm) constituem

um C5. A Figura 50 ilustra esse padrao topoldgico.



4.4 Criticalidades de Medidas por Grafos 92

NI-R(ka » Vym) = NI-R(me » Vi)
CZ = {MV( vxk ), Mv(vxm)}

Figura 50: Um () identificado através do padrao C2-XX.

O conjunto £ é o elemento que generaliza o padrao C2-XX para medidas de injecao.
Para medidas de fluxo, como a correspondéncia entre medida e aresta é biunivoca, nao
hé arcos X — Y de colisdo de rétulo em B,,, resultando em Nt (vy,) = N (vp) = &
e £ = J, reduzindo-se a condi¢do a igualdade simples N~ (vzr) = N~ (vz), sendo um
resultado classico da teoria de co-ciclos [51]. Para medidas de injecao, £ # J, sendo
exatamente aqui que £ desempenha seu papel conceitual. Ao avaliar o cenario hipotético
da perda de M, (vz) ou M, (v ), ndo faz sentido considerar como substitutas as arestas
que compartilham o mesmo rétulo dessas medidas, pois essas arestas também seriam
removidas nesse cenario. O conjunto £ remove da comparacao exatamente esses vértices
de Y (aqueles que recebem arco de colisao de rétulo de v, e vy) pois a perda de
M, (vyr) acarreta a remocao do conjunto de vértices {v .} U Nt (v,) de B, e das arestas
correspondentes de Z);, tornando o padrao C2-XX valido para qualquer tipo de medida

com a mesma condigdo Ng (Vak, Vem) = Ng (Vzm, Uzk)-

Quando Ny (Vek, Vem) = Ng (Ugm, Usk), as arestas ey, € e, formam um co-ciclo em
Zyr, compartilhando exatamente o mesmo conjunto de arestas substitutas na co-arvore
T, desconsideradas as arestas de mesmo rétulo que e, € €zn. A perda de M, (ve)
remove de Z), todas as arestas de rétulo M, (v,), incluindo e,, rompendo todos os ciclos
fundamentais formados pelas arestas substitutas compartilhadas, que passavam por e,y.
Consequentemente, v,,, torna-se um vértice sem vizinhanga de entrada em B,,, tornando
e.m indispensavel para a observabilidade do sistema e, consequentemente, M, (v,,,) uma
(. De forma anéloga, a remocao de M, (v ) torna M, (v,,) uma C;. Pela defini¢ao de

2-tuplas criticas, o par {M,(vek), My(vem)} constitui um Cs.

A identificacdo do padrao C2-XX é conduzida por meio de uma comparacio sistema-
tica, dois a dois, das vizinhancas de entrada reduzidas dos vértices pertencentes a particao
X. A Figura 51 ilustra as possiveis combinagoes entre arestas de fluxo e de injecao associ-

adas a arvore geradora observavel T corrente, exemplificadas por um trecho formado pelas
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arestas €, € e, representadas pelos vértices vk, Upm € V(B,,), que satisfazem o padrao
C2-XX. Para as combinagoes (a), (d), (e) e (f), a igualdade Nz (vik, Vam) = Ng (Vam, Vak)
permanece valida com § = ¢, implicando N~ (vgzt) = N~ (vgy). J& nas combinagoes (b)
e (¢), embora haja igualdade entre as vizinhancas de entrada reduzidas, uma aresta de
injecdo e, € E(T) resulta N~ (vy,) # N~ (vgm) em Be,, sendo descartada por compar-
tilhar rétulos com ey € €, utilizando-se £ = {v.,,} em Ng (Vak, Vam) € N (Vam, Vzk)-
Em todas as combinagoes possiveis, a perda simultanea de M, (vz,) € M, (vyy) torna 2y,

desconexo e, portanto, essas medidas formam um Cj.

(a) (b) (<)

\
] eo ]

€xk : aresta de fluxo de T~
e

©xk : aresta de injegaode T ©xk : aresta de fluxo de T~

xm : aresta de fluxo de T~ €xm : aresta de fluxo de T~ xm : aresta de injegéo de T’

e e

xn : aresta de injegdo de T xn : aresta de inje¢do de T

(d) (e)

\ \
. aou uacn

€xk : aresta de injecio de T €xk : aresta de fluxo de T~ €xk : aresta de injegdo de T~
e e e

xm : aresta de fluxo de T~

xm : aresta de injegao de T~ xm : aresta de injegdo de T

Legenda
(72 subgrafo de induzido pelas arestas representadas em N*(Ve,,, )\E = N'( Ve, \E (ciclos fundamentais)

IZI subgrafo de induzido pelas arestas ndo representadas em N*( Ve, )\§ = N( Vey )\§

Figura 51: Possibilidades de combinagoes de arestas baseadas no padrao C2-XX.

Quando a arvore geradora observavel é formada unicamente por arestas de fluxo,
mesmo com arestas de injecao presentes em Z);, o padrao C2-XX reduz-se a comparagao
das vizinhangas de entrada entre vértices da particao X. Nesse caso, para dois vértices

Vgks Ugm € X de Be,, s¢ N~ (vg) = N~ (vgm), entdo o par {M,(ve), My(vem)} é Co.

4.4.2.4 Padrao C2-ext: Vizinhanca de Entrada Propria como Subconjunto de C,,,;

O padrao C2-ext complementa os padroes C2-XY, C2-XY, e C2-XX, cobrindo um caso
especifico em que as medidas de injecao integram 7. Nessa situagao, vértices v g, Vgm € X
identificados pelo padrao C2-XX geram arcos de colisdo de rétulo que alcangam vértices
Uyk, Uym € Y que, por sua vez, alcancam vértices adicionais v, € X via arcos de formagao de
ciclo. Esses vértices v, sao alcancados por mais de uma medida redundante estritamente

em Y, resultando em |FY[v,]| > 1, o que impede a captura pelo padrao C2-XY.
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Seja v, € X nao coberto pelos padroes C2-XY, C2-XY,, e C2-XX. O padrao C2-ext é
aplicado apenas a vértices elegiveis (aqueles cuja N (v,) ndo contém nenhuma fonte), pois
a auséncia de fontes em Np(v,) é condigdo necessaria para o cendrio descrito: vértices
alcancados exclusivamente por medidas redundantes oriundas de vértices nao-fonte em
Y, que sao sucessores de membros de C,op;s ja identificados pelo padrao C2-XX. Para
um vértice elegivel v,, verifica-se se o conjunto de medidas {M,(v,) | v, € Np(vy)} é
subconjunto de algum C,,,; previamente identificado. Quando essa condigao ¢ satisfeita,

M, (v,) integra esse Ceop;-

Se v,, satisfaz o padrao C2-ext, entao as medidas representadas em N (v,) pertencem
a Ceonj—i- Pela definicao de Copj, a indisponibilidade de qualquer medida m € Ceopnj—;
torna as medidas remanescentes desse conjunto em (s, incluindo aquelas representadas
em Np(v;). Como essas medidas estdo em X e deixam de ser alcangadas por fontes, os
vértices nao-fonte em Y que as referenciavam e alcancavam v, perdem seus predecessores
redundantes. Consequentemente, v, também deixa de ser alcancado por fontes, tornando
M,(v;) uma C;. Portanto, M,(v,) integra Ceppj—; € forma Cys com todas as medidas

desse conjunto. Salienta-se que esse raciocinio explora a reciprocidade dos Ceop;s.

A Figura 52 ilustra o padrao C2-ext em dois painéis. No painel esquerdo, o digrafo
B., mostra o vértice v, € X sendo alcangado pelos vértices de Ny (v;), cujas medidas
associadas pertencem a Ceopj—;. No painel direito, B, ilustra o efeito da indisponibilidade
de uma medida m € Cpj_i: 0 vértice correspondente é removido, e Np'(v,) passa a
referenciar apenas Cs. Sem predecessores redundantes, v, deixa de ser alcancado por

fontes, tornando M, (v,) uma Cj.

NR(Vy)

Legenda
O Vértice associado a medida redundante. . Vértice associado a C1.

.=, Vértice associado a medida redundante,

'~ que respeita o padrio C2-ext. (&) Vertice removido.

Figura 52: Exemplo de ocorréncia do padrao C2-ext.
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4.4.2.5 Implementacio para Identificacao dos Padréoes C2-XY, C2-XYp, C2-XX e C2-ext

Os padroes C2-XY, C2-XY,, C2-XX e C2-ext sao utilizados para identificacao de espe-
cificidades estruturais em B, que evidenciam Cys e Ceopnjs. A metodologia desenvolvida

opera sem modificagoes na estrutura de B.,. Os Algoritmos 9, 10, 11, 12 e 13 formalizam

o procedimento.

Algoritmo 9: Identificacao de Cas e Cpppjs.

Entrada: B, M,(-) e FY.

Saida: (2s e Ccongs.

inicio

Visitados «— J;  Cconjs <— J; Pertence «— (J;
Padrao_XY(B.,, F'Y, Visitados, Cconjs, Pertence);
Padrao_XYp(B,.,, Visitados, Cconjs, Pertence);
Padrao_XX(B.,, Visitados, Cconjs, Pertence);
Padrao_ext (B,.,, Visitados, Cconjs, Pertence);
C2s « Gerar_C2s(Cconjs);

retorna C2s, Cconjs;

// Algoritmo 10
/1 Algoritmo 11
/I Algoritmo 12
/I Algoritmo 13

Algoritmo 10: Procedimento Padrao_ XY.

1

2

3

4

Entrada: B.,, FY, Visitados, Cconjs, Pertence.
inicio
para cada v,, € X < V(B,,) faga // Padrao C2-XY.
se |FY[v,,]| = 1 entao
Visitados < Visitados U {v,, };

Combinar (Ccongs, Pertence, {M,(vy,)} v FY[vg,]);
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Algoritmo 11: Procedimento Padrao_ XYp.

1 inicio

2

3

Entrada: B.,, Visitados, Cconjs, Pertence.

para cada v,, € X\ Visitados faga // Padrao C2-XY,,.

Np (vz;) < N7 (03 \N " (vg,);
Meds — {M,(vy) | vy € Np (vz,)};
se |Meds| = 1 entao

Visitados «— Visitados U {vy, };

Combinar (Ccongs, Pertence, {M,(v,,)} v Meds);

Algoritmo 12: Procedimento Padrao_XX.

Entrada: B.,, Visitados, Cconjs, Pertence.

inicio

para cada v,, € X\ Visitados faga

para cada v, € X\ Visitados, j > i faga

£« NT(vg,) U NT(vg);

N (vay, vxj) — N7 (vz,)\;

Nt (0, 00) = N (0 )\

se Ng (Vg Vz;) = Ng (Vg vs,;) entéo
Visitados < Visitados U {vy,, Vg, };

Combinar (Cconjs, Pertence, {M,(vy,), My(ve;)});

Algoritmo 13: Procedimento Padrao ext.

Entrada: B.,, Visitados, Cconjs, Pertence.

inicio

para cada v,, € X\ Visitados faga

Np (vg,) = N7 (02, \N T (vg,);

se fv, € Np(v,,) tal que N~ (v,) = & entdo
Meds — {M,(vy) | vy € Np (vz,) };
se 3 Ceopnj € Ceongs tal que Meds = Ceopn; €entao

t Combinar (Cconjs, Pertence, {M,(vs,)} v Meds);




4.4 Criticalidades de Medidas por Grafos 97

Definem-se as seguintes variaveis e procedimentos nos Algoritmos 9, 10, 11, 12 e 13:

e conjunto Visitados, inicializado como vazio, que armazena os vértices de X cobertos
pelos padroes aplicados, utilizado para restringir o espaco de busca das varreduras

subsequentes;

o dicionario Pertence, inicializado como vazio, que mapeia cada medida envolvida em
Cys a0 Ceopn; correspondente, construido e mantido pelo procedimento Combinar

mediante a estrutura Union-Find [23];

e conjunto temporario Meds, que armazena as medidas representadas pelos vértices

de Np(vy,), utilizado nas verificacoes dos padroes C2-XY,, e C2-ext;

o procedimento Combinar, que incorpora um novo par ou conjunto de medidas a
C'conjs, concomitantemente fundindo conjuntos criticos com medidas em comum e

atualizando o dicionario Pertence; e

« procedimento Gerar C2s, que expande os Ceop;s em todas as combinacoes dois a

dois, gerando os Cys definitivos do sistema.

O Algoritmo 9 realiza quatro varreduras sobre os vértices de X < V(B,,). Conforme
estabelecido na Se¢ao 4.4.2, na consulta a F'Y desconsideram-se as Cs, condi¢ao mantida

implicitamente em todas as varreduras a seguir.

Na primeira varredura, aplica-se o padrao C2-XY a cada vértice v,, € X: verifica-se
se |FY[v,,]| = 1, condi¢do que indica a existéncia de exatamente uma medida redundante
capaz de substituir M,(v,,) em T. Os vértices que satisfazem o padrao sao inseridos em

Visitados e o Cs identificado é incorporado a Cconjs pelo procedimento Combinar.

Quanto a segunda varredura, aplica-se o padrao C2-XY,, aos vértices em X\ Visitados:
calcula-se N (v,,) e o conjunto Meds das medidas representadas por seus vértices. Quando
|Meds| = 1, incorpora-se o par formado por M,(v,,) e a medida tinica em Meds a um Cconj.

Sob essa condigao, v,, € adicionado ao conjunto Visitados.

Na terceira varredura, busca-se por ocorréncias do padrao C2-XX em pares de vértices

Vg,

K3

e v, pertencentes a X\ Visitados, comparando as vizinhangas de entrada reduzidas
Np (Vz;,V2;) € N (g, vs,), calculadas a partir de { = N (v,,) U N*(v,,). Quando um
par de vértices v,, e v,, satisfaz a igualdade Ny (vy;,vs,) = Ng (s, vs,), incorpora-se o
par de medidas {M,(v,,), M,(vs;)} como Cs a um Cconj. Sob essa condicao, os referidos

vértices sao adicionados ao conjunto Visitados.
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Na quarta varredura, aplica-se o padrao C2-ext aos vértices em X\ Visitados: calcula-
se Np (vg,) e verifica-se a auséncia de fontes (condigao de elegibilidade). Para os vértices
elegiveis, consulta-se Pertence para verificar se todas as medidas de Np (v,;) pertencem

ao mesmo Cq,pj, incorporando M, (v,,) a esse conjunto quando a condigao é satisfeita.

Em todas as varreduras, o procedimento Combinar mantém Ccongjs e o dicionério
Pertence atualizados via estrutura Union-Find, unindo conjuntos com medidas em comum
e mapeando cada medida ao seu Ci,p; correspondente, com custo amortizado praticamente
constante por operacao [23]. Por fim, o procedimento Gerar C2s expande 0s Cpy,;S em

todas as combinagoes dois a dois, gerando os Cys definitivos.

Embora os quatro padroes sejam implementados sistematicamente pelo Algoritmo 9,
salienta-se que o padrao C2-ext ocorre exclusivamente em planos de medi¢do com baixa
redundancia e predominancia de medidas de injecao em 7, um cendario atipico na pratica.

Na maioria dos sistemas de poténcia reais, os Cys e Ceopjs sao identificados predominan-

temente pelos padroes C2-XY, C2-XY, e C2-XX.



5 Resultados

Inicialmente, descrevem-se as redes elétricas avaliadas, de modo a contextualizar sua to-
pologia, porte e as particularidades relevantes para a interpretacao dos resultados. Em
seguida, detalha-se a aplicacao das metodologias propostas sobre a rede IEEE 14 barras
monitorada por um plano de medic¢ao especifico, desde a andlise de observabilidade topo-
logica até a identificacao das criticalidades, cujos resultados sdo confrontados com os de
uma abordagem numeérica classica sobre o mesmo sistema. Posteriormente, apresenta-se
a configuracao experimental adotada, incluindo as técnicas topologicas e numéricas de
referéncia empregadas na comparacao. Na sequéncia, avalia-se a aderéncia das criticali-
dades identificadas pela abordagem proposta frente as demais técnicas, em sistemas de
diferentes portes, e analisa-se o desempenho computacional das abordagens, mensurado
pelo tempo total de execucdao. Por fim, examinam-se as ocorréncias dos padroes topo-
logicos que fundamentam a identificagdo de pares e conjuntos criticos, encerrando-se o

capitulo com uma discussao integrada sobre os resultados obtidos.

5.1 Redes Elétricas Estudadas

Para teste e validacao das metodologias propostas e discutidas no Capitulo 4, utilizaram-
se as redes IEEE 14, 118 e 300 barras, amplamente adotadas pela comunidade académica,
além de duas redes de grande porte do repositério MATPOWER: a CASE2383WP (2.383
barras) e a CASE9241PEGASE (9.241 barras). A seguir, apresenta-se uma breve descrigdo

topoldgica de cada sistema utilizado.

o IEEE 14 barras: sistema de pequeno porte composto por 14 barras e 20 ramos.
o IEEE 118 barras: sistema de médio porte composto por 118 barras e 179 ramos.

o [EEE 300 barras: sistema de grande porte formado por 300 barras e 409 ramos.
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o CASE2383WP: sistema de grande porte formado por 2.383 barras e 2.886 ramos, cor-

respondente a uma rede de transmissao da Polonia.

o CASE9241PEGASE: integrante do conjunto de casos desenvolvidos no ambito do pro-
jeto PEGASE (Pan European Grid Advanced Simulation and State Estimation),
financiado pelo 7° Programa-Quadro da Unido Europeia [33]. Embora seus dados
sejam ficticios, foram elaborados de modo a reproduzir com elevada fidelidade a
complexidade estrutural e o porte de uma rede de transmissao transnacional de alta
tensdo, constituindo um benchmark robusto para estudos em larga escala [41]. O

caso é composto por 9.241 barras e 14.207 ramos.

Utiliza-se a rede IEEE de 14 barras, monitorada por um conjunto de 20 medidas,
com a finalidade de expor em pormenor cada etapa do processo de construgao de uma
arvore geradora observavel e os mecanismos empregados na identificacao de criticalidades
de medidas. Para as demais topologias, adotaram-se planos de medi¢ao com diferentes
niveis de redundancia. Esse conjunto experimental permite, por um lado, ilustrar os
procedimentos metodologicos sobre um caso de pequeno porte e, por outro, investigar
como o problema das criticalidades escala com o tamanho do sistema, possibilitando

avaliacao da eficiéncia das técnicas propostas.

5.2 Planos de Medic¢ao Avaliados

Os planos de medicao avaliados sao gerados por uma heuristica fundamentada na estrutura
topologica do grafo de rede. Inicialmente, constrdi-se uma arvore geradora aleatéria do
grafo e removem-se aleatoriamente k de suas arestas, obtendo-se uma floresta com k + 1
arvores. Em cada uma dessas arvores, alocam-se medidas de ramo com sentidos escolhidos
a0 acaso, assegurando a observabilidade topoldgica minima de cada componente, que passa
a constituir uma ilha observavel. Na sequéncia, alocam-se aleatoriamente k medidas de
injegdo, responsaveis por estabelecer a interface entre as ilhas e garantir a observabilidade

topologica global do plano de medigao.

Como consequéncia direta dessa construcao, a arvore geradora observavel do plano
de medicao resultante contém, necessariamente, k arestas de injecdo. Dessa forma, a
heuristica possibilita a geracao de planos de medicao aleatérios com presencga controlada
de medidas de injecao sustentando a observabilidade, permitindo avaliar a robustez das
técnicas propostas em cendrios nos quais a observabilidade depende de forma significativa

desse tipo de medicao. As medidas redundantes de fluxo sao alocadas exclusivamente nas
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regioes do grafo de rede que coincidem com as componentes formadas na etapa inicial, ao

passo que as medidas redundantes de injecao nao possuem restricao de alocacao.

Esse procedimento evita a formagao de regioes extensas sustentadas exclusivamente
por medidas de injecdo — configuracao pouco realista em sistemas reais. Além disso,
superam-se as limitacoes computacionais associadas a alocacao aleatéria de medidas em
sistemas com baixo grau de redundancia, uma abordagem que se torna computacional-
mente custosa para redes elétricas de grande porte, como a CASE2383WP, e praticamente
inviavel para a CASE9241PEGASE. A estratégia adotada, fundamentada nos principios de
observabilidade topoldgica, assegura a construcao de sistemas teste consistentes e adequa-

dos aos objetivos da analise.

Destaca-se que essa técnica nao foi empregada no caso da rede IEEE 14 barras, cuja
dimensao reduzida e carater eminentemente ilustrativo dispensam tal estruturacao. Os
detalhes da implementacao desenvolvida para a geracao dos sistemas encontram-se des-
critos no Apéndice A. Ademais, a composi¢cao dos respectivos planos de medigao para as

demais topologias serd apresentada ao longo da se¢ao de resultados.

5.3 Caso Ilustrativo: Sistema IEEE 14 barras e 20 medidas

Para ilustrar detalhadamente cada etapa das metodologias propostas, utiliza-se como
caso de estudo a rede IEEE de 14 barras monitorada por um plano de medi¢ao M de 20
medidas, composto por: 8 medidas convencionais de inje¢ao de poténcia ativa (FP;); 7
medidas convencionais de fluxo de poténcia ativa em ramos (P;_;); 3 medidas de corrente
fasorial (/;_;); e 2 medidas de angulo de fase de tensao (A4;). A Figura 53 apresenta o

sistema avaliado, evidenciando a topologia da rede e o plano de medi¢ao associado.

12 13 14

] Legenda
@ fluxo de poténcia
6 11 el 10 sl 9 A injecdo de poténcia
A A A A
1% fasor de angulo
8 B fasor de corrente
£ (ay
1 e 5 4
A
2 3
A A

Figura 53: Sistema IEEE 14 barras com 20 medidas.
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Esse sistema possui duas PMUs completas nas barras 1 e 8: a PMU da barra 1 fornece
o angulo de tensao nodal e os fasores de corrente nos ramos 1-2 e 1-5, enquanto a PMU

da barra 8 mede o dngulo de tensdao nodal e o fasor de corrente no ramo 8-7.

A partir do plano de medicao M, constroi-se o multigrafo de medigdes Z;; conforme
o procedimento definido na Secao 4.2 do Capitulo 4. O multigrafo resultante é ilustrado

na Figura 54, na qual:

e as 7 medidas de fluxo convencional e as 3 medidas de corrente fasorial originam

arestas de fluxo com rétulos distintos;

o cada uma das 8 medidas de inje¢cao gera um conjunto de arestas de injecao com rétulo

proprio, centrado na barra monitorada k e conectando-a as suas barras vizinhas;

e as 2 medidas fasoriais de angulo de tensao produzem arestas de fluxo entre cada
barra monitorada e o vértice ficticio 0, que representa a referéncia angular do sis-

tema, cada qual com rétulo distinto.

P12-13

@ P13-12 @ @

P12-¢

Pe 11 N P10 *
. Ps-5 P9
° " @
AS P7

P5 P7
I 5 P5 — 4
I;» P25 Ps " P/
PZ h-2 3

P2
P3

Figura 54: Z,; referente ao IEEE 14 barras com 20 medidas.

A partir do multigrafo de medigoes Z,;, preparam-se as instancias de entrada do
algoritmo de observabilidade topologica. Para isso, constroem-se dois subgrafos de Z,;:

(i) o subgrafo Zr, induzido pelas arestas de fluxo, e (ii) o subgrafo Z%, formado pelas
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arestas de injecdo. A Figura 55 ilustra esses subgrafos para o sistema IEEE 14 barras

com 20 medidas.

P12-13 Z ZO
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I; > P2:5 / /
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P
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Figura 55: Subgrafos Zp e Z% referentes ao IEEE 14 barras com 20 medidas.

O Algoritmo 1 é aplicado ao subgrafo Zp, realizando uma busca em profundidade
para construcao de uma floresta de profundidade T de tamanho maximo. A cada aresta
explorada, verifica-se se ambos os vértices ja foram visitados, condi¢cao que impediria sua
inclusao, garantindo a aciclicidade de Tr. A Figura 56 apresenta a floresta resultante,

enquanto a Tabela 4 descreve a ordem de exploragao das arestas.

Vo T - y o
I P12-13 ' e
1 =
!
2 o O o e
) @ Pg-11 @ ! :,-: T
I - r==-
" Ps-5 T | i
" 1, @ !
1O 4 @ nr @] b
" : .o~
@ ® ! @
] I, e | I |
' Pa-s5 o Trs
: ” ro
@ Vi ' |
! - Le-a

Figura 56: Floresta de profundidade 7 oriunda de Zp.
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Tabela 4: Sequéncia de arestas de fluxo processadas para construcao de Tp.

# | Aresta | Ré6tulo Extremo x Extremo y Tratamento
1 (0,1) Ay (0): raiz/visitado | (1): nao visitado | Inserida em Tr
2 (1,2) I (1): visitado (2): nao visitado | Inserida em Tr
4 (2,5) Py (2): visitado (5): nao visitado | Inserida em Tr
5 (5,6) Ps_s5 (5): visitado (6): nao visitado | Inserida em Tr
6 | (6,11) | Ps_1a (6): visitado (11): nao visitado | Inserida em Tr
7 | (6,12) | Piag (6): visitado (12): nao visitado | Inserida em Tr
8 | (12,13) | Pia_13 (12): visitado | (13): nao visitado | Inserida em Tp
9 | (12,13) | Pi3—12 (12): visitado (13): visitado Ignorada

10| (2,5) Ps_, (2): visitado (5): visitado Ignorada

11| (1,5) I 5 (1): visitado (5): visitado Ignorada

12| (0,8) As (0): raiz/visitado | (8): nao visitado | Inserida em Tg
13| (8,7) Iy 7 (8): visitado (7): nao visitado | Inserida em Tr

Como a floresta 7 resultante do processamento das arestas de fluxo nao constitui
uma arvore geradora, torna-se necessario recorrer as arestas de injecao para conectar as
componentes conexas (arvores), objetivando a andlise de observabilidade topoldgica e a

construcao de uma arvore geradora observavel T .

Sejam TF e Z% as instancias de entrada da rotina de processamento de arestas de
injecao, onde V(T8) = V(Tr) e E(TR) = E(Tr). Inicialmente, conforme estabelecido na
Segao 4.3.2 do Capitulo 4, realiza-se a contracio de arestas de T3 e Z%. Essa operagio visa
reduzir o espaco de busca associado ao processamento das arestas de inje¢ao, agrupando
em supernés todos os vértices de TP e Z% pertencentes a uma mesma arvore Ty da
floresta Tr. A partir dessa contragdo obtém-se os grafos reduzidos 75" e Z3*, oriundos de

T2 e Z%, respectivamente. A Figura 57 ilustra essa operacio de redugao no caso avaliado.

A reducao resultante é essencial para a eficiéncia da rotina: ao operar no nivel de
supernos, o algoritmo avalia as arestas de injecao apenas quanto a sua capacidade de
conectar arvores distintas de 7z. Nessa etapa, busca-se construir uma arvore geradora com
unicidade de rétulos (ou drvore geradora arco-iris) 79 com arestas de Z%. Posteriormente,
as arestas de injecdo pertencentes a solucao sao convertidas para seus extremos originais
para expansao de Tr e, portanto, obtengao da arvore geradora observavel 7. Salienta-se

que, em caso de inobservabilidade topologica, T persistira como floresta.
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Figura 57: Instancias de entrada da rotina de processamento das arestas de injecao para
o sistema IEEE 14 barras com 20 medidas.

Pode-se reduzir ainda mais o multigrafo Z7" por meio de uma busca iterativa por
pontes. Para cada ponte ep € F(Z"), rotulada por Py, realiza-se a contragao de seus
extremos em um superné e a remoc¢ao das demais arestas com o mesmo rétulo P,. A
contragao gera um multigrafo temporario, no qual uma nova busca por pontes é executada.
O processo evolui de forma iterativa, de modo que cada ponte identificada aciona uma
nova contracao e eventuais remocoes de arestas, repetindo-se o ciclo até que nenhuma

nova ponte seja encontrada. Ao final dessa etapa, obtém-se o multigrafo reduzido Zp.

No multigrafo Z3" referente ao sistema de IEEE 14 barras e 20 medidas, ilustrado
na Figura 57, a aresta de inje¢do (T4, Trs) (extremos 9 e 14, respectivamente) de rétulo
Py é uma ponte. Assim, transformam-se os extremos dessa ponte no superné Tg7, €
removem-se as demais arestas de inje¢cao de mesmo rétulo Py. Ilustram-se os grafos Zp
e Tp resultantes desse processo na Figura 58. A ponte identificada serd posteriormente

incorporada a T ao término da rotina.
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Figura 58: Instancia Z§ referente ao sistema IEEE 14 barras com 20 medidas.
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As arestas de injecao remanescentes de Zp serao processadas pelo Algoritmo 4, com
o objetivo de construir uma arvore geradora observavel em Tp. A Tabela 5 apresenta o

ordenamento adotado para varredura das arestas de injecao e o tratamento dado.

Tabela 5: Ordem de processamento e tratamento das arestas de Zp.
Aresta | Aresta Freq.
7 em em | Roétulo do Tratamento / Conflito
ZE Zp Rétulo
1 | (Tr1, Tre) | (2,3) P, 1 Inserido em T/
2 | (Te, Ter) | (7,9) P 1 Inserido em T2
3 | (Tr, Tes) | (4,5) P 1 Inserido em T2
4 | (Tr1, Tr2) | (10,11) Py 1 Inserido em T/,
5 | (Tr1, Tre) (2,3) Py 2 Forma ciclo com aresta #1.
6 | (Trs, Tre) | (3,4) P; 2 Forma ciclo com arestas #1 e #3.
7 | (Te1, Tr2) | (10,11) P 2 Forma ciclo com aresta #4.
8 | (Tr2, Trr) | (9,10) Py 2 Forma ciclo com arestas #2 e #4.
9 | (Tr1,Trs) | (4,5) Py 4 Forma ciclo com aresta #3.
10 | (Tp1, Trs) | (4,7) Py 4 Forma ciclo com aresta #3.
11 | (Tes, Tre) | (3,4) P, 4 Forma ciclo com arestas #1 e #3.
12 | (Trs, Trr) | (4,9) Py 4 Forma ciclo com arestas #2 e #3.

Conforme mencionado no Capitulo 4, o processamento das arestas de injecdo nao
admite uma estratégia gulosa. A ordem em que essas arestas sdo avaliadas influencia
diretamente na maxima expansao possivel de Tp, comprometendo, no caso de sistemas
topologicamente observaveis, a construcao de uma arvore geradora observavel 7. Nesse
caso, o Algoritmo 4 emprega um digrafo bipartido auxiliar B, capaz de reverter escolhas

de arestas ao longo da varredura e, assim, garantir a construgdo de uma solugao viavel.

Entretanto, em sistemas de grande porte, o acesso frequente ao digrafo auxiliar 5 tende
a elevar o esfor¢o computacional. Para reduzir esse impacto, adota-se uma ordenacao das
arestas que tende a minimizar o nimero de corre¢oes necessarias. Neste trabalho, prioriza-
se 0 processamento das arestas de injecao associadas aos rétulos menos frequentes em Zp,
heuristica que, empiricamente, demonstrou uma reducao da quantidade de intervencoes
via B. A Tabela 5 ilustra a aplicacao desse critério. Todavia, ressalta-se que o maior ganho
computacional do método decorre do processo de contracao de arestas em supernds nas

instancias de entrada.
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Conforme a Tabela 5, as arestas de injecao escolhidas para formarem uma arvore
geradora de rétulos tnicos em Tp foram (71, Tre), (Tr1, Trz), (Te1, Tes) € (Tri, Tre).
Expandido-se todos os supernés de Tp, obtém-se as seguintes arestas de inje¢do que co-
nectam as arvores da floresta 7z, sem violar as restrigoes de aciclicidade e unicidade de
rétulos: (9,14) de rétulo Py; (2,3) de rétulo Py; (7,9) de rétulo Pr; (4,5) de rétulo Ps; e
(10,11) de rétulo Pi;. Representa-se na Figura 59 a arvore geradora observavel T obtida,

o que confirma a observabilidade topolégica do sistema IEEE 14 barras com 20 medidas.

P12:13

9

@ Pe-11 @ 1
Pe-5 P, /é>

O oy @
Ay
® ® @
Ti-2 P2-5

Figura 59: Uma arvore geradora observavel T concernente ao sistema I[EEE 14 barras e
20 medidas.

A Figura 60 ilustra a co-arvore T referente a 7, composta pelas arestas do multi-
grafo Z); que nao pertencem a arvore geradora observavel construida, caracterizada pelos

conjuntos de vértices V(T) = V(T) e de arestas E(T) = E(Zy)\E(T).

@ P13-12 @

Figura 60: Uma co-arvore T referente & arvore geradora observavel oriunda do algoritmo.
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Com base em 7T, procede-se a construcio do digrafo B,,, conforme descrito na Se-
cao 4.4.1. Cada vértice de B., representa biunivocamente uma aresta do multigrafo de
medicoes Z), sendo o conjunto de vértices particionado em X e Y. A particdo X contém
os vértices associados as arestas da arvore geradora observavel T, enquanto a particao Y

é composta pelos vértices correspondentes as arestas da co-arvore T .

O digrafo B., mapeia os conflitos estruturais existentes entre as arestas da co-arvore
T e as arestas da arvore geradora observavel 7, indicando as possibilidades de remaneja-
mento entre esses dois conjuntos que resultam em diferentes arvores geradoras observaveis.
Essa representacao permite explicitar, de forma sistemaética, as dependéncias topologicas
entre as medicdes do sistema. As medidas que nao constituem 7 sdo identificadas como
redundantes, pois sao representadas por fontes na particao ¥ em B.,. Por sua vez, as Cys
correspondem aos vértices da particao X que nao sao alcancaveis a partir dessas fontes

por meio de sequéncias de troca.

Na Figura 61, os vértices assinalados em vermelho correspondem as medidas clas-
sificadas como (', isto é, aquelas que integram todas as arvores geradoras observaveis
possiveis de Zj,;. Por outro lado, os vértices destacados em azul representam medidas

redundantes, cuja remoc¢ao nao compromete a observabilidade topologica do sistema.
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Figura 61: Digrafo B,., referente ao sistema IEEE 14 barras e 20 medidas.
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Para as arestas de injecao representadas por vértices de B., na Figura 61, adota-se a
identificacao pelo rétulo da respectiva medida, acompanhada de um par ordenado (i, 7).
Nesse par, ¢ corresponde a barra monitorada pela medi¢ao de injecao, enquanto j indica
a barra adjacente associada a essa medigao no multigrafo de medigoes Z,;. Por exemplo,
o vértice rotulado como P2 (2,5) representa a medida de injegdo Ps, cuja referida aresta

conecta os vértices 2 e 5 em 2.

Salienta-se que a identificagdo das Cis é realizada por meio do dicionario FY|[v,],

conforme apresentado na Tabela 6 para o sistema IEEE 14 barras e 20 medidas.

Tabela 6: Conjunto F'Y|[v,] para cada vértice v, € X.

Vg FY|v,] Cy
Al {Pro, P}
A8 {Pro, P}
11-2 {15, P, P3, P}
18-7 {Pro, s}
P11 (11, 10) {Pio}
P12-13 {P13-12}
P12-6 %) v
P2 (2, 3) {Ps, Py}
P25 {115, Pro, Ps, Py, Ps 2}
P5 (5, 4) {Pro, Ps, Py}
P6-11 {Pio}
P6-5 {Pio, Ps, Py}
P7 (7, 9) {Pro, Pu}
P9 (9, 14) %) v

De acordo com a Tabela 6, os vértices P12-6 e P9 (9, 14) da partigdo X de B,,, re-
ferentes as medidas Piog € Py, respectivamente, ndo estao envolvidos em sequéncias de
troca. Esses vértices pertencem a particao X e, portanto, correspondem a arestas de 7T .
Tais arestas ndo admitem remanejamento com arestas da co-arvore 7 e, por essa razao,
as referidas medidas caracterizam C4s. Observam-se dois padroes topoldgicos indicativos
de Cy: (i) o vértice em X nao possui vizinhos de entrada em B, ; ou (ii) todos os seus
vizinhos de entrada correspondem, eles proprios, a vértices associados a Cs. No sistema
em questao, tém-se N~ (P9(9,14)) = @ e N~ (P12-6) = .
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A partir da eliminagdo dos vértices associados as medidas Cys em B.,, obtém-se o

digrafo bipartido B.,, ilustrado na Figura 62. Esse digrafo preserva exclusivamente as

relacoes estruturais entre medidas remanejaveis.

Legenda
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o
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Figura 62: Digrafo B,, referente ao sistema IEEE 14 barras e 20 medidas.

Na Figura 62, os vértices destacados em azul correspondem a medidas que nao inte-

gram nenhum C,,,;, enquanto as demais cores (vermelho, verde e laranja) destacam os

Ceonjs identificados. Os padroes topoldgicos estabelecidos na Secao 4.4.2 foram identifi-

cados em B,,, baseando-se no dicionario F'Y|[v,] apresentado na Tabela 6:

e O vértice P12-13 ¢é alcancado por uma tunica fonte em Y, que representa a me-
dida Pjzq9: FY[P12-13] = {Pi3.12}. Nesse contexto, satisfaz-se o padrao C2-XY,
caracterizando o par {Pja13, Pi3.12} como um Cy. Como N~ (P12-13) = {P13-12}

representa uma tnica medida, o padrao C2-XY, também retornaria esse Cy, todavia

a logica implementada prioriza a busca pelo padrao C2-XY.

« O vértice P11 (11,10) ¢é alcancado por duas fontes em Y, i.e., N~ (P11(11,10)) =
{P10(10,9), P10(10,11)}, que representam a medida Pj,: FY[P11(11,10)]

{Pio}. Do mesmo modo, o vértice P6-11 é alcangado exclusivamente por fontes

que representam a medida Pyg: FY[P6-11] = {Pjo}. Assim, os pares {Py, P11} e

{ P10, Ps.11} satisfazem o padrao C2-XY e sao classificados como Css.
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o Os vértices Al e A8 apresentam vizinhangas de entrada reduzidas idénticas. Consi-

derando £ = N*(Al) u N*(A8) = &, tem-se:
Ni(Al) = N5 (A8) = {P4(4,7), P4(4,9), P7(7,4), P10(10,9)}.
Esse arranjo satisfaz o padrao C2-XX, caracterizando o par {4, Ag} como um Cj.

Observa-se, contudo, que os pares {Pig, P11} e {Pio, Ps.11}, ambos identificados pelo
padrao C2-XY, compartilham a medida P;g. Essa intersecao indica que as medidas P,
Pi1 e Psq1 pertencem a um mesmo Cy,,;. A partir dessa consolidacao, oriunda da recipro-
cidade caracteristica de Cy,p;s, pode-se derivar o par {Fs.11, P11} como um C, adicional,

resultando no conjunto critico
Cconj = {Pl(]a P117 P6-11}-

Apés a identificacao dos Cys por meio dos padroes C2-XY e C2-XX, bem como a con-
solidacao dos Cionjs mediante a propriedade de reciprocidade, obtém-se as criticalidades

apresentadas na Tabela 7.

Tabela 7: Cys e Ceopjs identificados no sistema IEEE 14 barras e 20 medidas.

Identificador | Elementos correfpegg dente
C,—001 {P12.13, P13-12} Ceonj-1
C>—002 {A, Ag} Ceonj-2
C>—003 {Ps11, P11} Ceonj-3
C>—004 {Ps.11, Pro} Ceonj-3
C>—-005 {Pro, P11} Ceonj-3

Os padroes propostos neste trabalho decorrem de cenarios em que a perda de medidas
induz modificacoes estruturais no digrafo B.,, levando ao aparecimento de vértices na par-
ticado X que passam a satisfazer os padrdes topolédgicos caracteristicos de C' s, permitindo,

assim, a identificagdo de Cys

Embora a anélise topologica desenvolvida neste trabalho constitua o foco principal da
metodologia proposta, torna-se relevante verificar a consisténcia dos resultados obtidos
por meio de uma abordagem alternativa amplamente consolidada na literatura. Com
esse objetivo, apresenta-se, na sequéncia, a aplicacao de um método numérico baseado na
analise dos residuos normalizados, considerando o mesmo sistema IEEE 14 barras e 20

medidas utilizado na andlise topoldgica.
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Essa abordagem numérica fundamenta-se na estrutura da matriz Jacobiana do modelo
linearizado e na matriz de covariancia dos residuos da estimacao linear §2, a partir das
quais é possivel identificar medidas criticas, pares criticos e conjuntos criticos por meio

de propriedades algébricas.

Os resultados obtidos por esse método sao apresentados de modo a evidenciar sua
correspondéncia direta com as criticalidades previamente identificadas pelos digrafos B,
e B.,, demonstrando que ambas as abordagens conduzem as mesmas classificagoes de

medidas para o sistema analisado.

A matriz Jacobiana H correspondente ao sistema IEEE 14 barras e 20 medidas ¢

apresentada a seguir. As linhas estao associadas as medidas que compoem o plano de

medicao, enquanto as colunas correspondem as variaveis de estado 0y, 0,, ..., 6014.
0 02 O3 Os 05 65 07 05 0Oy 019 011 b1a 613 O
I, 1 -1 o o0 O O O O o 0 o0 o0 0 o0
Ii5 1 60 o o0-1 o0 O O o 0 0 0 0 o0
Py o 1 0 0-1 0 O O O o 0 0 0 O0
Ps, o-1r 0 o0 1 O o o0 o0 o 0 0 0 O0
Fs5 o o o0 o0-1 1 o0 0 O o 0 0 o0 o0
Ps11 o o o0 o o 1 o o o0 o0-1 0 0 0
Ig 7 o o o0 o o o0-1 1 0 0o 0 0 0 O0
Piog o o o0 o o0-1 0o O O o 0 1 0 0
Psi,30 0 0 0 0 0 O O O O o 0 1 -1 0
H- P3| 0 0O 0O 0O O O o o o o 0 -1 1 0
Ay 1 6 o o0 o0 o o o o o0 o0 o 0 o0
As o o o0 o o o0 o 1 o0 o 0 0 0 o0
B |-1 4 -1 -1 -1 0 0 0 O O 0 O 0 0
Py o -1 2-1 0 0 O 0 O o 0 0 0 0
Py o -1 -1 5-1 0-1 0-1 0 0 0 0 O
s /-1 -1 0 -1 4 -1 0 0 O O 0 O 0 O
P; o o 0-1t 0o O 3 -1 -1 0 0 O 0 0
Py o o 0-1t 0o O0O0-1 0 4 -1 0 0 0 —1
Py o o o0 o o o0 o o0-1 2 -1 0 0 0
Py o o o0 o o0-1 0o O O0-1 2 0 0 0
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A partir da matriz Jacobiana do modelo linearizado apresentada anteriormente, foram
calculadas a matriz de ganho G e, em seguida, a matriz de covariancia dos residuos
da estimacao linear f), em conformidade com as defini¢oes e procedimentos descritos
na Secdo 2.5. Considerando uma tolerdncia numérica de 107°, a analise da matriz 2
evidenciou a existéncia de duas linhas (ou, de forma equivalente, colunas, em razao de
sua simetria) com valores nulos, associadas as medidas Pjp¢ € Py. Dessa forma, essas
medidas sdo classificadas como C4s, em concordancia com os resultados obtidos pela

abordagem topoldgica.

Na sequéncia, obteve-se o vetor de residuos normalizados da estimagao linear 7¥. Os
residuos resultantes foram ordenados em ordem crescente, e seus valores associados a cada

medicao sao apresentados na Tabela 8.

Tabela 8: Residuos normalizados da estimacao linear do IEEE 14 barras e 20 medidas.

Medida | RY Medida | RY Medida | RY
Py 0,02509 Ii5 0,76441 Ig 7 1,08331
Ps 11 0,02509 FPss 0,78904 Ag 1,15289
Py 0,02510 P 0,86235 Ay 1,15290
P 0,56068 Ps 0,90813 Py 1,22987
Lo 1056950 | P, | 090858 | Prais | 141421
P, | 068767 | P | 098476 | Py, | 141421

De acordo com a Tabela 8, a presenca de residuos normalizados aproximadamente
{A17 AS}

e Ceonj-s = {Pio, P11, Ps11}. Salienta-se que a comparagao entre os residuos normalizados

iguais caracteriza as seguintes criticalidades: Ceonj-1 = {Pi2-13, Piz12}, Ceonjz =

foi realizada considerando-se uma tolerancia numérica de 104,

Para os Cepjs identificados, procedeu-se a confirmagao por meio do coeficiente de
correlacao 7,_,, definido na Secao 2.6, onde foi observado coeficientes unitarios entre
todos os pares de medidas pertencentes ao mesmo conjunto identificado. Dessa forma, os
Ceonjs numericamente confirmados no sistema IEEE 14 barras e 20 medidas coincidem

com aqueles obtidos pela abordagem topoldgica.
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5.4 Configuracao Experimental

Os experimentos foram conduzidos em computador com processador Intel Core i7-14700K
e 32 GB de memoédria RAM DDR5. As implementagoes foram desenvolvidas em Python
3.13.5, com o auxilio das bibliotecas NetworkX 3.5 para manipulacao de grafos e NumPy

2.2.5 para operagoes matriciais.

Denomina-se GraphCA o conjunto das técnicas topologicas propostas nesta tese
para a identificacao de criticalidades, abrangendo a analise de observabilidade topologica,
a identificacao de Cis, Cas e Cgopnjs. Embora essas técnicas constituam contribuigoes
metodoldgicas distintas, descritas individualmente no Capitulo 4, sdo tratadas como uma
abordagem integrada desenvolvida para a avaliacao da resiliéncia de um sistema. Nas
comparagoes de aderéncia e de desempenho apresentadas a seguir, o GraphCA é, portanto,
confrontado com as demais técnicas em sua execucao completa, da construcao de Z; a

identificagdo de criticalidades.

Cabe registrar que o GraphCA tem suas raizes no trabalho de Simdes Costa, Piazza
e Mandel [64]: a representagao por digrafo bipartido e a andlise de sequéncias de troca
que fundamentam a identificagdo de criticalidades no MatroidCA constituem o ponto de

partida sobre o qual as contribui¢oes desta tese foram desenvolvidas.

Para 9 planos de medicao em cada um dos sistemas IEEE 118 e 300 barras, o GraphCA

é comparado com as seguintes técnicas da literatura:

o CovCA: técnica numérica baseada na analise da singularidade de submatrizes da
matriz de covariancia dos residuos da estimacao linear 2, conforme descrito na

Secao 2.6.

e ResCA: abordagem numérica baseada na analise dos residuos normalizados das
medidas, considerando um modelo linearizado descrito na Secao 2.6. Salienta-se
que, para os experimentos desenvolvidos nesta tese, adotou-se uma representacao
auxiliar em grafos na etapa de confirmacao dos conjuntos criticos: dentro de cada
agrupamento de medidas com residuos normalizados proximos, os vértices corres-
pondem as medidas e as arestas sao estabelecidas quando i, ~ 1, sendo 0s Ceop;S
identificados como componentes conexas desse grafo. Essa representagao assegura
a recuperacao de conjuntos criticos disjuntos eventualmente reunidos pela proximi-

dade de residuo, reduzindo a sensibilidade do método as tolerancias adotadas.
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o MatroidCA: técnica topoldgica proposta por Simoes Costa, Piazza e Mandel [64].
A identificacao de s é realizada por meio da analise de sequéncias de troca em
B.,, conduzida por buscas sucessivas de caminhos minimos, conforme apresentado na
Secao 4.4.1. A identificacao de Cys é parcialmente enumerativa: remove-se sistema-
ticamente cada medida nao-critica do plano de medigao e reexecuta-se o algoritmo
de identificacdo de Cis, conforme descrito na Secao 4.4.2. Na implementacao ado-
tada neste trabalho, atualiza-se a arvore geradora observavel corrente mediante o

remanejamento de arestas, evitando-se sua reconstrugao integral a cada teste.

o« GraphEnumCA: enumeracao exaustiva topoldgica, baseada na remocao sistema-
tica de medidas do multigrafo de medi¢oes Zj,, simulando a perda de uma ou duas
medidas para identificacao de C}s e Css, respectivamente. Utiliza-se o algoritmo
de intersecao de matroides, complementado pela operacao de contracao em super-
noés, descrita na Secao 4.3.2, objetivando reduzir a quantidade de arestas de injegao

processadas.

Cabe ressaltar que as implementacoes apoiam-se em bibliotecas de naturezas distintas:
a NetworkX, empregada na manipulacao de grafos, ¢ implementada em Python interpre-
tado, ao passo que a NumPy executa operagdes matriciais em codigo compilado. Essa

assimetria e suas implicacoes sobre a comparacao de tempos sdo discutidas na Segao 5.6.

Para 10 planos de medicao em cada um dos sistemas CASE2383WP e CASE9241PEGASE,
restringe-se a comparacgao entre GraphCA e ResCA, esta ultima avaliada com a adapta-
¢do por componentes conexas descrita anteriormente. A escolha pela comparagao com
ResCA decorre de seu menor custo computacional em relagdo as demais técnicas ava-
liadas nos sistemas IEEE 118 e 300 barras, conforme sera apresentado nos resultados:
MatroidCA recorre a enumeracao parcial para identificacao de Css, enquanto CovCA e
GraphEnumCA operam de forma estritamente enumerativa, o que penaliza o desempenho
dessas trés técnicas em redes de grande porte. Para a identificacao de (s, mediante a
detecgao de colunas/linhas nulas em f), adotou-se a tolerancia 1073 nas abordagens nu-
méricas; para a confirmacao dos conjuntos criticos via coeficiente de correlagao na técnica

ResCA, utilizou-se uma tolerancia de 107°.

Caracterizam-se os 38 planos de medicao utilizados nos experimentos na Tabela 9,
distribuidos entre os sistemas IEEE 118 e 300 barras (9 planos cada), CASE2383WP e
CASE9241PEGASE (10 planos cada). Para cada plano, indicam-se: o nimero de medidas

de fluxo mp, o nimero de medidas de injecdo my, o total de medidas m = mpr + my, e a
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redundéancia global m/(n — 1), definida como a razao entre o total de medidas e o nimero
minimo de medidas requeridas para a observabilidade do sistema. Indica-se também a
proporgao m;/m de medidas de inje¢ao em relagao ao total, que reflete o peso estrutural
dessas medidas no plano. Por fim, k;,; denota a quantidade de medidas de injecao que
sustentam a observabilidade topoldgica global do sistema, isto é, a quantidade minima de

arestas de injecao que integram a arvore geradora observavel 7 do plano de medicao.

Tabela 9: Caracterizacao dos planos de medicao avaliados.

Instancia | mp | m; m m/(n—1) | my/m | kip;
118 A | 189 | 35 | 224 19145 | 0,1562 | 0
118 B 180 37 217 1,8547 0,1705 3
118 C 168 40 208 1,7778 0,1923 7
118 D 161 42 203 1,7350 0,2069 | 10
118 E 147 45 192 1,6410 0,2344 | 14
118 F 146 47 193 1,6496 0,2435 | 17
118 G 132 52 184 1,5726 0,2826 | 24
118 H 120 59 175 1,4957 0,3143 | 31
118 1 0 118 118 1,0085 1,0000 | 117
300 A 454 90 544 1,8194 0,1654 0
300_B 441 92 533 1,7826 0,1726 4
300 _C 434 94 528 1,7659 0,1780 6
300_D 408 99 507 1,6957 0,1953 | 14
300 E 397 102 499 1,6689 0,2044 | 18
300_F 351 120 471 1,5753 0,2548 | 44
300G 318 133 451 1,5084 0,2949 | 62
300 _H 304 139 443 1,4816 0,3138 | 71
300 I 0 300 300 1,0033 1,0000 | 299
2383 A 3399 | 714 | 4113 1,7267 0,1736 0
2383 B 3344 | 719 | 4063 1,7057 0,1770 7
2383 C 3338 | 728 | 4066 1,7070 0,1790 | 19
2383 D 3253 | 731 | 3984 1,6725 0,1835 | 23
2383 E 3296 | 740 | 4036 1,6944 0,1833 | 37
2383 _F 3209 | 753 | 3962 1,6633 0,1901 | 55
2383 G 3195 | 759 | 3954 1,6599 0,1920 | 63
2383 _H 3097 | 785 | 3882 1,6297 0,2022 | 101

continua na proxima pagina
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Tabela 9 — continuagao

Instancia | mp | m; m m/(n—1) | my/m | kip;
2383 1 2998 | 819 | 3817 1,6024 0,2146 | 150
2383 J 2892 | 864 | 3756 1,5768 0,2300 | 214
9241 A 14992 | 2772 | 17764 1,9225 0,1560
9241 B | 14966 | 2774 | 17740 1,9199 0,1564
9241 C | 14941 | 2778 | 17719 1,9176 0,1568 9
9241 D | 14923 | 2780 | 17703 1,9159 0,1570 | 11
9241 E 14888 | 2782 | 17670 1,9123 0,1574 | 14
9241 _F | 14863 | 2794 | 17657 1,9109 0,1582 | 31
9241 G | 14759 | 2810 | 17569 1,9014 0,1599 | 55
9241 H 14320 | 2872 | 17192 1,8606 0,1671 | 143
9241 1 13892 | 2921 | 16813 1,8196 0,1737 | 213
9241_J 13622 | 2984 | 16606 1,7972 0,1797 | 303

Nos planos de medicao avaliados, optou-se por considerar exclusivamente as medigoes
convencionais de fluxo e de injecdo de poténcia. A auséncia de PMUs nas instancias
de teste justifica-se por nao se tratar de uma complexidade estrutural do problema de

identificacao de criticalidades.

Na modelagem topoldgica descrita no Capitulo 4, as medidas fornecidas por PMUs
(fasores de corrente e dngulos de tensao nodal) sdo incorporadas ao multigrafo de medigoes
Zyr exclusivamente como arestas de fluxo, conforme ilustrado no caso da Secao 5.3. Sob
essa representacao, sua inclusdo amplia apenas o subgrafo Zg, processado em tempo
linear O(|V(Z2F)| + |E(ZF)|) pela busca em profundidade do Algoritmo 1. Nos digrafos
B., e B.,, vértices associados a arestas de fluxo satisfazem N*(v,) = &, dispensando o
tratamento das vizinhancas reduzida Ny e prépria N, exigido pela presenca de arestas
de injecao na arvore geradora observavel 7. Em resumo, a presenca de PMUs nao onera

as metodologias propostas, pois nao introduz restricoes adicionais.

A complexidade efetiva enfrentada pelas técnicas estudadas, tanto topolégicas quanto
numéricas, concentra-se no processamento das medidas de injecao responsaveis por susten-
tar a observabilidade topoldgica do sistema, quantificadas pelo parametro k;,,; da Tabela 9.
Restringir os planos de medicao a medidas convencionais permite, portanto, avaliar o de-

sempenho das metodologias propostas em relagao a variacao desse indicador.
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5.5 Aderéncia das Criticalidades Identificadas

Nesta se¢do, avalia-se a consisténcia dos resultados produzidos pelo GraphCA por meio de
comparagao com as técnicas topoldgicas e numéricas sucintamente descritas na Secao 5.4.
A aderéncia é verificada em duas etapas: primeiro, nos sistemas IEEE 118 barras e IEEE
300 barras, nos quais ¢ viavel o confronto com todas as técnicas avaliadas; em seguida, nos
sistemas CASE2383WP e CASE9241PEGASE, nos quais a comparagao restringe-se ao ResCA,

pelos motivos discutidos na se¢ao anterior.

As Tabelas 10, 11 e 12 apresentam, respectivamente, as quantidades de Cs, Cys e
Ceon;s identificadas por cada técnica nos diferentes planos de medigao dos sistemas IEEE
118 e 300 barras, caracterizados na Tabela 9. Destacam-se em negrito as células em que
as técnicas numéricas (CovCA e ResCA) divergem das técnicas topologicas (GraphCA,
MatroidCA e GraphEnumCA).

Observa-se aderéncia integral entre as trés técnicas topoldgicas avaliadas, em todos os
planos de medigao examinados, na identificacao de Cys, Css € Ceppjs. As técnicas numé-
ricas, por sua vez, apresentam concordancia entre si. As divergéncias entre as abordagens
topoldgica e numérica restringem-se a quatro planos: 118 G, 300_D, 300 _G e 300_H.
Nesses sistemas, as divergéncias sao pequenas e, portanto, pouco expressivas nessa escala.
Ainda assim, parecem relacionar-se a presenca de medidas de injecdo que sustentam a

observabilidade global, quantificadas por k;y;.
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Tabela 10: Medidas criticas (C)s) identificadas nos sistemas IEEE 118 e 300 barras.

’ Instancia \ GraphCA \ MatroidCA \ GraphEnumCA \ CovCA \ ResCA ‘

118 A 10 10 10 10 10
118 B 9 9 9 9 9
118_C 13 13 13 13 13
118 D 13 13 13 13 13
118 E 7 7 7 7 7
118 F 9 9 9 9 9
118 G 8 3 8 8 8
118 H 12 12 12 12 12
118 1 0 0 0 0 0
300_A 32 32 32 32 32
300_B 48 48 48 48 48
300_C 46 46 46 46 46
300_D 59 39 29 60 60
300 E 48 48 48 48 48
300 _F 40 40 40 40 40
300_G 44 44 44 44 44
300 _H 45 45 45 46 46
300 I 0 0 0 0 0

Tabela 11: Pares criticos (Cys) identificados nos sistemas IEEE 118 e 300 barras.

’ Instancia ‘ GraphCA ‘ MatroidCA ‘ GraphEnumCA ‘ CovCA ‘ ResCA ‘

118 A 33 33 33 33 33
118_B 27 27 27 27 27
118 C 21 21 21 21 21
118 D 21 21 21 21 21
118 E 29 99 29 59 29
118 F 36 36 36 36 36
118 G 27 27 27 30 30
118 H 55 95 55 95 55
118 1 6903 6903 6903 6903 6903
300 A 89 89 89 89 89
300 B 84 84 84 84 84
300_C 85 85 85 85 85
300_D 76 76 76 77 77
300_E 84 84 84 84 84
300 _F 99 99 99 99 99
300G 7 7 7 79 79
300 H 75 5 75 75 75
300 1 44850 44850 44850 44850 44850
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Tabela 12: Conjuntos criticos (Ceon;s) identificados nos sistemas IEEE 118 e 300 barras.

’ Instancia \ GraphCA \ MatroidCA \ GraphEnumCA \ CovCA \ ResCA ‘

118 A 21 21 21 21 21
118 B 21 21 21 21 21
118_C 19 19 19 19 19
118 D 15 15 15 15 15
118_E 19 19 19 19 19
118 _F 21 21 21 21 21
118G 16 16 16 17 17
118 H 16 16 16 16 16
118 1 1 1 1 1 1

300_A 48 48 48 48 48
300_B o7 o7 o7 o7 o7
300_C 60 60 60 60 60
300 D 58 38 o8 59 59
300 E 62 62 62 62 62
300 _F 46 46 46 46 46
300_G 46 46 46 48 48
300_H 41 41 41 41 41
300 1 1 1 1 1 1

As criticalidades identificadas pelas abordagens topoldgica e numérica sao definidas
em espacos distintos: a abordagem topolégica caracteriza C1s, Cas € Ceopnjs a partir das
arvores geradoras observaveis de Zj;, ao passo que isso ¢é estabelecido na abordagem
numérica por meio da matriz de covariancia dos residuos da estimacgao linear 2. Essa
diferenca entre os espagos de definicao pode levar a classifica¢cbes nao coincidentes, o que

torna abstrata a atribuicao de corretude a uma abordagem especifica.

Os planos 118 I e 300 I sao compostos estritamente por medidas de injecdo. Na
auséncia de medidas de fluxo, a observabilidade do sistema depende integralmente das
medidas de injecdo. Nesse contexto, essas observagoes sao mutuamente dependentes e,
portanto, constituem um tinico conjunto critico. Os niimeros de pares criticos identificados

A 18y _ 300\ _ :
nessas instancias correspondem exatamente a ( 2) = 6903 e ( 9 ) = 44850, ou seja,
todos os pares possiveis entre as medidas de cada sistema. Embora apresentem o maior
valor de k;,; dentre os planos de seus respectivos sistemas, esses cendrios-limite exibem

redundancia minima (m/(n — 1) ~ 1, conforme a Tabela 9) e nao registram divergéncia

alguma entre as abordagens.

Avaliada a aderéncia nos sistemas IEEE 118 e 300 barras, estende-se a analise as redes
de grande porte CASE2383WP e CASE9241PEGASE, nas quais a comparacao restringe-se ao
GraphCA e ao ResCA, conforme discutido na Secao 5.4. As Tabelas 13 e 14 apresentam,
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para cada um desses sistemas, as quantidades de Cs, Cys e Cep;s identificadas por cada

técnica nos planos de medicao caracterizados na Tabela 9. Destacam-se em negrito as

células em que o ResCA diverge do GraphCA.

Tabela 13: Criticalidades identificadas no sistema CASE2383WP.

Instancia Cis C2s Ceonj$
GraphCA \ ResCA || GraphCA \ ResCA || GraphCA \ ResCA
2383_A 310 310 844 844 483 483
2383_B 320 320 988 988 520 520
2383_C 351 351 968 968 480 480
2383_D 374 374 1031 1031 532 532
2383_E 379 379 904 904 502 502
2383_F 367 367 985 985 517 517
2383_G 385 385 1008 1020 517 521
2383_H 367 369 1154 1164 529 535
2383_1 418 418 1200 1245 501 501
2383_J 416 416 1237 1343 529 529

Tabela 14: Criticalidades identificadas no sistema CASE9241PEGASE.

Instancia Cis Cas Cleon;$
GraphCA \ ResCA || GraphCA \ ResCA || GraphCA \ ResCA
9241 A 1033 1033 2870 2870 1719 1719
9241_B 1024 1024 2790 2790 1720 1720
9241 _C 961 961 2902 2903 1791 1792
9241_D 1027 1027 3035 3035 1723 1723
9241 _E 1039 1039 2831 2834 1752 1753
9241_F 1098 1098 2971 2976 1726 1729
9241_G 1005 1006 3054 3064 1698 1705
9241_H 1151 1151 3043 3072 1828 1837
9241 1 1156 1156 3232 3257 1780 1789
9241_J 1206 1206 3443 3516 1815 1824

Observa-se que a aderéncia entre GraphCA e ResCA mantém-se elevada também em
redes de grande porte. As técnicas coincidem na identificagdo de Cys em quase todos os
planos, com divergéncia de duas unidades em 2383 H e de uma unidade em 9241 G.
As divergéncias em Css e Ceopnjs estao presentes em mais planos, com magnitude que
varia conforme a participagdo das medidas de injecao na sustentacao da observabilidade

topoldgica do sistema.

Nota-se que tais divergéncias tendem a se acentuar nos planos com maiores valores de
kinj, isto €, naqueles em que uma quantidade expressiva de medidas de injegao sustenta a
observabilidade topoldgica global. Esse comportamento é coerente com a distingdo entre
os espacos de definicao das abordagens, discutida anteriormente: a complexidade efetiva,

tanto da abordagem topoldgica quanto da numérica, concentra-se no processamento das
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medidas de injecao, de modo que, a medida que cresce a participagao dessas medidas na
sustentacao da observabilidade global, ampliam-se as situacdes em que essas abordagens

conduzem a classificacoes nao coincidentes.

5.6 Desempenho Computacional

Analisada a aderéncia das criticalidades identificadas pelo GraphCA, avalia-se nesta se¢ao
o desempenho computacional das técnicas, mensurado pelo tempo total de execugao para
a identificacao de Cs, Cys € Ceopjs. Os tempos reportados refletem escopos distintos con-
forme a natureza da abordagem. Para as técnicas topolégicas (GraphCA, MatroidCA e
GraphEnumCA), o tempo total engloba a construcao de Zj,, a analise de observabilidade
topoldgica e a identificagdo dessas criticalidades. Quanto as técnicas numéricas (CovCA e
ResCA), considera-se a matriz de covaridncia dos residuos 2 previamente computada. Tal
hipétese é condizente com o contexto pratico da estimagao de estado, no qual as quanti-
dades necessarias a obtencao de 2 constituem subprodutos do processo de estimacao, de
modo que seu célculo ndo representa custo adicional relevante [11] [21]. Assim, a obtengao
de 22, que requer a inversao da matriz de ganho G, nio 6 contabilizada, e os tempos das

abordagens numéricas refletem essencialmente a identificacdo das criticalidades.

Ressalta-se que a comparagao de tempo entre as abordagens topolégica e numérica
se da sob condigoes desfavoraveis a primeira: a NetworkX, empregada na manipulacao
de grafos, é implementada em Python interpretado, ao passo que o custo dominante
das técnicas numéricas concentra-se em rotinas matriciais compiladas em C e Fortran.
Nesse contexto, os tempos aqui reportados para as técnicas topologicas constituem cotas
superiores, passiveis de reducdo em implementacao compilada. Ainda assim, o GraphCA
apresenta os menores tempos de execucao dentre as técnicas avaliadas. Essa vantagem

decorre da natureza nao-enumerativa do método, e nao do substrato de implementacao.

A avaliagao abrange dois conjuntos de sistemas: primeiro, os sistemas IEEE 118 e 300
barras, nos quais todas as técnicas sao comparadas; em seguida, as redes de grande porte

CASE2383WP e CASE9241PEGASE, restritas ao GraphCA e ao ResCA.

5.6.1 Sistemas IEEE 118 e 300 Barras

A Tabela 15 apresenta o tempo total de execucdo e o respectivo speed-up em relagdo ao

GraphCA, adotado como referéncia, nas instancias dos sistemas IEEE 118 e 300 barras.
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As Figuras 63 e 64 ilustram esses tempos em escala logaritmica, evidenciando a dis-

paridade de magnitude entre as abordagens.

mmm GraphCA  mmm ResCA mmm CovCA mmm MatroidCA mmm GraphEnumCA

105 4

104 -

103 4

102 E

Tempo total de execugao (ms, escala log.)

118_A 118_8 118.C 118_D 118_E 118_F 118G 118_H 118

Figura 63: Tempo total de execucao das técnicas avaliadas nos planos de medi¢ao do
sistema IEEE 118 barras (escala logaritmica).
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101 -

300_A 300_B 300_C 300_D 300_E 300_F 300_G 300_H 3001

Figura 64: Tempo total de execugdao das técnicas avaliadas nos planos de medicao do
sistema IEEE 300 barras (escala logaritmica).
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Observa-se uma hierarquia de desempenho consistente nas instancias representati-
vas (i.e., excetuando-se 118 I e 300 I). As técnicas ndo enumerativas figuram entre as
mais rapidas, com o GraphCA a frente (na ordem de poucos milissegundos), seguido pelo
ResCA. O método CovCA, embora enumerativo, mantém-se na ordem de centenas de mi-
lissegundos. As demais técnicas topoldgicas registram os maiores tempos: o MatroidCA,
por se tratar de um método parcialmente enumerativo, situa-se na ordem de segundos,
e o GraphEnumCA, de forca bruta, alcanca dezenas de segundos no sistema IEEE 118
barras e dezenas de minutos no IEEE 300 barras, demandando mais de 44 minutos no

plano 300__H, em contraste com os 16 ms referentes ao GraphCA.

As diferencas no tempo total de execucao decorrem de dois fatores: a adocgao, ou
nao, de enumeracgao e, entre as técnicas enumerativas, o custo de cada avaliacao. O
GraphCA e o ResCA prescindem de enumeracao, identificando as criticalidades de forma
direta: o primeiro a partir das estruturas de B, e de B,.,, e o segundo utiliza ordenacao
dos residuos normalizados das medidas, o que justifica os tempos reduzidos. As demais
avaliam combinagoes de medidas, distinguindo-se pelo custo de cada uma. O CovCA
verifica a singularidade de submatrizes de f), operacgao que se reduz a um escalonamento,
ao passo que o GraphEnumCA, reconstréi uma arvore geradora observavel para cenarios
de perda de uma ou duas medidas, o que é computacionalmente oneroso. Quanto ao
MatroidCA, a etapa de maior custo consiste na busca por Cys e Cgppjs, onde ocorre a
remocao sistematica de medidas nao-criticas, explorando a propriedade de reciprocidade

de Ceonjs, atualizando a arvore geradora observavel corrente e reconstruindo o digrafo B,,.

A Tabela 16 apresenta a decomposicao do tempo de execugdo por etapa no plano
300__E, considerado representativo. Na anélise de observabilidade, o GraphCA mostra-se
mais eficiente, em razao das operacoes de busca por pontes e contragao em supernds, que
reduzem as arestas de injecao processadas, ao passo que a verificacdo numérica, conduzida
pela avaliagao do determinante de G , revela-se mais onerosa. Na identificagdo de (s, os
tempos mantém-se reduzidos para o GraphCA e as abordagens numéricas, ao passo que o
GraphEnumCA, por reexecutar a verificacdo de observabilidade a cada medida removida,
ja alcanca a ordem de segundos. Observa-se que a identificacao de Css e Cpppjs € a etapa
em que os desempenhos mais se distanciam, respondendo pela quase totalidade do custo
das abordagens enumerativas, com tempos que abrangem de poucos milissegundos, para

o GraphCA e do ResCA, a centenas de segundos, no caso do GraphEnumCA.
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Tabela 16: Decomposicao do tempo de execugao por etapa no plano representativo 300 _E

(k = 18) do sistema IEEE 300 barras.

’ Etapa \ GraphCA \ MatroidCA \ GraphEnumCA \ CovCA \ ResCA ‘
Inicializacao de Zy 2,50 ms 2,50 ms 3,00 ms N/A N/A
Anélise de observabilidade 1,50 ms 19,00 ms 6,50 ms | 47,70 ms | 36,50 ms
Identificacao de Cys 5,560 ms | 151,34 ms 441 s 2,50 ms | 3,00 ms
Ident. de Cas e Ceonjs 2,50 ms 21,31 s 905,05 s | 782,33 ms | 32,50 ms

| Total | 12,00 ms | 21,49 s | 909,47 s | 832,53 ms | 72,00 ms

Nas abordagens numéricas (CovCA e ResCA), a verificacao de observabilidade é realizada pela
avaliagdo do determinante da matriz de ganho Gj; nas topoldgicas, pela construgéo da arvore geradora
observavel. A inicializagdo de Zj; néo se aplica as abordagens numéricas.

5.6.2 Redes de Grande Porte: CASE2383WP e CASE9241PEGASE

A Tabela 17 apresenta o tempo total de execugao do GraphCA e do ResCA, bem como
o speed-up do primeiro em relacao ao segundo, nos planos de medicao dos sistemas
CASE2383WP e CASE9241PEGASE. Confirma-se que a vantagem do GraphCA nao apenas
se mantém em redes de grande porte, como se acentua com o aumento da dimensao do
sistema: no CASE2383WP, os tempos do GraphCA situam-se na ordem de uma a duas cen-
tenas de milissegundos, ante alguns segundos do ResCA, resultando em speed-up entre 12
e 22 vezes; no CASE9241PEGASE, ao passo que o ResCA demanda da ordem de um a dois
minutos, o GraphCA preserva tempos inferiores a trés segundos, elevando o speed-up a

valores entre 39 e 87 vezes.

Cabe ressaltar que, mesmo no sistema CASE9241PEGASE, com mais de nove mil barras,
o GraphCA conclui a identificacdo completa das criticalidades em tempo da ordem de
segundos, ao passo que o ResCA, embora igualmente nao enumerativo, é penalizado pela
manipulacao direta da matriz de covariancia dos residuos f), cuja dimensao cresce com o
porte do sistema. Tal comportamento evidencia a escalabilidade favoravel da abordagem
topoldgica proposta, que opera sobre estruturas de grafo a um custo de processamento

substancialmente inferior ao das operagdes matriciais inerentes as abordagens numeéricas.
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Tabela 17: Tempo total de execucao e speed-up do GraphCA em relagao ao ResCA nos
sistemas CASE2383WP e CASE9241PEGASE.

Instancia | GraphCA | ResCA | Speedup
2383_A 198,53 ms 2,90 s 14,63x
2383_B 215,76 ms 2,94 s 13,61x
2383_C 198,95 ms 2,80 s 14,08x
2383_D 188,02 ms 2,84 s 15,10x
2383 _E 169,50 ms 2,84 s 16,78x
2383_F 229,02 ms 2,82 s 12,33x
2383_G 126,52 ms 2,75 s 21,76x
2383_H 129,02 ms 2,70 s 20,95x
2383_1 186,02 ms 2,66 s 14,30x
2383_J 140,51 ms 2,58 s 18,35x
9241_A 2,17 s 1,69 min 46,75x
9241_B 2,85 s 1,84 min 38,71x
9241_C 2,02s 1,33 min 39,51x
9241_D 1,36 s 1,97 min 87,07x
9241 _E 1,78 s 1,35 min 45,46x
9241_F 1,81 s 1,44 min 47,63x
9241_G 1,19 s 1,25 min 63,47x
9241 _H 1,09 s 1,45 min 79,69x
9241 1 948,35 ms 1,30 min 82,25x
9241_1J 936,66 ms 1,35 min 86,58x

Speedup indica a razao entre o tempo do ResCA e o do GraphCA.

5.7 Ocorréncias dos Padroes Topolégicos do GraphCA

A identificacao de Css e Cgopnjs pelo GraphCA apoia-se no reconhecimento dos padroes
topologicos C2-XY, C2-XYp, C2-XX e C2-ext no digrafo B, aos quais se associa a
reciprocidade. As Tabelas 18 e 19 apresentam o nimero de ocorréncias de cada padrao
nos planos avaliados, bem como a parcela de Cys recuperada por reciprocidade. O padrao
C2-XY concentra a maioria das ocorréncias em todos os planos, seguido pelo C2-XX, ao

passo que C2-XYp e C2-ext apresentam frequéncia reduzida.

A contribuicdo da reciprocidade e a ocorréncia do padrao C2-XYp tendem a crescer
com a quantidade de medidas de inje¢do que sustentam a observabilidade global do sis-

tema (indicador k;,;), comportamento nitido nos sistemas de grande porte. No tocante a
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reciprocidade, tal crescimento decorre da propriedade consolidada dos conjuntos criticos:
Ceon;s oriundos dos padroes que compartilham medidas constituem um mesmo C,,; de
cardinalidade maior, e dessa ampliacao surgem novos Cys, i.e., os pares entre as medidas
antes separadas, sobreposi¢ao que se intensifica a medida que k;,; aumenta. O padrao
C2-ext, por sua vez, manifestou-se exclusivamente no plano 9241 J, aquele de maior k;,;

dentre os avaliados, o que configura ocorréncia isolada e nao tendéncia.

Tabela 18: Ocorréncias dos padroes topoldgicos e contribui¢ao da reciprocidade dos con-
juntos criticos na identificacao de Csys pelo GraphCA, nos sistemas IEEE 118 e 300 Barras.

Instancia | C2-XY | C2-XY, | C2-XX | C2-ext | Reciprocidade
118_A 21 0 12 0 0
118_B 18 2 6 0 1
118 _C 12 5 4 0 0
118_D 11 3 7 0 0
118 E 31 0 8 0 20
118 F 19 7 8 0
118 G 15 2 6 0 4
118 _H 25 5 2 0 23
300_A 61 0 14 0 14
300_B 67 0 12 0 5
300_C 65 1 14 0 5
300_D 54 2 20 0 0
300_E 62 3 19 0 0
300_F 49 8 16 0 26
300_G 51 4 11 0 11
300_H 45 8 7 0 15

A coluna Reciprocidade indica os Css obtidos pela combinacao de conjuntos criticos com elementos em
comum. A soma das cinco colunas corresponde ao total de Cys identificados. Os planos compostos

exclusivamente por medidas de injecao foram omitidos por constituirem um cenario-limite.
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Tabela 19: Ocorréncias dos padroes topoldgicos e contribuicao da reciprocidade dos
conjuntos criticos na identificacdo de Cys pelo GraphCA, nos sistemas CASE2383WP e
CASE9241PEGASE.

Instancia | C2-XY | C2-XY, | C2-XX | C2-ext | Reciprocidade
2383_A 478 0 301 0 65
2383_B 567 2 296 0 123
2383_C 520 3 316 0 129
2383_D 615 5 295 0 116
2383_E 538 1 257 0 108
2383_F 580 3 255 0 147
2383_G 616 5 229 0 158
2383_H 632 10 260 0 252
2383_1 644 21 239 0 296
2383_1J 658 24 212 0 343
9241_A 1779 0 918 0 173
9241 B 1766 1 894 0 129
9241_C 1854 3 901 0 144
9241_D 1845 0 931 0 259
9241_E 1842 2 833 0 154
9241 F 1842 2 900 0 227
9241_G 1806 5 938 0 305
9241 _H 1973 7 850 0 213
9241 1 2009 26 779 0 418
9241_J 2102 36 760 1 544

A coluna Reciprocidade indica os Css obtidos pela combinacdo de conjuntos criticos que tém elementos

em comum. A soma das cinco colunas corresponde ao total de Cys identificados.

5.8 Discussao Integrada

Os resultados apresentados permitem uma avaliagdo conjunta do comportamento das
técnicas de identificacao de criticalidades, com destaque para a abordagem proposta. As
Tabelas 18 e 19 evidenciam que os padroes topologicos nao esgotam, isoladamente, a
identificacao dos Cjs, i.e., parte das criticalidades ¢ obtida pela reciprocidade dos Ceop;S.
Essa propriedade mostra-se indispensavel a abordagem proposta, uma vez que os padroes
C2-XY, C2-XYp, C2-XX e (C2-ext capturam configuragoes especificas, ao passo que a

combinagao dos conjuntos criticos ja caracterizados completa a identificacao dos Css.
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A caracterizacao desenvolvida admite, em principio, extensao a identificacao de tuplas
criticas de cardinalidade trés (Css), mediante a ampliagao dos padrdes topoldgicos. Tal
extensao, contudo, demandaria heuristicas adicionais, como a construcao de novos grafos
bipartidos, uma vez que a reciprocidade inerente dos C..,;js empregada na obtengao dos

C5s nao se estende as Css.

A comparacgao entre as criticalidades identificadas pela abordagem topologica e pela
abordagem numérica revela que as trés técnicas topologicas concordam integralmente
entre si em todos os planos avaliados, assim como os métodos numéricos entre si, a0 passo
que, entre as duas abordagens, a numérica identifica, em determinados planos, um nimero
ligeiramente superior de criticalidades. Observa-se, ademais, que essa divergéncia tende
a acentuar-se a medida que cresce a presenca das medidas de injecao na sustentagao da
observabilidade topoldgica global, um comportamento perceptivel em sistemas de grande
porte, nos quais a maior amplitude dos valores de k;,; permite que essa tendéncia se
evidencie. Cabe ressaltar que a magnitude dessa divergéncia permanece reduzida e que sua
manifestagao depende nao apenas do parametro k;,,;, mas também da topologia particular
da rede avaliada, de modo que a tendéncia observada nao é estritamente crescente com

esse parametro.

As criticalidades adicionais apontadas pelas abordagens numéricas decorrem de de-
pendéncias entre medidas que se manifestam na matriz de covaridncia dos residuos f),
mas que escapam a leitura qualitativa da topologia. A abordagem topolégica é suficiente,
portanto, quando essas dependéncias nao se traduzem em criticalidades adicionais, o que
ocorre quando a observabilidade se apoia unicamente em medidas de fluxo (k = 0): nesse
caso, existe uma arvore geradora observavel formada exclusivamente por arestas de fluxo,
na qual as medidas de inje¢do desempenham papel auxiliar. Nesse regime, ambas as abor-
dagens identificam as mesmas criticalidades, ou seja, a analise numérica nada acrescenta
ao que a topoldgica ja revela; as fragilidades remanescentes sdo de natureza estrutural,
ligadas a disponibilidade e a localizacao das medidas, e nao ao modelo numérico. Essa co-
incidéncia, contudo, nao deve ser tomada como evidéncia de robustez: indica apenas que
a observabilidade independe das medidas de inje¢do. Se o plano é de fato robusto, tal ro-
bustez provém dessa independéncia estrutural, da qual a coincidéncia entre as abordagens

é apenas o indicio verificavel.



6 Conclusoes

Decorrido mais de meio século desde sua proposicao, a EE consolidou-se como instru-
mento central a supervisao e ao controle de SEPs, e as andlises de observabilidade e de
criticalidades a ela associadas determinam, a cada execucao, se os requisitos para sua
funcionalidade e producao de resultados confidveis se encontram presentes. Essas anélises
podem ser conduzidas tanto por métodos numéricos quanto por métodos topoldgicos. A
natureza estrutural inerente ao problema da observabilidade, dependente da conectivi-
dade da rede elétrica e da disposicao das medidas ao longo dela, favorece naturalmente a

adocao da perspectiva topologica.

Diante da escassez de trabalhos concernentes aos tratamentos puramente topologicos,
sobretudo com foco em redes elétricas de grande porte, a presente tese objetivou desen-
volver e aprimorar metodologias fundamentadas na Teoria dos Grafos para as analises
em questao. Embora constituam contribuicoes distintas, articulam-se em um arcabouco
integrado, denominado neste manuscrito como GraphCA, que percorre, de forma encade-
ada, a abstracao do plano de medi¢do como um multigrafo, a analise de observabilidade

topologica e a identificacao qualitativa de Cs, Cys € Ceopjs.

Quanto a aderéncia, a metodologia proposta concordou integralmente com as demais
técnicas topoldgicas avaliadas na identificacdo de criticalidades, em todos os planos de
medicao examinados, e mostrou-se consistente com as técnicas numéricas, salvo divergén-
cias restritas aos planos em que as medidas de injecao sustentam de forma expressiva a
observabilidade topoldgica global. Essas divergéncias decorrem de dependéncias eviden-
ciadas pela matriz de covariancia dos residuos da estimagao linear (f)), as quais a Otica
qualitativa da abordagem topoldgica nao é sensivel. Cabe ressaltar que essa aderéncia foi
alcangada sem recurso a enumeracao de combinagoes de medidas, uma vez que as medidas
criticas, os pares criticos e os conjuntos criticos sao identificados diretamente a partir das
estruturas dos digrafos auxiliares e da propriedade de reciprocidade dos conjuntos criticos,
em contraste com as estratégias enumerativas e parcialmente enumerativas que oneram o

desempenho das demais técnicas.
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No ambito do desempenho computacional, mostrou-se determinante a existéncia, ou
nao, de enumeracao de combinacoes de medidas, responsavel pela quase totalidade do
custo das abordagens que dela dependem. Por prescindirem dessa enumeracao, a me-
todologia proposta (GraphCA) e a abordagem numérica baseada na andlise de residuos
normalizados (ResCA) figuram entre as técnicas mais rapidas. As abordagens enumerati-
vas e parcialmente enumerativas, em contrapartida, alcancam tempos que se estendem de
centenas de milissegundos a centenas de segundos, conforme o porte do sistema. Restrin-
gindo a comparacao as duas técnicas nao enumerativas, no CASE2383WP o GraphCA
identificou as criticalidades em centenas de milissegundos, contra ordem de segundos da
abordagem numérica; no CASE9241PEGASE, sistema com mais de nove mil barras, o
GraphCA manteve tempos inferiores a trés segundos, contra um a dois minutos da abor-
dagem numérica. A vantagem do GraphCA em rela¢do ao ResCA nao apenas se manteve
em redes de grande porte, como se acentuou com o aumento da dimensao do sistema,
registrando-se speed-up entre 12 e 22 vezes no CASE2383WP e entre 39 e 87 vezes no
CASE9241PEGASE. Esse comportamento decorre da operagao sobre estruturas de grafo,
ao passo que a abordagem numérica, embora igualmente nao enumerativa, é penalizada
pela manipulagao direta de Q, cuja dimensao cresce com o porte do sistema. Cabe acres-
centar que essa comparagao considerou a matriz 173 previamente computada, hipotese
condizente com o contexto pratico da estimacgao de estado, na qual as quantidades ne-
cessarias a sua obtencao constituem subprodutos do processo de estimacgao, conforme

discutido no Capitulo 5.

No ambito tedrico, de acordo com os resultados, ha fortes indicios de que a coincidéncia
de resultados provenientes das abordagens topoldgica e numérica tende a ocorrer em
planos de medicao cuja observabilidade global prescinde de medidas de injecao. Em
contraste, percebe-se uma tendéncia de discrepancia entre essas abordagens em cenarios
em que predominam medidas de inje¢ao na sustentacao da observabilidade, o que evidencia
a natureza estrutural da fronteira entre elas. Em suma, a andlise topoldgica mostra-se
integral enquanto a observabilidade repousa sobre medidas de fluxo, e pode ser parcial
quando esta passa a depender de injecoes. Caracteriza-se, assim, com base empirica, o
suposto carater conservador da abordagem topologica frente a abordagem numérica, agora
compreendido como um comportamento associado a presenca de medidas de injecao dessa

natureza.

Quanto ao aspecto pratico, a natureza puramente estrutural e ndo enumerativa do
GraphCA assume relevancia particular em cenérios de reconfiguragoes topologicas, re-

correntes na operacao e, portanto, uma das motivagoes para o presente estudo. Uma
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vez que identifica as criticalidades a partir de estruturas esparsas de grafo, a abordagem
topologica prescinde da matriz de covariancia dos residuos e, por conseguinte, do custo
de atualizé-la a cada mudanga de topologia. Na abordagem numérica, em contrapartida,
alteracoes localizadas admitem atualizagoes de baixo posto de fl, cuja dimensao acom-
panha o porte do sistema, ao passo que reconfiguracoes de maior abrangéncia tendem
a impor sua atualizacdo completa. Essa distingao sugere que a vantagem do GraphCA
tende a preservar-se, e possivelmente a acentuar-se, a medida que a alteracao topoldgica
se torna mais abrangente, hipétese cuja verificacao experimental constitui desdobramento

futuro desta investigacao.

Além disso, a identificagdo topolégica das criticalidades presta-se nao apenas a su-
pervisao em tempo real, mas também ao emprego offline, na fase de projeto do sistema
de medicao. Ao apontar onde se concentram as Cs, Css € Ceop;S, Orienta a alocagao de
medidas redundantes que mitigam tais fragilidades, tanto na concepc¢ao de novos sistemas
de medi¢do quanto no refor¢o daqueles ja em funcionamento. O baixo custo computa-
cional do GraphCA, ao viabilizar o exame de um grande niimero de planos de medicao

candidatos, favorece particularmente essa aplicacao.

Retomando a questao central de pesquisa formulada no Capitulo 1, os resultados ob-
tidos permitem considera-la respondida nas trés vertentes que a constituem. Quanto a
identificacao das criticalidades, demonstrou-se que as Cs, U5 € Ceopnjs de um plano de
medic¢ao podem ser determinadas por construgoes exclusivamente topologicas, a partir das
estruturas dos digrafos auxiliares e da propriedade de reciprocidade dos conjuntos criticos,
sem qualquer recurso a enumeracao de combinacoes de medidas. Quanto ao desempenho
computacional, evidenciou-se que tais construgoes, por operarem sobre estruturas espar-
sas de grafo, viabilizam a identificacdo das criticalidades em tempos compativeis com
a aplicacado recorrente em sistemas de transmissao de grande porte, conforme atestado
nos sistemas CASE2383WP e CASE9241PEGASE. Quanto a relagdo com a abordagem
numérica classica, caracterizaram-se, em bases empiricas, as condigoes estruturais que
determinam a concordancia entre as duas abordagens, verificando-se coincidéncia integral
dos resultados nos planos cuja observabilidade global repousa sobre medidas de fluxo e
divergéncias de pequena magnitude restritas aos planos em que a observabilidade global
passa a ser sustentada de forma expressiva por medidas de injegao, o que circunscreve, de

forma objetiva, o alcance e os limites do tratamento topoldgico aqui proposto.

Apontam-se, como desdobramentos futuros desta investigacao, as seguintes direcoes:

« a extensao da metodologia proposta a identificacao de criticalidades de cardinali-
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dade trés (C3s), por extensao dos padroes estruturais ja estabelecidos para Css e
Ceonj$, ressalvado que se tornam necessarias heuristicas adicionais, dada a auséncia
de propriedades de reciprocidade conhecidas para cardinalidades superiores a dois,

sem que a inexisténcia destas esteja demonstrada;

o alternativamente, com maior abrangéncia, o desenvolvimento de uma abordagem
hibrida para identificacdo de criticalidades com cardinalidades superiores a dois,
hoje acessiveis apenas pela enumeragao exaustiva numérica ou topoldgica, de custo
combinatorio elevado, utilizando padroes topoldgicos para a geracao de tuplas can-
didatas a confirmagao numérica, ressalvado que a sua completude exige uma geragao

de candidatas abrangente o suficiente para completude dos resultados;

« aprofundamento da andlise das discrepancias verificadas em casos pontuais quando
se considera as criticalidades oriundas da observabilidade topologica, algébrica e
numérica. Para tal, pretende-se empregar, por exemplo, simula¢ées de Monte Carlo
para a geragao de numerosos planos de medicao em redes de pequeno porte, bus-
cando situagoes em que a participacao das medidas de injecao na sustentagao da
observabilidade global é mais expressiva e com isso analisar a ocorréncia das diver-

géncias em um maior conjunto de cenarios;

« a aplicacao da abordagem topoldgica a redes de distribuicao, que demanda adap-
tagoes proprias, dado o seu carater trifasico e desequilibrado e o recurso frequente
a pseudomedidas, e na qual a maior radialidade, embora simplifique as estruturas,

tende a tornar a criticalidade mais disseminada, por reduzir a redundancia; e

e 0 acoplamento do GraphCA, na qualidade de avaliador de baixo custo, a metaheu-
risticas voltadas a alocagao 6tima de medidas, a exemplo dos algoritmos genéticos
de chaves aleatorias enviesadas (BRKGA), em que cada configuragio candidata de-

manda repetidas verificagdes de observabilidade e de criticalidades.
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APENDICE A - PLANOS DE MEDICAO E
PARTICIONAMENTO DE REDE

Neste apéndice, apresenta-se o procedimento utilizado para a construcao dos planos de
medicao empregados na avaliagao experimental das metodologias propostas ao longo deste
trabalho. Trata-se de uma abordagem construtiva, fundamentada no particionamento do
grafo de rede, capaz de gerar instancias topologicamente observaveis com graus controla-
dos de redundéncia. Os planos resultantes nao cobrem o espago completo de configuracoes
topologicamente validas, mas sim um subconjunto representativo do regime operacional

tipico de sistemas de transmissao, no qual se baseiam as andlises desta tese.

A.1 Consideracoes sobre o Regime Experimental Adotado

Antes da descricao formal do procedimento, é oportuno explicitar a natureza do regime
experimental no qual as metodologias propostas foram avaliadas. Essa explicitacao per-
mite delimitar com precisao o escopo das conclusoes obtidas e situar a abordagem adotada

em relagao a outras posturas possiveis.

Em principio, a construcao de planos de medicao para fins experimentais pode ser
conduzida segundo estratégias bastante distintas. De um lado, a alocagao puramente
aleatoria das medidas, sem qualquer estruturacao prévia, oferece a vantagem da simpli-
cidade conceitual, mas tende a produzir planos com excessiva redundancia ou, no ex-
tremo oposto, configuracoes inobservaveis cuja correcao exige sucessivas verificagoes com-
putacionalmente onerosas, especialmente em redes de médio e grande porte. De outro
lado, é possivel conceber estratégias deliberadamente favoraveis a abordagem topologica,
alocando-se um numero elevado de medidas de injecdo sobre uma estrutura subjacente
de fluxos predefinida. Nessa configuracao, a arvore geradora observavel seria identificada
de forma quase imediata pelo método topoldgico, ao passo que o método numérico so-

freria com o condicionamento da matriz de ganho. Embora tal abordagem produzisse
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resultados aparentemente favoraveis, ela introduziria um viés artificial que mascararia o

comportamento real dos métodos sob analise.

Adota-se, neste trabalho, um caminho intermediario e metodologicamente mais ho-
nesto. O procedimento construtivo descrito nas segdes seguintes estrutura previamente
o sistema por meio de um particionamento topolégico, alocando medidas de fluxo no in-
terior das particoes e medidas de injecdo em suas interfaces. Essa estruturacao tem por
objetivo garantir, por construcao, a presenca de injegoes nas arvores geradoras observaveis
dos planos resultantes, exercitando efetivamente o subproblema de intersecdo de matroi-
des e a manipulagao de arestas com restrigoes simultaneas de aciclicidade e unicidade de
rotulos. Em outras palavras, busca-se que os planos gerados nao apenas sejam observa-
veis, mas permitam estressar a abordagem aqui proposta, garantindo que as avaliagoes
experimentais reflitam a capacidade dos algoritmos de resolver instancias complexas e es-
truturalmente dependentes de medidas de injecao para a sustentacao da observabilidade

global.

A escolha por esse regime decorre da propria natureza das contribuigdes desta tese,
que se posicionam como ferramentas auxiliares a abordagem classica de residuos normali-
zados, com aplicacao privilegiada em sistemas de transmissao sob condi¢des operacionais
usuais. Em tais sistemas, a literatura aponta que medidas de fluxo de poténcia predomi-
nam em quantidade sobre medidas de injecao [1] [47], ainda que estas ultimas exercam
papel determinante na sustentacao da observabilidade global em regides pouco instru-
mentadas. O procedimento adotado reflete essa realidade operacional, sem, contudo,
eliminar a presenca estrutural das injecoes, o que comprometeria a representatividade do

experimento.

A.2 Motivacoes da Abordagem

A motivagao para o procedimento aqui descrito decorre da necessidade de avaliar a robus-
tez dos métodos propostos em cenarios verossimeis e, ao mesmo tempo, desafiadores do
ponto de vista da observabilidade topologica. Conforme discutido na Se¢ao A.1, busca-se
evitar duas posturas igualmente indesejaveis: configuragoes artificiais nas quais grandes
regioes da rede sejam sustentadas exclusivamente por medidas de injecao, e situagoes em
que uma redundancia excessiva acabe por mascarar as limitagoes intrinsecas das técnicas
avaliadas. Em sintese, o objetivo é construir instancias com niveis moderados e contro-

lados de redundancia, capazes de refletir de forma verossimil as condi¢Ges operacionais
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encontradas em sistemas reais de transmissao.

Nesse contexto, a simples alocacao aleatoria de medidas, embora conceitualmente di-
reta, revela-se frequentemente impraticavel para a construcao de planos de medi¢ao com
baixa redundancia. Para que configuragoes observaveis sejam obtidas por essa via, é
necessario um niamero elevado de tentativas e sucessivas verificacoes de observabilidade,
especialmente em redes de médio e grande porte, tornando o processo computacional-
mente oneroso e, em determinados casos, inviavel. Além disso, essa estratégia tende a
produzir instancias pouco representativas, seja por gerar inadvertidamente niveis excessi-
vos de redundancia, seja por nao assegurar uma distribuicao adequada das medidas; em
particular, das medidas de injecao, cuja localizacao exerce influéncia decisiva na formagao

das arvores geradoras observaveis.

Para contornar essas limitacoes, adota-se uma estratégia que consiste em estrutu-
rar previamente o sistema por meio de um particionamento de sua topologia. Em cada
componente conexa resultante desse particionamento, aloca-se um conjunto minimo de
medidas de ramo, denominadas medidas cruciais, suficiente para garantir a observabili-
dade topoldgica local de cada regiao. Os ramos que fazem interface entre as partigoes, por
sua vez, tornam-se inelegiveis para a instalagdo de medidas de fluxo, ficando restritos a
alocacao de medidas de injecao. Essas medidas de injegao cruciais sdo, entao, responsaveis
por assegurar a observabilidade global do sistema. Uma vez estabelecida essa condicao

minima, procede-se a alocacao das medidas redundantes.

Cabe distinguir desde ja o termo crucial, aqui empregado, do conceito topologico de
medida critica. Uma medida critica é aquela cuja remogao torna o sistema inobservavel,
propriedade que emerge da estrutura global do plano de medigao e s6 pode ser determi-
nada apoés sua analise completa. Ja as medidas cruciais correspondem ao conjunto alocado
estruturalmente para garantir a observabilidade durante a fase de construc¢ao do plano.
A distingdo é importante porque uma medida crucial pode ou nao ser critica no plano
final, dependendo da redundancia introduzida nas etapas posteriores: caminhos alterna-
tivos de observabilidade introduzidos pela redundancia podem fazer com que medidas

originalmente cruciais deixem de ser criticas.

Essa organizagao prévia orienta de forma natural a distribuicao das medicoes, evi-
tando a formacao de blocos extensos sustentados exclusivamente por injecoes e reduzindo
a incidéncia de redundancias excessivas. Dessa forma, obtém-se planos de medi¢ao con-
dizentes com a pratica operacional de sistemas de transmissao, nos quais as medidas de

fluxo de poténcia naturalmente predominam em quantidade sobre as medidas de inje¢ao
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[1] [47], sem que isso suprima a presenca estrutural destas tltimas.

A.3 Particionamento do Grafo de Rede

Conforme discutido no Capitulo 4, a topologia do sistema elétrico pode ser abstraida por
meio de um grafo de rede G, no qual os vértices e as arestas representam, respectivamente,
as barras e os ramos do sistema. O procedimento de particionamento adotado neste
trabalho fundamenta-se na exploracao direta da estrutura de uma arvore geradora de G,
utilizada como elemento construtivo para a obtencao controlada de componentes conexas,

sobre as quais se procede a alocacdo das medidas de ramo e de barra.

Inicialmente, constréi-se uma arvore geradora 7 de G, que conecta todos os vérti-
ces por meio de um subconjunto minimo de arestas, sendo, por definicdo, aciclica. Essa
propriedade é determinante para o método proposto: a remocao de qualquer uma de
suas arestas implica, necessariamente, a decomposicao da arvore em duas componentes
conexas, o que permite controlar de forma precisa o nimero de particoes obtidas. Na
implementagao adotada, 7 é obtida pelo algoritmo de Kruskal [45] aplicado sobre uma,
instancia de G com pesos atribuidos aleatoriamente a cada aresta, o que garante a diver-

sidade estrutural entre os planos de medicao gerados para a mesma rede elétrica.

A partir da arvore geradora 7, selecionam-se aleatoriamente k arestas distintas, cuja
remocao resulta em uma floresta F composta por exatamente k£ + 1 arvores. Como T
é aciclica, cada aresta removida incrementa em uma unidade o nimero de componentes
conexas. Adicionalmente, impdem-se duas restrigoes sobre as arestas removidas: nenhuma
delas pode ser incidente a vértices folha, de modo a evitar a formagdo de componentes
triviais compostas por um tunico vértice; e todas devem ser mutuamente disjuntas nos
vértices, garantindo que cada aresta removida incida sobre um par exclusivo de vértices e,
consequentemente, que a alocacao de injegoes cruciais na etapa subsequente nao enfrente

conflitos de localizacao.

Uma vez obtida a floresta F, cada uma de suas arvores define um subconjunto disjunto
de vértices de G. Para cada um desses subconjuntos, constréi-se o subgrafo induzido cor-
respondente a partir do grafo original, incorporando todas as arestas de G cujos extremos
pertencam a mesma componente da floresta. Esse procedimento permite que cada regiao
particionada contenha todas as arestas internas originalmente existentes em G, ainda que

nao facam parte da arvore geradora.

O subgrafo resultante desse processo é denotado por H < G e corresponde a uniao dos
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subgrafos induzidos associados a cada arvore da floresta. As componentes conexas de H
coincidem exatamente, em termos de conjuntos de vértices, com as arvores de F, diferindo

apenas pelo conjunto de arestas, agora ampliado pelas conexdes internas presentes em G.

As arestas do grafo original que nao pertencem a H constituem o conjunto

D = E(G)\E(H),

que retne as arestas conectando vértices de componentes distintas da floresta F.
Esse conjunto inclui as arestas removidas da arvore geradora durante o processo de de-
composi¢do, bem como quaisquer outras arestas de G que liguem vértices pertencentes a

componentes conexas distintas de H.

As arestas pertencentes a D sao denominadas arestas de interface, pois conectam vér-
tices de componentes distintas de H. A identificacdo dessas arestas permite distinguir
de forma objetiva as conexoes internas de cada componente das responsaveis pela interli-
gacao entre regioes particionadas, fornecendo uma base topoldgica bem definida para as

etapas subsequentes de alocagao de medidas. O Algoritmo 14 sintetiza esse procedimento.

Algoritmo 14: Particionamento do grafo de rede.
Entrada: Grafo darede G = (V, E).

Numero de particoes k& > 0.

Saida: Floresta F, subgrafo H, arestas de interface D.

1 inicio

2 Atribuir pesos aleatérios as arestas de G;

3 Construir arvore geradora de custo minimo 7 de G;

4 Remover k arestas aleatérias de T, mutuamente disjuntas nos vértices e sem

extremos folha, obtendo F;

5 Construir o subgrafo H < G induzido pelos conjuntos de vértices de cada
arvore em F;

6 | Definir D «— E(G)\E(H);

7 retorna F, H, D
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A.4 Loégica de Geracao do Plano de Medicao

Estabelecido o particionamento do grafo de rede G, procede-se a alocagao das medidas que
compoem o plano de medic¢ao, segundo critérios aleatorios sujeitos as restricoes topologi-
cas impostas pelo particionamento. Esse processo é conduzido em duas etapas: primeiro,
aloca-se um conjunto minimo de medidas suficiente para assegurar a observabilidade to-
pologica global do sistema; em seguida, introduzem-se medidas adicionais com o objetivo

de incorporar redundancia ao plano.

A.4.1 Alocacao Inicial para Observabilidade Topolégica

A primeira etapa da alocacao fundamenta-se diretamente no particionamento do grafo de
rede e visa assegurar a observabilidade topolégica global por meio de um conjunto estru-
turalmente minimo de medidas. Nessa fase, consolida-se um plano de medicao provisori-
amente critico, no sentido de que todas as medidas alocadas sdo estritamente necessarias

para a observabilidade do sistema, sem a introducao deliberada de redundancia.

Em cada componente conexa do subgrafo H, considera-se a arvore correspondente da
floresta F. Sobre essa arvore, atribuem-se medidas de fluxo em todos os seus ramos, com
sentidos definidos aleatoriamente. Como cada arvore é conexa e aciclica, essa alocagao
assegura que cada componente disponha de um conjunto minimo de medidas de ramo

capaz de torna-la uma ilha topologicamente observavel.

Em razao do particionamento, as componentes conexas de H permanecem, nesse
estagio, topologicamente desconectadas entre si, o que implica a inobservabilidade do
sistema como um todo. Para assegurar a observabilidade global, torna-se necessaria a
insercao de medidas de injecao que promovam a conexao entre as ilhas observaveis no
multigrafo de medi¢oes Z;;. Como a remocao de k arestas da arvore geradora original
resulta em k£ + 1 componentes conexas, sao necessarias exatamente k£ medidas de injecao

para garantir a observabilidade global sem introducao de redundéncia.

A alocacao dessas medidas de injecao cruciais é conduzida por meio de uma estrutura
Union-Find sobre as componentes de H. Para cada uma das k arestas removidas de T,
verifica-se se as duas componentes incidentes ainda se encontram desconectadas no mul-
tigrafo de medigoes; em caso afirmativo, seleciona-se aleatoriamente um de seus vértices
extremos para a inclusao de uma medida de injecao, unindo as componentes correspon-
dentes. Essa estratégia garante que cada injecao crucial efetivamente conecte duas ilhas

ainda desconectadas.
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Ao final dessa etapa, garante-se a existéncia de uma arvore geradora observavel do sis-
tema completo, constituida pelas medidas de fluxo alocadas no interior das arvores de F
e pelas medidas de injecao que viabilizam a observabilidade topologica conjunta das dife-
rentes componentes. O plano de medigao resultante é, portanto, estruturalmente minimo
e topologicamente observavel, servindo como base para a incorporacao de redundancia

nas etapas seguintes. O Algoritmo 15 sintetiza esse procedimento.

Algoritmo 15: Aloca¢dao minima para observabilidade topologica.
Entrada: Floresta F, subgrafo H.
Arestas removidas E(T)\F(F).

Saida: Plano de medigdo minimo M.

1 inicio

2 para cada drvore T; € F faga

3 para cada aresta e = (u,v) em T; faga

4 Escolher aleatoriamente uma dire¢do (v — v ou v — u) para e;
5 Alocar medida de fluxo em e nessa direcao;

6 Inicializar estrutura Union-Find U sobre as componentes de H;

7 | para cada aresta removida e = (u,v) em E(T)\E(F) faga
8 se u e v pertencem a componentes distintas em U entao
9 Selecionar aleatoriamente um extremo w € {u, v} ainda nao utilizado

como injecao crucial, se possivel;

10 Alocar medida de injecao em w;
11 Unir as componentes de u e v em U;
12 retorna M

A.4.2 Alocaciao de Medidas Redundantes

A partir do plano de medigao preliminar, estruturalmente minimo e capaz de assegurar a
observabilidade topolédgica global do sistema, procede-se a alocacao de medidas adicionais
com o objetivo de introduzir redundancia. Embora nao sejam necessarias para a obser-
vabilidade, essas medidas sao fundamentais para habilitar os processos de estimacao e,
consequentemente, para avaliar o desempenho das metodologias propostas em condicoes
mais préoximas das encontradas na operacao real. A alocacdo dessas redundéancias é rea-
lizada de forma aleatéria, respeitando estritamente as restrigoes impostas pela estrutura

topoldgica resultante do particionamento.
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As medidas redundantes de fluxo sdo alocadas exclusivamente em arestas internas
as componentes conexas de H, permitindo no maximo uma medida por dire¢ao em cada
aresta. Dessa forma, as arestas de interface D = E(G)\E(H) permanecem inelegiveis para
medidas de fluxo, preservando o papel estrutural das medidas de injecao como elementos

indispensaveis a sustentacao da observabilidade global.

Quanto as medidas redundantes de injecao, a alocagao ¢ irrestrita quanto a localiza-
¢ao, podendo ser inseridas em qualquer barra do sistema representada por um vértice de
G, desde que respeitada a restricdo de unicidade — isto é, que nao exista previamente
uma medida de injecao associada a barra em questao. Essa liberdade permite ampliar
a disponibilidade de informagoes nodais sem interferir na separagao topoldgica entre as

componentes definidas pelo particionamento.

As quantidades de medidas redundantes de fluxo e de injecao sao controladas, respec-

4 e nred definidos a priori para cada instancia conforme

tivamente, pelos parametros n
o cenario experimental considerado. Esses parametros permitem regular explicitamente
o nivel de redundancia incorporado ao plano de medicao, sem alterar a logica estrutural
do procedimento. Cabe destacar que tais parametros nao sao ajustados em funcao da to-
pologia especifica da rede, sendo utilizados exclusivamente como mecanismos de controle

experimental. O Algoritmo 16 sintetiza esse procedimento.

Algoritmo 16: Alocagao de medidas redundantes.

Entrada: Plano minimo M, subgrafo H, grafo G.
Nimero de medidas redundantes de fluxo n}*¢ > 0.
Ntimero de medidas redundantes de injecao ni® > 0.

Saida: Plano de medigdo completo M.

1 inicio

2 | parai=1to nj faca

3 Selecionar aleatoriamente uma aresta e = (u,v) € E(H) e uma dire¢ao
(u— v ou v — u) sem medida de fluxo alocada;

4 Alocar medida de fluxo redundante nessa direcao;

5 | parai=1to ni* faga

6 Selecionar aleatoriamente uma barra v € V(G) sem medida de injegao
alocada;

7 Alocar medida de injecao redundante em wv;

8 retorna M
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APENDICE B - CONCEITOS BASICOS DE
MATROIDES

Este apéndice retine, de forma concisa, as defini¢oes e propriedades de matroides utilizadas
na formulacao da metodologia proposta nesta tese. A exposicao restringe-se aos conceitos
de matroide grafico, matroide de partigdo e intersecao de matroides, sem pretensao de
aprofundamento tedrico. Ressalta-se que o conteido aqui apresentado possui carater
complementar, nao sendo necessario para o entendimento da metodologia desenvolvida.

As definigoes seguem a abordagem cléssica, conforme [43], [51] e [59].

B.1 Definicao de Matroide

Um matroide M é definido como um par ordenado (F,Z), em que E denota um conjunto
finito, denominado conjunto base (ground set), e Z representa uma familia de subconjuntos

de E, denominados conjuntos independentes, que satisfazem as seguintes propriedades:

1. Nao-trivialidade: o conjunto vazio é independente, isto é, & € 7.

2. Hereditariedade: se I, € Z e I, < I,, entao [, € Z. Em outras palavras, todo

subconjunto de um conjunto independente também é independente.

3. Axioma da troca: se I,, I, € Z e |I,| < |[,|, entao existe um elemento x € I\,

tal que I, U {k} € Z.

Utiliza-se a nota¢ao Z(M) para indicar a familia de conjuntos independentes associada
a M, e E(M) para denotar seu conjunto base. Um subconjunto de E que nao pertence
a Z é denominado dependente. Os conjuntos independentes de cardinalidade maxima
(aqueles aos quais nao é possivel adicionar novos elementos sem violar a independéncia)
sao denominados bases do matroide. Todas as bases possuem a mesma cardinalidade,

denominada posto (rank) de M, propriedade que decorre diretamente do axioma da troca.
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Para ilustrar esses conceitos, considere a matriz:

1 01
011

Tomando E = {1,2,3} como o conjunto de indices das colunas de A e Z como a fami-

A —

lia de subconjuntos de E cujas colunas correspondentes sao linearmente independentes,
obtém-se um matroide linear. Nesse caso, os subconjuntos {1,2}, {1,3} e {2,3} consti-
tuem as bases do matroide, com posto igual a 2, que corresponde ao posto da matriz A.
O subconjunto {1, 2,3} é dependente, pois a terceira coluna é combinagao linear das duas
primeiras. No contexto deste trabalho, entretanto, o interesse recai sobre os matroides

grifico e de particdo, apresentados nas segoes seguintes.

B.2 Matroide Grafico

Dado um grafo simples G, o matroide grifico Mg = (E(Q),Ig) é aquele cuja familia
de conjuntos independentes Zg é formada pelos subconjuntos de arestas que constituem
subgrafos aciclicos de G. Assim, um conjunto I € FE(G) é independente em Mg se, e
somente se, as arestas de I formam uma floresta em G. Os conjuntos independentes
maximais correspondem as arvores geradoras, quando o grafo é conexo, ou as florestas

geradoras de seus componentes conexos, no caso geral.

O posto do matroide grafico é dado por |V (G)|—w(G), onde w(G) denota a quantidade
de componentes conexas de G. Essa expressao reflete o nimero méaximo de arestas que

podem ser selecionadas sem formar ciclos.

Os axiomas de matroide sao naturalmente satisfeitos nesse contexto. A heredita-
riedade decorre do fato de que qualquer subgrafo de uma floresta permanece aciclico.
O axioma da troca, por sua vez, garante que, dadas duas florestas F; e JFy tais que
|E(F1)| < |E(F2)|, existe ao menos uma aresta em E(F>)\F(F;) cuja inser¢ao em F; nao

introduz ciclos.

No ambito da metodologia desenvolvida nesta tese, o matroide grafico é empregado
para modelar a restricao de aciclicidade na construgao de arvores geradoras observaveis,

especificamente no processamento das arestas de injecao.
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B.3 Matroide de Particao

Seja E/ um conjunto finito particionado em blocos disjuntos £ = Ey U Ey U --- U Ey. O
matroide de particio Mp = (F,Zp) define como independentes os subconjuntos I < F
que satisfazem:

InE| <1, Vie{l,...k}.

Dessa forma, um conjunto é independente em Mp se contém, no maximo, um elemento
de cada bloco da particao. Os conjuntos independentes maximais correspondem a selecao
de exatamente um elemento por bloco nao vazio, e o posto do matroide ¢ igual ao niimero

de blocos nao vazios.

A verificagdo dos axiomas é imediata: a remocao de elementos de um conjunto que
respeita a restri¢io de parti¢do nao pode viold-la (hereditariedade), e um bloco ainda
nao representado em um conjunto independente menor sempre pode contribuir com um

elemento para amplid-lo (axioma da troca).

No contexto desta tese, o matroide de particao é utilizado para representar a restri-
¢ao de unicidade de réotulos das arestas de injecao na construcao de arvores geradoras
observaveis. Cada bloco de particao agrupa as arestas associadas a uma mesma medida
de injecao, e a condi¢ao de independéncia assegura que cada medida contribua com, no

maximo, uma aresta para a arvore.

B.4 Intersecao de Matroides

Sejam My = (E,Z;) e My = (E,Z,) dois matroides definidos sobre o mesmo conjunto base
E. A intersecio de matroides consiste em determinar subconjuntos X < E que sejam

simultaneamente independentes em ambos os matroides:
X € Il N IQ.

Tais subconjuntos sao denominados conjuntos independentes comuns. E importante ob-
servar que a familia Z; n Zy nao define, em geral, um novo matroide, uma vez que o
axioma da troca pode ser violado. Ainda assim, o problema de encontrar um conjunto

independente comum de cardinalidade maxima, formulado como

max{|X| : X eI, nT,},
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constitui um problema cldssico em otimizacao combinatéria, solucionavel em tempo poli-

nomial.

No contexto deste trabalho, a intersecdo de matroides surge naturalmente na formu-
lagao do seguinte problema: a construcao de uma arvore geradora (ou, de forma mais
geral, de uma floresta de cardinalidade maxima) cujas arestas possuam rétulos distintos.
Cada rétulo representa uma medida de injecao, de modo que a selecao simultanea de duas

arestas com o mesmo rétulo nao é permitida.

Essa formulagao é modelada pela intersecao entre o matroide grafico Mg = (E , Ig) €eo
matroide de particao Mp = (E ,Ip), ambos definidos sobre o mesmo conjunto de arestas
E. A independéncia em Mg impoe que o conjunto selecionado seja aciclico (restri¢ao
estrutural), enquanto a independéncia em Mp garante que cada rétulo contribua com, no
méximo, uma aresta (restricdo de unicidade). Assim, um subconjunto I & E pertence &

intersecao Mg N Mp se, e somente se:

1. as arestas de [ formam uma floresta no grafo G;

2. I contém, no maximo, uma aresta associada a cada rétulo.

Os conjuntos independentes maximais na intersecdo correspondem a florestas que
respeitam simultaneamente ambas as restrigcoes. Em particular, quando a cardinalidade
maxima de um conjunto independente comum coincide com o posto do matroide grafico,
obtém-se uma drvore geradora que satisfaz integralmente as duas condigoes, a qual, no

problema analisado nesta tese, corresponde a uma drvore geradora observdvel.

Essa formulacao remonta ao trabalho seminal de Quintana, Simoes Costa e Mandel
[56], no qual o problema da observabilidade topolégica foi abstraido como a busca por
uma drvore geradora arco-iris em multigrafos com arestas coloridas, isto é, uma arvore
geradora que satisfaz simultaneamente as restrigoes de aciclicidade e de unicidade de cores
das arestas (coloragao arco-iris). Essa abstracao fornece parte do arcabougo conceitual

que fundamenta a abordagem desenvolvida nesta tese.
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