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{}r�z2��u�v#u�n��(v#o`¡Q¨�{}n�© ���}�p{}v({}r�os�}t � r�� v#t�v v � ��r`�¦v#o�oqn�u��}v(x��¶r`o�z2�}{}r pi × pj < 0
¡�¤��}osr�tq�(r � �}r(ä

{}r�ososvFÚÊz2tq� vÐäÐoqr�usz2ts�}vL{}n�ÚÊ ��`np�®{}r��`np{�nptQoqz2�}tsr�v=n��}osr�tsx�y#z�z(�%tsr`��z¶x�y(z={ vFv(tqr`o�uwv=z2��u�v#u�n��(v
(i, j)

¡
4�npo�v#�}{}z�v�n��Øustsz¶{}�}x`y(zF{ v(o^tsr � t�v(o_{}r�tsr�{}�}x�y#z {}r�os�`tqn�u�v(o_r`� � i(j �ªä �`z2�}oqnp{}r�tsr�np�}n��`npv(�p��r`�lu�r

v=osr � �}n��Øusr�� v(tqusnpx`y(z={}r V
£

• MSC

r
USC

ä¶�#
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i = j
z2�

(i, j) ∈ E2
ä r

aij = 0
�`v(osz��`z(�Øust��(tqnpz}¡
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(i, j) ∈ E1
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MSC , USC, MNC , UNC

�®zÐ{}r�� osr�t_��v(tsv(��usr`tsn�¥�v({�z2o_{ v=osr � �}np�lu�r�ÚÊz2tq� vÐ£
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�#v(tqn'���2r�npo

xij

ß v(tqr`oqu�v(o_z2��u�v#u�n��(v#o�{}r
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ä � v#t�v(�lu�n��}{}zZoqr`���}tsr
zi ≥ 0

¡ú¨�o=n � �}v(�p{ v#{}r`o ß i ¡ñÝ2à�r ß i ¡Ûïlà�{}r�© �}r�� z��`z(�B�q�}�lu�zN{}r
v(tqr`o�uwv(o�©g}v#o�r`�

G1

¡�¨0tqr`�pvB�v(x�y(z��pnp��r�v(t
{}zF�@~Z�����Fä�tsr`��tsr`oqr`�luwv#{ v=osnp���}��r`os��r`�lusr��²z(t
P̃
ä�


z2�Ðu�np{}v�os�}��oqu�n�u��}n��}{}z#�×osr�v(o�tsr`o�u�tqnpx��¶r`o ß i ¡Û×là
r ß i ¡¿Ö j à ß v(oqosz¶�`npv({ v(oÔ�#oQ�(v#tsn'���(r`npo�{}r�{}r`��nposy(zØà��®z2t
xij ∈ [0, 1]

r
zi ∈ [0, 1]

ä tsr�os�®r`��u�n��#v(��r`�lusr(¡
�^� v�ÚÊz2ts���}�¦v(x`y(zN� v#npoLÚÊz2t�u�r�� v(t�vúz,�@~Z�����]�®zÐ{}r�osr�t z2�Ðu�np{}vúv#�²�2o�v,v#�}�pn���v(x`y(zN{ v(o

tqr � tsv(o�{�r
tqr`{}�}x`y(z�{}r�os��tsn�u�v(oD� v�ÙÐr�x�y(z i ¡�Ö2¡�m�r`ososv�� v#�}r`n�t�v�ä;�`z(�}osn�{}r`tqr
z2oD�`z(�B�q�}�lu�z2o
MR

ä
MSC

ä
MNC

ä
UR

ä
USC

ä
UNC

��z2��z*{}r�© �}np{�z2o=v(�lu�r�tsn�z2ts��r`�lu�r#ä�z2��usnp{}z(o�oq�}�}oqusn�us�}np�}{�z#��oqrÔv*{}r�© �}n�x�y(z
{}r��#
`t�u�n��`rL��z2�lu�tsz(�¦v({}z �²z2t

f
�×�`z2�lu�tqz2�¦v#{}z}¡���z2��osnp{�r`tsrLv(np�}{}v �}��v �`z2��oquwv#�Øusr

bi

ä � �}r=�®z2osoq�}n�z
�#v(��z2t���z2tstqr`os�®z2�}{�r`�lu�r$�%�}npz2t�ÚÊz2� � v � �}rF�}� �#
�tqu�n��`r

i ∈ MR ∪ UR

�²z¶{}rFv(oqos�}��npt�¡L¨�oqosn��Tä
bioqr`t��F��v#�p�`���¦v({}z=��z2� z�v(�gÐ ��pnpz�{ v=r � � v(x`y(z ß i ¡�Ö#Ö;àQv=osr � �}npt�£

bi =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j∈M

aijxij −
∑

j∈U

aijxij − fi

∣

∣

∣

∣

∣

� v(t�v
i ∈MR ∪ UR

ß i ¡¿Ö!Ö;à

¨ {�r�u�r�ts��np� v#x�y(zÔ{�r
bi


�tsr�v#�pnp¥`v({ v�r`�luwy(z|{ vÔoqr � ��np�lu�rLÚÊz2tq� vÐä²oqr
i ∈ MR

Ú�v#¥`r`��z2o
xij =

1, ∀ (i, j) ∈ E2\E1

¡0¨�� v(��z � v(��r`�lu�r#äQosr i ∈ UR

Ú�v(¥�r`��z2o
xij = 0, ∀ (i, j) ∈ E2\E1

¡
¤��l�¶n¦v(��r`�lu�r#ä}r`� v(�L�®z2o�z2o_��v(oqz2o�u�r�tsr`��z2o

xij = 1, ∀ (i, j) ∈ E1

¡
m�r�oqu�v�ÚÊz2ts��v�ä;�}��v_ÚÊz(ts�L�}�pv(x�y#z^��v(n�o ÚÊz2tqusr@�}v(t�v^z��@~Z�������²z¶{}r@osr�t�z2�Ðu�np{}v^oq�}�}oqusn�us�}np�}{�z#�
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oqr�v=tqr`oqustsn�x�y(z ß i ¡ æ à��®r`�pv(o�tsr�oqustsnpx.�Ðr�o ß i ¡�Ö i à ä ß i ¡�Ö�Úlà�r ß i ¡¿Ö�ÙØà
{}r�os�`tqn�u�v(o^v�oqr � �}n�t`£

∑

j∈M aijxij −
∑

j∈U aijxij − fi

bi

+ 1 ≥ zi, ∀ i ∈MR ∪ UR

ß i ¡¿Ö i à
zi = 1, ∀i ∈MSC ∪ USC

ß i ¡¿Ö�Úlà
zi = 0, ∀i ∈MNC ∪ UNC

ß i ¡¿Ö�ÙØà

��z2��osnp{�r`tsr
P̄

vútqr`�pvB�v(x�y(zú�pn��}r�v#tFv(osoqzÐ��n¦v({ vúv r�oqu�v �}zB�#vúÚÊz2tq�L�}�pv(x�y(z�¡3¨ {}r`oqn � �}v(�p{ v#{}r
ß i ¡¿Ö i à_usr`� v���r�os��v ÚÊ�}�}x�y#z%{ vÔtsr�oqu�tqnpx`y(z ß i ¡ æ à ä � v(tsv(�lu�n�t�z f

�×�`z2�lustsz2��r�{}zÔ�!
`t�u�np��r
i
�²z(t

M
ä

oqr`���}tsr � ��r�z ��tsnp��r`n�tszF��r`�L�}tqz { v�np�}r � � v(x�y#z ÚÊz2t^� v(n�z2t�z2�Tn � � v#��v�Ö2¡^e��Øustsr�uwv(�lu�z�ä v���z;�#v
tqr`oqustsn�x�y(z � v(t�v(�lusr �}��v*tsr��¦vB�v(x`y(zZ��np�}r`v(t�{�rÔ��r��pÝ}z(t � � v(��np{ v({�r�� v#t�vZz��@~Z�����=ä��¶npo�u�z � �}r
bi ≤ K, ∀ i ∈ MR ∪ UR

¡�¨�n � � v(��{ v({}r ß i ¡�Ö�Úlà�np�}{�np��v%z2o��!
`tqusnp��r`o�oqr`���}tsr
f
�×�`z2�lustsz2�pv({}z2o��}z

� tsv#ÚÊz�r�v�n � � v(��{ v({}r ß i ¡¿Ö�ÙlàDz2o��!
`t�u�np��r`o��Ø�}�}�`v f
����z2�lu�tqz2�¦v({�z2o`¡�� z2ts��v(�p��r`�lusr(ä;u�r`��z2o�z�oqr � ��np�lu�r

tqr`os����uwv#{}z}£

¨ �t©��-�©¡c��Ä � ñJª�ë(ç
z̃max

ñ
z̄max

ïBìNôõë!ApïB?�ñwìnDB=ªèËç ïBìúî¶ñ
P̃

ñ
P̄

?�ñwì�C ñ ; =�èËôõë(ç ñ�é>=�ñ`öÀÅ
é>=×ð¶ï
z̃max ≥ z̄max

ö

f_r`�}tqr`oqr`�luwv(tqr`��z2oQ�®z2t
x̄ij ∈ [0, 1], ∀ (i, j) ∈ E2

ä¶r
z̄i ∈ [0, 1], ∀ i ∈ V

ä¶z2� oqnp���}�pr�os��r`�lu�r
(x̄, z̄)

äl�}��v�osz2���}x�y#z��(u�n�� v^{}r
P̄
¡���z2��z�{}npoq�`��usnp{}z�r�� � i ÙX�ªä2r�oso�v�tqr`�¦v-}v#x�y(z��®zÐ{�r�osr�t�tsr�osz2���Ðn�{ v

r�� u�r����®z=�²z(�pnp��z2��npv(�®v#u�tsv��#
`o^{}z2o_�(
�uszÐ{}z(o�{}r��²z2�lusz2o�np�lu�r�tsn�z2tsr�o`¡

\^]�Æ ÇKs0�+nopÈqDs �*g�fTg s ��� ����� É*gDi¸bmgDjog Êog flbe�`gË�Ìg0pÈq�s �+�
�Ê$bmg�f

~Tz(oqu�tsv(tsr���z(o �}r�oquwvÍoqr`x�y#zÍ�`z2��zÑz2��usr`tÔ��� v,oqz2�p��x�y(z,�¶n%�B�(r`���}v(t�v,zÑ�
~*����� vÑ� v(t�u�npt�{}z
�}tqz2�}��r`��vZtsr`�pvB�v({}z

P̄
�`z(��zN{}r�os�`tqn�usz,v(�lusr`tsn�z2ts��r`�lusr(¡.¨�oqosnp��ä@�}� �}tqzÐ��r`{}n���r��ØuszN� v(oqu�v(�lu�r

� võu��}tsv(�}� v(tsv�z��}tsz2���pr`��v��®zÐ{}r�oqr`tgz2��usnp{}z�{}v�oqr � ��np�lu�r�ÚÊz2tq� v�£ã{ v#{ v��}� v�oqz2�p�}x`y(z
(x̄, z̄)

{}r
P̄��z2� ��zÐz(ts{}r�� v({ v(o

x̄ij ∈ [0, 1], ∀ (i, j) ∈ E2

r
z̄i ∈ [0, 1], ∀ i ∈ V

äÐ{}r�©}� v=�`z2��z
f
����z2�lu�tqz2�¦v({�z}ä

uszÐ{}z(o�z2o��#
`t�u�n��`r`o
i ∈ V

z2��{}r
z̄i = 1

äãrF�`z2��z|� y(z
f
�×�`z2�lu�tqz2�¦v#{}z%z2o�{}r`��v(n�o��#
`t�u�n��`r`o�{}r

V
ä

z2��{}r
z̄i < 1

ß �`z(��ÚÊz2ts��r�n��p�}o�u�t�vLz�¨�� � z2tqn�u���z i à�¡
��z2��zÔ�2r�tsr���z2o�v({�n¦v(�lu�r#ä osr

P̄
�²z2oqos�}n���� vÐ }��np��v%oqz2�p�}x`y(z%�(usnp��v�äÁz2o��#v(��z2tsr�o

x̄ij ∈ [0, 1]z2�Ðu�np{�z2oLv(�®�2oFvZoqz2�p�}x`y(z�{}r
P̄

osr�t�y(zNosr�����tsr%np�lusr`nptqz2o`ä�oqn � ��n�© �`v(�}{}zZ�®z2t�uwv(�lu�z�ä � ��rTv#z�r`os��z#�
��Ý}r`tq��z2o^z2o^�#
`t�u�n��`r`o

f
����z2�lu�tsz(�¦v({�z2o�z(�Z� y(z��²z2t

M
v#u�tsv��#
`o�{}r

z̄
ä®u�r�tsr`��z2o�v(��u�z(� v#usnp�`v(��r��lu�r
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� �J��©z���E �¡c©�Ä|¨�� � z2tsn�u���z�� v(oqr�v({�z�� vFtsr��¦vB�v(x`y(zF�pn��}r�v(t
¤+¥ÎÍ ���-�Ï �©]ªX©

i ∈ V Ð �¼Ñ#�¦�¥ ���
z̄i = 1

�©ÒÓ .Ô�©§�¥
f
�
controla(i)Õ ¥ ����Ò¸Ô�©Ö�¥

f
�
descontrola(i)×�¥ Ø ¡ ���Ù ¥3Ø ¡ Í ���-�Ú�¥

retorna G

�}� ��r���v(�}n�os��z=� v(tsv�{}r��`n�{}npt � � v(n�o^v(tsr�oquwv#o^z(��uwv#usn��#v(o�oqr`t�y#z�z2��� y(zFoqr`�pr��`n�z2� v({ v#o�v#zF©}� v(�[{}z
�}tqzÐ��r`{}n���r��lu�z}¡�� z2tq� v#�p��r`�lu�r#äÐu�r���z(o_vFoqr � ��np�lu�r��}tqz2�²z(osnpx`y(zF{}r`��z2�}o�u�tsv({ v=r`� oqr � ��np{ v�¡

¨ �t©��-�©¡c��Û � ïõé�ì�è�î¶ñ/?�ñgíÐç�ë�ìBïBA í: ;ð¶ï�DB=�èËç�ë
(x̄, z̄)

î¶ñ
P̄
; ïõç ; ïBïB?qî¶ñ�é®ëlîlëõì

x̄ij ∈ [0, 1], ∀(i, j) ∈

E2

ò
z̄i ∈ [0, 1], ∀i ∈ V

òúñÍôõë!ApïB?	DB=ªèËç ï
z̄max =

∑

i∈V piz̄i

ö � ñ
x̄ij ∈ (0, 1)

C�ë!?që½ë!A w
±(í¶ç�ëTë!?�ñwì/=åë

(i, j) ∈ E2\E1

ò�ñ��2èpì/=�èZ?�ÜZñ�é>=åð¶ïBò_í¶ç�ë|éÁïõôõëÔìBïBA í: ;ð¶ïð?�ñ/A�ë��Øëlîlë
(x̃, z̃)

î¶ñ
P̄

ïõé®î¶ñ
z̄max =

∑

i∈V piz̃i

ìBñ�é®î¶ï
x̃ij ∈ {0, 1}, ∀ (i, j) ∈ E2

ñ
z̃i ∈ [0, 1], ∀ i ∈ V

ö

���-©g���M�Íb�z(usr*n��}np��n¦v(����r��ØusrÔ{}r ß i ¡�Ö i à � ��rZ�}��v osz(�p�}x`y(z,tqr`�¦v-}v#{ v ß
x̄, z̄

à={}r
P̄

{}r��(r`t��
osv#u�n�oqÚ�v(¥�r`t9�=osr � �}np�lusr�n � � v(��{ v({}r#£

∑

i∈M

aikx̄ik −
∑

j∈U

ajkx̄jk − fk

bk

+ 1 = z̄k, ∀ k ∈MR ∪ UR

ß i ¡¿Ö k à
ÙÐr��9�®r`tq{ vÔ{}r � r`�}r�t�v(��np{ v({�r(ä®�`z2�}oqnp{}r�tsr V = MR ∪ UR

¡���z2�}osn�{}r`tqr=v(n��}{ v
V ′ r E ′

2

ä {}z2n�o
��z2�B�q�}�lu�z(o^{�r��!
`t�u�np��r`o^r�v(tsr�oquwv#o^{�r�© �}n�{}z2o_{ v=osr � �}n��Øusr�ÚÊz2ts��v�£

V ′ = V ∪ {s, t}

E ′
2 = E2\E1 ∪ {(s, i), ∀ i ∈MR} ∪ {(j, t), ∀ j ∈ UR}

��z2��oqu�tq�} p��z2ogv � z2t�v��}��v�tsr`{�r�v#�gÐnp�pnpv(t N ′ = (G′, c′)
z2��{}r

G′ = (V ′, E ′
2)
r

c′ : E ′
2 → R

+ ¡
¨½ÚÊ�}�}x�y#z

c′
ä � �}r�{}r�© �}r�v(o
��v(� v#�`np{}v({}r`o�{}z2o�v(tq�`z2o�{}r E ′

2

ä�osr�t��L��z2�}oqusts�} �{ vLvL� v#tqu�n�t
{�r
z̄
r�{ v

n � � v(��{ v({}r ß i ¡�Ö k à
{ vFosr � �}n��Øusr�ÚÊz2ts��v�£

c′si = |E1(i, MR)| − |E1(i, UR)| − (z̄i − 1)bi − fi, ∀ i ∈MR

c′ij = 1, ∀ (i, j) ∈ E2\E1

ß i ¡¿Ö æ à
c′jt = (z̄j − 1)bj − |E1(MR, j)|+ |E1(UR, j)|+ fj, ∀ j ∈ UR

¤��}{}r
E1(MR, j)

r
E1(MR, i)

ß tsr�os�®r`��u�n��#v(��r`�lusr
E1(UR, i)

r
E1(UR, j)

à�tqr`�}tqr`oqr`�luwv(�]z
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��z2�B�q�}�lu�z�{ v#ogv(tsr�oquwv#og©g}v#o�{}r

G1

�`z(� r/¶ustsr`��np{}v({}r`o�r��
MR

ß r`�
UR

à�r
V
ältsr�os�®r`��usn��#v(��r`�lu�r#¡

�_u�np��np¥`v(tsr���z2o�np�}n��`n¦v#�p��r`�lu�rLz*v(� � z2tsn�u���zÔ{}z2oL�Qv(��n��}Ý}z2o�¨��}��r��luwv(�lu�r�o=ÙÐ���`r`oqosn��2z2o ß ¬�í#± w
ç ñ�é>=�èËé�± � ë!=ËêK¬*AÜ±¶ïB? èZ=Ëê¶ç àg�}v(t�v�tqr`oqz2���(r`t�z��}tsz2���pr`��v�{}r*ò �gÐzL�$�BÐnp��z�{}r

s
v

t
r��

N ′ ß � v#t�v
��v(npz(tsr`o={�r�uwv#�pÝ}r�o��¶np{}r � Ö`�Ëà ¡�¨�oqosnp��ä�{}v �pr�n_{}rT��z2�}oqr`tq�#v(x`y(zÑ{}r�ò �gÐz}äQz(��u�r���z2o��}��vú��z;�#v
oqz2�p�}x`y(z ß

x̂, z̄
àQ{}r

P̄
z2�}{}r#£

∑

j∈UR

aijx̂ij = x̂si = c′si, ∀ i ∈MR

ß i ¡¿Ö�Ý2à
∑

i∈MR

aijx̂ij = x̂jt = c′jt, ∀ j ∈ UR

ß i ¡¿Ö�ïlà

2ZÚ@�(��np�l�2r�t�{}r ß i ¡�Ö æ à�ä ß i ¡�Ö-Ý2à[r ß i ¡�Ö�ïlà � ��r�v(z�tqr`osz(���2r�ts��z2oDz��}tsz(�}�pr�� v_{}r�ò ���z��ð�BÐn���z^{}r
s
v

t
�®r`�pz�¨�� � z2tsn�u���z�{�r��Qv(��np�}Ý}z(o�¨�����r��Øu�v(�lu�r�o`ä r`o�uwv(tqr`��z2o � v#t�v(�lu�n��}{}z��}� v��}zB�(vLoqz2�p��x�y(z

ß
x̂, z̄

à
z(�}{}r
z̄max =

∑

i∈V piz̄i

¡gb�z#u�r�v#np�}{ v � ��r�� y(z=�®zÐ{�r`��z2oQv(oqosr � �}t�v#t � �}r�v(o��#v(tqn'���2r�npo x̂ijß v(osoqzÐ��n¦v({ v#o®�#o�v#tsr`o�uwv(o^z2��u�v#u�n��#v(owà�oqr0�sv(� ��np�>�(tqn¦v(oT��� � �}r�v(o_��v(� v#�`np{}v({}r`o c′si, c
′
jt, ∀ i ∈ MR

r
j ∈ UR

�}y(zFtsr`��tsr`oqr`�luwv#� ��r`�`r�ososv(tsnpv(��r��lu�r��#v(�pz2tqr`o�n��Øusr`n�tsz2o�¡
��z2��osnp{�r`tsrFr��Øu�y(z�{}r=�}z2oqo�v|Ý}np�®�(u�r�osr#ä � �}rFr��n�oqu�v��}��v �#v(tsn%���2r`��ÚÊt�v(��npz2�>�#tsn¦v

x̂vw ∈ (0, 1)
ä

v(oqosz¶�`npv({ v�v�v(� � �}��vFv(tsr�oquwv (v, w) ∈ E2\E1

¡_~Tz2o�u�t�v#tsr`��z2o � �}r���� vF�}zB�#v�osz(�p�}x`y(z�tqr`�pvB�v({ v
(x̃, z̃)

{}r
P̄
�`z2���`z2���®z2�}r`�lusr`o

x̃ij ∈ {0, 1}, ∀ (i, j) ∈ E2\E1
ä��®z¶{}r`t���osr�tQz2��usnp{ v�tsr�osz2���2r`��{}z#�

oqr �}� �}tsz(�}�pr�� v|{}rðò ���z*�ð�BÐn���z�{}r
s
v

t
ä�r`� �}��v*�}zB�#v*tsr�{}r

N ′′ = (G′, c′′)
z2�}{}r

c′′ :

E ′
2 → Z

+ 
�{}r�© �}n�{ v���z2�l�2r��}npr��Øusr`��r`�lu�r#ä²r
z̄max =

∑

i∈V piz̃i

¡
ÙÐ���²z2��Ý vÍr`�luwy(z � �}r ∆ ∈ [0, 1]

�}�}n�{ v({}r�o%{}r ò �gÐz.{}r��#v(� osr`t|r��Ø�¶npv({ v(o|�}z.��v#��n��}Ý}z
p = (s, v, w, t)

ß z2�}{}r
v ∈ MR

r
w ∈ UR

à ¡ ��z(�}osn�{}r`tqr v(n��}{ v�ä � �}r δ′ = bc′svc
r

δ′′ = bc′wtc�}��np{ v({�r`o�{�rðò �gÐz(���Tusr`�}Ý}v(� oqnp{}zTr`�l�¶n¦v({}v(oL�®z2t�z(��u�tqz2o��`v(��n��}Ý}z2o�v(�}��r`�lu�v(�lu�r`o�� v(ososv(�}{}z
�®z2t

v
r

w
ä}tsr�os�®r`��u�n��#v(��r`�lusr(ä}�¶np{}r���n � �}tsv i ¡Ûï�¡

��n � �}tsv i ¡Ûï�£ge��Ø�¶npv(�}{}z ∆
�}�}n�{ v({}r�o_{}r�ò �gÐz�r��

p = (s, v, w, t)
¡
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¨�ososn��Tä�osr0�sv

∆ = min{rsv, rwt, 1}
ä}z(�}{}r

rsv = c′sv − δ′
r

rwt = c′wt − δ′′
äv(o_�`v(� v(��np{ v({�r`o

tqr`osn�{}� v(n�o�� v�tsr�{}r_tsr�osnp{�� v(�
N ′

R

ß v(oqosz¶�`n¦v#{ v�v
N ′ à ¡�á[z � z}älv#z�r��l�Ðnpv(ts��z2o ∆ ∈ [0, 1]

���}np{ v#{}r`og{}r
ò ���z���z���v(��np�}Ý�z

p
r`�

N ′ usr`tsr���z(o x̂sv = δ′+∆
ä
x̂wt = δ′′+∆

r
x̂vw = ∆

ältsr�os�®r`��u�n��#v(��r`�lusr(¡
¤��l�¶n¦v(��r`�lu�r#ä�oqr

∆ = 0
z2�

∆ = 1
���|usr`tsr���z(o

x̂vw ∈ {0, 1}
¡Ô��z2��osnp{�r`tsr�r`�lu�y(z

∆ ∈ (0, 1)
¡

��z2���`�p�� p��z2o�v � z(t�vL{}r ß i ¡¿Ö k à � ��r(£

z̄v = zv(δ
′ + ∆) =

|E1(v, MR)| − (|E1(v, UR)|+ (∆ + δ′))− fv

bv

+ 1,
ß i ¡�Ö�×là

para v ∈MR

z̄w = zw(δ′′ + ∆) =
(|E1(w, MR)|+ (∆ + δ′′))− |E1(w, UR)| − fw

bw

+ 1,
ß i ¡ i(j à

para w ∈ UR

4gr��sv(��z(o�v � z2tsvÔ�`z2��z%{}r�u�r`tq��n�� v(t�v(o���v(�}v(�`n�{ v({}r�o
c′′sv, c

′′
vw

r
c′′wt

�}z|�`v(��n��}Ý}z
p
�}vÔ�}zB�(v

tqr`{}r
N ′′ ¡
e�ososv(o���z;�#v(o_�`v(� v(��np{ v({�r`o^{}r��(r`t�y#z osr�t�{�r�© �}n�{ v(o_{}r�� v#�}r`n�t�v � �}r(ä®v(z�tsr�osz2���2r`tq��z(o^z��}tqz#�

�}��r`��v�{}zmò �gÐz=�ð�-�n���z�{}r
s
v

t
r��

N ′′ ä�z(oQv(tq�`z2o c′′si
r

c′′jt
oqr0�sv(��np�lu�r�nptqz2o�r�o�v#us�}t�v({�z2o`ä v#�%
`�

{}n�osoqzZ{}r��(r`��z2o�usr`t`ä
pvzv(δ

′ + ∆) + pwzw(δ′′ + ∆) = pvzv(δ
′ + ∆′) + pwzw(δ′′ + ∆′)

z(�}{}r
∆′ ∈ {0, 1}

älz2��osr0�svÐä
pv z̄v +pwz̄w = pv z̃v +pwz̃w

¡�¨�oqosn��TäØtsr��²r�u�n��}{}z#�×osr_z���tsz¶�`r`oqoszL�}v(t�v�u�z¶{}z
v(tq�`z

(v, w) ∈ E2\E1

z(�}{}r
x̂vw


LÚÊt�v(��npz2���(tsn�z}ä²usr`tsr���z(o��}��vÔ�}zB�(v%tqr`{}r
N ′′ = (G′, c′′)

z(�}{}r
c′′

��2r�u�z2t^{}r��`z¶z2ts{�r`� v({}v(o_np�lu�r�npt�v#oQr

z̄max =
∑

i∈V piz̄i =
∑

i∈V piz̃i

¡
b^z(u�r*v(np�}{}vú{}r ß i ¡�Ö�×là=r ß i ¡ i(j à�ä � ��r*osrZv(�}��r`�luwv(tq��z(o�zoò �gÐzÑ�}z,v(ts��z

(v, w)
r`�

N ′′

{}r
∆

� v(tsv
∆′ = 1

usr`tqr`��z2o=osr����}tqr
zv(δ

′ + 1) ≤ zv(δ
′ + ∆), ∀ v ∈ MR

r
zw(δ′′ + 1) ≥

zw(δ′′ + ∆), ∀ w ∈ UR

¡�¨�� v#�pz � v#��r��Øusr(ä�v(zF{}np��np�Ø�}n�ts��z2o
z&ò ���z�{}r ∆
�}v(t�v

∆′ = 0
u�r�tsr`��z2o

oqr`���}tsr
zv(δ

′) ≥ zv(δ
′ + ∆), ∀ v ∈ MR

r
zw(δ′′) ≤ zw(δ′′ + ∆), ∀ w ∈ UR

¡�¤���osr`t��2r�v � z(t�v
� �}r#ä[osr pv > pw

ß tqr`oq�²r���u�n��#v(��r��lu�r
pw > pv

à ä[v(zÔoq�}�}oqusn�us�}npt
∆

�®z2t
∆′ = 1

ß
∆

�®z2t
∆′ = 0

à
usr`tsr���z(o��}� �}zB�2z�ò �gÐz��(u�n���z�r`�

N ′′ �`z2���`�}o�u�z�� v(n�z2t � �}r z̄max

älz � �}r9
^v(�}os��ts{}z��²z(npo z̄max
��#v(�pz(tQ�(u�n���z�{}r
P̄
¡
��z2���`�p�� p��z2oQr`�lu�y(z � �}r#ä osr pv 6= pw

u�r�tsr���z2o�r��luwy(z
∆ ∈ {0, 1}

¡
��z2��osnp{�r`tsr�v � z2t�v pv = pw

¡gb�r�oqu�r���v#osz}ä�usr`��z2o_v(o_osr � �}n��Øusr`o_�®z2osoqnp�}n��pnp{}v({}r`o�ä�z2�Ðu�np{}v(o�v(�®�2o
tqr`osz(���2r�ts��z2o�z��}tsz2���pr`��vL{}r�ò �gÐz��ð�-�n���z�{}r

s
v

t
r��

N ′ £

nå¡
z̄v = zv(δ

′ +∆) = 0
r

z̄w = zw(δ′′ +∆) ≤ 1
¡�b�r`oqosr���v(oqz}ä¶Ú�v#¥`r`��z2o

c′′sv = δ′ +1, c′′vw = 1r
c′′wt = δ′′ + 1

¡^2½Ú@�#�`np���2r`t � �}r#ä�v(z|oq�}�}oqusn�us�}npt
∆

�®z2t
∆′ = 1

�}zT�`v(��np�}Ý}z
p
{�r

N ′′ ä
z(��u�r���z2o���� v��}zB�#v�osz2���}x�y(z��¶n%�B�(r`�{}r

P̄
älz2�}{}r

z̃v = zv(δ
′+1) = 0

r
z̃w = zw(δ′′+1) ≥

zw(δ′′ + ∆)
¡�e��lu�tsr�uwv(�lusz}ä�osr

zw(δ′′ + 1) > zw(δ′′ + ∆)
äDu�r`tq ¦v(��z2o��}��v���z;�#v*oqz2�p��x�y(z
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tqr`�pvB�v({ vZ{}r

P̄
z2�}{�r

z̄v = z̃v

r
z̄w < z̃w

r|�²z2t�uwv(�lusz ∑

i∈V piz̃i > z̄max

ä
z � �}r��}z2o
��r��#v(tqn¦v�vL��� v(�}oq�}ts{�z}¡@��z2t�z2�Ðu�tsz=�pv({}z}äÐosr

zw(δ′′ + 1) = zw(δ′′ + ∆)
ä�u�r���z(oQ�}��vL�}zB�(v

oqz2�p��x�y(z={}r
P̄

z(�}{}r
x̃vw = ∆′ = 1

ä
z̄v = z̃v

r
z̄w = z̃w

¡
npnå¡

z̄ = zv(δ
′ + ∆) ≤ 1

r
z̄w = zw(δ′′ + ∆) = 0

¡Lb�r�osoqr��`v(osz�ä Ú�v(¥`r���z2o
c′′sv = δ′, c′′vw = 0r

c′′wt = δ′′
¡�b^zB�(v#��r��Øusr(ä²v(z�os�}�}o�u�n�u��}n�t

∆
�®z2t

∆′ = 0
��z ��v#��n��}Ý}z

p
r��

N ′′ äz2��usr`��z2o
��� vF�}zB�#v�osz(�p�}x`y(z}ä z2�}{�r

z̃v = z(δ′) ≥ z(δ′ + ∆)
r

zw(δ′′) = zw(δ′′ + ∆)
¡^Ù¶r

zv(δ
′) =

zv(δ
′ + ∆)

ä u�r���z(o��}��vÔ�}zB�(vÔoqz2�p��x�y(z%{}r
P̄

z2�}{}r
x̃vw = ∆′ = 0

ä
z̄v = z̃v

r
z̄w = z̃w

¡
�Dz2t^z2��u�tqz��pv({}z}ä oqr

z(δ′) > z(δ′ + ∆)
u�r�ts ¦v#��z2o_�}��vF�}zB�(v�osz2���}x�y#z�{}r

P̄
z2�}{}r

z̄v < z̃vr
z̄w = z̃w

r��²z2t�uwv(�lusz ∑

i=V piz̃i > z̄max

ä z � �}r���z2o_�pr��#v(tqn¦vLv=�}� v(�}os��ts{}z}¡
npn�nå¡

z̄v = zv(δ
′ +∆) ∈ (0, 1)

r
z̄w = zw(δ′′ +∆) ∈ (0, 1)

¡�~Tz(oqu�tsv(tsr���z(o@��tsnp��r`n�t�v(��r`�lusr � �}r
n�oqusz�oq� osr�t�� �®z2oqos ��(r`�ãosr

bw = bv

¡^��z(��z
δ′
r

δ′′
ä²tqr`�}tqr`osr��luwv(� � � v(�lu�n�{ v({}r�o�np�lusr`nptsv(o_{}r

ò}�gÐz����Fr`�l�¶n¦v({ v#o�{}r
s
v

t
� v#oso�v#�}{}z �®z2t

v
r

w
ä tqr`os�®r`��u�n��(v#��r��Øusr(ä®v(zFÚ�v(¥�r`t

∆′ = 0
z2�

∆′ = 1
r`�

N ′′ usr`tsr���z(o�{}r ß i ¡¿Ö�×làãr ß i ¡ i(j à � ��r zv(δ
′+∆′) ∈ [0, 1]

r
zw(δ′′+∆′) ∈ [0, 1]

¡

ÙÐ���²z2��Ý v�v � z2t�v�äõosr����²r�ts{ v�{�r � r��}r`tsv(�pn�{ v({}r#ä � �}r bw > bv

¡�m�r ß i ¡�Ö�×là[r ß i ¡ i(j à[�`z2�}���p�} ���z(o
� �}r z̄v − z̃v + z̄w − z̃w = zv(δ

′ + ∆)− zv(δ
′ + ∆′) + zw(δ′′ + ∆)− zw(δ′′ + ∆′) = − (δ′+∆)

bv
+

(δ′+∆′)
bv

+ (δ′′+∆)
bw
− (δ′′+∆′)

bw
= (bw − bv)(∆

′ −∆)
¡

��z2��z
∆ ∈ (0, 1)

ä�r
bw > bv

ä�v(zÍÚ�v(¥`r�t
∆′ = 0

z2�Ðu�r`��z2o%�}��vÑ�}zB�#v¹oqz2�p��x�y(z.z2�}{�r(£
z̄v + z̄w < z̃v + z̃w

ä�z � �}rQ
�v#�}os�}tq{}zF�²z(npo
usr`tq ¦v(��z2o@�}� v��}zB�(vLoqz2�p��x�y(zL��r`��Ý}z2t@{}z � �}r�v � �}r��¦v
z2�Ðu�np{}v r`�

P̄
ä^z(��osr0�svÐä^usr`ts pv(��z2o���� v,oqz2�p��x�y(zÑz(�}{}r ∑

i∈V piz̃i > z̄max

¡Ç¨�� v(�pz � v(��r`�lu�r#ä
oqr

bv > bw

ä_�wÝ}r � v(��z(o¡�,��r�os��vÑ�`z2�lust�v({}n�x�y(z Ú�v(¥`r��}{}z
∆′ = 1

¡Pm�r��(r`��z2oÔu�r�t%�²z2t�uwv(�lusz}ä
bw = bv

¡Ób^r`osoqr*�`v(osz}ä��²z¶{}r`��z2oFÚ�v(¥`r�t
∆′ = 0

z2�
1
np�}{}n�oqusnp�luwv(��r`�lusr(¡5�Dz2tqu�v(�lu�zúÚ�v(¥`r���z2o

c′′sv = c′′wt = δ′ + ∆′ r c′′vw = ∆′ r�� N ′′ ¡

n��®¡
z̄v = zv(δ

′ + ∆) = 1
r

z̄w = zw(δ′′ + ∆) ≤ 1
¡�b�r�oqusr=��v(oqzÔÚ�v(¥`r���z2o

c′′sv = δ′
ä
c′′sw = 0r

c′′wt = δ′′
¡���z2��z

δ′
tsr��}tsr�osr`�lu�v|��� v � � v#�Øusnp{ v#{}r=np�lu�r�nptsv�{}r�ò ���zm���Ôr��l�Ðnpv({ vÔ{}r

s
v

t
� v(ososv(�}{}z��²z(t

v
ß v(� � z2tsn�u���zL{}z2o^��v(��np��Ý}z2o^v(�}��r`�luwv#�Øusr`o�à�ä v#z�Ú�v(¥�r`t ∆′ = 1

r`�
N ′′ z

�!
`t�u�np��r
v
�`z(�Øusnp�Ø� v ��z2�lu�tqz2�¦v({�z �®z2npo

fv ∈ Z
+ ¡��v(¥`r���z(o�r��Øu�y(z c′′sv = δ′ + 1

ä
c′′vw = 1

r
c′′wt = δ′′ + 1

¡�¨�� v#�pz � v#��r��Øusr(ä¶osr z̄v = zv(δ
′ + ∆) ≤ 1

r
z̄w = zw(δ′′ + ∆) = 1

Ú�v(¥`r���z2o
∆′ = 0

¡

f_r`�®r�usnp��z2oãz2o���tsz¶�`r`oqosz�v#u�
 � �}r
uszÐ{ v#o�v#o�v(tqr`o�uwv(o (i, j) ∈ E2\E1

��z2�
x̂ij ∈ (0, 1)

ä;u�r`��Ý v(�
oqnp{}zF�®r`o � �}n�o�v({}v(o`¡

�Dz2tqu�v(�lu�z�v#z�tsr�osz2���2r�ts��z2o�z��}tsz(�}�pr�� v_{}r�ò}�gÐz��$�BÐnp��z^{�r
s
v

t
r`�

N ′′ �²z¶{}r���z2o � v(tsv(�lu�n�t
v=r/Ðn�oqu § �}�`npv={}r��}� vL��z;�#v=osz(�p�}x`y(zF�`z2� ��zÐz(ts{}r�� v({ v(o�n��lu�r`n�t�v(o

x̃ij ∈ {0, 1}, ∀ (i, j) ∈ E2\E1
¡
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m�r�ososvFÚÊz2tq� vÐä�z2��usr`��z2o��}��vL�}zB�#vFoqz2�p��x�y(z ß �}v(t�v=v=tsr�{}r

N ′′ à�z2�}{}r ∑

i∈V piz̄i =
∑

i∈V piz̃i =

z̄max

¡��#¡ � ¡ { ¡
�

b^z(u�r��}z*r��r������pz*{}vZ��n � �}t�v i ¡Û× ß vlà ä � �}r � v(t�v
fi = 0

r
pi = 1, ∀i ∈ V

ä���� v�osz2���}x�y(z
�(usnp��v�{�r

P̄
ä��®z¶{}rÔosr�t=z2��usnp{ v|Ú�v(¥`r��}{}z#�×osr

x̄ij = 0, 5, ∀ (i, j) ∈ E2\E1

¡úb�v*��n � ��t�v i ¡Û× ß �à
r��Øustsr�uwv(�lu�z�äÁz2�}oqr`t��(v#��z2o��}� v�z2��ust�v oqz2�p�}x`y(z �#u�np��vFz2�}{}r

x̃ij ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ E2\E1

¡�e��
v(���²z2o�z(o���v(oqz2o`ä�Ù=�#
�tqu�n��`r�o�osy(zF�`z2�lu�tqz2�¦v#{}z2o ß oqz2�p��x�y(zF�(usnp��vlà�¡

��n � �}tsv i ¡Û×�£�euÐr`���}�pz|{}r={�� v(o�osz(�p�}x.�Ðr�o��(u�n�� v(o�ä �`z(� �`z¶z2tq{}r`� v#{ v(o�ÚÊt�v#�`npz(�>�(tsnpv(o ß vlà�r=��zÐz2t��
{}r�� v({ v#o^n��lu�r`n�t�v(o ß �à�¡

�^� �}zB�2z��}tsz¶�`r�{}np��r`�lusz}älnp���}oqust�v({}z��®r`��z�¨�� � z2tsn�u���zQÚ�äØ��z2�}osn�oqusr^r�� osn������pr`oq��r��lu�rQoqr`�pr��`n�z#�
� v#tQv���r`��Ý}z2t�oqz2�p��x�y(z ß �`z(� z=��r`��Ý}z2t@�`�}o�u�z

c(S)
v#ososz¶�`npv({}zØàgz2��usnp{ v�r`�lu�tqr�z2oQ¨�� � z2tqn�u���z2o9Ö�r

i ¡���z2��z�{}r`��z2�}o�u�tsv({}z�r`� � i#j �åä(z�¨�� � z2tsn�u���z*Ú��®z2osoq�}n}�}��v�t�v#¥�y(z�{}r��²r�tqÚÊz2tq� v(���`rQ��v(npz(t � �}r
1
2

� v#t�v�zF�@~Z��� ß oqn�u��}v(x�y(z�� v(t�u�np���}�¦v#t
{}zL�
~*������z2�}{}r
fi = 0

r
pi = 1

ä
∀ i ∈ V

à�¡�¨ � ��r`�¦v#o
n��}oqu��(�}�`npv(o�z2�}{}r

n ≤ 4
ä��®zÐ{�r`� osr�tLtsr�osz2���Ðn�{ v(o�Ú�v(�`n��p��r`�lu�r#ä�{�r ��v(�}r`n�t�v|r/�v#u�v*rÔr`�]usr`���²z

�®z2�pn��}z2��n¦v(�ª¡ã��v(tsv=� v(n�z2tsr�oQ{}r�uwv(��Ý}r`o_osz(�}tsr�r`oqosr��}tsz¶�`r�{}np��r`�lusz�r�oq� v�v(�>�(��nposr�{}r�v(�}tsz�Ðnp��v(x`y(z
�¶np{�r � i(j �å¡
� �J��©z���E �¡c©�Û|¨�� � z2tsn�u���z��`z(� �²r�tqÚÊz2tq� v#�}�`r���v(npz(t � �}r 1

2¤+¥
S ′ ← Algoritmo 1¦�¥
S ′′ ← Algoritmo 2§�¥ ���

c(S ′) > c(S ′′)
�©ÒÓ .Ô[©Õ ¥

retorna S ′Ö�¥ ���¶Ò�Ô�©×�¥
retorna S ′′Ù ¥3Ø ¡ �.�

¨ �t©��-�©¡c��Ý «�¬*AÜ±¶ïB?�èZ=�ç ï�}¥±lë!?që(é>=�ñwò�ñ�ç =�ñ�ç*C ï�C ïBA èËéÁïõç=è�ë!AÛò�í¶ç�ën?së�¢Bð¶ï,î¶ñ&C ñ/? v ïB? ç�ë(é ; ñ
C�ë!?që|ï � �n�Ô� è�±(í}ë!ADë

1
2

+ 1+
√

n

2(n−1)
, ∀ n > 4
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