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ýX�"���5��¦ ���C}��@�_}�|~y{�"¤z�¡���C�K�¡�_| ¨ �¡�����C�K��|X¦����¯�µ|�¦~���C�C�o��x ê²��y��C��« è yì��|~y�¦�}�x��TS¯|~y÷����yr�{}�<~yr��}�x �M|�x©�
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ut + v.∇u = d∇2u, t > 0, X ∈ Rκ, ò t «�Kô
�"�¡��|

u(X, t)
}�|~��}{|~y{|~�¯���f�®���8}�xU=~�µ|~¤r¦����¡����û~x �¡��|M��x ê²���¡��x �¡��ÿ

v = v1, ..., vκ
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d
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κ
���Cy{y���y�«

�Î�C}������^��}{����¤ |~�3����x���x �M|���y�xz�����8¤ ò
κ = 2
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ut + v1 ux + v2 uy = d(uxx + uyy).
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un+1
i,j = uni,j + δt d

[
un+1
i−1,j−2un+1

i,j +un+1
i+1,j

∆x2

]
− δt v1

[
un+1
i+1,j−un+1

i−1,j

2∆x

]
+

δt d
[
uni,j−1−2uni,j+u

n
i,j+1

∆y2

]
− δt v2

[
uni,j+1−uni,j−1

2∆y

]

un+2
i,j = un+1

i,j + δt d

[
un+2
i,j−1−2un+2

i,j +un+2
i,j+1

∆y2

]
− δt v2

[
un+2
i,j+1−u

n+2
i,j−1

2∆y

]
+

δt d

[
un+1
i−1,j−2un+1

i,j +un+1
i+1,j

∆x2

]
− δt v2

[
un+1
i+1,j−un+1

i+1,j

2∆x

]
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0 ≤ t ≤ T
ÿ

0 ≤ x ≤ 1
ÿ

0 ≤ y ≤ 1
ÿ

∆t = tn+2 − tn
ÿ

δt = ∆t
2

= tn+1 − tn
ÿ

∆x = xi+1 − xi
|

∆y = yi+1 − yi
«
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�÷�"��y{x ��|~}{|O�m| ¨ ���8���8�@��|O¦§�"�¯�"|�¦~���C�8�o��xzêæ��y��C�3ò t «�KôE¦���� φ = 1
|~�����3�c��xz�M|~��y��C�_|~y{���8¦�x²�C¤³ÿ

ut + vux = duxx.
ò t « n ô

ç |�þ��
x
�M�¹ü\�¡�S¤zxz��î��5¦��C}��8¦§��|~}�x y���x ¦���« ´ �"|�����}O����x©��=C}{xz�

τ = (v∆t,∆t) = (x− x, tn+1 − tn)
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τ
ü\�¡�8�¡�S�¹��}

uτ = ∇u. τ||τ ||

= (ux, ut).
(v∆t,∆t)√

(v∆t)2 + ∆t2

= (ux, ut).

(
v∆t

∆t
√

1 + v2
,

∆t

∆t
√

1 + v2

)

= (ux, ut).

(
v√

1 + v2
,

1√
1 + v2

)

=

(
vux√
1 + v2

,
ut√

1 + v2

)

=
1√

1 + v2
(vux + ut).

�¥��}����C�¯�{�¡ÿ
√

1 + v2 uτ = ut + vux.
ò t « v ô

ç ����y���x©����xz�¡���Hò t « v ôQ|~�^ò t « n ô§ÿ
√

1 + v2 uτ = duxx.
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√
1 + v2 un+1

τ ≈
√

1 + v2
un+1 − un

∆τ
.

ò t « ÿ�ô
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ç ����y���x©����xz�¡���
∆τ = ||τ || |~� ò t « ÿ"ô�ÿ

√
1 + v2 un+1

τ ≈
√

1 + v2
un+1 − un
∆t
√

1 + v2

√
1 + v2 un+1

τ ≈ un+1 − un
∆t

.
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un+1
i = uni + ∆t d

(
un+1
i−1 − 2un+1

i + un+1
i+1

∆x2

)
,

ò t « Lµô
�"�¡��|�°
∆x = xi+1 − xi

ÿ
uni = uni (xni ) = uni (x(xi, tn))

ÿ

¦��"�
xi = xi−v∆t
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y�| � ���¡����y{|~�Mxö�Ç���8y{y{������}���¦�|~y{y{�H�8�µ��|~}{xz��}\ü5xz�¯�µ|�}���x ����ÿÜx y��{��ü"ÿ¥�Cy\xz�¡¦�� � ��xz���8y ¨ ��|5êæ�"}��8� �T�����
�8¤zxzû���¡�CySxz�M��¤zx ¦�xz���8�5|~�¯��|0� � ��}��Hy{|~}��8�]�T�����C¤ xzû�8�¡�8yé�¹|~¤ ����}���¦�|�y�y{��|�õ���¤zª�¦�x©����|�±x�¦§|§� �µ|~}{y���ÿÎy{x©�
�M|���}�x û�C�¡���H�8y6�T�����C¤ xzû�8�TS¯|~y«®pÎy����9x ��ü~x²����|5��y��C}@�Mü����±���"y\|§õ���¤ ª ¦�x©����yK|M�5ü����±���"y\xz�M��¤ ª ¦�x©����y
�8¤©��|~}��������8�M|~�µ��|@|~� y����i¦§�"��þë���¯����ym��|@�¹���¯����yX�¡�é��8¤zî��é�¹|~}{�Mx©��| ¨ ���8¤zxQP�¦��C}X� ´ pìý ¦����M�M�¡�
¦�¤²�Cy{y{|é��|6�Mü��{������y è wgl�«g\�x �5�i��}����8�µ��|6����y{|~}����8} ¨ ��|�ÿ¹���M����xz¤zx û�8���C�9��� ´ prýKÿ����C�®îR=�M��|§�
¦�|~y{y�x �¡�8��|5��|Sy�|é}{|~y{��¤z�"|~}_���<y{x y��{|~��¤ xz��|�C}\�®¦��8�¡�®xz��y����C�¯��|5��|é�{|~�M�¹��ÿá¦����M����¦§�"�¯�{|�¦�|S|~�
�Mü����±���"y �{�����C¤z�M|~�¯�{|@x �5��¤ ª ¦�x©����y�«

è êæ��}{�3�8¤zxzû�����C�é�3�C�{|~�®=C�{x ¦��K��� ´ pìý&��|��"|§�Çy�|c�é�c����}{¤��~ðdã t KVåÇÿ ¨ ��|g��|~y�¦�}{|��"|_�\|~y���}��C�{ü � x��
ýX�"��y�¦��8��¦�î�¦§�"�M�>����G��¥|�8¦�|~��C���ëqX��¦�î�êæ��}��£y{��¤ x©����xz� � I�« è ¤ � ���3�8y5��|��¯���T��x©���8y3��|H�C�R=8¤zxzy{|H��|
¦��"�µ�µ|~} � <~�¡¦�x��S��� ´ prý�êæ��}��C���C��}{|~y{|~�¯�����¡�Cy�ÿ����C�S�{|~�¡���5y{x ���5x ��|~�¯��xQP�¦��8����yO}{|~¤��C�{�"yO�¡�5�C��¤zx�¦~�T�
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���8�M��x }�|����5���M¦�}{x©��ü�}{xz�3��|_�µ���HkX|~����C�Zã m�m å «
´ ��}���¦�|���x �M|��¯���f�C��}{|~y{|~�¯�������0�¹��}\ú÷�¯�"��ï±ï��C�M�]|�Br|~}ù[`|~}Aã m O�å���x y�¦����{|M¦����¡��x �TS¯|~yK��|S|�y��

���C��x ¤zx �¡����|é��|~y���|6�Mü����±���®�¡�8}��M����3¦�¤��8y{y{|S��|é��}��"��¤ |~�3�8yc��|S�����"|�¦~���C�8�o��xzêæ��y��C�9�é��¤©��x ��xz�M|~���
y�xz�����8xzy�« è �{}��~�µü~y@��|3�8�¡�8¤z� � x��8yK¦���� �0�Mü��{�����0¤ |�C��êæ}�� � �ëwm�(¢¡��}����o¢¡}��C��ï"|�¤��M��y���}��"���Çy{| ¨ ��|3�
|~y����8��x ¤zx �¡����|f���>�Mü§�������ßýX����y�¦§����¦�î*���C�ß��|~�¹|~�¡��|f���>¦��±|VP�¦�x |��¯��|f��|���x ê²��y��8��«*p��µ��}{|����8�µ���¡ÿ
îR=H����f¤zx �Mx©���8���C�]����xz�¯��|~}��"�C¤z�>��|�{|~�M�¹���¹��}S¦��C��y��×���×��xzy�¦�}�|���xzû�8���8��y{x �5ü���}{x ¦��H�¡�H���8}���|
¦��"�µ�µ|�¦§��x©���5���M���¹|~}��8����}m��x êæ|�}{|~�¡¦�x��C¤ ÿ¡¦��"�5�M|~y{�¹|~}�������«

ç |�þ��M�S| ¨ �¡�����C�3��|\¦��"�µ�µ|�¦~���C�8�o��xzêæ��y��C�×ò t « n ôQ|�� ����S��x �5|~��y��8�M|~y{���8¦�x��8¤³ÿ�¦�����¦����¡��x �TS±|�y
��|\¦��"�µ����}{���M|\¦����¡��x �TS±|�ymxz��x ¦�x²�Cxzyc�C��}{����}{x��8�¡�8y�«

ç |�þ��
uni

������8��}��õ�x ��8���C�f���8}��
u
|~�

(xi, tn)
«9�÷�"��y�x ��|~}�|®�Cy6��xzy�¦�}{|��{x û�8�TS¯|~yé¦�|��¯��}��8�¡�Cy

��|\��x ê²|~}{|~�¡�~�8y_P¡��x©���CyX���C}��0ò t « n ô§ÿ

un+1
i = uni + δt

[
d
(
uni−1−2uni +uni+1

(∆x)2

)
− v

(
uni+1−uni−1

2∆x

)] �fü����±���M|§õ���¤zª ¦�x©����ÿ
ò t « K u ô

un+1
i = uni + δt

[
d
(
un+1
i−1 −2un+1

i +un+1
i+1

(∆x)2

)
− v

(
un+1
i+1 −un+1

i−1

2∆x

)] �fü����±���Mx �5��¤ ª ¦�x©���
.
ò t « KNKô

´ �¡��|

0 ≤ x ≤ 1
ÿ

0 ≤ t ≤ T
ÿ

∆t = tn+2 − tn
ÿ

δt = ∆t
2

= tn+1 − tn
|

∆x = xi+1 − xi
«

�X� ´ pìý����C}��fò t « n ô ¦��"�6��x ���5�3|~y ¨ ��|~�3�M|�õ���¤ ª ¦�x©���×ò t «�K u ô ¦��"���3|~y ¨ ��|���Mxz�M��¤zª ¦�x©����ò t « KNKô
|~� �¹���¯����yg�C¤©��|~}{���8����ym�¡�S�3�8¤zî���ÿ ¨ ��|@y��8�M��x©��x ��x�����yX|~� y{���i¦�����þë���µ����yX���8}�|~yX|@ªz�M���C}{|~y�«

�X� �"�C¤z�"}c�C��}{��õ�xz��8���
un+2
i

�T�����C¤ xzû�8���®��y��C�¡�����Mü§�������x �5��¤ ª ¦�x©����ÿ¹|~� ����y{|~�Mxz���8y{y{�
��� ´ prýKÿ�ü\�¡�8���M�¹��}

un+2
i = un+1

i + δt

[
d

(
un+2
i−1 − 2un+2

i + un+2
i+1

(∆x)2

)
− v

(
un+2
i+1 − un+2

i−1

2∆x

)]
,

ò t « K t ô
�"�¡��|@�S�"�C¤z�"}

un+1
i

êæ��xá������x ���3¦���� �éêæ�"}��é��¤��S|�õ���¤ ª ¦�x©����ÿ

un+1
i = uni + δt

[
d

(
uni−1 − 2uni + uni+1

(∆x)2

)
− v

(
uni+1 − uni−1

2∆x

)]
.

ò t « K m ô
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kX�8��| ¨ ��|g�@|~y�¦�}{x©���\��|~y���|~yìy�|��Mx ���Cy{y{�"yìy��¡¦§|~y�y{x©�µ��yQ��� ´ pìý�ò t «�K t ô ��ò t «�K m ôÎüXy{|~�M|~¤zî��8�µ��|c�C�

�Mü����±��� è wglQ�¥|���¦�|~�3�8���ëqX�8¦�î�êæ��}��ßò t « m ô§«
�Y�8}��

Lhu
n
i = d

(
uni−1 − 2uni + uni+1

(∆x)2

)
− v

(
uni+1 − uni−1

2∆x

)
,

ò t « K n ô

� ´ pìý\ÿ¡��|K�8¦���}����3¦������c����}{¤��~ðßòtã t�t å ÿ�ã t�m åÇÿÞã t n åæô§ÿ��¹����|@y�|�}O}{|�|~y�¦�}{x©���3¦����M�

un+1
i = uni + δt(θni Lhu

n
i + θn+1

i Lhu
n+1
i ),

ò t « K v ô
�"�¡��|

θni =

{
1

y�|
(n+ i)

ü
ª �5���8}
,

0
y{|

(n+ i)
ü����C}

.

ò t « K�Oµô

�Y�8}��0��� ���8¤z��}6��|
n

P�õ��×�C�H¦�����y{x���|�}��C}Ky{�"�M|��¯��|M��yK�¹���¯����yKª �5���8}�|~yK���fxz��y����C�¯��|
n
ÿ

ò t «�K v ôQü þo��y����C�M|~�¯��|_�Mü����±���5x �M��¤ ª ¦�x©����«÷�E�"} ������}{�5¤�������ÿ����C}��S��yO�¹�"�¯�{�"yO���C}{|~yOü@|~�M��}�| � �8���
���5ü����±���0|§õ���¤zª�¦�x©����« ´ ��y{|~}��"| ¨ ��|S���8}��®î����"|~}_���^¦§x�¦�¤z�f¦����M��¤z|��{�f���0�Mü��{�����fýX����y�¦�����¦�î>ü
��|�¦�|~y{y
=8}�x �M��CxzyX��� y{|~�Mxz���8y{y{��ÿ¡���Mxz��y����C�¯��|\��|_��|��M�¹�

n+ 1
���C}��S�

n+ 2
«

pÎy�¦�}�|��µ|~�¡���3���"xzyOy�|~�5x ���Cy{y{�"yOy{�¡¦�|~y{y{xz�"�"yX���M|~y ¨ ��|~��0ò t «�K v ô÷�C<~�S�Çy{|"ÿ
{
un+1
i = uni + δt(θni Lhu

n
i + θn+1

i Lhu
n+1
i )

un+2
i = un+1

i + δt(θni Lhu
n+1
i + θn+1

i Lhu
n+2
i ).

ò t « K�ÿ�ô

´ ��y{|~}��"��Çy{| ¨ ��|9���C}��H¦����¡�Hxz�¯��|~}����8¤z�]��|®�{|~�M�¹�]��|���C��C��î�� δt òÔ|~��¦��8�¡�Hy{|~�Mxz���8y{y{�¯ô§ÿ
����H�M|�������|9��|9�¹���¯����y5�¡�H��8¤zî��Hü��T�����C¤ xzû�8���]�"�Ó�¹��}S��� �Mü����±����|§õ���¤zª�¦§xz�{�]�"�Ó�¹�"}é���
�Mü����±���Mxz�M��¤zª ¦�x©���¡«ì�Y�8}��5¦����M��¤z|����C}O��� ¦�x�¦§¤ ��ÿ¹�Cym�C�{���8¤zxzû�8�TS±|~yXy��C�Mxz�¯�"|~}��{x��¡�Cy�«

´ }{|�y���¤©������� � ¤z�����8¤¥���|�y ¨ ��|~�� ´ prý,ü6���3�My{| ¨ ��<��¡¦�x²�3��|6¦�=8¤ ¦���¤z��yc|§õ���¤ ª ¦�x©����y�«m�H|�y��5�
���8}��S�CyO�C�{���8¤zxzû���VS±|~y x �5��¤ ª ¦�x©���Cy`���±���"y`��yQ�"�C¤z�"}�|~y |~�µ�µ�"¤©��x ����y ��|~y���|c��}{��¦§|~y�y{�Sy��C�S¦��"��î�|~¦�x����"y�ÿ
�¹�"xzy@ê²�"}��8� �C�{���C¤ xzû�8���"y_�¹|~¤ �0�5ü����±���0|�õ���¤zª�¦�x©����«é�E��}����C�¯����ÿÑ���C�0îR=9�}{|�y���¤z�¡���8�0��|Sy{x y���|���8y
¤ xz��|�C}{|~y�«÷lÇy����5�{�"}����S� ´ pìý ��� �Mü��{�����M�é��xz�{�M|TP�¦�xz|~�¯�{|K|�ÿ��¹�"}����8�µ����ÿ¡����5�8¤©��|~}����C�{xz���S���8}��
}{|~y{�"¤©�"|~}O��}{����¤z|~��Cym��|\��xz�M|~��y�S¯|~yX��Cx ym�C¤z���8y�«
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n+2 

n+1 

1iu  iu  1+iu
 

1+ix  ix  1ix  

t
m

 

n 

  Explícito   Implícito 
¢Yx � ��}�� t « t °ì�fü��{����� ´ pìýK«

æ*°on ( )Äèðë*	gë a ë�ì^� ë®Ã

´ �Mü����±���®ýX�"���5��¦�ÿi�C��}{|~y{|~�µ��������¹��}gí_xzy�¦�î�x ��î�|���y{ï¯ð�|~� ã t O"å¥|®ã t ÿ�å ÿ�üK���Cy{|�����3���9�fü��{�����
�¡�8y3�`�8}���¦§�{|~}{ªzy���x ¦��Cy5�M�±��xQP�¦������ß�×� ´ � ò wm��� � ¤��Cy5|0q ��y{y�|~¤z¤9ã L"å½ô\|®���]�5ü����±���ßýO�"��y�¦��8��¦�î
ò�ã t8u å½ô§« ç | � ��x �����(�§P¡¤z�"y{��P¹�>ýX����y�¦��8��¦�îáÿr�>¦�����þë���µ���>�¡�CyS�"�C}{x>=~�µ|~xzy5ü0��|~y���¦�����¤������>|�� ����xzy
y����i¦§�"��þo���¯����y ¨ ��|Qy��8�_�T�����C¤ xzû�8����yì�C¤z�{|~}{���8�¡�C�M|~�¯�{|`�¹��}Y�Mü��{������yY|§õ���¤zª�¦�x©�{�"yÎ|Qxz�M��¤zª�¦§xz�{�"y�ÿ��¹|~}ë�
�Mxz�{xz�¡���\�@|~�¯�{|~�¡��xz�M|~�¯�{�K���6ýX�����M�±¦O¦����M�@����g�{ü�¦���x ¦��_y{x �5x ¤��C}÷�C�"y��Mü����±���"y è wglQò³wg��� � ¤²�Cy
|×�¥|���¦�|~�3�8�.ã K u åÇÿ`wm��� � ¤��Cyíã K�KTå ÿ÷|×�¥|���¦�|~�3�8�
|HqX��¦�î�êæ��}��.ã m KVå½ô§«�pÎ�¯��}�|����C�¯����ÿ`�]���8}���xz}3���
¦��"�¡¦§|~xz�{�3���3��� ´ ���"yOy{|~�5x ���Cy{y{�"yOy��8�3� � ��}��S¦��"��y{�{}{��ª ����yg�C�M¤z��� � �3���8yO¤zx ��î��Cym¦~�8}��8¦§�{|~}{ªzy���xö�
¦��8y�«�p�y����\��x y�¦�}�|���xzû���~�8�6¦����M��¤z|����\�8�\¤z�"� � �6�¡�Cyì¤ xz��î��CyQ¦��C}��8¦§��|~}�ª y��{x�¦��CyQ¦~�8}���¦§�{|~}{xzû�@�6ýX�����M��¦
¦��"�5�M��� �5ü����±���3���S��xz�¹�p @�@ è � òÇ�÷|~¤zx²��ÿ�q ��y�y{|~¤z¤³ÿ�ýX|~}{}�|~}���ÿ�|KpÁ[mxz� � ã n åæô§«

´ �×� ´ �cÿ��¹�"} �M|~xz�5�¡�é| ¨ ���8���8�5��|\��xzêæ|~}�|~�¡���Cym�C�{}��Cy��8�¡�CyX��|\pÎ��¤ |~}~ÿ�¦��"¤z�±¦��é�{���¡�5�é¦��"�±�
��}{xz����x ���C�M���Sxz�¯��|�}����8¤z�5��|g��|~�M�¹�é��}{|�¦�|���|��¯��|\�C�S¤z�"� � �5�¡�é��|~}{x©�����¡�é��xz}{|�¦�xz�����8¤ �¡�6êæ���¡���C�S|~�
}{|~¤����~�8��DS¤zxz��î��M¦��C}��8¦§��|~}�ª y��{x�¦���« ´ ýX�"���5��¦@���{x ¤zxzû�5|~y���|\¦����¡¦�|~x©����ÿ¡|\|~�M��}�| � �M�5��xzy�¦�}{|��{x û�8���C�
|~y{����¦�x��C¤Q�8�f¤z�"� � �×�¡�0¤zx ��î¡�f¦��C}��8¦§��|~}�x y���x ¦����¡�8}���xz�¡���×��|M�{������yK�"y\�¹�"�¯�{�"y6�¡�0��C¤zî���ÿ¥¦����¡�����
û~x �����6�Cy�y{xz���c����c���3�@�C��}{��õ�xz����~�8�@y{|~�Mxö�Ç¤²� � }��8� � |�C����« è y{y{xz��¦����M�K�g��ü~¦���x�¦~�\ýX����y�¦�����¦�îáÿ
��ýO�"���M�±¦M����xz¤zxzû�f����x yKy{|~�Mxz���Cy�y{��yé��|M��|~�5�¹�H���C}��0y{xz�M|���}�x û�C}6�8yé�T�����C¤zx û�8�TS¯|~yé|§õ���¤ ª ¦�x©���Cy6|
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x �M��¤ ª ¦�x©���Cy�«
�÷�"��y{x ��|~}{|

N
�c�q���M|~}��@��|`�¹���¯����yr���_�����Mª ��x �@���c��}{����¤ |���_�c¦��8�¡�gxz�¯��|~}��"�C¤z�@��|Q��|~�M�¹��ÿ

un+1
i = u(xn+1

i )
�×���8¤z�"}S�¡�H���C}{x>=~�µ|~¤

u
����y{|~�Mxz���8y{y{�>�8�¯�{|~}{xz��}5��|®��|��M�¹�]���]�¹ü0�¡�H¤zx ��î¡�

¦��8}���¦§�{|~}{ªzy���x ¦��
xn+1
i

¨ ��|0���C}��{|���| xn+2
i

ÿì}�| � }�|~y{y�x©���8�5|~�¯��|ßò �×�5|~y��3�×¤ xz��î��]¦��C}��8¦§��|~}�ª y��{x�¦��
�¹|~}{�Mx©��|@������|�}

u
n
i

���My{|~�Mxz���8y{y{�5��}{|�¦�|���|��¯��|Tô�«
�Y�8}��%¦��8�¡�Óxz�¯�{|~}����8¤z�*��|��{|~�M�¹�£��|����C��8��î��

∆t
òÔ���&���C}��%¦��8�¡�%¦§x�¦�¤z�*¦����M��¤ |§���¯ô�

ýX�"���5��¦_�¹�±��|\y{|~}O}�|~y{���Mx ���3¦����M�¡°
rtsvuQwyx�u�shz{x4|}z�~Uz��`kX�6x ��y����8�¯�{|

tn
�Î�"���{|~}

u
n
i

���C}��\�{������yQ�"yQ�¹���¯�{�"y
x
n
i

ÿ
i = 1, ..., N

ÿ��T��}����"ü~y
��|"ÿ��¹��}O|§õ�|~�M��¤z��ÿ�����éx �µ��|~}{�¹��¤������C��«
� x����U�U�Uz�x4|}z�~Vz×kX�Mxz��y����C�¯��|

tn+1

�Q¦��C¤�¦§��¤²�C}g�é�"�C}{x>=~�µ|~¤áxz�¯�{|~}{�M|���x>=C}{x��
un+1
i

�¡�8}��é�{������yX�"y
�"�C¤z�"}�|~y

xn+1
i
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ÿ
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}{x ¦��8�5|~�¯��|S|M�®y{��¤z�¡���8�0|§õ¡�T���®�¡�8y_| ¨ ���8�TS¯|~yK��xzy�¦�}{|§��xzû���¡�Cy�«S�X�<�Mü��{�����0�±���Mü~}{x ¦��0üS|~y���=~�µ|~¤
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1 + 2δt d
∆x2

)
+

+δt d
(un+1

i−1 + un+1
i+1 )

∆x2
.

ò m « m ô

è � }{�����C�¡���M��y ��|~}��M�"yOy{|~�M|�¤ î��C�¯�{|~ym��|3ò m « m ô§ÿ

(1 + 2δt
d

∆x2
)un+2

i = (1− 2δt
d

∆x2
)u

n
i + 2δt

d

∆x2
(un+1

i−1 + un+1
i+1 )

ò m « n ô

q |~|~y�¦�}�|��µ|~�¡���Hò m « n ô
un+2
i − uni

2δt
= d

(un+1
i−1 − un+2

i − uni + un+1
i+1 )

∆x2

ò m « v ô



ò�Ê>ÉO8ÞÙ�Ü�Ï�Î Ï�Ô��CÜWÐCÎUÖ WYL

¢��8û~|~������|§õ����C��y�S±|~yS|~� ç ü~}{xz|9��|9nY�~ð�¤z�"}é���"y6��|~}��M�"y
uni
ÿ
un+1
i−1

|
un+1
i+1

|~� ����}{�������
�¹�"�¯�{�

(xi, tn)
ÿ��C<��S�Çy�|

uni = un+2
i − 2δtut|n+2

i − 2vδtux|n+2
i +

2v2δt2uxx|n+2
i + 4vδt2uxt|n+2

i + 2δt2utt|n+2
i −

2

3
δt3v3uxxx|n+2

i − 4v2δt3uxxt|n+2
i − 4vδt3uxtt|n+2

i −
2

3
δt3uttt|n+2

i +O(γ1)4;
ò m « Oµô

un+1
i−1 = un+2

i − δtut|n+2
i − (h+ vδt)ux|n+2

i +

(h+ vδt)2

2
uxx|n+2

i + (h+ vδt)δtuxt|n+2
i +

δt2

2
utt|n+2

i − (h+ vδt)3

6
uxxx|n+2

i −
(h+ vδt)2δt

2
uxxt|n+2

i − (h+ vδt)δt2

2
uxtt|n+2

i −
δt3

6
uttt|n+2

i +O(γ2)4;
ò m « ÿ�ô

un+1
i+1 = un+2

i − δtut|n+2
i + (h− vδt)ux|n+2

i +

(h− vδt)2

2
uxx|n+2

i − (h− vδt)δtuxt|n+2
i +

δt2

2
utt|n+2

i +
(h− vδt)3

6
uxxx|n+2

i −
(h− vδt)2δt

2
uxxt|n+2

i +
(h− vδt)δt2

2
uxtt|n+2

i −
δt3

6
uttt|n+2

i +O(γ3)4.
ò m « �µô

�"�¡��|�ÿ

O(γ1)4 =
1

4!

[
−2vδtux − 2δtut|n+2

i

]4
(a1, b1),

O(γ2)4 =
1

4!
[[−(h+ vδt)]ux + (−δt)ut]4 (a2, b2),

O(γ3)4 =
1

4!
[(h− vδt)ux + (−δt)ut]4 (a3, b3),

ò m « Lµô
���8}��é���8¤z��}{|~y

(ai, bi)
ÿ����Cx y ¨ ��|"°

(a1, b1)
�¹|~}���|~�¡¦§|6�C�My{| � �M|~�¯���M��|@|§õ���}�|~�Mx �¡�8��|~y (xi, tn+2)

|
(xi, tn)

þ
(a2, b2)

�¹|~}���|~�¡¦§|6�C�My{| � �M|~�¯���M��|@|§õ���}�|~�Mx �¡�8��|~y (xi, tn+2)
|

(xi−1, tn+1)
þ

(a3, b3)
�¹|~}���|~�¡¦§|6�C�My{| � �M|~�¯���M��|@|§õ���}�|~�Mx �¡�8��|~y (xi, tn+2)

|
(xi+1, tn+1)

«



ò�Ê>ÉO8ÞÙ�Ü�Ï�Î Ï�Ô��CÜWÐCÎUÖ ß}X
ç ����y��{xz�{��x �����×ò m « O¯ô�ÿ����5��}{xz�M|~xz}{�5�M|~�é��}��M�¡�S| ¨ �¡�����C�Hò m « v ô÷�{|~�M��y

un+2
i − uni

2δt
= ut|n+2

i + vux|n+2
i − v2δtuxx|n+2

i − 2vδtuxt|n+2
i −

δtutt|n+2
i +

v3δt2

3
uxxx|n+2

i + 2v2δt2uxxt|n+2
i +

2vδt2uxtt|n+2
i +

δt2

3
uttt|n+2

i − O(γ1)4

2δt
.

ò m « K u ô

ç ����y��{xz�{��x �����×ò m « ÿ"ô÷|3ò m « �µôQ���5y�| � ���¡���M�M|��é��}{�M�¡�é| ¨ ���8���C�Hò m « v ô÷��|~�5�"y
d(un+1

i−1 − un+2
i − uni + un+1

i+1 )

∆x2
= (1− v2δt2

∆x2
)duxx|n+2

i − 2vδt2

∆x2
duxt|n+2

i −
δt2

∆x2
dutt|n+2

i + (−vδt+
v3δt3

3∆x2
)duxxx|n+2

i +

(−δt+
3v2δt3

∆x2
)duxxt|n+2

i +
3vδt3

∆x2
duxtt|n+2

i +

δt3

3∆x2
duttt|n+2

i − dO(γ1)4

∆x2
+

d(O(γ2)4 +O(γ3)4)

∆x2
.

ò m « KNKô

è �¡�8}���xz}X��|3ò m «�K u ô÷|3ò m «�K�KTôì��|~�M��y

ut|n+2
i + vux|n+2

i − v2δtuxx|n+2
i − 2vδtuxt|n+2

i−

δtutt|n+2
i +

v3δt2

3
uxxx|n+2

i + 2v2δt2uxxt|n+2
i +

2vδt2uxtt|n+2
i +

δt2

3
uttt|n+2

i − O(γ1)4

2δt
=

(
1− v2δt2

∆x2

)
duxx|n+2

i − 2vδt2

∆x2
duxt|n+2

i −

δt2

∆x2
dutt|n+2

i +

(
−vδt+

v3δt3

3∆x2

)
duxxx|n+2

i +

(
−δt+

3v2δt3

∆x2

)
duxxt|n+2

i +
3vδt3

∆x2
duxtt|n+2

i +

δt3

3∆x2
duttt|n+2

i − dO(γ1)4

∆x2
+
d(O(γ2)4 +O(γ3)4)

∆x2
.

ò m « K t ô



ò�Ê>ÉO8ÞÙ�Ü�Ï�Î Ï�Ô��CÜWÐCÎUÖ ß¢W
q |~|~y�¦�}�|��µ|~�¡���Hò m « K t ô§ÿ���|~�M��y

EDP︷ ︸︸ ︷
ut|n+2

i = −vux|n+2
i + duxx|n+2

i +v2δtuxx|n+2
i +

2vδtuxt|n+2
i + δtutt|n+2

i − v3δt2

3
uxxx|n+2

i −

2v2δt2uxxt|n+2
i − 2vδt2uxtt|n+2

i − δt2

3
uttt|n+2

i −
v2δt2

∆x2
duxx|n+2

i − 2vδt2

∆x2
duxt|n+2

i − δt2

∆x2
dutt|n+2

i +
(
−vδt+

v3δt3

3∆x2

)
duxxx|n+2

i +

(
−δt+

3v2δt3

∆x2

)
duxxt|n+2

i +

3vδt3

∆x2
duxtt|n+2

i +
δt3

3∆x2
duttt|n+2

i +
O(γ1)4

2δt
+

d(O(γ2)4 +O(γ3)4 −O(γ1)4)

∆x2
.

ò m « K m ô

è ���C}���xz}��|Óò m « K m ô§ÿ ¦����M�
ut|ni − uxx|ni = 0

ÿ`������ü~�S�Çy{|×�>|§õ���}{|~y{y��C�Ó���Í|~}�}{�(¤z��¦��C¤g��|
��}{����¦��8�M|��¯���

ε = v2δtuxx|n+2
i + 2vδtuxt|n+2

i + δtutt|n+2
i − v3δt2

3
uxxx|n+2

i −

2v2δt2uxxt|n+2
i − 2vδt2uxtt|n+2

i − δt2

3
uttt|n+2

i − v2δt2

∆x2
duxx|n+2

i −
2vδt2

∆x2
duxt|n+2

i − δt2

∆x2
dutt|n+2

i +

(
−vδt+

v3δt3

3∆x2

)
duxxx|n+2

i +

(
−δt+

3v2δt3

∆x2

)
duxxt|n+2

i +
3vδt3

∆x2
duxtt|n+2

i +
δt3

3∆x2
duttt|n+2

i +

O(γ1)4

2δt
+
d(O(γ2)4 +O(γ3)4 −O(γ1)4)

∆x2
.

ò m « K n ô



ò�Ê>ÉO8ÞÙ�Ü�Ï�Î Ï�Ô��CÜWÐCÎUÖ ß�ß
�E�"}\ò m « Lµô
1

2δt
O(γ1)4 =

δt3

2

(
2v4

3
uxxxx|n+2

i +
8v3

3
uxxxt|n+2

i + 4v2uxxtt|n+2
i +

v

3
uxttt|n+2

i +
1

24
utttt|n+2

i

)
(a1, b1);

d

∆x2
[O(γ2)4 +O(γ3)4 −O(γ1)4] =

[

(
∆x2 + 4∆xvδt+ 6v2δt2 +

4v3δt3

∆x
+
v4δt4

∆x2

)
d

4!
uxxxx|n+2

i +

(
∆xδt+ 3vδt2 +

3v2δt3

∆x
+
v3δt4

∆x2

)
4d

4!
uxxxt|n+2

i +

(
δt2 +

2vδt3

∆x
+
v2δt4

∆x2

)
6d

4!
uxxtt|n+2

i +

(
δt3

∆x
+
vδt4

∆x2

)
4d

4!
uxttt|n+2

i +

δt4

∆x2

d

4!
utttt|n+2

i ](a2, b2) +

[

(
∆x2 − 4∆xvδt+ 6v2δt2 − 4v3δt3

∆x
+

δt4

∆x2

)
d

4!
uxxxx|n+2

i −
(

∆xδt− 3vδt2 +
3v2δt3

∆x
− v3δt4

∆x2

)
4d

4!
uxxxt|n+2

i +

(
δt2 − 2vδt3

∆x
+
v2δt4

∆x2

)
6d

4!
uxxtt|n+2

i −
(
δt3

∆x
− v∆t4

∆x2

)
4d

4!
)uxttt|n+2

i +
δt4

∆x2

d

4!
utttt|n+2

i ](a3, b3)−

[
δt4

4!∆x2

(
16v4uxxxx|n+2

i + 64v3uxxxt|n+2
i + 96v2uxxtt|n+2

i + 64vuxttt|n+2
i + 16utttt|n+2

i

)
](a1, b1).
ò m «�K v ô

�E�"}����C�¯���5�M|�}{}{�5¤ �±¦��C¤Ü��|@�{}{���¡¦��C�M|~�µ���Hò m « K n ôQ�¹�±��|\y{|~} }{|~|~y�¦�}�xz�{�3¦����M�

ε = O(∆t) +O

(
∆t2

∆x2

)
+O

(
∆t2
)

+O

(
∆t3

∆x2

)
+O

(
∆t3
)

+O
(
∆x2

)
+

O (∆t∆x) +O

(
∆t3

∆x

)
+O

(
∆t4

∆x2

)
.

ò m « K�Oµô

�Y�8}�� ¨ ��|`�m��xzy�¦�}{|��{x û������C�5ò m « t ÿ�ô y�|�þ��m¦�����y{x y��{|~�¯��|Q¦������X| ¨ �����~�8�c��xzêæ|~}�|~�¡¦�x��8¤±���8}{¦�x��8¤Ñò t « n ô§ÿ
ε
��|��µ|g��|~�¡��|~}O�6û~|~}�� ¨ ���C�¡��� ∆t,∆x→ 0

«r�Y�8}��é�8���C¤zx y��C} y{��� ¨ ���Cx y ¦��"�¡��x �TS¯|~y
ε→ 0

ÿ�¦��8�¡�
��|~}{�5�9��|9ò m «�KMO¯ôX��|��µ|6�{|~�¡��|~}_�3û~|~}�� ¨ ���C�¡��� ∆t,∆x → 0

«_�Y�8}��M|~y�y{|6|~y����¡���®y{|~}C=3����xz¤zx û�8�¡�
��ü�¦���x ¦��Sy{|~�M|�¤ î��C�¯�{|�Dé|~�M��}�| � �8�¡�é�¹�"} ´ ¤ x©�µ|~xz}��S|@í_x y�¦�î�xz��î�|��±y�ïµð0|�� ã t L"åÇÿ����Cy{|���¡�é|~� ���8}��T�
�M|���}�x û�8���C�3����yX|~y{���8���8�5|~�¯����yX|~y{���8¦�x��8¤á|_��|��M�¹�"}��8¤³«



ò�Ê>ÉO8ÞÙ�Ü�Ï�Î Ï�Ô��CÜWÐCÎUÖ ß�ý
ç |�þ��8�

m = εp, h = εq
ÿi¦����f°

p, q
x �µ��|~xz}{��yg�¹�"y{x©��x©�µ��yÿ

0 < ε < 1
|

ε → 0
« ç ���¹����î��

¨ ��| m ��|~�¡�¡�>�¡�8}��>û~|~}��(��Cxzy}��8��x �¡�C�M|~�¯�{|H��� ¨ ��| h « è y�y{xz�fÿ εp < εq
ÿQ�"�
y{|�þ���ÿ

p > q
«

��}{|��{|~�¡��|§�Çy{|@�M�"y��{}��C} ¨ ��| p > q
ü@���3�5¦§�"�¡��x ���C�3���C}��é�M|~y��������3�¡�5¦§�"��y{xzy{��<~�¡¦�x���«

�÷�"��y{x ��|~}{|�ÿ¡�¹��}O|§õ�|��M��¤z�¡ÿ��S��|~}{�5� ∆t
∆x

« ´ ��y{|~}��"| ¨ ��|

lim
h,m→0

∆t

∆x
= lim

h,m→0

m

h
=





c
y{|

p = q

∞ y{|
p < q

0
y{|

p > q.

¦��"�
c
¦�����y����C�¯��|"« ´ ��y�|�þ���ÿ

• y{| h → 0
¦���� �3�M|~y{��M�"|~¤ �±¦�x �¡����| ¨ ��| m ÿixzy����®ü�ÿ p = q

ÿi|��¯���C�®�®¤ xz�Mx©��|6üé��� ���8¤z��}
¦�����y����C�¯��|"ÿ����C�M�±��¤ ��þ

• y{| h→ 0
¦���� ����\�"|~¤ �±¦�x �¡����|c��Cxz�"}`��� ¨ ��| m ÿ�xzy����éü"ÿ p < q

ÿ±|~�¯���8�é�é¤zxz�Mx©��|_��x©�µ|~} � |�þ

• y{| h→ 0
¦���� ����6�µ|~¤z�±¦�x�������|\xz��êæ|~}�x ��}m�

m
ÿ�xzy����5ü"ÿ

p > q
ÿ�|~�µ���C�M�5¤ xz�Mx©��|@ü@û~|~}��¡«

�÷�"�¡¦§¤ ��xö�Çy{|"ÿ��i��}����8�µ����ÿ ¨ ��|@���C}�� p ≤ q
���C�My{|_�µ|~}�x P�¦~�M�5¦�����y{xzy{��<~�¡¦�x���«

@á� � ��ÿY�9���C}���xz}\�¡�0î�xz�¹���{|~y{| p > q
�¹����|§�Çy{|�8���C¤zx y��C}Ky{��� ¨ ���Cxzy6¦����¡��x �TS±|~yK��y@��|~}��M�"yK��|

ε→ 0
«

ç ����y��{xz�{��x �����
m = εp

|
h = εq

|~� ¦��8�¡�é��|~}��M�M��|
ε
ÿ�|~�^ò m «�KMO¯ô�ÿ��C<~�é�Çy�|"°

K�« ���C}��S�S��|~}��M�
O
(

∆t2

∆x2

)
:

∆t2

∆x2
≈ ε2p

ε2q
< 1

⇒ ε2p < ε2q.
ò m « K�ÿ�ô

�Y�8}�� ¨ ��|K�S��|~y{x � ���C¤�������|ò m «�K�ÿ"ô÷y�|�þ��é�"|~}��¡�8��|~xz}��Sü@��}{|~¦�x y{� ¨ ��|

p > q ⇔ εp < εq ⇒ m < h.
ò m «�KM�¯ô



ò�Ê>ÉO8ÞÙ�Ü�Ï�Î Ï�Ô��CÜWÐCÎUÖ ß£�
t « ���C}��S�S��|~}��M�

O
(

∆t3

∆x2

)
:

∆t3

∆x2
≈ ε3p

ε2q
< 1

⇒ ε3p < ε2q.
ò m « K�Lµô

�Y�8}�� ¨ ��|K�S��|~y{x � ���C¤�������|ò m «�KML¯ô÷y�|�þ��é�"|~}��¡�8��|~xz}��Sü@��}{|~¦�x y{� ¨ ��|

p >
2

3
q ⇔ εp < ε

2
3
q ⇒ m < h

2
3 .

ò m « t�u ô

m « ���C}��S�S��|~}��M�
O
(

∆t3

∆x

)
:

∆t3

∆x
≈ ε3p

εq
< 1

⇒ ε3p < εq.
ò m « t Kô

�Y�8}�� ¨ ��|K�S��|~y{x � ���C¤�������|ò m « t KTô÷y�|�þ��é�"|~}��¡�8��|~xz}��Sü@��}{|~¦�x y{� ¨ ��|

p >
1

3
q ⇒ m < h

1
3 .

ò m « t"t ô

n « ���C}��S�S��|~}��M�
O
(

∆t4

∆x2

)
:

∆t4

∆x2
≈ ε4p

ε2q
< 1

⇒ ε4p < ε2q.
ò m « t�m ô

�Î�C}�� ¨ ��|K�5��|�y�x � ���8¤ �¡�8��|®ò m « t�m ôQy{|�þ��é�µ|~}{�¡����|�x }��Sü@��}{|�¦§x y{� ¨ ��|

p >
1

2
q ⇒ m < h

1
2 .

ò m « t n ô
�Q��� ���8y{|g���Cy`��|~y{x � �¡�8¤ �¡�8��|~y`�"���{x����8yQ|~�<ò m «�KM�¯ô�ÿÑò m « t�u ô§ÿÑò m « t"t ô�|Sò m « t n ô§ÿ¯���8}��

h < 1
ÿµ��|~�S�Çy{|

m < h < h
2
3 < h

1
2 < h

1
3 → m < h;

ò m « t�v ô

�E�"}����C�¯����ÿ�¦��"�¡¦§¤ ��xö�Çy{| ¨ ��|\�5¦§�"�¡��x ���C�My{�WP�¦�xz|~�¯��|\��|\¦�����y{xzy{��<~�¡¦�x��5ü ¨ ��| ∆t
��|��µ|c��|~�¡��|~}X�



ò�ÊÌË¤PðÏ�Ô£Ö�ôCÎ>õ ÎU÷�Ö�÷�Ò ßh�
û~|~}{�M�3�8xzyO}��C��x �¡�8�5|~�¯��|\��� ¨ ��| ∆x

ÿ����fy{|�þ��

lim
∆t,∆x→0

∆t

∆x
= 0.

ò m « t Oµô

�®°Cæ ±³¹ èðµ��G¼£�M¼£	gµA	g¸

è �C�R=C¤ xzy{|g��|m|~y����C��xz¤ x �¡�8��|c���K�Mü��{�����éýX�����M�±¦Xêæ��xi�8��}�|~y{|~�¯���8�¡�@�¹�"} ´ ¤ x©�µ|~xz}���ÿ±í_x y�¦�î�xz��î�|��±y�ïµð
|K� �C��}��C¤ ã m"u åá|c����xz¤ xzû�é��}{�±¦�|���xz�M|~�¯�{�5y{|~�M|~¤zî��C�¯��|\�C�5|~�M��}{| � �����S�¹�"}OýX���¡��y�����}{êæ|~} |øBì|~}Ó[ |�}
ã t�v åÇÿ¹|~� ¨ ��|5�¦����¡��x��~�8�9|~y{�¹|�¦§�{}��C¤Yü6��y��8�¡�3���8}��3|~�¡¦��"�µ��}��C}c¦��"�¡��x �TS¯|~y@��|

∆t
|

∆x ¨ ��|6y��C�y��WP¡¦�x |��¯��|~yr|O��|~¦�|~y{y�=C}{x��Cyì���C}��_��|~�5�"��y���}��8} ¨ ��| �@|~y ¨ ��|~��@ýX����y�¦��8��¦�îáÿ¯�8��¤zx ¦������6�C�@��}{����¤z|~��
��|K�����"|�¦~���C�8�o��xzêæ��y��C�¦�����¦��¯|TP�¦�xz|~�¯��|~ym¦�����y����8�µ��|~y�ÿ��{|~� ��� |~}{}{�M��|@��}{����� � �8���C�3¤zxz�Mx©���8���¡«

´ �5ü����±���ýX�����M�±¦_���8}��M�é| ¨ ���8���8�M��|\¦��"�µ�µ|�¦~���C�C�ë��x ê²��y��C�×ò t « n ô÷�¹����|@y{|~}O|~y�¦�}�xz�{�3¦����M��ÿ

un+1 = (I − δt I2A)−1(I + δt I1A)u
n

un+2 = (I − δt I1A)−1(I + δt I2A)un+1,
ò m « t ÿ�ô

�"�¡��|�ÿ
I ∈ L(Rκ )

ÿ6�¡�8}��
L(Rκ )

��|TP¡��x ���&¦����M���.|~y{���8���&��|Ó��T��}�x û�|~y]}�|�Cx y
κ × κ

þ
I1 =

��x²� � (1, 0, 1, 0..., 1, 0)
|
I2 =

��x�� � (0, 1, 0, 1..., 0, 1)
���8¤ ¨ ��| I1 + I2 = I

ÿ÷�H��T��}{xzû
x���|��¯��x �¡����|Nþ¡|

A ∈ L (Rκ)
ÿ����8}��

A =

[
d

∆x2
(ET − 2I + E)

]
,

| ò m « t �µô

E =




0 1

0 1

. .

. .

. .

1

0




,
ò m « t Lµô

���C¤ ¨ ��|"ÿ E }{|~��}�|~y{|~�¯���3��"�¹|~}������"}c��|~y{¤ �±¦��C�M|~�¯�{�9|~�
Rκ

�"�
Rκ
′ ÿi�¡�8}��

κ
′

= κ
2

|
∆x = 1

κ+1

ÿ
���8}��

κ
���8}~«

�E����|§�Çy{|@}{|~|~y�¦�}�|��µ|~}Kò m « t ÿ�ô`¦����M��ÿ

un+2 = Tu
n
,

ò m « m"u ô



ò�ÊÌË¤PðÏ�Ô£Ö�ôCÎ>õ ÎU÷�Ö�÷�Ò ß};
�"�¡��|

T = (I − δt I1A)−1(I + δt I2A)(I − δt I2A)−1(I + δt I1A).
ò m « m Kô

è ¦§�"�¡��x ���C���|@|~y{���8��x ¤zx �¡����|K���5|~y ¨ ��|~��éü\��|���|�}{�Mxz�������S�¹|~¤��5�3�C�{}{xzû T «rwm|~y�y{|@�M�±���¡ÿ��|~y ¨ ��|~��5ýX�"���5��¦Mò m « m KTô÷y{|~}
=é|~y���=~�µ|~¤ y{|@|@y����M|~�µ��|@y{|
ρ(T ) ≤ 1

ò�ã t"v å½ô�«
ç |�þ��M�S�3�C�{}{xzû@�¹|~}{�é�������~�8�

P ∈ L(Rκ)
���C¤ ¨ ��|

[Pv]i = v2i−1

|
[Pv]κ′+i = v2i;

���8}��
1 ≤ i ≤ κ

′ ÿ
v ∈ Rκ ÿ κ′ = 1

2
κ
«

�÷�"��y{x ��|~}��C�¡���
β = δt d

∆x2

|
V = β(ET + I),

��|~�é�oy{| ¨ ��|6�5êæ��}{�3�5�¹|~}{�é���������M��| Aü
A′
ÿ�|~�µ���C�

δtA′ = δt(PAP T ) =

[
−2βI V

V T −2βI

]
.

ò m « mµt ô

ç �C�¹|§�Çy{| ¨ ��|ì�`¦��"����x����C�X|�y��¹|�¦���}��C¤"y{|Î�µ|~}�x P�¦��Q���8}�� T y{|�|�y{�"�5|~�¯��|�y{|�|~y{y��`�M|~y{��`¦§�"�¡��x ���C�ü_��=C¤ x �¡�é���C}��5�6��T��}{xzû
S ∈ L(Rk) ¨ ��|_ü_y{|~�M|~¤zî��8�µ��|\� T «r�Î�C}�� A1 = δt I1A, A2 = δt I2A�S��T��}�x û

S
ü\��|TP¡��x �¡�S�i��}

S = (I − A2)−1(I + A2)(I − A1)−1(I + A1),
ò m « mNm ô

���8}��
T = (I − A1)−1S(I − A1).

ò m « m n ô
è êæ��}{��é�¹|~}��é�����8�¡�5��|

S
ü
S ′
ÿ

S ′ = PSP T ) =

[
1−2β
1+2β

I 2
1+2β

V

2 1−2β
(1+2β2V

T 1−2β
1+2β

I + 4
(1+2β)2 (V TV )

]
.

ò m « mµv ô

p�y����6ê²�"}���6�¹|~}{�Mx©��|_¦��C¤�¦���¤��C} �5}��8xz�S|~y{�¹|�¦§�{}��8¤ ��|
S
|"ÿ���|~y{y{|_�5������ÿ���|

T
«r�Î�C}��

ν = 1−2β
1+2β

|
M = 4

(1+2β)2 (V TV )
ÿ��¹����|§�Çy{|@}{|~|~y�¦�}{|§�µ|~}m�é��T��}{xzûK�C�¯��|~}�x ��}

S ′ =

[
νI 2

1+2β
V

2 1−2β
(1+2β)2V

T νI +M

]
.

ò m « m Oµô

¥¦x&wyz¨§ª©¬«�©®°¯ �Q±��v²
M = 4

(1+2β)2 (V TV )
�
ν = 1−2β

1+2β
. ³ �@²µ´#���_¶V�R�

λ · �&²��"�4�^�v ����Q�"!*���
T

���������v²��V�R�^�9���
λ2 − (µ+ 2ν)λ+ ν2 = 0

	ª¸e�"!C����� ���q²
µ ∈ σ(M)

$
rtsh¹&º�z�� ç |�þ��

λ = λ − ν ÿi���C}�� λ ∈ σ(T ) = σ(S ′)
« è y{y{x ��ÿ

λ ∈ σ(S ′)
y{|6|éy{���M|~�¯�{|éy{|



ò�ÊÌË¤PðÏ�Ô£Ö�ôCÎ>õ ÎU÷�Ö�÷�Ò ßhF

S ′υ = λυ
ÿ
υ 6= 0

ÿ�����y{|�þ���ÿ����C}��

S ′ =

[
νI S12

S21 νI +M

]
,

ò m « m ÿ�ô

|~�¯���C�

S ′ − λI =

[
νI − λI S12

S21 νI +M − λI.

]
.

ò m « m �µô

@Ü� � �¡ÿ λ ü@�����8���{�8� ���C¤ ��}X��|
S ′
y�|@|@y{���M|~�¯�{|@y{| |S ′ − λI| = 0

«

|S ′ − λI| = (νI − λI)(νI +M − λI)− S12S21

= (νI)2 + νI.M − νI.λI − λI.νI − λI.M + (λI)2 − S12S21

= (νI)2 + νI.M − 2νI.λI − λI.M + (λI)2 − S12S21

= (λI)2 − (M + 2νI)λI + (νI)2 + νI.M − S12S21.
ò m « m Lµô

nE|~�é�Çy�|c���C�é�¹ü~� ¨ ��|"ÿ

S ′ − λI = (S ′ − λI) + 0 = (S ′ − λI)− νI + νI = (S ′ − νI)− (λ− ν)I.
ò m « n u ô

�Y�8}��
λ = λ− ν ÿ S ′ − λI = (S ′ − νI)− λI «rp��¯���C��ÿ

|S ′ − λI| = |(S ′ − νI)− λI| = 0 ⇐⇒ ρ(λ) = ρ(λ),
ò m « n KTô

�"��y{|�þ���ÿ
S ′υ = λυ

ÿ�|
(S ′ − νI)υ = λυ

ÿ����C}��
υ 6= 0

«

(S ′ − νI)− λI =

[
−λI S12

S21 M − λI.

]
,

ò m « n t ô

w_�Cª³ÿ

|(S ′ − νI)− λI| = (−λI)(M − λI)− S12S21

= −λI.M + (λI)2 − S12S21.
ò m « n m ô



ò�ÊÌË¤PðÏ�Ô£Ö�ôCÎ>õ ÎU÷�Ö�÷�Ò ß}K
�÷�"�5� |S ′ − λI| = |(S ′ − νI)− λI| ÿ���|~�S�Çy{| ¨ ��|

(λI)2 − (M + 2νI)λI + (νI)2 + νI.M − S12S21 = −λI.M + (λI)2 − S12S21 ⇐⇒
(λI)2 − (M + 2νI)λI + (νI)2 + νI.M = −λI.M + (λI)2 ⇐⇒

(λI)2 − (M + 2νI)λI + (νI)2 = −λI.M + (λI)2 − νI.M ⇐⇒
(λI)2 − (M + 2νI)λI + (νI)2 = (λI)2 − (λ+ ν)I.M ⇐⇒
(λI)2 − (M + 2νI)λI + (νI)2 = λ

2
.I2 − (λ+ ν)M ⇐⇒

(λI)2 − (M + 2νI)λI + (νI)2 = λ
2
.I − (λ+ ν)M.

ò m « n�n ô

�÷�"�5�5��xzy�����ÿ����C}��
λ ∈ σ(S ′ − νI)

ÿ�|~�¯���C�
(S ′ − νI)υ = λυ

ÿ����C}��
υ 6= 0

ÿ��¹�"}����C�¯���
[

0 S12

S21 M

][
υ1

υ2

]
=

[
λυ1

λυ2

]
⇐⇒

{
λυ1 = S12υ2

λυ2 = S21υ1 +Mυ2

ò m « n v ô

´ yg�C������µ|§���"}�|~y
υ1

|
υ2

|§õ�xzy���|~� y{|@|@y{���M|~�¯��|_y{|
λ

2 − (λ+ ν).µ = 0.ç |�þ��
µ ∈ σ(M)

ÿ��¹�"}����8�µ���
Mυ

′
= µυ

′ ÿ����C}��
υ
′ 6= 0

«÷�÷�"�5�

λ
2
.I − (λ+ ν)M = 0,

��|~�S�Çy{|
[
λ

2
.I −

(
λ+ ν

)
M
]
.υ
′

= 0 ⇐⇒
(
λ

2
.I
)
.υ
′ −
[(
λ+ ν

)
M
]
.υ
′

= 0 ⇐⇒

λ
2
.
(
I.υ

′
)
−
(
λ+ ν

) (
M.υ

′
)

= 0 ⇐⇒

λ
2
.υ
′ −
(
λ+ ν

)
.µ.υ

′
= 0 ⇐⇒[

λ
2 − (λ+ ν).µ

]
.υ
′

= 0.
ò m « n Oµô

���Cy
υ
′ 6= 0

ÿ�|~�¯���8�

λ
2 − (λ+ ν).µ = 0.

ò m « n ÿ"ô
�¥��}����C�¯�{�My{����y���x©�{��x �¡���Hò m « n ÿ�ôQ|~�^ò m « n�n ô�ÿ��{|~�S�Çy{| ¨ ��|

(λI)2 − (M + 2νI)λI + (νI)2 = λ
2 − (λ+ ν).µ = 0.

ò m « n �¯ô



ò�ÊÌË¤PðÏ�Ô£Ö�ôCÎ>õ ÎU÷�Ö�÷�Ò ß}L
ç ����y���x©����xz�¡���

λ = λ− ν |�� ò m « n �¯ô�ÿ

(λI)2 − (M + 2νI)λI + (νI)2 = λ2 − (µ+ 2ν)λ+ ν2 = 0.
ò m « n Lµô

¥¦x&wyz¨§ª©¬«�©5«¼» ��� �µ¶V�e� |λ| ≤ 1⇔ |µ+ 2ν| ≤ 1 + ν2
� |ν| ≤ 1.

rtsh¹&º�z�� ç |�þ��
β > 0

« ç �C�¹|§�Çy{| ¨ ��| ρ(T ) ≤ 1
y{|g|gy{�"�5|~�¯��|gy{| |λ| ≤ 1

ÿ±���8}��
λ
}{|�C¤i| |λ|2 ≤ 1���8}��

λ
¦����M��¤ |�õ��¡«ì�E|~¤z��@á|~�� m « t « K"ÿ

λ2 − (µ+ 2ν)λ+ ν2 = 0,
�"��y{|�þ���ÿ

λ =
µ+ 2ν ±

√
∆

2
,

¦����
∆ = µ2 + 4µν.

ò m « v�u ô

´ �C��������8¤z�"}
λ
ü@��� �q���M|~}��3¦����M��¤z|§õ��5y�|"ÿ�|@y{�"�M|~�µ��|@y{|

∆ < 0
ÿ���Cy

∆ < 0 ⇔ µ2 + 4µν < 0

⇔ µ(µ+ 4ν) < 0

⇔ µ < 0
�"�

µ+ 4ν < 0

�Q���M�
µ = 4β2

(1+2β2)
[2 + 2 cos(jπ∆x)] , 1 ≤ j ≤ m′

òÇ�g}{| � �"}�ð�|5í\�8}���|�ð ã m ÿ�å½ô�ÿ |~�¯���8�
µ > 0

ÿ
�¡�8ª

∆ < 0 ⇒ µ+ 4ν < 0

⇒ 4ν < −µ < 0

⇒ 4ν < 0

⇒ ν < 0.
ò m « v KTô

�Î�C}��
λ
¦§�"�M��¤z|§õ��3�5��|~y{x � ���C¤ �¡����| |λ|2 ≤ 1

ü@y{|~�M��}�|_��=8¤zx �¡�S���8}��
β > 0

ÿ�xzy{�{�Mü"ÿ

|λ|2 ≤ 1 ⇔ (µ+ 2ν) + |∆|
4

≤ 1

⇔ µ2 + 4µν + 4ν2 − µ2 − 4µν

4
≤ 1

⇔ ν2 ≤ 1.
ò m « v"t ô



ò�ÊÌË¤PðÏ�Ô£Ö�ôCÎ>õ ÎU÷�Ö�÷�Ò ýhX
ç ����y���x©����xz�¡���

ν
|�� ò m « v�t ô§ÿ

ν2 ≤ 1 ⇔
(

1− 2β

1 + 2β

)2

≤ 1

⇔ (1− 2β)2

(1 + 2β)2
≤ 1

⇔ (1− 2β)2 ≤ (1 + 2β)2

⇔ 1− 4β + 4β2 ≤ 1 + 4β + 4β2

⇔ −4β ≤ +4β

⇔ −β ≤ β

⇔ −2β ≤ 0

⇔ −β ≤ 0

⇔ β ≥ 0.

ç ���¹���¡���
∆ ≥ 0

ÿì�×| ¨ ���8���8�>�����5xz�{|��CyS}��Cªzû~|~yS}{|�Cxzy λ1, λ2
ÿ����¡��| |λ| ≤ 1

y{|"ÿ�|
y����M|~�µ��|@y{| |λ1| ≤ 1

| |λ2| ≤ 1
«

�¥��}����C�¯�{�¡ÿ��¹����|§�Çy{|_|~y�¦§}{|��µ|�} |λ1|+ |λ2| ≤ 2
| |λ1 + λ2| ≤ |λ1|+ |λ2| ≤ 2

«ì�Q���M�
λ1 + λ2 =

µ+ 2ν
ÿ�|~�¯���C�

|µ+ 2ν| ≤ 2.
ò m « v�m ô

è ���8¤zxzy��8�¡��� |µ+ 2ν|, ¦����M� µ > 0
|
ν ≥ 0

|~�¯���8�

|µ+ 2ν| = µ+ 2ν,
ò m « v n ô

�"�¡��|�ÿ
µ = 4β2

(1+2β)2 (2 + 2 cos x) = 16β2

(1+2β)2
2+2 cosx

4

ÿ��¡�8}��
x = jπ∆x

«

�÷�"�5�
0 ≤ 2+2 cosx

4
≤ 1,

|~�¯���8� 16β2

(1+2β)2
2+2 cosx

4
≤ 16β2

(1+2β)2 .

�¥��}����C�¯�{�¡ÿ

µ ≤ 16β2

(1 + 2β)2
.

ò m « v"v ô

ç ����y��{xz�{��x �����×ò m « v"v ôQ|~�^ò m « v n ô�ÿ

|µ+ 2ν| ≤ 16β2

(1 + 2β)2
+ 2ν.

ò m « v Oµô



ò�ÊÌË¤PðÏ�Ô£Ö�ôCÎ>õ ÎU÷�Ö�÷�Ò ý�W
ç ����y���x©����xz�¡���

ν
ÿ�|~� ò m « v Oµô§ÿ

16β2

(1 + 2β)2
+ 2ν =

16β2

(1 + 2β)2
+

2(1− 2β)

1 + 2β
= 1 + ν2.

@Ü� � �¡ÿ

|µ+ 2ν| ≤ 1 + ν2.
ò m « v ÿ�ô

�E�"}\ò m « v�m ôì�µ|~}{xQP�¦���Çy{| ¨ ��| 1 + ν2 ≤ 2⇔ |ν| ≤ 1
«

1 + ν2 ≤ 2 ⇔ ν2 ≤ 1 = 12

⇔ ν2 ≤ 12,
¦§�"�M�

ν2, 12 > 0
√
ν2 ≤

√
12

⇔ |ν| ≤ |1| = 1

⇔ |ν| ≤ 1
ò m « v �¯ô

�Î�C}��
β > 0

�5��|~y�x � ���8¤ �¡�8��|ò m « v �¯ô÷ü@y�|��M��}{|_�"|~}{xQP�¦��8�¡��ÿ

|ν| ≤ 1⇔ −1 ≤ ν ≤ 1

−1 ≤ ν ⇔ −1 ≤ 1− 2β

1 + 2β
⇔ −(1 + 2β) ≤ 1− 2β

⇔ −1 ≤ 1;

ν ≤ 1 ⇔ 1− 2β

1 + 2β
≤ 1

⇔ 1− 2β ≤ 1 + 2β

⇔ −4β ≤ 0;

⇔ −β ≤ 0;

⇔ β ≥ 0;

�¥��}����C�¯�{� |ν| ≤ 1,
�¡�8}��

β > 0
«ì�¥��}Kò m « v ÿ�ôQ|3ò m « v �µô

|µ+ 2ν| ≤ 1 + ν2 ≤ 2.

è y{y�xz�fÿ

|λ| ≤ 1⇔ |µ+ 2ν| ≤ 1 + ν2 | |ν| ≤ 1.
ò m « v L¯ô



ò�ÊÌË¤PðÏ�Ô£Ö�ôCÎ>õ ÎU÷�Ö�÷�Ò ý�ß
� x�¹[shx&wyz¨§ª©¬«ª©�¾½ ² · �^�����0¿��p¸�²®�h�À¸e�"!C�í�í�p¶V�R�¢Á�Â��í���0�
�"�� ��p�TÁ�Â��ÄÃÆÅW$ÈÇvÉ · U���
�"����Æ�V#�"�\���Ê´
²®�V�R���2���V��Ë� ��M� $

rtsh¹&º�z�� �E|~¤z��@á|~�� m « t « t ÿ

−(1 + ν2) ≤ µ+ 2ν ≤ 1 + ν2.
ò m « O u ô

�E�"}\ò m « O u ôì��|~�S�Çy{|

−(1 + 2ν + ν2) ≤ µ ≤ (1− 2ν + ν2)⇔ −(1 + ν)2 ≤ µ ≤ (1− ν)2.
ò m « O�Kô

ç ����y���x©����xz�¡���
µ
|~�^ò m « OWKTô�ÿ

−(1 + ν)2 ≤ 4β2

(1 + 2β)2
(2 + 2 cos jπ∆x) ≤ (1− ν)2 ò m « O t ô

ç ����y���x©����xz�¡���
ν
|�� ò m « O t ô§ÿ

−1 ≤ β2[2 + 2 cos(jπ∆x)] ≤ 4β2.
ò m « O m ô

�¥��}Kò m « O m ô

−1

4
≤ β2.

ò m « O n ô
�Q���M�

β2 ü3�¹��y{x©��x©�µ�¡ÿY�f��|�y�x � ���8¤ �¡�8��|�ò m « O m ô_ü5�N=C¤zx��¡�����C}�� ¨ �¡�8¤ ¨ ��|~} β ÿE�"�(y{|�þ���ÿE�f�Mü����±���ýX�"���5��¦_���C}��M�é| ¨ ���8���C�3��|K¦����¯�"|�¦~���C�Hò t « n ôQü@xz�¡¦����¡��x�¦§x �����C¤ �M|��¯��|K|�y{�
=��"|~¤³«
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�Î�C}��é�8y`y{xz�é��¤����TS¯|~y ���{x ¤zxzû~�"���Çy{|@¦����M�é�M����|�¤ �M�K|��µ��¤ �¡�~�8�5��|c��� ����¤zy{� � �8��y{y{x��8���M�T��}����"ü~y �¡�
¦��"�µ�µ|�¦~���C�9|S��xzêæ��y��C�(ãQK v åÇ«_kg�3��}�� � }��C��8���8�®����xz¤zx û��"���Çy{|5�¤zxz� � �¡� � |~�^� ã t åY|6���xzy��¡�8¤zxzû������}
��y��8���M����y � }C="P�¦§�"yXê²�"x �®�c�¯����¤ �8��ã KM��å «

ç |�þ��9| ¨ ���8���8����|5¦����¯�µ|�¦~���C�C�o��x ê²��y��C�(ò t « n ôm|�� ����9��xz�M|~��y��C�0|~y{����¦�x��C¤ ÿÜ¦����<�µ|~¤z�±¦�x��¡�8��|
v = 1

|\¦��¯|TP�¦�xz|~�¯��|K��|\��xzêæ��y��C�
d = 2.0

Re

« è ���8}���xz}X�¡�Cª ÿ�|~y����é| ¨ ���8���8�Mü@}{|~|�y�¦�}�x©���5¦§�"�M��ÿ

ut + ux −
2.0

Re
uxx = 0.

ò n «�Kô
è y{�"¤z�¡���C�M|§õ¡�T���5��|3ò n « KTô�ÿ�|~� ���������Mª ��x �3¦§�"�¯�{ª �¯���¡ÿ�ü

U(x, t) =
exp

[
−1

2
(x−xo−t)2

φ(t)

]

√
φ

,
ò n « t ô

�"�¡��|
φ(t) = φo

[
1 +

4t

Reφo

]
,

ò n « m ô

xo
üf��¤z��¦~�8¤zxzû�����C�ßx ��x ¦�x��C¤X���>¦�|~�¯�{}{�ß���]����¤ y{��ÿ

Re = γ.L.v
ψ

ü���|����"�Mxz���8���>�q���M|~}��ß��|
qO|§ð����"¤ ��y�ÿÜ�"�¡��|

γ, L, v
|
ψ
}{|���}{|~y{|~�¯���8� ����|~��y{x��¡�8��|"ÿE���^¦����M��}{xz�M|~�µ���f¦��8}���¦§�{|~}{ªzy���x ¦��H���

|~y�¦��¯�C�M|~�¯�{�¡ÿ±����@�µ|~¤z�±¦�x��¡�8��|c¦��8}���¦���|~}{ªzy���x ¦��K|c�@��xzy�¦���y�x �¡�8��|"ÿ�}�|~y{�¹|�¦§��x©���8�M|��¯��|c����â���x�����«
φ0üK�M�C�M��¤zxz�{�¡��|K���5����¤zy{� � �C��y{y�x��C���¡«

¢��"}��8� }{|�C¤zx û�8�¡�Cy0y{x �6��¤²�8�TS¯|~y0���C}��(��� ����¤zy{� � �8��y{y{x��8���%��|>�C�M��¤ x©�{�¡��| 0.0004
ÿm¦���þ��
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Ô£ÙV÷�ÙlRÀÙtÚWö9ÙTÐ ý}�
¤ �±¦��C¤ xzû�8���8�Sx ��x ¦�x��C¤á���S¦�|~�µ��}{�éü

0.2
« è ¦��"����x����C�Sxz��x�¦§x²�C¤Ñ|@�6¦����¡��x��~�8�5��|_¦§�"�¯�{�"}����M�Cy{y����M|~�

�5���8¤z��}O|§õ¡�T���
U(x, t)

�¡�8���M�¹��}Kò n « t ô§ÿ����8}��
0 ≤ x ≤ 1

ÿ�|
0 ≤ t ≤ T

«
è P � ��}��\ò n «�KôÑ�M�"y��{}��X�O¦����¡��x ���C�gxz��x ¦�x��8¤¯|÷� y{�"¤z�¡���C�m|§õ¡�T��� ���C}�� t = 0.5

ÿT�"���{x��¡� ���8}�� �{}�<~y
��x ê²|~}{|~�¯�{|~ym���C¤ ��}{|~yg��|

Re
°

1000
ÿ

2000
|

3000
«mpÎy{�{|~yX�"�C¤z�"}�|~yc¦���}{}�|~y{�¹�"�¡��|~�<�C�"yg¦��±|VP�¦�x |��¯��|~y

��|\��x ê²��y��8��°
0.002

ÿ
0.001

|
0.0006

ÿ�}{|~y{�¹|�¦§�{xz���C�M|~�¯�{|"«
è yYy{xz�é��¤��8�TS±|~yYê²�"}��8�,êæ|�xz���8y¥���8}��X|~y����¡�¡�C}¥�_ýX�����M��¦Q�C��¤ x ¦��8����DO| ¨ ���8���8�c��|Q¦��"�¯�"|����C�8�o��xzêæ��y��C�
¦��"��¦����¯�µ|����C�_�����Mxz���8�µ��|"« ç | � ��xz�¡���c�g�M|~y{�M�c¦�}�xz�{ü~}{xz�g��y��8���g���8}��m�_�×� ´ �cÿTüQ|~�M��}{| � ���¡�g�
x �¯�{|~}{�¹��¤������C�\¤ xz��|�C}r���K¦M=8¤ ¦���¤z�6��|

u
n
i

«ß�Y�8}��
v = 1

�c|~y�¦���¤ î¡�@���C}��c��y��"�C¤z�"}�|~y÷���\¦��¯|TP�¦�xz|~�¯��|
��|ß��xzêæ��y��C�¡°

0.002
ÿ

0.001
|

0.0006
üß�8��| ¨ ���8�¡�%���3�Í�µ|~û ¨ ��|]|���x ��|~�¡¦�x��£¦�¤��8}��8�5|~�¯��|(�

¦��"�µ�µ|�¦~���C�3���"�5x ���C�¯�{|"«

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

u_
ex

at
o(

x,
t)

x

t=0
d=0.002
d=0.001

d=0.000666...

¢¥x � ��}�� n « K"°ÑÐVÒ4ÓÕÔ�Öl×�Ø}Ò4Ô�Ô�ÙÕØ}Ú�Ö4ÛUÜ�ÖhÓÝÒ4ÞYßhÖÀàTá4Ø£â�Ø]ãVähØ}å�ÙÕØhÞYß}ÖÀæ�ÖÀçpÖ¢àoè�çpÙÝàYÚ�âéàêæ4à�æ�ÙÝëìÒ4Ôéß}Ö4í
pÎ�����±�¡�8yc�8ymy�xz�é��¤��8�TS±|�yg����xz¤ xzû~�����Çy{|6�¹�"}X��|��M�¹��P¡���C¤ ÿ

t
ÿ��3���C¤ ��}

0.5
« ´ yX���8¤z��}{|~yg|~y�¦��C�

¤ î�x ����ym���8}��
∆t � �C}��C�¯��xz}��C�������q���M|~}{�3��|\x �¯�{|~}����C¤ ��yg��|@��|~�5�i��ÿ

nt = 0.5
∆t

ÿ����M��xz�¹�3xz�¯��|~xz}{��«
p�y����é}�|~y���}{x ���C�5y�|_ê½�8û@��|�¦�|~y{y
=8}�x²�é���8}��é|���x©���C}X�éx �µ��}{�±���¡���C�3��|_|~}{}��"yO��|K�C}{}�|������¡�¡�8�5|~�¯��� ¨ ��|
��¦���}{}�|~� ���f}{|~��}�|~y{|~�¯���8���C����|�q���M|~}��"y6}�|�8xzy�«]�÷���M�×�H�Mü����±���]ýX�����M�±¦3|§õ�x � |®���"xzyéy{|~�5x©�
���8y{y{�"y�ÿ±|~y�y{|~yQ|~}{}{��y ��|g}{|~��}�|~y{|~�¯���8���C�S�¹�±��|~� �¹|~}�����}{���C} �Ky�xz�M|��{}{xzû�8���8�S�¡�8yO�T�����C¤zx û����TS¯|~yO�¡�Cy
�"�C}{x>=~�µ|~xzy�ÿi��|�y�¦~�8}��8¦§�{|~}{xzû�8�����®�3�Mü����±���¡« ´ yX���C¤ ��}{|�yg���C}��

∆x
���C�é�¹ü~�����C�êæ��}��C� |~y�¦���¤ î�x©�

���"y@�C¤z|�C�{�"}�x²�C�M|~�¯�{|"«\�`���¡�3���<��|~y���|~yc�¹|�}{�Mx©��xz� ¨ ��|é�9¦�|��¯��}{�®���9����¤ y{� � �C��y{y�x��C���9êæ��y�y{|6���
�¹�"�¯�{�0�����¡�C¤³«SlÇy{�{�9����}{���9���C�R=C¤ xzy{|M����y@}{|~y{��¤©���8���"y@�¯���Mü~}{x ¦���y@��Cx y@¦��"�M��¤ |�����ÿ �¹�"xzy\¦����M�0�
��x�¦§�9�������¤zy��3ü6�M���8¤z�"}m��=Tõ�xz�M��¡�Mê²���¡���C�¡ÿ¹�3|~}{}���®=õ�xz�M� � |~}�������¹|�¤²��C��}{��õ�xz��8���8�y{|~}C=
��}{��µ|~��xz|~�¯�{|K��|@��� �¹���¯���3�¡�S��x y�¦�}�|���xzû�8���8�M|~y{���8¦�x²�C¤áx � ���C¤Ü������}{��õ�xz�M�3�8�M¦�|~�¯�{}{�3���M����¤zy���«
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Ò ÐÓÙ�öjÚWüNÔ£Ö"ÐCÎUÙ�Ü4Ö�õR÷�ÒøÐÓÙ�Ü�ú�ÒCÑ��Ï�CÜWÐCÎUÖ�÷�Ù�öl/
Ô£ÙV÷�ÙlRÀÙtÚWö9ÙTÐ ý��
è ¤ � ����8y ���8�¹|~¤��CyX| � }C="P�¦���yXy��C��C��}{|~y{|~�¯��������yX���C}��éxz¤ ��y��{}��C}X��yO}{|~y{��¤©���8���"yO�"����x ���"y�«
è ���8�¹|�¤²�>ò

4.1
ôg¦����M���C}��9�0|~}�}{����=Tõ�xz�M�0������x �������C}��®�"y_��}t<~y_���8¤z��}{|~y\���f¦��¯|TP�¦�xz|~�¯��|3��|

��x ê²��y��8�
d
�¡��P � ��}���ò n « KTô�«

p�}{}��"y ���8}��
∆x = 0.001

∆t ∆t
∆x d = 0.002 d = 0.001 d = 0.0006

u « u�u"u"t u « t K�« v K m � m « K v�v K n « v8u O u
u « u�u"u"t"v u « t"v K�« n L t L t « LN��L�ÿ n « t � u ÿ
u « u�u"u�m K t�v u « m K t�v K�« m"t K v t « ÿNÿ"�WK m « L�L uµv
u « u�u"u n u « n K�«�KMOyÿ"� t « n ÿ t K m « v O�ÿ��
u « u�u"u"v u « v u « L��yÿ"O t « K u ÿ v m « u"v L u
u « u�u"u O t�v u « O t�v u « ÿ v n L K"« O t ÿ"L t « m � u ÿ
u « u�u"u � u « � u « n K n K u « L u O�O K�« m n K u
u « u�u K K u « u�u K t u « u"u�u � u « u�u�u K
u « u�u K t"v K"« t"v u « m K v n u « ONL u O K�« u"t�m O
u « u�u K v O t�v K"« v O t�v u « m�m ÿ v u « ÿ t ÿ t K�« u ÿ n t
u « u�uµt t u « u KM��ÿ u « u�u Lyÿ
u « u�uµt�v t « v u « n ÿ�ÿ"O u « ÿ u K v
u « u�uNm K t�v m « K t�v u « K�ÿ�K�ÿ u « t�v�mµv
u « u�u n n u «�KMONL v u « u � u�m u « u n v ÿ
u « u�uµv v u « u"t�m"u
u « u�u O t"v O�« t"v u « t�m ÿ m u « t ÿ"�N�
u « u K K u K�« u ÿ n L u « v KM��� u « m�u KNK

nY�C�¹|~¤�� n «�K�°=î�Ø}å�ÙÕØhÞYß}Ölæ4ÖÀàYå�å�ÖÀïtð�á�ÙÝïlÖ4í
kg�×���8�¹|~¤��£ò

4.1
ô5�C¤ � ���3�8y3¦����é��xz���8�TS±|~y3��|

∆t
|

d
���C� � |~}��8� }{|~y{��¤©���8���ß�¯���Mü~}{x ¦��

¦��±|~}�|~�¯��|M¦��"� ����}{�"��¤ |~�3��« è y\¤��8¦������CyK}�|~��}{|~y{|~�µ���C�^|�y{�{|M|�êæ|~x©����«3kX���{| ¨ ��|"ÿá���8}��9���M|~����}
�"�C¤z�"} ���5¦��±|TP�¦§x |~�µ��|@��|@��xzêæ��y��8��ÿ

d = 0.0006
ÿ�|~y��{|_|~êæ|�xz�{�5���C�Sy�|g�µ|~}�x P�¦���ÿ��M|~y{�M�S���C}��

∆t =

0.01
«cp������±�¡�8y_�Cycy{xz�é��¤����TS¯|~yc�®�5|~y{�M�®¦��"�5�¹�"}����C�M|~�¯���y{|6êÔ�Cûé��}�|~y{|~�¯��|6|"ÿ¹üS��¦§|~�¯�����8���0�

�M|���x �¡�X|~� ¨ ��|`�X��xzy�¦�}{|��{x û�8���C�g|~y{����¦�x��C¤±����xz¤ xzû�X�3�8xzy¥�¹���¯����yY���±�¡�Cx y�«Î�E��}¥|§õ�|~�M��¤z�¡ÿC���8}��X���3�
��8¤zî��f¦���� n u�u K3�¹�"�µ���"y6���±�¡�Cx y9ò

∆x = 0.00025
ô�ÿYy{xz�é��¤����TS¯|~y6|~�¯�µ��¤©�µ|~�¡��� v�u�u"u xz�¯��|~}����8¤z�"y

��|é��|~�M�¹�>ò
∆t = 0.0001

ôm���C�0��}�������ûS}{|~y{��¤©���8���0�±���5ü~}{x ¦��0���C}��
d = 0.002

|�ÿ � |~}��8�<|~}{}{�
�®=Tõ�x �5�3��|

0.6887
���C}��

d = 0.001
|

1.023
���8}��

d = 0.0006
«

´ ���{}��CyS¦§�"��y{x ��|~}��8�TS¯|~ySy��C�×êæ|~x©���Cyéy{����}{|�H�Mü����±���]ýX�����M�±¦9�����C}��{x }é���"y6}{|~y{��¤©���8���"yé�¡�
���C�¹|~¤²��ò

4.1
ô§« ´ ��y{|~}����T�Çy{| ¨ ��|"ÿX���C}�� ∆t

∆x
< 1

�Í|~}{}{�£�C���M|~�¯���Ó�(�M|���x �¡�Í|~� ¨ ��| ∆t
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Ô£ÙV÷�ÙlRÀÙtÚWö9ÙTÐ ýh;
��x �5x �±��x « Èg���8�¡��� ∆t

∆x
≥ 1

�K|~}�}{�K�®=õ�xz�M�é�C��}{|~y{|~�¯���@�"y�¦�xz¤²�8�TS¯|~y�« ç |m� ¨ ���±¦�x |��¯��|m|~� ¨ ��|~y����C�
üS�����q���M|~}��9xz�¯��|~xz}{��ÿÑ���]y{|�þ���ÿÑy{|

∆t
üé����¤©��xz��¤z�0��|

∆x
ÿÑ�����C<~�S�Çy{|"ÿ ¨ �¡�8�¡���9|§õ�x y���|��fÿá�Cy

�M|~����}{|~yr���õ¡�CyQ���K|~}{}��¡«ÎlÇy����\�±¦��"}�}{|X�¹�"} ¨ ��|m���C�KîR=_|~}{}��6��|Xxz�¯��|~}��¹�"¤��8���8�K¤zx ��|�C}ì|~�¯�µ��¤©��x ���K���
��}{�±¦�|���xz�M|~�¯����«r�Î�C}��K�"y`���C¤z�"}{|�yO���S|~}�}{�é|~� ¨ ��| ∆t

���C�Süc����¤©��xz��¤z�5��|
∆x

�Kx �¯�{|~}{�¹��¤������C�
¤ xz��|�C}Xxz�¯�{}{�±����û\|�}{}{��yO���8ym�T�����C¤ xzû�8�TS±|~ym�¡�8y ���8}�xU=~�"|~x yO|\¦��"�µ���C�Mxz���M�Sy{��¤ �����8��C��}{��õ�xz��8�¡��«

è ���{xz¤ xzû�8���8�c�¡�Xxz�¯�{|~}{�¹��¤²�8���C�c¤zxz��|�C}Yy{|÷êÔ�Cû÷��}{|�y�|~�µ��|÷���c¦M=8¤ ¦���¤z�_�¡�O��}{xz�M|~xz}��O|����C���m��|Q¦��8�¡�
¦�x�¦§¤ �S���6�Mü��{�����SýX�����M��¦�«�p�¤��Küg}�|~y{�¹�"��y
=~�µ|~¤¹�¹|~¤²�K|�y{�{x �3�C�{xz���\x ��x ¦�x��C¤ ���K���8¤z��}`�¡�Kê²���¡���C�¡ÿ±�"�
y�|�þ���ÿ¡�Sxz�¯��|��¹�"¤����~�8�M¤ xz��|�C}Xê²�"}���|�¦�|6�5�C��}{��õ�xz����~�8�3�¡�éêæ���¡���C�M���M�¹ü\�¡�é¤ xz��î��5¦��C}��8¦§��|~}�ª y��{x�¦���«

�Y�8}��\|§õ�|~�M��¤ xQP�¦��C}�ÿ�y{���¹����î��K��� ¦�x ¦�¤z�S¦����M��¤z|����é���SýX�"���5��¦X���8}��6¦~�8¤ ¦���¤��8}
un+2
i

ÿ±���¡��|
nüS���C}�« ç �C�¹|§�Çy�| ¨ ��|é���9��}{xz�M|~xz}{�9y{|~�5x ���Cy{y��9��yc���C¤ ��}{|�y un+1

i

y��8�0�C�{���8¤zxzû�����"y_�¹�"}
u
n
i

«\p�y���|~y
y��C�f������x ����yK�¹�"}\xz�¯��|~}��¹�"¤��8���8�H¤zxz��|�C}é�0���C}��{x }K����y\���C¤ ��}{|~y6¦�����î�|�¦§x�����y�ÿ

uni
ÿE��}��T�"|~��xz|~�¯��|~yK���

y�|��Mx �¡�8y{y{��C�¯��|~}�x ��}�« è x �µ��|~}{�¹��¤������C�M¤ xz��|�C}Oü@êæ|~x©���5¦����M�5y�|_y�| � ��|"ÿ

u
n
i =

(xi−lp − xi)uni−lp−1 + (xi − xi−lp−1)uni−lp
(xi−lp−1 − xi−lp)

,
ò n « n ô

�"�¡��|
lp,

���C}��{|\xz�¯�{|~x }��5��� ¨ ����¦�xz|~�¯�{| ∆t
∆x
,
ê²�"}{��|�¦�|\�5x �µ��|~}����C¤z�3��|@x �¯�{|~}{�¹��¤������C�¡ÿ����fy{|�þ���ÿ

xi ∈ (xi−lp−1, xi−lp) ,
ò n « v ô

�"�¡��|
xi = xi − v∆t

«

�Y�8}��
v = 1

ÿ �{|~�S�Çy{|
xi = xi − ∆t

|
xi−lp − xi−lp−1 = ∆x

« �`�����0�¹�"�¯�{�H�¡�
��x y�¦�}�|���xzû�8���8�M|~y{����¦�x��C¤

xi
ü\�¡�����5�¹�"}

xi = i ∗∆x,
���C}��

i
xz�¯�{|~x }��¡ÿ

i = 0, 1
«

ç ����y��{xz�{��x �����
lp
ÿ
xi

|
xi
|~� ò n « n ô÷�"���{ü~�S�Çy{|"ÿ

u
n
i =

(
∆t

∆x
− lp

)(
uni−lp−1 − uni−lp

)
+ uni−lp.

ò n « Oµô
è ���C}���xz}O�¡�6�µ|~}�y��C�fò n « Oµô÷���C}��é�M¦�=C¤�¦§��¤ �M�¡�éx �µ��|~}{�¹��¤������C�M¤zx ��|��8}~ÿWP�¦��é��Cx y ê =�¦§x ¤Ñ�µ|~}�x P�¦��C}

�5¦��C��y��5�¡�CyO���8}�x²�8�TS¯|~ym���M|�}{}{��«
ç |

∆t < ∆x
|~�¯���8��ÿ

lp = 0
|\�Mxz�¯��|~}��"�C¤z���|\xz�¯�{|~}{�¹��¤²�8���C�®¦§�"�¯�{ü~���M�¹���¯���M�������8¤

xi
ÿ

�"��y{|�þ���ÿ
xi ∈ (xi−1, xi)

«rq |~|~y�¦�}{|��"|~�¡���Hò n « Oµô§ÿ

u
n
i =

(
∆t

∆x

)
uni−1 +

(
1− ∆t

∆x

)
uni .

ò n « ÿ�ô
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�������T�Çy{| ¨ ��|"ÿr�f�M|���x �¡� ¨ ��| ∆t

��xz�Mxz�±��x³ÿÎ���¹ü9�¡�×¦��C}��8¦§��|�}{ªzy{�{x�¦~�Hy�|0�C��}{��õ�xz��H��|
xi
ÿ�|

|~�¯���C��ÿ���êÔ�T����} ò
1 − ∆t

∆x

ô �8���5|~�¯����«>lÇy�����y{x � ��xQP�¦�� ¨ ��|�ÿ���Cx ��}é�¹|~y{�]ü0�C�{}{xz����ª ���ß�C�����C¤ ��}
uni

|6�®|~}�}{�0�C���M|~�µ��� � }����¡�T��x©���8�5|~�¯��|"«g���Cy�ÿi�3�"�C¤z�"} ¨ ��|6}{|~��}�|~y{|~�¯����3xz��êæ��}{��8���C���}��8û~x �¡�
�����xz}{|����C�9��|6��}��"��� � �8���C�9�¡�3y{�"¤z�¡���C�®ü uni−1

«c�÷�"�M�
xi = xi −∆t

ÿ>üKê =�¦§x ¤E�µ|�}{xQP�¦��8} ¨ ��|"ÿ
�f�M|���x �¡�f|~� ¨ ��| ∆t

��x �5x �±��x³ÿY���¹ü®�¡�H¦��C}��8¦§��|~}�ª y���x ¦��fy�|9�C��}{��õ�xz��H��|
xi
« ´ }{|�y���¤©���8���

|~y{�i|�}��8���MüK�é}{|����¡���8�M���M|�}{}{�5�®=õ�xz�M��ÿ��¹��}{ü~� y{|_�"|~}{xQP�¦�� ¨ ��|@y�| ∆t
ü@�M|����"} ¨ ��| ∆x

ÿ0�
|~}{}{�3�C���M|~�¯��� ¨ ���C�¡��� ∆t

��x �5x �±��x «
ç |

∆t ≥ ∆x
�"yr|�}{}{��yr������x ���"yr���Cyìy{xz�é��¤��8�TS±|~yr�{|~��¦����M�¹�"}����C�M|~�¯�{�@���C}{x������\|���}�|~¤²�8���C�

�8� ¨ ����¦�xz|~�¯�{| ∆t
∆x

« ç |6|~y���| ¨ ���±¦�x |��¯��|éü6���������M|~}{�x �µ��|~xz}{�0�Cyg���Tõ��8yc��|é|�}{}{�y��C�®�5|~���"}�|~y�ÿ
y�|����8��|~y����Cy5y{��êæ}{|������ �8¦�}{ü~y�¦�xz�M�]���%����H}�|����¡���C�¡«(�Y�8}��×ê½��¦�xz¤zxz���8}M�×¦����M��}{|~|���y��C�>��|~y{���
�"�C}{x��8���8��ÿ��Sy{| � ��x }m�5�8�e=8¤zxzy�|@ü\��xz��x ��x �¡�S|~������xzym¦��Cy���y�°

1. ∆t
ü@����¤©��xz��¤z�3��|

∆x
«

kX|~y��{|~y_¦��Cy{�"y�ÿ �3��x ê²|~}{|~�¡��� ∆t
∆x
− lp |~��ò n « O¯ôOü6û~|~}{��«clÇy����y�x � ��xQP�¦�� ¨ ��|é�®�¹üé�¡�¦��C}��8¦��

��|~}{ªzy���x ¦��
xi

¦���xz�¡¦�x���|¦����^��� �¹�"�µ���f���±�¡�C¤ «p��¯���8��ÿE¦��8�¡�
u
n
i

ü3�C���¡�8¤zxzû�����H��xz}{|����8�5|~�¯��|
�0���8}���xz}K�������8¤z��}

uni−lp
¨ ��|Mêæ��xQ�T���¡�8¤zx û��������C�¹�"yé�0¦��"�¡¦§¤ ��y��C�×��|3��� ¦�x�¦�¤z�H���×ýX�"���5��¦5���

y�| � ���¡���My{|~�Mxz���Cy{y�� n
ÿ�����y�|�þ���ÿ

u
n
i = uni−lp

ò n « �µô
è y{y�xz�fÿ���y ���C¤ ��}{|~y

un+1
i

|_�¹��}����C�¯�{�
un+2
i

y{|~}��C�3�T�����C¤zx û�������yOy{|~���6��}{|~y{|~�¡�~�S���5|~}�}{�5¦��C��y��8���
�¹|~¤²�3xz�¯��|�}{�¹��¤²�8���C�9¤zx �¡�8}�«c�E�"}����8�µ����ÿ ¨ ���8�����®�®�¹üé�¡�¦��C}��8¦§��|~}�ª y��{x�¦��¦���xz�¡¦�x ��|5¦§�"����� �¹�"�¯�{�
�����¡�C¤¥��|KêÔ�T���3���8�3��¦§�"}�}{|é�Mxz�¯�{|~}{�¹��¤²�8���C�®¤zxz��|�8}~«OlÇy����3êÔ�Cû6¦��"� ¨ ��|K�3|~}{}{���xz�Mxz�±���3¦�����y{x ��|§�
}��~�µ|~¤z�M|~�¯�{|Xy{|m¦��"�5���8}�������DCyìy{x �6��¤²�8�TS¯|~y÷|~� ¨ ��|mîR=_x �µ��|~}��¹�"¤����~�8��ÿ�¦����M�\�¹����|my{|~}r�"��y{|~}��"�8���
���é���8�¹|~¤���ò

4.1
ô§«

2. ∆t
���C�Mü@����¤©��xz��¤z�3��|

∆x
«

kX|~y��{|~yX¦��8y{��y�ÿ¡��|K��¦���}����3¦§�"�^ò n « O¯ô�ÿ��M¦�=C¤�¦���¤ �3���5���8¤z��}Ox �µ��|~}{�¹��¤������
u
n
i

ü\¦����M�5y�| � ��|"ÿ

u
n
i =

(
∆t

∆x
− lp

)
uni−lp−1 +

[
1−

(
∆t

∆x
− lp

)]
uni−lp.

ò n « Lµô
kg�_���C�¹|~¤��

4.1
����y{|~}�����Çy�| ¨ ��|�ÿ±y�| ∆t

�Cy{y����5|g�\�"�C¤z�"}
0.00125

���
0.0015625

ÿM�6�¹üg�¡�
¦��8}���¦§�{|~}{ªzy���x ¦��_¦��Cx����_xz�¯�{|~}����8¤z�_x �M|~��x²�T���C�M|~�µ��|IDg|~y ¨ ��|~}{�¡�_���_xz�¯��|�}����8¤z� ¨ ��| ¦����¯��ü~� xi

ÿ_�¹�"xzy
lp = 1

«
wg|_êæ��}{��5�C�R=C¤ � � �M�C� ¨ ��|@ê²�"x êæ|~x©�{�M���C}��é�"yO¦��8y{��y ¨ ��| ∆t
ü@�M|~���"} ¨ ��| ∆x

ÿ0y{|@�
�¹üé�¡�3¦��C}���¦���|~}{ªzy���x ¦��¦~�8xE��8xzym��}{��õ�xz�M�®��|

xi−lp
�êÔ�C�{�"} [

1−
(

∆t
∆x
− lp

)] �{|~� ��Cx ��}m�¹|~y���«
p��¯�{}{|����C�¯�{�¡ÿ±��|~y���|_¦��Cy{�é�"�¡��|

∆t
üc�3�8xz�"} ¨ ��| ∆x

�K}{|����¡���C�5���é���C¤ ��} ��|
∆t

xz�M��¤zx�¦~�6���
}{|����¡���C�3���5���C¤z�"}O|~}�}{��«
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è ���C¤zx y��C�¡������� �M|�y��5�0xz�¯��|~}��"�C¤z�f��|Sx �µ��|~}{�¹��¤������C�����C}��

∆t
��Cxz�"} ¨ ��| ∆x

ÿ£y{|S�0�¹ü
�¡�¦��C}��8¦§�{|~}{ªzy���x ¦��y{|é�8��}���õ�x �3���|

xi−lp
ÿ>|6�¹��}����C�¯���®��|

xi
ÿ>�|~}{}{�®��x �Mxz�±��x³«g�¥��}����C�¯����ÿ¹y{|

∆t
��xz�Mx �¯��xá�M|�}{}{�M��xz�Mx �¯��x «
ùN=_êæ��x¡�M|~�¡¦�xz�"���8��� ¨ ��|O�6�8���5|~�¯���K���@���8¤z��}÷���K¦��¯|TP�¦�xz|~�¯��|m��|m��xzêæ��y��C�é�8¦��8}�}{|����@������|��¡���8�

��|5}{|~y{��¤©���8�����±���5ü~}{x ¦���y{|~�^¦§�"}�}{|~y{�¹�"���W<~�¡¦�x���¦���� �0��}{����¤z|~��9���C}��0�8¤ � ����CyK¦����é��xz�����VS±|~y
��|

∆t
|

∆x
«��E�"}�ü~�fÿ¡|~y{y��3�8��y�<~�¡¦§x²�5}{|~y{��¤©���8���y{|Oþë��y���xQP�¦��S���C�é�¹ü~���¹|~¤z�3��y{�®�¡�5xz�¯�{|~}{�¹�C�

¤²�8���C�0¤zx ��|��8}_���9�Mü��{������ýX�����M�±¦�« è yc|§õ���}{|~y{y�S¯|~y3ò t « K��µôX|�ò t «�KML¯ô�ÿ �5�"y���}��8�<¦��"�5�0üéêæ|~x©���9�
�C�{���8¤zxzû�����C����8y ���8}�xU=~�µ|~xzyX|@y��C�M}�|�¦���}��¡�8�¡�8yg� ¨ ��x³ÿ





un+1
i = u

n
i + δt d

(
u
n
i−1−2u

n
i +u

n
i+1

∆x2

)
,
p���¤ |~}r|§õ���¤ ª ¦�x©����ÿ

un+1
i = u

n
i + δt d

(
un+1
i−1 −2un+1

i +un+1
i+1

∆x2

)
,
pÎ��¤z|~}rx �5��¤ ª ¦�x©���

.

ò n « K u ô





un+2
i = un+1

i + δt d
(
un+1
i−1 −2un+1

i +un+1
i+1

∆x2

)
,
pÎ��¤ |�}ì|§õ���¤ ª ¦�x©����ÿ

un+2
i = un+1

i + δt d
(
un+2
i−1 −un+2

i +un+2
i+1

∆x2

)
,
p���¤z|~}rx �5��¤ ª ¦�x©���

.

ò n « KNKô

´ êÔ�T����} δt
∆x2 d

�¹�±��|y{|~}\}{|~|~y�¦�}�xz�{�×¦����M� ∆t
2∆x2 d

« �Î�C}��0��� �M|~y{�M�
∆x

|3���8}��
∆ty��WP¡¦�x |��¯��|~�M|��¯��| � }��C�¡��|"ÿT�m��¦§}{ü~y�¦�xz�M�m��|ì��| d x �¡¦�}�|~�M|~�¯���`�"yÜ|~}{}��"y ��}��8û~x ����yE�¹|~¤�� xz�¯�{|~}{�¹��¤²�8���C�|6���C�êæ��}{��|�¦§|6}{|�y���¤©���8����±���5ü~}{x ¦��¡«X�Î�C}��5��� �M|~y{�M�

d
�}{|TP����8�M|��¯���®�¡�5��8¤zî��Mxz�¯�{}{�±����û

��8xzyf¦�=C¤�¦§��¤ ��y�ÿc¤ � � �*���8}�� ∆t
y��WP¡¦�x |��¯��|~�M|��¯��| � }��8����|Í�Ó�¹|~}{�¡�£��|>}{|~y{��¤©���8���*y{|>êÔ�Cû>��Cx y

|§õ���}{|�y�y{x©����«
ç |5|~}{}��"y\��|5�{}{���¡¦��C�M|~�¯�{�����8���¹|~}��Mxz�{|~� ¨ ��|5���¹ü3�¡�0¦��C}��8¦§��|~}�ª y��{x�¦��0¦���x �¡¦�x �¡��¦���� ���

�¹�"�¯�{�f�����¡�C¤ ÿÜî��~�µ|~}C=9|~}{}�����}{��µ|~��xz|~�¯�{|3�¡�9xz�¯��|~}��¹�"¤��8���8�f¤zxz��|�C}�ÿÜ�M|~y{�M�����C}��
∆t

����¤©�{x ��¤z�
��|

∆x
«
lÇy����_þë��y���xQP�¦��M�S�¹|�}��¡�5��|@}{|�y���¤©���8���5���8�6�¹ü~� ��|~y{�{|~ym¦��Cy{�"y�«

�÷�"� �0�"��þë|���x©�"�f��|5�M��y���}��8} ¨ ��|3���C��y�<~�¡¦�x��0���9�"�C¤z�"}@�¯���Mü~}{x ¦��0|3�®��y�¦�xz¤����~�8�f���0���C¤ ��}
���|~}{}{�3�®=õ�x �5����C�®|�y{���8�|~y{�¹|�¦�xQP�¦��C�M|~�¯�{|é}�|~¤���¦�xz����������y�DCym���8}�x²�8�TS¯|~yc��|

d
ÿ
∆t

|
∆x

ÿ���8y
y�xz� �5��}��"��� � �����C����3|�}{}{� � |~}��8���3�¹|~¤��5xz�¯��|~}��¹�"¤��8���8�3¤ xz��|�C}�ÿ¡������}��8yXy{xz�é��¤����TS¯|~ymê²�"}��C� êæ|~x©���Cy
y�����y{�{xz�{��xz�¡���6�cxz�¯�{|~}{�¹��¤²�8���C�\¤ xz��|�C}mò n « n ô¥�¹|~¤z�_�"�C¤z�"}�|§õ¡�T���\�¡�cê²���¡���C�\���@�¹üX�¡�_¦~�8}���¦§�{|~}{ªzy���x ¦���ÿ
�"��y{|�þ���ÿ

u
n
i = U(xi, tn).

ò n « K t ô
´ y9}�|~y���¤z��������y0�¡�Í���{x ¤zxzû�����C�£���£ýX�"���5��¦×y{|~� x �µ��|~}{�¹��¤������C�%¤zx ��|�C}9y��8�Ó�M��y���}��8����y9���

���C�¹|~¤²��ò
4.2
ô�«
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p�}{}��"y ���8}��

∆x = 0.001

∆t ∆t
∆x d = 0.002 d = 0.001 d = 0.0006ý ý y{x ý ý�y�x ý ý y{x

u « u"u�u"t u « t K�« v K m � u « u"t�v�m m « K v�v K u « u n mNm n « v�u O u u « u"v O��
u « u"u�u"t"v u « t"v K�« n L t L u « u�m K�O t « LN��L�ÿ u « u"v n K n « t � u ÿ u « u ÿ4K�K
u « u"u�u�m K t"v u « m K t�v K�« m"t K v u « u�m L v t « ÿNÿ"�WK u « u O�ÿNÿ m « LNL u"v u « u �N���
u « u"u�u n u « n K�«�KMOyÿ"� u « u"v8u O t « n ÿ t K u « u ��ONO m « v O�ÿ"� u «�K�K m ÿ
u « u"u�u"v u « v u « L��yÿ"O u « u O mµt t « K u ÿ v u «�K u � m m « uµv L u u «�K n t K
u « u"u�u O t�v u « O t�v u « ÿ v n L u « u ÿ"L u K"« O t ÿ"L u «�K m"v n t « m � u ÿ u «�K�ÿNÿ�ÿ
u « u"u�u � u « � u « n K n K u «�K u K t u « L u O�O u «�K�ÿ mNm K"« m n K u u « t�t ÿ n
u « u"u K K u « u�u K t u «�K t O v u « u"u�u � u « t KMONO u « u"u�u K u « t � n m
u « u"u K t"v K"« t"v u « m K v n u «�K v ��K u « ONL u O u « t ÿ u � K"« uµt�m O u « m"v"v�m
u « u"u K v O t"v K"« v O t�v u « m�m ÿ v u «�KML�ÿ�O u « ÿ t ÿ t u « m�m � v K"« u ÿ n t u « n�nNn K
u « u"u"t t u « t�v�t L u « u KM��ÿ u « n m�mµt u « u"u L�ÿ u « v ON� n
u « u"u"t�v t « v u « m KMO u u « n ÿ�ÿ"O u « v n K n u « ÿ u K v u « ÿ�K u n
u « u"u�m K t�v m « K t�v u « m L v�u u « K�ÿ�K�ÿ u « O�ÿ"O v u « t"v�m"v u « ���yÿ"�
u « u"u n n u «�KMONL v u « v8u"v n u « u � u�m u « ��O v"v u « u n v ÿ K�«�K mµv L
u « u"u"v v u « O m K v K�« u �WK v u « uµt�m�u K�« n K�L u
u « u"u O t"v O�« t"v u « ÿ"���NL u « t�m ÿ m K�« m"v K t u « t ÿ"��� K�« ÿ�ÿ t L
u « u K K u K�« u ÿ n L K�« t�v LNL u « v KM��� t «�K v ÿ t u « m"u K�K t « � m"u K
n¥�8�¹|~¤�� n « t °ÑñòÖhó4ïlÖÏç�çpÖhïôÙÝÚ�â�àpå�ó�ÖhÓÕØ}ÞYß}ÖlÓÝÙÝÚ4à@Ø}å × ñòÖhó4ïÀÖ¢ç�Ô�àpïõÙÝÚvâéàpå�ó�ÖhÓÕØ}ÞYß}ÖlÓÝÙÝÚ�àYØ}åpí

´ ��y{|~}��"��Çy{|Q��|~y����O���C�¹|~¤²�
4.2 ¨ ��|"ÿ"�8�g���{x ¤zxzû�8}¥�_ýX�����M�±¦÷y{|~�,xz�¯��|~}��¹�"¤��8���8�g¤ xz��|�C} ò ýÓy�x²ôE�Cy

�8��}��õ�x ��8�TS¯|~yg���C�y{�"ê²}{|~�<�8¦����6��¤ ��yc��|K|~}�}{� ¨ ��|Kx �M�¹��y{y{x ��xz¤zxz���8� ���M������|~�����8�®��|K}{|�y���¤©���8���
�±���Mü~}�x�¦��5| ¨ ��|K�Sy{��¤ �����8�M�±���Mü~}{x ¦��Sy{|K�C��}{��õ�xz��5�¡�é|§õ¡�T���*Dé�M|���x �¡�S|~� ¨ ��| ∆t

��xz�Mxz�é��x³«
nY�C�é�¹ü~��üO}{|~¤z|����8�µ��| ¨ ��|�ÿ¯���C}��_�6ýX�����M�±¦X¦�����xz�¯�{|~}{�¹��¤²�8���C�K¤ xz��|�C}gò³ýcô§ÿ ¨ �¡�8�¡��� ∆t

∆x

���C�
}{|~y{��¤©���6|�� ��� �q���M|~}��éx �µ��|~xz}{�é�S|~}�}{�é�®=õ�x �5�5�8���5|~�¯���Ky{|c�S¦��±|TP�¦�xz|~�µ��|@��|_��xzêæ��y��C�5��xz�Mxz�±��x
| ¨ ��|g�6�5|~y��5�é¦����M�¹�"}����C�M|~�¯�{�éy{|X�µ|~}{xQP�¦��\���8}��@�������"yQ��y÷�"�C¤z�"}�|~y`��| ∆t

|c��|
∆x

�"���{x����"y
¦��"� �fò ý�y{xæô�«

wm|®êæ��}{�� � |~}��8¤³ÿ�¦��"�¡¦§¤ ��xö�Çy{| ¨ ��|®�>�8¦����é��¤ �]��|®|~}�}{��y � |~}��8����yS�¹|~¤��×xz�¯�{|~}{�¹��¤²�8���C�]¤zxz��|�8}
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