UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

SIMONI RANGEL DE FREITAS OLIVEIRA

Analise da convergéncia do método Hopmoc para
uma equacao de conveccao-difusao

NITEROI
2005



UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

SIMONI RANGEL DE FREITAS OLIVEIRA

Analise da convergéncia do método Hopmoc para
uma equacao de conveccao-difusao

Dissertacao de Mestrado submetida ao Pro-
grama de Pés-Graduacao em Computacao da
Universidade Federal Fluminense como re-
quisito parcial para a obtencao do titulo de
Mestre. Area de concentracdo: Modelagem
Computacional.

Orientador:

Mauricio Kischinhevsky

Co-orientador:
Otton Teixeira da Silveira Filho

NITEROI
2005



Anélise da convergéncia do método Hopmoc para uma equacgao de
conveccao-difusao

Simoni Rangel de Freitas Oliveira

Dissertacao de Mestrado submetida ao Pro-
grama de Pés-Graduagao em Computacao da
Universidade Federal Fluminense como re-
quisito parcial para a obtencao do titulo de

Mestre.

Aprovada por:

Prof. Mauricio Kischinhevsky/ IC-UFF (Presidente)

Prof. Otton Teixeira da Silveira Filho/ IC-UFF

Prof. Carlos Antonio de Moura/ IME-UERJ

Profa. Denise Burgarelli Duczmal/ ICEx-UFMG

Prof. José Henrique Carneiro de Araujo/ IC-UFF

Niteroi, 02 de dezembro de 2005.



A Deus, digno de toda gloria.



Agradecimentos

Agradeco a Deus, fonte de toda ciéncia. Sem a presenc¢a dEle em minha vida nao seria

possivel a realizagao deste trabalho.

Deus providenciou muitas pessoas para estarem ao meu lado nesta conquista, mas

algumas foram fundamentais.

Aos meus pais José Amaro e Marli, meus anjos da guarda, que nunca mediram esforgos

em favor da minha educacao.

Ao meu esposo Francisco de Assis, pelo amor, dedicagdo e paciéncia ao longo desses

anos.
Aos meus irmaos Renato e Flavio, pela amizade e pelo companheirismo.

De forma muito especial ao estimado professor Mauricio Kichinhevsky, incanséavel
motivador, que em nenhum momento deixou de acreditar em meu potencial. Devo a este

professor a conclusao desta dissertagao.

Ao Professor Otton Teixeira da Silveira Filho, co-orientador deste trabalho, pelo in-

centivo e apoio valiosos que me foram dispensados.
A Professora Regina Célia Paula Leal Toledo, pela dedicacio durante o curso.
A Carolina, pela amizade e pelos tantos bons momentos que dividimos neste curso.

Aos amigos Duilio, Sanderson, Frederico, Renatha, Daniela, Viviane, Sténio e Jacques,
que por muitas vezes, dispuseram de seu tempo para transmitir experiéncias e conheci-

mentos importantes inerentes & programagao computacional.



Resumo

O método Hopmoc, proposto em 1996 por Kischinhevsky utiliza conceitos do método
das caracteristicas modificado (MMOC) e do método Hopscotch. Assim como no mé-
todo Hopscotch, no Hopmoc é feita a decomposicao do conjunto das variaveis dos pontos
da discretizacao espacial em dois subconjuntos que sao atualizados alternadamente em
dois semipassos. Esta decomposigao sugeriu, por analogia conceitual, utilizar as técnicas
de analise empregadas nos métodos de diregdes alternadas (ADI). No Hopmoc, os dois
semipassos sao construidos ao longo das linhas caracteristicas, conceito este adaptado a
partir do método das caracteristicas modificado (MMOC). Assim como no MMOC, as
linhas caracteristicas guiam a busca dos valores das varidveis discretas em instantes de
tempo precedentes, compondo as atualizagoes implicitas das variaveis e conduzindo a uma
aproximacao semi-lagrangeana. Neste trabalho estudam-se a consisténcia e a estabilidade
do método Hopmoc. A anélise de convergéncia para uma equagao de convecgao-difusao
apresenta condicoes suficientes para que o método Hopmoc seja consistente com a equagao
e mostra que o método ¢é incondicionalmente estavel. Os resultados sao confirmados por
meio de uma anélise computacional de convergéncia.



Abstract

The Hopmoc method, was introduced in 1996 by Kischinhevsky and combines concepts
which are present both in modified method of characteristics (MMOC) and in the Hops-
cotch method. Hopmoc resembles Hopscotch in that it decomposes the set of grid points
in two subsets which have their variables updated separately within one half step. To
simetrize the proceduce, each of the subsets undergoes one explicit and one implicit up-
date of its variables. The decomposition suggested the use of convergence analysis which
is similar to that of alternating direction implicit methods (ADI). As in the modified
method of characteristics (MMOC), the steps are built along characteristic lines, in a se-
milagrangian way. In this work both consistency and stability are discussed for Hopmoc
when applied to a convection-diffusion equation. The analysis produces sufficient condi-
tions for consistency and proves its unconditional stability. Numerical results confirm the
convergence analysis conducted.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo apresenta uma breve introducgao sobre alguns dos principais conceitos refe-
rentes as equagoes diferenciais parciais, as equacoes de diferencas finitas e aos problemas

de convecgao-difusao.

1.1 Equacgoes Diferenciais Parciais

Muitos problemas que envolvem fenémenos em Fisica, Quimica, Biologia, Economia, e em
tantas outras dreas do conhecimento, sao estudados a partir de modelos matematicos. Os
modelos matematicos da maioria destes problemas sao sistemas de equacoes diferenciais,

ordinérias ou parciais.

Uma equagao diferencial relaciona uma fungao incognita e suas derivadas. Se a equa-
¢ao diferencial possui derivadas de apenas uma variavel, ou seja, a funcao incognita de-
pende de uma varidvel independente, entao a equagao ¢ dita equacao diferencial ordinaria
(EDO). Se mais de uma variavel independente esta presente entao a equagao é dita equa-

¢ao diferencial parcial (EDP).

As equagoes diferenciais parciais (EDPs) descrevem dois tipos bésicos de fendomenos
fisicos: aqueles que estao em um estado de equilibrio, os estacionarios, e os que evoluem

no tempo, os evolutivos.

Fenomenos estacionarios descrevem apenas a distribuicao espacial da grandeza, por-
tanto a propriedade de interesse nao se altera com o tempo. Problemas deste tipo sao
em geral, representados por EDPs elipticas, cuja equagao modelo é a equagao de Laplace.
Fenomenos evolutivos descrevem a variacao de uma grandeza fisica no tempo e no espaco,

e sao representados por EDPs parabélicas ou hiperbélicas.
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A EDP modelo para problemas parabolicos é a equagdo evolutiva de difusdo (dissi-
pacdo) de calor. A EDP modelo do problema hiperbélico é a equagdo da onda, na qual

termos dissipativos nao estao presentes.

Fenomenos de equilibrio e fené6menos evolutivos podem ser estudados com o auxilio
de modelos mateméticos para problemas de valor inicial (PVIs) e para problemas de valor
de contorno (PVCs). Os PVIs necessitam de condigoes pré-fixadas para a grandeza fisica
na regiao de interesse. Os PVCs estao delimitados pelas condigoes impostas no dominio.

Portanto, os problemas evolutivos sao PVI e PVC simultaneamente.

Devido & complexidade de varios problemas fisicos, frequentemente se obtém solugoes
aproximadas das EDPs que descrevem estes problemas, pois a determinacao da solucao
analitica é bastante dificil. A aplicacao de técnicas computacionais é a forma mais pratica
para simulagao de fenémenos que envolvem dindmica dos fluidos a fim de obter a solucao

numeérica destes problemas.

Uma abordagem mais completa sobre EDPs e métodos numéricos para EDPs é apre-

sentada por Golub e Ortega [19].

1.2 Discretizacao por Diferencas Finitas

Para o tratamento computacional do modelo matematico é preciso expressar de forma
adequada as equagoes e a regido (dominio) em que elas sao validas. Assim, as EDPs
que descrevem o modelo devem ser expressas na forma de operagoes aritméticas que o

computador possa executar.

Devido & impossibilidade de se obterem solu¢des numéricas sobre um dominio con-
tinuo é necesséario que este dominio seja discretizado, ou seja, dividido em pontos onde
as solugoes serao obtidas. KEsse conjunto de pontos denomina-se malha. Portanto, an-
tes de resolver a EDP de forma numérica é preciso encontrar expressoes algébricas que
relacionam os valores das incognitas escritas relativamente aos pontos da malha. Estas
expressoes sao denominadas aproximacoes por diferencas finitas. Esse processo resulta em
uma equagao algébrica denominada equagao de diferengas finitas (EDF'). Resolvendo-se a
equacao de diferencas finitas, encontra-se a solucao aproximada do problema. As formas
mais comuns utilizadas para a obtencao de aproximacoes deste tipo sao a expansao em

série de Taylor.

O processo de discretizagao de equagoes estacionarias gera um sistema de equacoes
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acopladas geralmente resolvidas por métodos iterativos. Para equacoes evolutivas exis-
tem duas classes de discretizacao: a discretizagao explicita e a discretizacao implicita. A
primeira se caracteriza por encontrar uma aproximacao para cada ponto da malha consi-
derando apenas valores conhecidos em instantes de tempo precedentes da simulagao. Este
tipo de aproximacao resulta em equacoes independentes que permitem solucao direta. A
segunda discretizacao necessita, além dos valores conhecidos em instantes de tempo ante-
riores, de valores presentes no mesmo intervalo de tempo, ou seja, as equagoes resultantes
sao acopladas e esta caracteristica exige a resolucao de um sistema de equagoes a cada
instante de tempo. As duas formas de discretizacao podem ser empregadas para compor

métodos hibridos explicitos-implicitos.

Os conceitos mais importantes da area de aproximagoes de diferencas finitas para
EDPs sao apresentados por Richtmyer e Morton [33]; abordagens introdutérias sdo apre-

sentadas por Cunha [7], Claudio e Marins [5], Cuminato [6] e por Fortuna [17].

1.3 Problemas de conveccao-difusao

Este trabalho dedica especial atencao a um determinado tipo de equacao diferencial par-
cial, a equacao de convecgao-difusao. Esta ¢ amplamente usada em diversas areas do
conhecimento por descrever no tempo e no espago um processo de convecgdo (o trans-
porte - fluxo convectivo) com mecanismos dissipativos (a transformagao - fluxo difusivo
ou dissipativo) como por exemplo: um soluto na adgua ou na superficie da dgua; o mo-
vimento dos aerosso6is e dos gases na atmosfera. Problemas envolvendo a equacgao de
conveccao-difusao surgem também na simulacao numérica de problemas envolvendo pe-
troleo |1], envolvendo o transporte de poluentes na camada saturada do solo (problemas
de termofluidodindmica - problemas que envolvem o comportamento dindmico dos fluidos
associados a transferéncia de calor e massa) e outras aplica¢oes importantes em muitos

problemas.

Com o objetivo de obter solugoes aproximadas satisfatorias para problemas descri-
tos por equacoes de convecgao-difusao, métodos numéricos sao largamente empregados.
As propriedades fisicas dos problemas, como por exemplo em meios porosos [1], causam
com frequéncia sérias dificuldades numéricas. Quando o termo convectivo domina, os-
cilagbes espurias e dispersdo numérica artificial podem ocorrer [6] [8]. Muitas técnicas
sao usadas para a solucao numérica de equagoes de convecgao-difusao, que possuem essa

particularidade, seguindo duas principais abordagens: a Fuleriana e a Lagrangeana.



1.4 Organizacdo desta dissertacdo 4

Métodos Eulerianos usam uma malha espacial fixa. Desse modo uma discretizacao do
operador diferencial descreve a evolugao da solugao ao longo do tempo sobre uma malha
espacial fixa, resultando na necessidade de um maior cuidado no controle do fluxo [?],

utilizando uma malha muito refinada.

A abordagem Lagrangeana baseia-se em acompanhar a trajetoria do fluido e a vari-
acao em suas propriedades em cada ponto da discretizacao espacial, ao longo do tempo.
Métodos que fazem uso desta abordagem oferecem a possibilidade de utilizar intervalos de
tempo consideravelmente maiores que os permitidos nos métodos Eulerianos. Como des-
vantagem métodos lagrangeanos com evolugao temporal explicita podem produzir, a partir
de uma discretizacao uniforme, uma distribuicao de pontos muito irregular, acrescentando
custo computacional de adaptagao da malha a cada passo. A distribuicao irregular pode
deixar de descrever importantes caracteristicas do problema onde a distribuicao for mais

esparsa.

1.4 Organizacao desta dissertacao

Nesse trabalho analisa-se a convergéncia do método Hopmoc (Kischinhevsky em [26] e

[27]), aplicado & equacdo de convecgao-difusao.

O método Hopmoc utiliza conceitos do método das caracteristicas modificado (MMOC)
(Douglas e Russell [9]) e do método Hopscotch [20]. Assim como o Hopscotch, o Hop-
moc compreende dois semipassos temporais. A construcao destes semipassos ao longo das

linhas caracteristicas |6] caracteriza a semelhan¢a do Hopmoc com o MMOC.

No capitulo 2, sdo apresentadas descrigoes dos métodos ADI, MMOC, Hopscotch e
Hopmoc para a resolucao da equacao de conveccao-difusao. As descricoes dos trés primei-
ros métodos objetivam uma melhor compreensao das contribuigoes destes no desenvolvi-
mento do procedimento Hopmoc. No capitulo 3 apresenta-se a condicao de consisténcia e
a analise de estabilidade do Hopmoc, baseada no formalismo empregado por Hundsdorfer
e Verwer [25]. O capitulo 4 apresenta e discute os resultados de experimentos numéricos.

Finalmente, reservou-se o capitulo 5 as conclusoes.



Capitulo 2

Métodos para a equacao de conveccao-difusao

2.1 A equacao de conveccao-difusao

A equacao de conveccao-difusao, de dimensao k, pode ser expressa na forma:
u + v.Vu = dV3u, t>0, XeR", (2.1)

onde wu(X,t) representa a variavel conduzida e difundida, v = vq,...,v, a velocidade

constante e positiva do fluido, d o pardmetro constante e positivo de difusao.

2.2 Método ADI

O método de diregoes alternadas (ADI) foi primeiro sugerido por Douglas e Peaceman
[10], Douglas [11], e Peaceman e Rachford [31], nos anos 50, para a solugdo da equagao

do calor em duas dimensoes espaciais.

Em problemas de dimensao k, os métodos do tipo ADI sao métodos de k passos.
Para um problema bidimensional (x = 2) por exemplo, a atualizagdo das variaveis da
discretizacao espacial é dividida em dois subconjuntos sendo um para cada direcao espa-
cial. No primeiro passo um subconjunto ¢ atualizado por um método explicito e o outro
subconjunto por um método implicito. No segundo passo as atualizagoes sao invertidas.
Entao, o subconjunto que foi atualizado por um método explicito é nesse passo atualizado

por um método implicito e vice-versa, simetrizando as atualizacoes.

Considere a equagao de convecgao-difusao (2.1) para o caso x = 2, com condigoes

de contorno e iniciais adequadas,

Up + V1 Uy + Vg Uy = d(Ugy + Uyy). (2.2)
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Uma versdo da técnica ADI para (2.2) é o método de Peaceman-Rachford [31] baseado

na formulagao que se segue,

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
n+l __ n Uiy T2 T _ Uit1,j " %i—1,5
up; s = Uy ot d{ Az? Ot vy | —gxy | +
ul i —2ul Aul ul = ult
J—1 ,J i,5+1 | i,5+1 i,j—1
ot d |t | g g, |y |
n+2 n+2 n+2 n+2 n+2
n+2 _ n+1 ui,j—l_2ui,j U 11 . Ui g+1 " %51
uptt = u +5td[ AP Ot V9 | T
+1 +1 +1 +1 +1
5t d Witi 2y Y| St v Uit Uit
Azx? 2 2Ax
(2.3)
Onde:
0<t<T,
0<z<1,
0<y<1,
At - tn+2 - t'n, 5

At
ot="4 =t —t,,
Ar =x; —x; €

AY = Yit1 — Yi-

Note que o método (2.3) é um método de dois passos em que valores intermediarios

uf;rl sao calculados no primeiro passo. Estes valores intermediarios sao interpretados
como valores da solugao num intervalo de tempo intermediario n + 1, por isso aparece o

fator de tamanho ot = % no segundo membro de cada equagdo em (2.3).

Observe que em cada passo apenas uma das variaveis é atualizada implicitamente. No
primeiro passo u, € Uy, sao discretizados por um método implicito, u, e wu,, sao tra-

tados explicitamente. No segundo passo os papéis sao invertidos e assim sucessivamente.

2.3 Meétodo das caracteristicas modificado(MMOC)

Em 1982 Douglas e Russell [9] apresentaram um método de resolucao de equagdes de
convecgao-difusao com conveccao dominante, que combina o método das caracteristicas
([6]) com os métodos de diferengas finitas ou com os métodos dos elementos finitos. Esse

método é conhecido como método das caracteristicas modificado (MMOC).
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O MMOC ¢é uma modificagao do método das caracteristicas, método este muito utili-
zado na solucdo de equacoes hiperbolicas. A base do método das caracteristicas ¢ a inte-
gracao dos intervalos de tempo ao longo das linhas caracteristicas, linhas no espago-tempo
pelas quais as informacoes fluem. Esta técnica caracteriza uma abordagem Lagrangeana

e minimiza o efeito da dispersao numérica.

No MMOC as linhas caracteristicas guiam a busca dos valores das variaveis discretas
em instantes de tempo precedentes, ao invés de avangar no tempo, como em muitos

métodos das caracteristicas.

O principal problema com MMOC estd na busca exata da localizagao do “pé&” da
linha caracteristica, ponto da malha correspondente ao valor da variavel no intervalo de
tempo precedente, assim como na manipulagao de condigoes de contorno. Este fato pode
ser uma dificuldade de aplicacao do método. Uma das técnicas para evitar que o pé da
caracteristica caia fora do dominio é a diminuicao do valor do intervalo de tempo. Em
alguns casos a reflexao dos valores encontrados no dominio computacional constitui uma

solugao para esta dificuldade.

A diminuigao local do intervalo de tempo (para encurtar o alcance da linha carac-
teristica em intervalos de tempo anteriores) modifica somente vetores independentes nos
sistemas lineares a serem resolvidos, pois a busca da informacao em instantes precedentes
de tempo é a tinica contribuicao explicita. Excetuando-se isto, a discretizagao é inteira-

mente implicita em MMOC.

O desenvolvimento de métodos do tipo MMOC produziu aproximagoes nao oscila-
torias sem difus@ao numérica, usando longos intervalos de tempo em malhas refinadas
o suficiente para representar frentes abruptas. Entretanto, o MMOC geralmente apre-
senta dificuldade na preservagao de leis de conservagao de massa ([6]) ¢ também dificul-
dade no tratamento de condigdes de contorno ([34]). Na busca de um método numérico
para superar estas dificuldades, Celia, Russell, Herrera, e Ewing desenvolveram o método
Euleriano-Lagrangeano (ELLAM) [4]. Este é um método de elementos finitos seguindo
os conceitos do MMOC. O desenvolvimento de ELLAM produz um esquema conservativo
[6] que trata condigoes de contorno sistematicamente. Dessa forma, o ELLAM é uma
generalizacao do MMOC, pois supera suas duas principais deficiéncias sem perder suas

vantagens numéricas.

Uma descricao do MMOC, combinado com equacoes de diferencas finitas, para a

equacao de convecgao-difusao é exibida a seguir.
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Considere a equagao de convecgao-difusao (2.1) com ¢ = 1 em uma dimenséo espacial,
Uy + VUy = dUyy. (2.4)
Seja T o pé da linha caracteristica. O vetor unitario
T = (VAt, At) = (x — T, tpy1 — tn)

representa a linha caracteristica associada ao transporte wu; + vu,. A derivada na direcao

7 é dada por

Ur = Vi ——
Il
- (vAL, At)

(VAL2 + A2

(11, 1) ( v At At )
T\ AWT + 02 AtV 02

= (g, uy). (\/11@2’ \/11112)

B ( VU, Uy )
VI+02 V1402
1

= ———(vuy + uy).

V1402

Portanto,

V1+0v2 u, = up + vuy. (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.4),
V1+0v2 u, = dug,. (2.6)

Note que (2.6) é uma equagao parabolica com difusdo ao longo da linha caracteristica. O
método das caracteristicas modificado [9] e [16] para aproximagao da derivada direcional
V' 1+ v? u, baseia-se na equagao de diferencas atrasadas, que é, para uma dimensao,

Vitor o't o V142 e

= (2.7)
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Substituindo A7 = ||7|| em (2.7),

n+1l _ -
Vit vt o~ Viter 8
! Atv1 + v?

n+l _ =n

V142 oyttt Y A7

Q

(2.8)

Logo, uma discretizagido para (2.6), e portanto para (2.4), que caracteriza o método

das caracteristicas modificado é dada por

’U/IL —_— ’U/ZL At d < Z Z Z ) ’

L (2.9)

onde:
Az =11 — 4,

a7

U; = uzn(f?) - u?(§<x2? tn)),

com T; = x; —vAt definido como o “pé&” da linha caracteristica com origem em (x;,t,1)

e Uy, ¢ discretizado utilizando o método Euler.

i i i+l

n+1

U; u; Uiy

Xi 1 Xi1 X X; Xi+l X

Figura 2.1: Método das caracteristicas modificado.

De acordo com Douglas e Russell [9], o emprego da interpolagdo linear no calculo

n

dos valores !

*, ¢ apropriado quando a convecgao é claramente mais importante que

a difusao. Se ambas tém importancia equivalente, entao serd mais vantajoso o uso da
interpolagao quadratica. Observa-se que a necessidade de buscar o valor das varidveis em

instantes de tempo precedentes, ocorre somente uma vez para cada ponto da malha. Isto é



2.4 Método Odd-Even Hopscotch(OEH) 10

uma vantagem na perspectiva do custo computacional. O célculo implicito no intervalo de
tempo (n+1) tem que ser tratado com alguma técnica para problemas elipticos, geralmente
iterativa. Observa-se, também, que o valor de A7 esta limitado somente por exigéncias
de precisao, nao ha limitacao envolvendo este valor para garantir a estabilidade de todo
o procedimento. E importante ressaltar que a falta da simetria relacionada a velocidade
esté eliminada e, consequentemente, o sistema linear a ser resolvido em cada intervalo de

tempo ¢é simétrico positivo definido [19].

2.4 Método Odd-Even Hopscotch(OEH)

O método Odd-Even Hopscotch (OEH) foi primeiro proposto por Gordon em 1965 [20)].
Neste trabalho, o autor demonstra a consisténcia e a estabilidade do OEH aplicado a
equacao do calor unidimensional, sem discutir condi¢oes de contorno e condigoes inici-
ais. Gordon concluiu que o método tem o mesmo critério de convergéncia do método de
DuFort-Frankel (DFF), ou seja, é consistente somente quando o quociente entre o com-
primento do intervalo de tempo ( At) e a distancia entre os pontos da malha ( Az), tende

para zero.

O objetivo principal do método é decompor a atualizagao temporal das incégnitas em
duas partes: uma parte usando um método explicito e outra usando um método implicito.
Assim, um intervalo de tempo do OEH é composto de dois semi-passos, ou seja, uma etapa
do procedimento esta concluida somente ap6s um par de semi-passos explicitos-implicitos.

Esta informagao é crucial para o método HOPMOC.

Para o primeiro semi-passo do tempo obtém-se a atualizacao explicita de uma “me-
tade” do conjunto de incognitas e atualizacao implicita da outra “metade”. J& para o
segundo semi-passo o processo anterior é invertido, isto é, as incognitas que foram atu-
alizadas implicitamente agora serao atualizadas pelo processo explicito e vice-versa, si-
metrizando as atualizacoes. Esta idéia de usar métodos explicitos e métodos implicitos
alternadamente em subconjuntos de pontos da malha permite qualificar o OEH como da
classe de métodos ADI. E importante observar que, na utilizacdo do OEH, nio ha a ne-
cessidade de se resolver um sistema linear a cada instante de tempo, como acontece em

métodos totalmente implicitos.

A formalizagdo matemética do OEH deve-se a Gourlay [21], que descreve a estratégia
Hopscotch como um “Peaceman-Rachford splitting”. Algumas tentativas de analise de

convergéncia do OEH foram apresentadas, nao tendo sido identificados relatos da aplica-
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¢ao direta do critério de von Neuman [33].

O procedimento apresentado por Boonkkamp e Verwer [36] discute condiges de es-
tabilidade deste método para uma classe de problemas de advecgao-difusao multidimen-
sionais. Através de analogias com o método leapfrog-Du Fort-Frankel mostrou-se que a
estabilidade do método Hopscotch nao depende do coeficiente de difusao. Entretanto,
h& uma limitacao do intervalo de tempo por causa da discretizacao simétrica da parte

convectiva do operador diferencial, como esperado.

Seja a equagao de convecgao-difusao (2.4) em uma dimensdo espacial, com condigoes

de contorno e condigoes iniciais apropriadas.

Seja u! uma aproximagdo para u em (x;,t,). Considere as discretizagoes centradas

de diferengas finitas para (2.4),

uttt = ul’ + 6t [d (%> —v (Mﬂ Método explicito,

i (Az)2 20z
(2.10)
+1 w2yttt ul -t . .
uftt = ul+ 6t [d ( B Vv > —v (%)] Método implicito .
(2.11)
Onde
0<z<1,
0<t<T,
At = lnye — tn

St=58 =ty — 1, e
Ar = Tiv1 — Ly
Um OEH para (2.4) combina o esquema explicito (2.10) com o esquema implicito (2.11)

em pontos alternados da malha, que sao divididos em subconjuntos pares e impares.

n+2

Um valor aproximado u; " atualizado usando o método implicito, em um semipasso

do OEH, é dado por

un+2 _ 2un+2 + un+2 un+2 _ un+2
utt? =t 4ot [d( = (AZ«%)Q a8 ) —v (7”12& = )] : (2.12)

n+1

i

(A Y A n nooo—
ultt =l + ot {d <u’_1 (AZ;):_ u”l) —v (%)} . (2.13)

onde o valor " foi obtido com a férmula explicita,
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Note que a escrita destes semipassos sucessivos do OEH (2.12)-(2.13) é semelhante ao

método ADI Peaceman-Rachford (2.3).

Para

no_ wi_y — 2w 4wy, Uy — Uy
o =g (BB ) (i) -

o OEH, de acordo com Gourlay (|22], [23], [24]), pode ser reescrito como
ultt =l + 0t(07 Lyul + 07T Lyu ), (2.15)
onde

(2.16)

1 se (n+14) é impar,
0 se(n+1i) ¢ par.

Para um valor de n fixo ao considerar somente os pontos impares no instante n,
(2.15) é justamente método implicito. Por outro lado, para os pontos pares é empregado
o método explicito. Observe que para haver um ciclo completo do método Hopscotch é

necessario mais um semipasso, do instante de tempo n + 1 para o n + 2.

Escrevendo dois semipassos sucessivos do esquema (2.15) tém-se,

]

?H = u:.”rl + (5t(0thu?+1 + H?HLhu?“).

untt = u + ot(0" Ly + 0V Lputt
{ ; (07 Ly + 0, Lyui™) (2.17)

u

Observa-se que para cada intervalo de tempo de tamanho 0t (em cada semipasso),
uma metade de pontos da malha ¢ atualizado ou por um método explicito ou por um

método implicito. Para completar um ciclo, as atualizagoes sao invertidas.

O resultado global do esquema OEH é uma sequéncia de célculos explicitos. Mesmo
para as atualizagoes implicitas todos os valores envolvidos neste processo sao conhecidos,
pois foram atualizados pelo método explicito. Portanto, nao ha a resolucao de sistemas
lineares. Isto torna o OEH um método muito eficiente e, portanto, uma alternativa para

resolver problemas de dimensoes mais altas.
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u; U, Uiy
® n+2
n+1
® ® > At
® n
J

X, ,
i X X

@ Explicito O Implicito

Figura 2.2: Método OEH.

2.5 Meétodo Hopmoc

O método Hopmoc, apresentado por Kischinhevsky em [26] e [27], é baseado no Método
das Caracteristicas modificado MMOC (Douglas ¢ Russell [9]) e no método Hopscotch
([20]). Seguindo a filosofia Hopscotch, o conjunto das variaveis é desacoplado em dois
subconjuntos que sao atualizados alternadamente por métodos explicitos e implicitos, per-
mitindo o entendimento do Hopmoc como uma técnica similar aos métodos ADI (Douglas
e Peaceman [10], Douglas [11], e Peaceman e Rachford [31]). Entretanto, a partir do
conceito do MMOC os semipassos sao agora construidos ao longo das linhas caracteristi-
cas. Esta discretizacao completa ao longo das linhas caracteristicas caracteriza o Hopmoc

como um método do tipo ELLAM (Celia, Russell, Herrera, e Ewing [4]).

O MMOC, por meio da equacao de diferencas atrasadas de Euler, coloca toda a con-
tribuicao do intervalo de tempo precedente ao longo da derivada direcional da fungao em
relacao a linha caracteristica. O Hopmoc utiliza este conceito, e emprega a discretizagao
espacial ao longo da linha caracteristica partindo de todos os pontos da malha, condu-
zindo assim a uma uma aproximagao semi-lagrangeana. Assim como a técnica Hopscotch,

o Hopmoc utiliza dois semipassos de tempo para simetrizar as atualizagoes explicitas e
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implicitas.

Considere N o ntmero de pontos do dominio do problema a cada intervalo de tempo,

—=n+1
U,

—n+1

= w(Z;"") o valor da variavel u no semipasso anterior de tempo no pé da linha

caracteristica Z!'t' que parte de z!'*?

; , regressivamente (a mesma linha caracteristica

. _n .
permite obter @, no semipasso precedente).

Para cada intervalo de tempo de tamanho At (ou para cada ciclo completo) o

Hopmoc pode ser resumido como:

. . . =N =n . .
Primeira etapa: No instante ¢,, - obter %, para todos os pontos 7, , 7 = 1, ..., N, através

de, por exemplo, uma interpolacao.

Segunda etapa No instante t¢,,; - calcular a varidvel intermediaria u!'*" para todos os
n+1

valores EZLH, que s@o obtidos dos pontos impares z} " (pontos em que a soma n + 1 + i
¢ um namero impar), através do operador explicito. Logo a seguir, através do operador
implicito, calcular os valores %' provenientes dos pontos pares 27" (pontos em que a

soma n + 1 + 4 é um namero par), i =1,...,N.

Terceira etapa No instante t,.5 - calcular, por meio do operador explicito, os valores
ut? para todos os valores correspondentes aos pontos pares. Prosseguindo, calcular, por
meio do operador implicito, todos os valores restantes correspondentes aos pontos impares

2"t i=1,... N.

(2

A segunda e a terceira etapa sao ambas compostas de duas partes: uma atualizacao
explicita e uma implicita. A atualizacao explicita usa valores atualizados no intervalo de
tempo precedente, ndo necessitando de nenhuma solugao de sistema linear. A atualizagao
implicita necessita de valores vizinhos do intervalo de tempo atual. Estes valores foram
atulizadas explicitamente e portanto ja estao disponiveis, assim nenhum sistema linear é
resolvido na atualizacao implicita. Logo, o método Hopmoc nao requer a resolucao de

nenhum sistema linear.

Seja a equagao de convecgao-difusao (2.4) em uma dimensao espacial, com condigoes

de contorno e condigoes iniciais apropriadas.

n+2

Seja wu; ", n par, uma aproximacao para a solu¢do exata u em (x;,t,42). A segunda

etapa pode ser escrita como,

=n —T =n
— =n u;_1—2u; +u; s s
urtt = +otd =Xz ), BEuler explicito,
_ —n alt Tl _ogntlgntl . .
uftt o= u, + 6t d( ==L ) | Euler implicito.

(2.18)
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onde:

0<z<1,

0<t<T,

At = Zfn—i—2 —tln,

St=58=t,1—1t, e

Azr = Tiv1 — Ty

A terceira etapa pode ser escrita como,

a oyl gl .
ult? = w4 5t d (== ZAZxQ i ) , Euler explicito,
2 1 w2yt 2t . .
ul't? = w4 5t d ( ——5—4L ) | Euler implicito.
) % Az

(2.19)

Para o operador de diferencas

u;, = , .
" (Ax)?
essas duas etapas consecutivas podem ser reescritas como,
urtt = w40t [07Lyu; + 00 Lyttt
o= Wt 4ot [0 Lyt + 00 Lyl (2.21)
para
o — 1 se n-+1 ¢ par
' 0 se n—+1 é impar,

(2.22)

—n+1

- , . . ~ , :n+1
O valor u,; é obtido por uma interpolacao. J& os valores z;" e 7z

(2

seguinte forma:

=

=x;—vot e T. =ux; —2v ot

)

—n+1
Z;

sao obtidos da

(2.23)

Observa-se que o Hopmoc emprega dois estagios de atualizagao ao longo das caracteristicas

para cada ponto da malha. Cada ponto desta malha é atualizado uma vez explicitamente e

uma vez implicitamemte. Isto significa que um ciclo completo do Hopscotch foi realizado.
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E importante ressaltar que o desenvolvimento do Hopmoc através da técnica de de-
sacoplamento da atualizacao das varidveis nao requer a solucao de sistemas lineares. Isto
facilita a paralelizacdo do Hopmoc, pois permite a divisao das variaveis do dominio em
subconjuntos alocados a processadores diferentes. Cabral [3] apresenta a implementagao
paralela do método Hopmoc e do Grupo Hopmoc. Este tltimo se diferencia do Hopmoc
na atualizagao das varidveis em grupos de pontos e nao por pontos isolados como no Hop-

moc. Outra vantagem do Hopmoc é que seu custo computacional é O(N) por instante de

tempo.
u; U, u;
n+2
U u; Ui
n+1
l_li 1 ai 1_li+1
n
Xi1 X5 1 Xi 1 Xi Xi Xl :i Xi+1 X1+1
@ Explicito O Implicito

Figura 2.3: Método Hopmoc.




Capitulo 3

Analise teérica de convergéncia do método
Hopmoc

Neste capitulo analisa-se a consisténcia e a estabilidade do método Hopmoc.

Ao resolver uma EDP numericamente é preciso verificar se a solu¢ao encontrada se
aproxima, de alguma forma, da solugao real da EDP. Esta verificagdo depende da consis-
téncia das equagoes de diferencas finitas com a EDP, da estabilidade e convergéncia do

método numérico empregado.

A condicao de consisténcia define uma relacao entre a equacao diferencial e sua formu-
lacao discreta correspondente. Para que uma discretizagao seja consistente com a EDP,

seu erro local de truncamento deve tender a zero quando Az, At — 0.

A condicao de estabilidade estabelece uma relagao entre a solugao calculada nume-
ricamente e a solugao exata das equacgoes discretizadas. Um método numérico é estavel
se quaisquer erros ou perturbacée na solucdo nao sao amplificados sem limite. Assim, o
conceito de estabilidade esta relacionado ao crescimento, ou diminui¢ao dos erros intro-
duzidos nos calculos. O actimulo destes erros pode ser evitado a partir da determinagao
do critério de estabilidade do método numérico. Uma das técnicas mais empregadas para

obter o critério de estabilidade de uma EDP linear ¢ a andlise de von Neumann [33].

A condicao de convergéncia relaciona a solu¢do numérica com a solucdo exata da
EDP. O método numérico é convergente, se a solugao numérica no dominio de interesse
se aproxima da solugao exata da EDP, conforme Az, At — 0. Um esquema consistente
é inutil se a solugdo numérica nao for convergente. A convergéncia ¢ uma condicao dificil

de ser demonstrada diretamente.

Um problema ¢ dito bem posto se ele tem uma tnica solu¢ao que depende continu-

amente dos dados iniciais e de contorno [6]. Pelo teorema de Lax (Richtmyer e Morton,
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[33]), se o PVT for linear e bem posto a consisténcia e a estabilidade implicam a conver-

géncia de um método numérico.

A relacao entre os conceitos de consisténcia, estabilidade e convergéncia, estabelecida

pelo teorema de Lax pode ser esquematicamente expressa como
Consisténcia + Fstabilidade — Convergéncia.

3.1 Consisténcia

A anélise de consisténcia do método Hopmoc sera feita a partir de um valor aproximado
pela formula explicita. O mesmo resultado pode ser obtido partindo de um valor aproxi-

mado implicitamente, com as expressoes implicitas em (2.18) e (2.19).

*2 um valor aproximado de u(x;,t,,2), atualizado utilizando-se a férmula ex-

Seja u;'
plicita
(—nJrl 2u@+1 +—n+1)

uz+1
Az?

ul? =t + 5t d (3.1)

—n—+1

Os valores u;"", da equagdo (3.1), sdo obtidos usando a formula implicita, ou seja

—n+1 n+1 —n+1
(@) — 2w +uy)

utt =) + 6t d A (3.2)
Substituindo (3.2) em (3.1), obtém-se
i = ot d” n+1A+;?++11> (1 — %d) +
+dt d(_nlﬂ. (3.3)
Agrupando os termos semelhantes de (3.3),
(1+ 2575&) upt = (1 - 2515%)# + 20t Ad (@ + ) (3.4)
Reescrevendo (3.4)
up ™ = _ d(ﬂ?jll —ui = 4 ﬂ?jll) (3.5)

20t Ax?
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Fazendo expansdes em Série de Taylor dos termos uy, u/ "' e ult!

ponto (z;,t,), tém-se

u™? — 26ty — 2udtu, [ +

QI‘
I

202512 U |1 4 AVIt Uy |12 4 20120y |12 —

2
3,3 n+2 2¢43 n+2 3 n+2
g&f VU |17 — AU 08 Ut |77 — 405 Uy |7 —

2
gét?’uttt |?+2 + 0(71)4,

= ult? = Sty |MT? — (b vt ug [T+

(h + vot)?
2
ot?
5 unl™ =
(h + vdt)?6t
2

o3

gutul?“ + O(72)%;

Uge |72 + (B + 00t Oty P2 +

(h + vot)?
6

n+2

(h + vét)ot?
2

Uzt |,?+2 - Ugtt |?+2 -

wl o= ult? = St + (b — vdt)u, [P +

(h — vdt)?
2
ot?
7utt|?+2 +
(h — vot)?5t
2

ot

gutﬂ?” + O(y3)*.

um|?+2 — (h— vét)étuxt|?+2 +

(h — vdt)3
6

|n+2 .
xxT |4

(h — vit)dt?
2

Uzt |?+2 Ugtt |2L+2 -

onde,
1
0(71)4 = I [—21}5tum — 2(5tut|?+2j|4 ((Il, bl),

O(n)' = 5[0+ 0dt)Jug + (~6t)ue]” az, ).

O)' = (b= vty + (~0t)u)* (a5, b).

para valores (a;, b;), tais que:
(a1, ;) pertence ao segmento de extremidades (z;,t,12) € (Ti, tn);
(a9, by) pertence ao segmento de extremidades (z;,tny2) € (Ti1,tns1);

(a3, bs) pertence ao segmento de extremidades (z;, t,12) € (Tit1,tni1)-

em torno do

(3.9)



3.1 Consisténcia 20

Substituindo (3.6), no primeiro membro da equacao (3.5) temos

n+2 =n
u; =Y

_ n+2 n+2 2 n+2 n+2
20t = Wl A vuelT — 0 g, [T — 200tug [T -

3542
V2ot
n+2 2¢42 n+2
Ugaa|i -+ 20708 Ugge |1 +

3
ot? O(m)*
) 5t2 - n+2 e n+2 _ )
VOt Uy |77 + 3 (i 25t

5tutt ’?JFQ +

(3.10)

Substituindo (3.7) e (3.8) no segundo membro da equagao (3.5) temos

d@? —u™” - +a) (1 v25t2) du 1 200t?
Ax? Ax? ! Ax?
(5752 2 ’U3(5t3 n+2
vt nyo | SUOt3
(—(St + m)dumh N
5t3 d0(71)4

n+2
3Ax2duttt|i O Ag? +

d(O(72)" + O(7s)*)
Ax? )

duxt |,:»L+2 —

n+2
dum ’z +

(3.11)

A partir de (3.10) e (3.11) temos

n+2 n+2 2 n+2 n+2
] A v T — 00t U, [T — 200Uy
3542
voot
n+2 2 ¢42 n+2
Uz |i "~ + 20708 Uge |7 +

3
6t2 0(71)4
2 5t2 . n+2 n+2 —
v u tt|z + 3 uttt|z 72575

26t2 20t?

5tutt |?+2 +

Ax? Ax?
5t? v35t3

@dutﬁzwﬂ + <—U(5t -+ @) dumz|?+2 +

3026t3 vt
<—6t + A:E2 ) dumt|?+2 + Al’2 dumtt|?’+2 +

O ugrt? — 200 | d(O()" + O3)")
3Ag2 Ax? Az? '

(3.12)
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Reescrevendo (3.12), temos

EDP
;t|?+2 = —Uu$|§hL2 + dumuﬂra +v25tum|?+2+
351(:2
QUétuxtl?” + 6tutt’?+2 - 3 xwm|?+2 -
26,2 2 2 , Ot 2
20788 Ut |1 — 20087 Uy | — ?Uttt‘zﬂr -
v25t? 200t2 ot?
n+2 n+2 n+2
Az el — Rl = g dual™
w3913 3v26t3
n+2 n+2
(—Uét + m) dumxh + (—5t -+ ASL’2 ) dumct‘z +
3v6t3 5t3 O(11)*
d - n+2 d n+2
Az el g R el g
d(O(7y)* 4+ O(v3)* — O(4)*
(O(72)" + O(93) (71) ) (3.13)
Ax?

A partir de (3.13), como u|? — u. | = 0, obtém-se a expressdo do erro local de

truncamento

2 2 2 2 030t 2
€ = U 0tUL | 4 200tuy | T 4 Stug T — U |72 —
ot? v20t?
2 25t2 TT 7‘1+2 - 2 6t2 T 7~H—2 - T'L+2 - d xTxT T'L+2 -
v Uzt VOt Uy |} 3 Uy} Ar2 Uge |}
200t 5t? v3ot3
n+2 n+2 n+2
Rl = Sl (<0t 50 ) el +
3v25t3 3vdt3 ot
—5t d - n+2 d - fL+2 d 7}—&-2
( N Az? ) Uzl + Az uli "+ 3Az2 el +

O(m)* | d(O(72)* + O(y3)* — O(m)*)
951 + A2 . (3.14)
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Por (3.9)
_O —
25t (71)
o3 (204 Sv3 1
2 ( 3 u:ca:acx|n+2 + ?uxacact|n+2 + 4U ux:vtt|n+ + 3u:vttt|n + 24utttt| ) ((11, bl)a

d [0(72)4 + O0(73)" —0(m)"] =

Ax?
403683 0ot d
(Ax + 4Azvst + 6025t + UM + X 2) el +
3025t V36t 4d
(Az5t+3wt2 UAx + X 2) Ut +
2v5t3 v26tt\ 6d 2 5t wott 4d g2
Ao Tz ) artel T\ Ap T A ) artenl:
ottt d
A 24'Utttt| ](a27b2) +
4302 6ttt \ d N
[(AI’Z — 4A£L‘U(5t + 6U25t2 — AQZ’ + A_JTQ) Zumxxxh 2

vt vPott 4d 200t>  v?ott 6d

A _ 2 - n+2 2 o n+2
( xot — 3v0t” + AL = ) m — Ut} (575 AL + A2 ) o (T—

o> vAt 4d . ot d
(A—x - AxQ) — Ut} +2 Ar 24‘Utttt‘ ](ag,b:s) -

ot
[4'A:U2 (160" g [T + 640 Ut [ 4 960 U |12 + 640U |2 + L6ugne|?2)] (a1, b1).

(3.15)
Portanto o erro local de truncamento (3.14) pode ser reescrito como
At? At3
e = O(A)+O (Ax2> +0(A) + 0 (Ax?) + 0 (At?) + O (Az?) +
At At
O (AtAzx) + O (Ax) + 0 (Ax2> : (3.16)

Para que a discretizacao (3.27) seja consistente com a equagao diferencial parcial (2.4),
e deve tender a zero quando At, Ax — 0. Para analisar sob quais condi¢oes € — 0, cada
termo de (3.16) deve tender a zero quando At, Az — 0. Para esse estudo sera utilizada
técnica semelhante & empregada por Oliveira e Kischinhevsky em [29], baseada em para-

metrizagao dos espacamentos espacial e temporal.
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Sejam m = €?, h = €%, com: p, q inteiros positivos, 0 <e<le € — 0. Suponha
que m tenda para zero mais rapidamente do que h. Assim, ¥ < €, ou seja, p > q.

Pretende-se mostrar que p > g é uma condicao para o estudo da consisténcia.

Considere, por exemplo, o termo %. Observe que
x

c se p=gq

lim — = =4 00 se p<gq

m
im —
h,m—0 AZ’ h,m—0 h

0 se p>q.

com c constante. Ou seja,

e se h — 0 com a mesma velocidade que m, isto é, p = ¢, entao o limite é um valor

constante, nao nulo;

e se h — 0 com uma velocidade maior do que m, isto é, p < ¢, entao o limite diverge;

e se h — 0 com uma velocidade inferior a m, isto é, p > ¢, entao o limite é zero.

Conclui-se, portanto, que para p < ¢ nao se verifica a consisténcia.

Logo, a partir da hip6tese p > ¢ pode-se analisar sob quais condigoes os termos de

e — 0.

Substituindo m = € e h = €7 em cada termo de &, em (3.16), tém-se:

1. para o termo O (ﬁ—;;) :

= P < M, (3.17)
Para que a desigualdade (3.17) seja verdadeira é preciso que

p>qe e < =m<h. (3.18)
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2. para o termo O (ﬁ—%) :

T

= P < . (3.19)

Para que a desigualdade (3.19) seja verdadeira é preciso que

2 2 2
p>§q<:>6p<6§q:>m<h§. (3.20)
A3 .
3. para o termo O (A—tx> :
A3 €
Az e
= e < ¢l (3.21)

Para que a desigualdade (3.21) seja verdadeira é preciso que

p > %q:>m<h%. (3.22)
4. para o termo O (ﬁ—g;) :
Attt
NI
= ' < M (3.23)

Para que a desigualdade (3.23) seja verdadeira é preciso que
1 1
p>§q:>m<h2. (3.24)
Com base nas desigualdades obtidas em (3.18), (3.20), (3.22) e (3.24), para h < 1, tem-se

m<h<hi<h?<hi—>m<h; (3.25)

Portanto, conclui-se que a condi¢ao suficiente de consisténcia é que At deve tender a
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zero mais rapidamente do que Ax, ou seja

At

At,lAI;?ﬂO A—x =0. (326)

3.2 Estabilidade

A anélise de estabilidade do método Hopmoc foi apresentada por Oliveira, Kischinhevsky
e Cabral [30] e utiliza procedimento semelhante ao empregado por Hundsdorfer e Verwer
[25], em que a condigdo espectral é usada para encontrar condigoes de At e Az que s@o
suficientes e necessarias para demonstrar que o esquema Hopscotch, aplicado ao problema

de adveccao-difusao com coeficientes constantes, tem um erro de propagacao limitado.
O método Hopmoc para a equagao de conveccao-difusao (2.4) pode ser escrito como,

ﬂnJrl

= (I -0t LAY+t LA
u'"t? = (I -0t LA + 0t LA)T",
(3.27)
onde, [ € L(R" ), para L(R* ) definido como o espago de matrizes reais k X K;

I, =diag(1,0,1,0...,1,0) e I, =diag(0,1,0,1...,0,1) tal que I; + I, = I , a matriz
identidade; e A € L (R*) , para

d T
_ 01 -
01
E= . , (3.29)
1
L 0 -

4 /
tal que, E representa o operador deslocamento em R* ou R* , para k = § ¢ Arx = —

para k par.

Pode-se reescrever (3.27) como,

u"t? =Tu", (3.30)
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onde
T = (-6t LA (I +6t LA — 6t LA) (I +6t L A). (3.31)

A condicao de estabilidade do esquema é determinada pela matriz T'. Desse modo, o

esquema Hopmoc (3.31) sera estével se e somente se p(T') < 1 ([25]).

Seja a matriz permutagdo P € L(R") tal que

[Pv]; = va1 e [Polyy; = vy

’

para 1 <i <k, vER", Kk =1k

1
2
Considerando 3 = 575& e V =p(ET +1), tem-se que a forma permutada de A

é A', entao

9831 1%

§tA' = §t(PAPT) =
VT 281

(3.32)

Sabe-se que a condicao espectral se verifica para T se e somente se essa mesma condicao
¢ vélida para a matriz S € L(R*) que ¢ semelhante a T. Para A, = 6t [[A, Ay = 5t [, A

a matriz S é definida por
S=(I—Ag) "I+ Ax)(I — Ay) M (I + Ay), (3.33)

para
T=(1-A)"'S(I-A). (3.34)

A forma permutada de S ¢ 5’,

1-28r 2 vy
S’ = PSPT) = 725 1+25 (3.35)
1-28 /T 1-28 T
2(1+2/J‘2V 25l (H%)z, (VEV)
Esta forma permite calcular o raio espectral de S e, desse modo, de T'. Para v = % e
M = G5z +2/3 -(VTV) , pode-se reescrever a matriz anterior
vi 2V
S = 20 (3.36)
1-28 y,T )
2GTape sV vli+ M

(1+2ﬁ s(VIV) e v = % Tem-se que X\ € um autovalor de

T se e somente se \> — (u + 2v)\ + v? = 0, para algum p € o(M).

Lema 3.2.1 Sejam M =

Prova: Seja A =\—v,para A € o(T) = o(S’). Assim, \ € 0(S’) se e somente se
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S'v=MXv, v#0, ou seja, para
I S
g=|" 2 (3.37)
521 vl + M
entao
I —)\I S
s =" 2 (3.38)
821 vl + M — M.
Logo, A é um auto-valor de S’ se e somente se |S" — | = 0.
|S, — )\]| == (l/[ — )\])(VI + M — )\I) — 512521
= (WD)?+vI.M —vIN — X.vI — X[.M + (\)* — S1559
= (WI)?+vI.M —2vI X — M.M + (M)? — 51555
= (M)? = (M +2vD)A + (vI)* + vI.M — S1555;. (3.39)
Tem-se também que,
S'— XN =("-MN)+0=(5"-XN)—vIi4+vIi=(S"—vI)— (N—v)I. (3.40)
Para A=\ —v, S'— X = (S’ — vI) — M. Entéo,
1S M| =|(S" —vI) = M| =0 < p(A) = p(N), (3.41)
ou seja, S'v = v, e (S — vI)v = \v, para v # 0.
- —AI S
(S = vI) =N = e (3.42)
Sa1 M — A
Dai,
(8" =vD) = M| = (=XI)(M = XI) — S5,
= —AL.M+ (\])* — S125. (3.43)
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Como |S" — M| = |(S" — vI) — M|, tem-se que

(AD? — (M + 2vD)A + (vI)? +vI.M — S15891 = —A.M + (M)? — 5155 <=
(A2 — (M +2vDA + (v +vI.M = —MN.M+ (MN)? —
M2 — (M + 2D + (vI)* = XM+ (\)? —vI.M <
M) — (M +2vDM + (vD)? = M) - A+v).M —

2

)" —( JAL + (v1)
MNP — (M +2vDM + (vI)? = N P—A+v)M <=
)" —( )AL + (1)

A2 2

(
(
(
( M+ 2vDMN + (vI)? = NI —(A+v)M. (3.44)

Como visto, para A € o(S" — vI) , entdo (S’ — vI)v = \v, para v # 0, portanto

0 512 U1 XUl
= _ <~
So1 M (o AUs

vy = S
o 120 (3.45)
Ay = Sp1v1 + M,
Os autovetores v; e vy existem se e somente se A — A +v).u=0.
Seja € o(M) , portanto Mv = v’ | para v # 0. Como
NI— O +v)M =0,
tem-se
Vo= (4]0 = 0 =
(F1) ' = [(+v)M] 0 = 0 =
X <I.U/) — (X+ 1/) (M.Ul> = 0 <=
Yoo (X—I— 1/) .,u.vl = 0 <=
{XQ O y).u} J = 0. (3.46)
Mas v # 0, entdo
Y- (A +v)pu=0. (3.47)

Portanto substituindo (3.47) em (3.44), tem-se que

(A2 — (M + 20D + ()2 =X — (A +v).u = 0. (3.48)
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Substituindo A = A — v em (3.48),

(AD? — (M +2vD)A + (vI)? = N — (u+ 20)A + 2 = 0. (3.49)
Lema 3.2.2 Vale que |\ <1< [p+2v|<1+0v* e [y <1

Prova: Seja 3 > 0. Sabe-se que p(T) < 1 se e somente se |\| < 1, para A real e |A\|> < 1
para A complexo. Pelo Lema 3.2.1, A\* — (u + 2v)\ + v = 0, ou scja,

_,u—i—QVi\/K

A 5 )

com A = p?+4uv. (3.50)

O autovalor A\ é um nimero complexo se, e somente se A < 0, mas

A<0 & p?+4ur <0
& pulp+4v) <0
& <0 ou pu+4r<o0

Como p = (1%3262)[2 + 2cos(jrAz)] ,1 < 5 <m' (Gregory e Karney [37]),entdao pu > 0,
dai

A<0 = p+4r<0
= dv<—pu<0
= 4v <0

= <0, (3.51)

Para A complexo a desigualdade |A\|> < 1 é sempre valida para 3 > 0, isto &,

2 A
‘)\|2§1 (N—i_ 2)+’ |§1
pr+dpy + 402 — p? — dpy
4
s <1 (3.52)

<1



3.2 FEstabilidade 30

Substituindo v em (3.52),

1—-26)? < (1+28)?
48 4+ 44% < 1+48 +43°
—403 < +4
—-B<p
—26<0
—3<0
B> 0.

(
u+2m2§
(
1—

r et e T O

Supondo A > 0, a equac@o admite as raizes reais \;, Ao, onde |[A] < 1 se, e
somente se |A| <1 e [\ <1.
Portanto, pode-se escrever [A1] + [Aa| <2 e |A1+ Ao| < M|+ [ A2 < 2. Como A\ + \g =

i+ 2v, entao
|+ 20| < 2. (3.53)

Analisando |y + 2v|, como > 0 e v > 0 entdo

| +2v| = p+2v, (3.54)

onde, = (1+2ﬁ) 5(2+ 2cosz) = (llgf;) 2+2cos:c7 para ¢ = jrAc.

2+2cosx = 1662 242cosz 1662
Como 0< +T < 1, entao 1202 + 1 < Tree
Portanto,
1632

< — . 3.55
H=1712py (3:55)

Substituindo (3.55) em (3.54),

+ 2. (3.56)
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Substituindo v, em (3.56),
162 162 2(1 -2
1657, Fo =20 e
(1+2p)2 (1+2p)? 1420
Logo,
|+ 2v] <1412 (3.57)
Por (3.53) verifica-se que 1 +1? <2 & || < 1.
1+1/<2 & /P <1=1
& 12 < 12, como 1/2,12 >0
V2 <V
& <=
s <1 (3.58)

Para > 0 a desigualdade (3.58) é sempre verificada,

v <le -1<rv<1
—1<v <:>—1<1_25
= ~ 1423
& —(1+20)<1-204

& —-1<1;

PR
14253 =
s1-28<1+28

1

& —48 < 0;
& —f < 0;

& [B>0;

Portanto  |v| < 1, para § > 0. Por (3.57) e (3.58)
u+2v| <1+12 <2
Assim,

N<l1e|p+2v|<1+17 e |V <1

(3.59)
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Teorema 3.2.1 O método Hopmoc para a equagao de convecgao (2.4) é incondicional-

mente estdvel.

Prova: Pelo Lema 3.2.2,

—(1+v*) <p+2v <1402 (3.60)
Por (3.60) tem-se
—(+2v+) <p<(A-2v+) e —(1+v)? <pu<(1-v) (3.61)
Substituindo p em (3.61),
—(1+v)?2< 4—ﬁ2<2+2COSj7TAZE) <(1-v)? (3.62)
~ (1+28)? - '
Substituindo v em (3.62),
—1 < %2 4+ 2cos(jrAx)] < 452 (3.63)
Por (3.63)
1 2
-3 < B (3.64)

Como (3% ¢é positivo, a desigualdade (3.63) ¢ valida para qualquer 3, ou seja, o método

Hopmoc para a equagdo de conveccao (2.4) é incondicionalmente estéavel.



Capitulo 4

Analise computacional de convergéncia do
método Hopmoc

Neste capitulo uma outra etapa de analise do método Hopmoc é feita. Esta analise
emprega célculos computacionais para verificar o grau de coeréncia entre os resultados
teoricos, obtidos no capitulo 3, e os resultados numéricos, obtidos a partir de simulagoes.
Para as simulagoes utilizou-se como modelo a evolucao de um pulso gaussiano através da
conveccao e difusdo [15]. Na programagao utilizou-se a linguagem C [2]| e o visualizador

usado nos graficos foi o Gnuplot [18].

Seja equagao de convecgao-difus@o (2.4) em uma dimensdo espacial, com velocidade

v = 1 e coeficiente de difusao d = %. A partir dai, esta equagao ¢é reescrita como,

2.0
Up + Uy — Eum =0. (4.1)

A solugao exata de (4.1), em um dominio continuo, é

o L1257
2 t
Uz, t) = , (4.2)
Vo
onde
O(t) = by |1+ — (4.3)
~ L T Rea,) |
T, € a localizacao inicial do centro do pulso, Re = Vwﬂ é denominado ntmero de

Reynolds, onde ~, L,v e 9 representam a densidade, um comprimento caracteristico do
escoamento, uma velocidade caracteristica e a viscosidade, respectivamente do fluido. ¢,

¢ a amplitude do pulso gaussiano.

Foram realizadas simulagoes para um pulso gaussiano de amplitude 0.0004, cuja
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localizacao inicial do centro é 0.2 . A condigao inicial e a condigao de contorno assumem

o valor exato U(xz,t) dado por (4.2),para0 <z <1l,e 0<t<T.

A figura (4.1) mostra a condigdo inicial e a solu¢do exata para ¢ = 0.5, obtida para trés
diferentes valores de Re: 1000, 2000 e 3000. Estes valores correspondem aos coeficientes
de difusao: 0.002, 0.001 e 0.0006, respectivamente.

As simulacoes foram feitas para estudar o Hopmoc aplicado & equacao de convecao-difusao
com conve¢ao dominante. Seguindo o mesmo critério usado para o MMOC, é empregada a
interpolacdo linear no calculo de u,. Para v =1 a escolha para os valores do coeficiente
de difusdo: 0.002, 0.001 e 0.0006 ¢ adequada uma vez que evidencia claramente a

convecgao dominante.

T
t=0 ——
d=0.002 —%—
50 d=0.001 &
d=0.000666... ~~-o--

40

x.H

30

u_exato

20

Figura 4.1: Pulso gaussiano: Solugao exata - varia¢ao do coeficiente de difusao.

Em todas as simulagoes utilizou-se por tempo final, ¢, o valor 0.5. Os valores esco-
lhidos para At garantiram um ntmero de intervalos de tempo, nt = %, do tipo inteiro.
Esta restricao se faz necessaria para evitar a introducao de erros de arredondamento que
ocorrem na representacao de nimeros reais. Como o método Hopmoc exige dois semi-
passos, esses erros de representacao podem perturbar a simetrizacao das atualizagoes das
variaveis, descaracterizando o método. Os valores para Az também nao foram escolhi-
dos aleatoriamente. Cada um destes permitiu que o centro do pulso gaussiano fosse um
ponto nodal. Isto torna a analise dos resultados numéricos mais completa, pois como o
pico do pulso é o valor maximo da func¢ao, o erro méximo gerado pela aproximagao sera

proveniente de um ponto da discretizacao espacial igual ou préximo ao centro do pulso.
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Algumas tabelas e graficos s@o apresentados para ilustrar os resultados obtidos.

A tabela (4.1) compara o erro maximo obtido para os trés valores do coeficiente de
difusdo d da figura (4.1).

Erros para Az = 0.001

At % d=0.002 | d =0.001 | d = 0.0006
0.0002 0.2 1.5138 3.1551 4.5060
0.00025 | 0.25 1.4929 2.9897 4.2807
0.0003125 | 0.3125 || 1.3215 2.7781 3.9905
0.0004 0.4 1.1678 2.4721 3.5678
0.0005 0.5 0.9876 2.1075 3.0590
0.000625 | 0.625 || 0.7549 1.6279 2.3807
0.0008 0.8 0.4141 0.9066 1.3410
0.001 1 0.0012 0.0008 0.0001
0.00125 | 1.25 | 0.3154 0.6906 1.0236

0.0015625 | 1.5625 || 0.3375 0.7272 1.0742

0.002 2 0.0187 0.0097
0.0025 2.5 0.4776 0.7015
0.003125 | 3.125 0.1717 0.2535
0.004 4 0.1695 0.0803 0.0457
0.005 S 0.0230
0.00625 6.25 0.2373 0.2788
0.01 10 1.0749 0.5188 0.3011

Tabela 4.1: Variacao do erro maximo.

Na tabela (4.1) algumas combinac¢oes de At e d ndo geram resultado numérico
coerente com o problema. As lacunas representam este efeito. Note que, para o menor
valor do coeficiente de difusdo, d = 0.0006, este efeito nao se verifica, mesmo para At =
0.01. Em todas as simulagoes o mesmo comportamento se faz presente e, é acentuado a
medida em que a discretizagao espacial utiliza mais pontos nodais. Por exemplo, para uma
malha com 4001 pontos nodais (Az = 0.00025), simulagoes envolvendo 5000 intervalos
de tempo (At = 0.0001 ) ndo produz resultado numérico para d = 0.002 e, geram erro

méaximo de 0.6887 para d = 0.001 e 1.023 para d = 0.0006.

Outras consideracoes sao feitas sobre o método Hopmoc a partir dos resultados da

tabela (4.1). Observa-se que, para % < 1 o erro aumenta a medida em que At
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diminui. Quando % > 1 o erro maximo apresenta oscilagoes. Se o quociente em questao

é um numero inteiro, ou seja, se At ¢é miltiplo de Az , obtém-se, quando existem, as
menores taxas do erro. Isto ocorre porque nao hé erro de interpolagao linear envolvido no
procedimento. Para os valores do erro em que At nao é miltiplo de Az a interpolagao

linear introduz erros nas atualizacoes das variaveis e contamina a solucao aproximada.

A utilizacao da interpolacao linear se faz presente no calculo da primeira etapa de cada
ciclo do método Hopmoc. Ela é responsavel pela estimativa inicial do valor da fun¢ao, ou

seja, a intepolacao linear fornece a aproximagao da funcao no pé da linha caracteristica.

+

Para exemplificar, suponha um ciclo completo do Hopmoc para calcular ;' 2 onde n

+1

, . . . —n ~ . =N
é par. Sabe-se que no primeiro semipasso os valores u; " sao atualizados por u,;. Estes

sao obtidos por interpolagao linear a partir dos valores conhecidos, u', provenientes do
semipasso anterior. A interpolacao linear é feita como se segue,
—n (Ticip = To)uiy + (Ti — Timppr Uiy,

- , (4.4)

(xi—lp—l - J:i—lp)

U,

onde Ip, parte inteira do quociente %, fornece o intervalo de interpolacgao, ou seja,

Ti € (Tiip—1, Ticip) (4.5)

onde 7=; = x; — vAL.

Para v =1, tem-se T; =x; — At e x4 — xip-1 = Az. Cada ponto da

Y

discretizacao espacial z; ¢é dado por x; =i Ax, para ¢ inteiro, i =0, 1.

Substituindo Ip, T; e z; em (4.4) obtém-se,

—n At n n n
u; = <E - lp) (ui—lp—l - ui—lp) T Uigp- (4.6)

A partir da versao (4.6) para o calculo da interpolagao linear, fica mais facil verificar

a causa das variagoes do erro.

Se At < Ax entao, Ip =0 e o intervalo de interpolacao contém o ponto nodal z;,

ou seja, T; € (x;_1, ;). Reescrevendo (4.6),

0 At At
7 = == (CRUT y [ n 4.
i (Am) i1 ( Ax) Y (4.7)
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nota-se que, a medida que At diminui, o pé da caracteristica se aproxima de xz;, e

entdo, o fator (1 — ﬁ—;) aumenta. Isto significa que, maior peso é atribuido ao valor

ur

? e o erro aumenta gradativamente. Mas, o valor que representa a informacao trazida

na direcao de propagacao da solugdo ¢ u! ;. Como 7; = z; — At, & facil verificar que,
a medida em que At diminui, o pé da caracteristica se aproxima de z;. O resultado
esperado é a reducao do erro maximo, porém se verifica que se At é menor que Az, o

erro aumenta quando At diminui.

Se At > Az os erros obtidos nas simulagoes tem comportamento variado em relacao
ao quociente %. Se este quociente ¢ um numero inteiro as taxas de erro sao menores,
senao estas sofrem um acréscimo ou uma reducao. Para facilitar a compreensao desta

variacao, a seguir a analise é dividida em dois casos:

1. At é multiplo de Ax.

Nestes casos, a diferenca % —Ip em (4.6) é zero. Isto significa que o pé da carac-

, . = . . ~ =n , . .
teristica 7; coincide com um ponto nodal. Entao, cada u,; ¢ atualizado diretamente
a partir do valor wuj ;, que foi atualizado apés a conclusdo de um ciclo do Hopmoc no
segundo semipasso n, ou seja,

u; = ul (4.8)

i i—Ilp

+ -

Assim, os valores T/ e portanto u]*? serdo atualizados sem a presenca do erro causado
pela interpolacao linar. Portanto, quando o pé da caracteristica coincide com um ponto
nodal de fato nao ocorre a interpolagao linear. Isto faz com que o erro diminua conside-
ravelmente se comparado as simulagoes em que ha interpolagao, como pode ser observado

na tabela (4.1).
2. At nao é miltiplo de Ax.

, . - ~
Nestes casos, de acordo com (4.6), o célculo do valor interpolado w, é como segue,

. At " At n
u; = (E - lp) Uimgp—1 T [1 - (E - lp)] Ui —pp- (4.9)

Na tabela 4.1 observa-se que, se At assume o valor 0.00125 ou 0.0015625, o pé da
caracteristica cai no intervalo imediatamente a esquerda do intervalo que contém x;, pois

Ip = 1. De forma analoga ao que foi feito para os casos que At é menor que Az, se o

pé da caracteristica cai mais préoximo de z;_;, o fator [1 — (% — lp)] tem maior peso.

Entretanto, neste caso onde At é maior que Az a reducao do valor de At implica na

reducgao do valor erro.
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Analisando um mesmo intervalo de interpolacao para At maior que Az, se o pé
da caracteristica se aproxima de z;_j,, e portanto de z;, o erro diminui. Portanto, se

At diminui o erro diminui.

J4 foi mencionado que o aumento do valor do coeficiente de difusao acarreta obtencao
de resultado numérico sem correspondéncia com o problema para algumas combinacoes
de At e Ax. Porém, essa auséncia resultado se justifica também pelo uso da interpo-
lac@o linear no método Hopmoc. As expressoes (2.18) e (2.19), mostram como ¢ feita a

atualizagao das variaveis e sao recordadas aqui,

_ —n T ol .
'ttt = W +otd W) , Euler explicito,
—n+1 —n+1  —n+1 (410)
—n+1 =n Uy —2u U ; 253
u; = u;, +otd o , Fuler implicito.
_ a2 ! L.
uftt = Wt ot d (P ) , Euler explicito,
n+2 n+2 n-+2 (411)
n+2 —n+1 i1~ AUy : 253
u; = uw " +dtd Az , Euler implicito.
O fator A‘S—;Q d pode ser reescrito como QAA% d. Para um mesmo Ax e para At

suficientemente grande, o acréscimo de de d incrementa os erros trazidos pela interpolagao
e nao fornece resultado numérico. Para um mesmo d o refinamento da malha introduz
mais calculos, logo para At suficientemente grande a perda de resultado se faz mais

expressiva.

Se erros de truncamento nao permitem que o pé da caracteristica coincida com um
ponto nodal, havera erro proveniente da interpolagao linear, mesmo para At miltiplo

de Az. Isto justifica a perda de resultado também nestes casos.

Com o objetivo de mostrar que a auséncia do valor numérico e a oscilagao do valor
do erro maximo nao estao especificamente relacionados as variagoes de d, At e Az, mas
sim a propagacao do erro gerado pela interpolacao linear, outras simulagoes foram feitas
substituindo a interpolagdo linear (4.4) pelo valor exato da fungdo no pé da caracteristica,

ou seja,

u;, = U(Ty,ty). (4.12)

(2

Os resultados da utilizagado do Hopmoc sem interpolacao linear sao mostrados na
tabela (4.2).
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Erros para Az = 0.001

At <+ d = 0.002 d = 0.001 d = 0.0006

H H si H H si H H si
00002 |02 | 1.5138 | 0.0253 [ 3.1551 | 0.0433 | 4.5060 | 0.0568
0.00025 | 0.25 | 1.4929 | 0.0316 || 2.9897 | 0.0541 | 4.2807 | 0.0711
0.0003125 | 0.3125 || 1.3215 | 0.0395 || 2.7781 | 0.0677 || 3.9905 | 0.0888
0.0004 |04 | 11678 | 0.0506 | 2.4721 | 0.0866 | 3.5678 | 0.1137
0.0005 |05 | 0.9876 | 0.0632 | 2.1075 | 0.1083 || 3.0590 | 0.1421
0.000625 | 0.625 | 0.7549 | 0.0790 || 1.6279 | 0.1354 | 2.3807 | 0.1777
0.0008 |08 | 0.4141 | 0.1012 | 0.9066 | 0.1733 | 1.3410 | 0.2274
0.001 1 0.0012 | 0.1265 || 0.0008 | 0.2166 || 0.0001 | 0.2843
0.00125 | 1.25 | 0.3154 | 0.1581 | 0.6906 | 0.2708 | 1.0236 | 0.3553
0.0015625 | 1.5625 || 0.3375 | 0.1976 || 0.7272 | 0.3385 || 1.0742 | 0.4441

0.002 2 0.2529 || 0.0187 | 0.4332 || 0.0097 | 0.5684
0.0025 2.5 0.3160 || 0.4776 | 0.5414 || 0.7015 | 0.7104
0.003125 | 3.125 0.3950 || 0.1717 | 0.6765 || 0.2535 | 0.8878
0.004 4 0.1695 | 0.5054 || 0.0803 | 0.8655 || 0.0457 | 1.1359
0.005 ) 0.6315 1.0815 || 0.0230 | 1.4190
0.00625 6.25 0.7889 || 0.2373 | 1.3512 || 0.2788 | 1.7729
0.01 10 1.0749 | 1.2599 || 0.5188 | 2.1572 || 0.3011 | 2.8301

Tabela 4.2: Hopmoc com interpolacio linear x Hopmoc sem interpolacao linear.

Observa-se nesta tabela 4.2 que, ao utilizar o Hopmoc sem interpolacao linear (H si) as
aproximagoes nao sofrem actimulos de erro que impossibilitam na obtengao de resultado

numérico e que a solucao numérica se aproxima da exata & medida em que At dimimui.

Também é relevante que, para o Hopmoc com interpolagdo linear (H), quando ﬁ—; nao
resulta em um ntmero inteiro o erro méximo aumenta se o coeficiente de difusao diminui
e que o mesmo comportamento se verifica para todos os valores de At e de Ax obtidos

com o (H si).

De forma geral, conclui-se que o aciimulo de erros gerados pela interpolacao linear

influencia a atualizagao das variaveis contribuindo para o aumento do erro maximo.
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As figuras (4.2) e (4.3) mostram a solugao aproximada pelo Hopmoc com interpolagao
linear e sem interpolacao linear, respectivamente. Nestas, utilizou-se Az = 0.001, At =
0.0002 e d = 0.001.

30 T T T T T T T T T
Hopmoc
Exato ---%---
25 ﬁ B
20 - B
ERREYS |
=]
10 B
5 - -
O 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Figura 4.2: Hopmoc com interpolagao linear x Solucao exata.

30 T T T T T T T T T
Hopmoc si -------
Exato

25 - b

u(x,t)
o

Figura 4.3: Hopmoc sem interpolacao linear x Solucao Exata.

Para o Hopmoc com interpolacgao linear observa-se que, préximo ao centro do pulso o
valor aproximado é menor que o valor exato, evidenciando um amortecimento na solugao
aproximada. O erro méximo obtido é 3.1551. Substituida a interpolacao linear pelo valor

exato, o erro diminui consideravelmente e é para este caso, 0.0433.
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Dando prosseguimento a analise computacional de convergéncia do Hopmoc, figuras

sao apresentadas para constatar os resultados teéricos apresentados no capitulo 3.

Para tal estudo, a condi¢do de consisténcia (3.26) é recordada,

At

At’lAIi‘l*)O E =0. (413)

Mostrou-se que a condicgao (4.13) é verificada somente quando At tende a zero mais

rapidamente que Auz.
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Figura 4.4: Hopmoc.

A figura (4.4) mostra a convergéncia do método Hopmoc quando At tende para zero
com maior velocidade. Note que o erro tende para zero a medida em que o quociente %
tende para zero. Sao utilizados os valores de partida Az = 0.002 e At = 0.001. Nestas

simulagbes Az ¢ dividido por 2 e At por 5, sucessivamente.
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Figura 4.5: Hopmoc sem interpolagao linear.

A figura (4.5) mostra o resultado da convergéncia do método sem a utilizagdo da
interpolagao linear. Comparando esta figura com (4.4) percebe-se que o método Hopmoc
converge mais lentamente, pois estd contaminado pela interpolacao linear, ou seja, a

interpolacao linear reduz a velocidade de convergéncia.
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Figura 4.6: Hopmoc.

A figura (4.6) mostra que, se Az tende para mais rapidamente que At o erro
aumenta, ou seja, % adquire cada vez mais importancia e passa a dominar o erro de
truncamento. Portanto, a aproximacao que é obtida neste caso nao se refere a equacao
discreta. Os valores de partida sdio Az = 0.00625 e At = 0.05. Estes sao divididos

respectivamente por 4 e por 2, sucessivamente.
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Figura 4.7: Hopmoc.

A figura (4.7) mostra o resultado de simulagoes em que o quociente ﬁ—; ¢ um valor

constante, 16 neste exemplo. Para auxiliar a compreensao dessa figura, observe a tabela
4.3.

Az At Erro

0.00009765625 | 0.0015625 | 1.37607
0.0001953125 | 0.003125 | 1.37602
0.000390625 0.00625 | 1.37582
0.00078125 0.0125 | 1.37503
0.0015625 0.025 1.37186

Tabela 4.3: Hopmoc - At e Az tendem para zero com a mesma velocidade.

Note que nestas simulacoes Ax e At assumem os respectivos valores de partida,
0.0015625 e 0.025. Estes sao divididos por 2, sucessivamente. Conclui-se que se Az e
At tendem a zero com a mesma velocidade, o erro aumenta evidenciando que, também

neste caso, a aproximacao obtida nao se refere a equacao discreta.
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Os resultados mostram que, respeitada a condicao de consisténcia, o método Hopmoc
¢é incondicionalmente estével, apesar dos erros introduzidos nas atualizacoes das variaveis
pela utilizacao da interpolagao linear. Portanto, a analise computacional de convergéncia

confirma a analise teorica feita no capitulo 3.



Capitulo 5

Conclusao

Para a anélise de consisténcia utilizou-se a parametrizagao do erro em funcao dos espa-
camentos que caracterizam a discretizagao espacial e temporal, permitindo o estudo da

aproximacao.

A técnica empregada na andlise de estabilidade do Hopmoc foi desenvolvida neste
trabalho. Esta técnica foi construida a partir de técnica semelhante usada por Hundsdorfer

e Verwer [25] na analise de estabilidade do método Hopscotch.

A anélise de estabilidade mostrou que o esquema de discretizacao do método Hopmoc
apresentado ¢ incondicionalmente estavel, entretanto a exigéncia da consisténcia limita
a escolha dos valores de At e de Az. Uma escolha que nao respeita a condigao de
consisténcia conduz a resultados que nao correspondem as aproximagoes da equagao de

convecgao-difusao mas sim de alguma outra equagao.

A anélise computacional confirmou os resultados teéricos, apesar de influenciada pelos
efeitos decorrentes da interpolacao. A etapa de interpolacao pode ser substituida por
procedimentos de controle de fluxo numérico (TVD) [6] na determinagao dos valores nos

pés das linhas caracteristicas.

Estao sendo examinadas a aplicabilidade do método Hopmoc para malhas nao uni-
formes e também a possibilidade do uso do Hopmoc com uma formulacao de elementos

finitos de Galerkin.
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