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Resumo

Estratégias adaptativas podem ser de grande valia no processo de obtencao,
por elementos finitos, das solugoes computacionais de problemas oriundos de
varias areas da engenharia. Este trabalho apresenta uma implementacao h-
adaptativa do Método dos Elementos Finitos (MEF) baseada em uma estru-
tura de dados do tipo grafo para conectar os elementos presentes na dis-
cretizagao do dominio. Tal estrutura, inicialmente proposta para uso em
discretizagoes por volumes finitos, é denominada ALG (Autonomous Leaves
Graph). Nesta representacao, uma curva de Hilbert modificada é empregada
para definir a ordenacao total dos elementos da malha. No caso do MEF,
para cada elemento percorrido, os nés da malha geram contribuicao que é
armazenada em uma lista encadeada. Para a solugao dos sistemas lineares
resultantes da discretizacao por elementos finitos, um método iterativo de
minimizacao de funcionais é empregado. Resultados numéricos mostram a
viabilidade da integracao de tais técnicas, ALG e MEF.



Abstract

In several areas of natural sciences and engineering phenomena are studied
with the aid differential equations. Adaptive strategies can improve the effi-
cency of computational processes, since they provide means of increasing the
level of detail of the discretized problem only in regions where and when this
is needed. This work presents an h-adaptive refinement for use with Finite
Element Methods (FEM) which is based on a graph data structure to con-
nect the existing elements of domain discretizations. This structure, named
Autonomous Leaves Graph (ALG), was initially proposed for use with Finite
Volume discretizations of boundary value problems (BVPs). In this repre-
sentation, a Modified Hilbert Curve is employed in order to define the total
ordering of the mesh. In the case of FEM, for each element swept, the mesh
nodes generate a contribution which is stored in a chained list. In order to
solve the linear systems arising from the FEM discretization of BVPs, an it-
erative method based on minimization of functionals is utilized. Numerical
results show effectiveness and efficiency of integrating ALG concepts to the
FEM framework.



Palavras-chave

. Refinamento-h

. ALG

. Método dos Elementos Finitos
. Malhas nao-conformes

. Equagoes Diferenciais Parciais



ALG
MEF
CHM
EDP
SFC
00
CcC
EG
GC

(zlossario

Autonomous Leaves Graph;
Método dos Elementos Finitos;
Curva de Hilbert Modificada;
Equacao Diferencial Parcial;
Space Filling Curve;

Object Oriented,

Condig¢ao de Contorno;
Elemento Geométrico;

Método dos Gradientes Conjugados;



Sumario

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

1 Introducgao

2 Resolugao de Equagoes Diferenciais

3

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

Método dos Residuos Ponderados . . . . . . . .. ... .. ... ... ...
Método de Galerkin . . . . . . . . . ..
Método dos Elementos Finitos . . . . . . . . . .. ..o
Estimadores de Erro . . . . . ..o oo

Estratégia Adaptativa . . . . . . . .. ...

Malhas adaptativas

3.1

3.2

3.3

Malha Geométrica . . . . . . . ...
Malha Computacional . . . . . . . .. ... oL
Estruturas de Dados . . . . . . .. .. oo
3.3.1 Quadtree . . . . . . .
3.3.2 ALG (Autonomous Leaves Graph) . . . . . . . ... ... .. ....

3.3.2.1 Refinamento . . . . . . . . .. ...

xiii

XV

10

11



Sumario xi
3.3.2.2 Desrefinamento . . . . . .. ... 18

3.4 Ordenacao da Malha . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ..., 19
3.4.1 Curvade Hilbert . . . . .. ... 20
FEM-ALG: Resolutor de Equagoes Diferenciais 22
4.1 Algoritmo de Refinamento . . . . . . . . . ... ... L. 22
4.1.1 Enumeracao dos vértices . . . . . . .. ..o 24

4.2 Continuidade sobre a malha refinada . . . . . . ... ... ... ... ... 27
4.3 Meétodo dos Gradientes Conjugados . . . . . . . ... .. .. ... ..... 29
4.4 Programacao Orientada a Objetos . . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 32
4.4.1 Estrutura de Classes e Métodos . . . . . .. . ... ... ... ... 32
4411 Classe Grid . . . . . . .. ... oo 33

4412 Classe Cell . .. .. ... . oo 34

4.4.1.3 Classe Referenceel . . . . . ... ... ... ... ..... 34

4414 ClasseNode . . . . . . .. .. ... 35

4.4.1.5 Classe Elements . . . . . . ... ... ... .. ...... 36

5 Aspectos Computacionais 37
5.1 Validagao do Método . . . . . . . . ... 38
51.1 Caso Teste 1. . . . . . . . . . 38
51.2 Caso Teste 2. . . . . . . . . . 39

5.2 Testes Computacionais . . . . . . . . . . .. ... ... 40
5.2.1 Problema de Poisson 1 . . . . . . . . ... ... L. 40



Sumaério xii
5.2.2 Problema de Poisson 2 . . . . . .. ... 41

6 Conclusao 43
6.1 Trabalhos Futuros. . . . . . . . . . . 44
Referéncias 45



2.1

2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

4.1

4.2

Lista de Figuras

Fungoes de Forma do Elemento Quadrilatero. . . . . . . ... .. ... ..
Fungoes de base com suporte compacto. . . . . . . ... .. ... ... ..
Exemplos de tipos de malha: (a) Malha conforme (b) Malha nao-conforme.
Representagao de uma quadtree. . . . . . . . . ... ...

Representagao de uma malha quadrangular com refinamento nao uniforme

€ sua representagao em ATVOTE. . . . . . . . . . oo .o
Quadrado unitério e estrutura de conexao dos nodos [1]. . . . . . ... ..
ALG e malha refinada [1]. . . . . .. ... oo
Simplificagdo de nodos brancos de mesmo nivel [1]. . . . . ... ... ...
Desrefinamento da malha e representagdo do ALG [1]. . . . . .. ... ...
Desrefinamento de nodos brancos [1]. . . . . ... ... ..o

Sequéncia de curvas de Hilbert: (a) Curva de Hilbert Hy. (b) Curva de

Hilbert Hy e (c) Curva de Hilbert Hy [1]. . . . . . . .. ... ... ... ..

Refinamento da malha: (a) A estrutura do ALG. (b) Representagao de

Malha Refinada Nao-estruturada. (c) A curva de Hilbert Modificada . . . .
Curva de Hilbert Modificada bidimensional [1]. . . . . . .. ... ... ...
Representacao da Matriz de Rigidez através de uma lista encadeada. . . . .

Enumeracao da Malha no Sentido Anti-horério. . . . . ... ... .. ...

19



Lista de Figuras Xiv

4.3

4.4

4.5

4.6

5.1

5.2

2.3

5.4

2.5

2.6

2.7

Efeitos da numeracao através da CHM no carater da matriz de rigidez. . . 25
Funcao de forma sobre um nodo restrito. . . . . . . .. ... .. ... ... 27
Representacao de Lados Restritos. . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 29
Diagrama de Classes do FEM-ALG. . . . . ... ... ... ... ...... 33
Malha do Problema de Laplace com refinamento uniforme contendo 1089

VErtiCes. . . . . . e e 38
Malha do Problema de Laplace com 41 vértices e CHM associada. . . . . . 39
Taxa de convergéncia do refinamento h para o problema de Laplace. . . . . 39

Refinamentos sucessivos da malha do problema de Poisson 1. (a) Malha

com 4 elementos; (b) Malha com 43 elementos; (¢) Malha com 248 elementos. 40
Comportamento da solugao uy para o problema de Poisson 1.. . . . . . .. 41

Refinamentos sucessivos da malha do problema de Poisson 2. (a) Malha

com 52 elementos; (b) Malha com 112 elementos; (¢) Malha com 335 ele-



Lista de Tabelas

5.1 Resultados Problema de Laplace.



Capitulo 1

Introducao

Métodos que utilizam malha adaptativa podem ser aplicados em uma variedade de
areas da fisica e engenharia, tais como dinamica dos fluidos, combustao, transferéncia
de calor, ciéncia dos materiais, etc. Os fenémenos fisicos nessas areas desenvolvem uma
dindmica natural, em geral dependente do tempo, ocorrendo mudancas rapidas na solucao
ou na sua derivada em certas regioes do dominio. Como exemplos podem-se citar ondas
de choque, camadas limite, zonas de reacao em processos de combustao. Nesses casos, a
malha deveria conter uma grande quantidade de pontos nessas regioes. Fazer com que todo
o dominio tenha a mesma quantidade de pontos implicaria num esforco computacional
muito alto na solu¢ao do problema. Uma alternativa ¢ o uso de técnicas adaptativas que

oferecem certo grau de robustez, eficiéncia e confianca [1].

Um refinamento computacionalmente eficiente é fundamental para a solugao de equagoes
diferenciais devido a quantidade de variaveis envolvidas. Objetivando eficiéncia computa-
cional, foi proposto em 1978 por Babuska e Rheinboldt [2] a idéia de refinamento das
malhas de elementos finitos através da anélise do erro de aproximacao. Ja em 1980
Rheinboldt e Mesztenyi [3] apresentam uma estrutura de dados eficiente que facilitava a
utilizagao do refinamento da malha para elementos quadrangulares e triangulares. Tal
estrutura, denominada quadtree, ¢ uma arvore de refinamentos, onde o nodo pai repre-
senta a malha original e cada novo filho representa um novo refinamento, reproduzindo

a idéia de refinamento de forma recursiva. Para garantir a eficiéncia de tal método, nem
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todos os nodos precisam gerar filhos. Em 1985, Oden et al. [4] propdem um melhora-
mento na quadiree para elemento quadrilaterais lineares; nos anos seguintes Devloo [5]
apresenta novas estruturas para elementos hexaédricos e refinamentos do tipo h-p que

serao discutidos a diante.

Em 1998 Burgarelli [6] prop6s uma estrutura de baixo custo computacional, cuja efi-
ciéncia foi comprovada em 2006 [1], para representar refinamento de malhas na solugao de
equagoes diferenciais, que empregava o Método dos Volumes Finitos (MVF) com volumes
quadrangulares. A estrutura consiste em utilizar um grafo de folhas auténomas deno-
minado ALG, sendo a ordenagao dos volumes da malha feita através de uma Modificagao
da Curva de Hilbert. Em 2006, Robaina [7]| estendeu tal estrutura para o caso de visua-
lizagao cientifica em 3D. Gonzaga et al., [8], também propuseram uma modificagdo nessa
estrutura para aplicid-la em volumes finitos triangulares, utilizando a curva de Sierpinski

na ordenacao dos volumes.

Entretanto, para o caso de Elementos Finitos, a aplicacao de quadtree ou mesmo do
ALG depara-se com o problema da subdivisdo do elemento resultando que: (i) a uni-
formidade dos elementos pode nao ser satisfatoria apos o refinamento, ocasionando um
mal condicionamento da matriz do sistema de equagoes; (ii) ha perda de continuidade da
solugao nas interfaces entre elementos refinados e elementos nao refinados, o que compro-

mete a convergéncia do Método dos Elementos Finitos.

Para o caso de malhas com elementos quadrangulares com a divisao adotada neste
trabalho, o problema da uniformidade dos elementos nao afetara o condicionamento do
sistema. J& o problema de aparecimento de nés na interface de elementos de grau de refi-
namento diferentes é resolvido através de restrigoes dos nos [9]. Outras solugoes seriam o
uso de fungoes de penalidade ou multiplicadores de Lagrange [10, 11], o que aumenta con-
sideravelmente a complexidade do problema. Cabe observar que o problema do aumento
da largura de banda do sistema oriundo da aplicacao do MEF é contornado facilmente

aplicando métodos iterativos e, como sera feito aqui, aplicando uma estratégia em que
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somente os elementos nao-nulos sdo armazenados.

O objetivo deste trabalho é apresentar a implementacao de um procedimento h-
adaptativo em elementos finitos utilizando como estrutura de dados o grafo de folhas
autdénomas proposto em [1]. Para garantir a continuidade entre as interfaces de elementos
adjacentes impoem-se restri¢coes entre as funcoes de forma dos elementos envolvidos. Este

trabalho esta estruturado da seguinte forma:

O capitulo 2 apresenta uma introducgao sobre alguns aspectos do Método dos Elemen-
tos Finitos, partindo da formulacao do residuo para problemas de valor de contorno até

a construcao da matriz de elementos finitos.

No capitulo 3 sao apresentadas algumas defini¢oes sobre malhas e as estruturas com-
putacionais utilizadas para representa-la, arvores do tipo quadtree e o grafo de folhas
autonomas proposto em [1]. Além disso, também é discutida a utilizagdo da curva de
Hilbert Modificada para a ordenagao dos elementos da malha e como aplica-la ao caso

dos Elementos Finitos.

Aspectos sobre a implementagao e orientacao a objetos sao discutidos no capitulo
4, onde sao apresentadas as classes e estruturas utilizadas. Nesse capitulo também sao
discutidas as questoes sobre continuidade da solugao, onde é apresentado um procedimento
geral para garantir a continuidade entre elementos de niveis diferentes e é particularizado

o caso para os elementos quadrilateros.

Por fim, no capitulo 5 sao apresentados os testes computacionais e analise dos resul-

tados obtidos. Conclusdes e trabalhos futuros sao discutidos no capitulo 6.



Capitulo 2

Resolucao de Equacoes Diferenciais

Os espagos de elementos finitos foram introduzidos por Courant em [12]. Entretanto
somente nos anos 60 tal técnica comegou a ser empregada na area de Engenharia [13, 14].
Nas décadas seguintes ocorre a integragao do Método dos Elementos Finitos (MEF) dentro
do escopo de anélise funcional, com a generalizacao de formulacao fraca, demonstracao
de convergéncia para problemas elipticos [15] e caracterizacao de problemas lineares bem
postos [16]. Isto possibilitou ao MEF uma forte base tedrica e pratica com uma vasta

area de aplicagoes (eletromagnetismo, finangas, meios porosos, etc).

Neste capitulo é feita uma breve introducao ao Método dos Elementos Finitos como
uma extensao do Método de Galerkin, apresentando os conceitos bésicos sobre residuos,

fungoes de base, estimadores de erro e estratégias adaptativas.

2.1 Meétodo dos Residuos Ponderados

Considere um operador diferencial ordinario £ e a Equacao 2.1, onde 2 representa

um dominio convexo limitado em R2.

£Lu= f(z),r€QCR (2.1)

As condigoes de contorno sao homogéneas sobre o contorno poligonal 0f2.
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O Método dos residuos ponderados consiste em obter uma solucdo aproximada, u”,

para o problema (2.1) na forma:
u" x u, () = Z c;®;(x) (2.2)
j=1

de maneira que as fungoes ®; sejam linearmente independentes e que satisfacam as
condigoes de contorno em 0f) para qualquer coeficiente cj. Assim o residuo da apro-

ximagao ¢ dado pela Equagao 2.3.

R(z) = £un(x) — f(x) (2.3)
Observando a linearidade do operador £, a equagao acima pode ser reescrita como:
R(x) =) c;£®;(x) — f(x) (2.4)
j=1

Agora deve-se escolher os coeficientes ¢; de modo que a integral ponderada do residuo

(wi, R(z)) = / Zwicj,,e@j(x) — f(2) (2.5)

seja nula sobre cada i = 1,...,n. Assim, define-se um conjunto de equacoes que, aplicadas
as igualdades provenientes da Equagao 2.4, forma o sistema de equacoes algébricas 2.6,

onde os coeficientes ¢; sao denominados graus de liberdade do sistema.
(Z £<I>j,wi> C; = (wl,f),l Szgn (26)
j=1

A escolha das funcoes de peso,w;, determina qual o método dos residuos ponderados a
ser usado (Método da Colocagao, Galerkin, Ritz, etc). No método de Galerkin as fungoes

de peso e forma sao escolhidas no mesmo espaco de aproximagao.
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2.2 Meétodo de Galerkin

O Método de Aproximagao de Galerkin foi proposto em 1913 por Bubnov sendo
por isso também conhecido como Método de Bubnov-Galerkin. Esse método procura
estabelecer a condigao de ortogonalidade entre o erro e as funcoes ®;, para isso faz o
espago das funcoes de peso ser igual ao das fungdes ®;. Dessa maneira a equacao (2.6)

torna-se:
(i "E(I)j)aq)i) ¢; = (P, f) (2.7)

com?=1,...,n.

Porém, se o residuo é ortogonal as fun¢oes de forma e estas formam um espago enu-
meravel completo, obtem-se que, quando n cresce arbitrariamente (n — o), o residuo,
(R(z)) aproxima-se de zero, ou seja, R(x) — 0. Entretanto, o que é feito, de fato, &;

fixado n e dado € > 0 arbitrario obtem-se |R(x)| < € para n suficientemente grande.

Assim é obtida a convergéncia do Método de Galerkin. Cabe salientar que a existéncia
e unicidade para o problema de Galerkin sao dadas de maneira imediata pela aplicacao

do Lema de Lax-Milgran [17].

2.3 Método dos Elementos Finitos

Apesar de ser um método interessante para solucionar problemas de equagoes dife-
renciais com valor de contorno, o Método de Galerkin tem uma deficiéncia em relacao a
como construir as fungoes ®;. Ele nao oferece nenhuma sistematizagao para obté-las e
uma escolha errada de tais fungoes pode gerar um mau condicionamento do sistema dado

pela Equagao 2.7, afetando assim a solugao a ser obtida [18|.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) fornece uma técnica geral e sistemética
para construir tais fungoes para as aproximacoes de Galerkin para problemas de valor
de contorno [18]. A idéia fundamental do método consiste em particionar o dominio de

interesse em pequenos pedacos interligados apenas por alguns pontos chamados pontos
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nodais. Sobre cada elemento a solugdo é aproximada por uma combinagao linear de
fungoes de forma %, que sao polindmios de baixo grau definidos por partes. A solugao

sobre cada elemento pode ser vista como:
Ne
u,i:Zc;wj(x), e=1,2,...,m (2.8)
j=1

sendo N, o ntimero de graus de liberdade em um elemento e m o nimero total de elementos.

As fungoes de forma 1§ sdo construidas de modo que ela e possivelmente algumas de
suas derivadas tenham o valor 1 ou 0 nos pontos nodais de cada elemento. Para o caso

dos elementos quadrilateros essas func¢oes podem ser vistas na Figura 2.1.

db—‘—?
I'
® ] [ ]
|
k=1 k= k=

Figura 2.1: Fungoes de Forma do Elemento Quadrilatero.

Jé& a construcao das fungoes globais ® ¢ feita por um processo de uniao das fungoes de
forma locais 97, de modo que as fungoes ® e, possivelmente, algumas de suas derivadas
se anulem em todos os noés do dominio, com excecao do né que se esta considerando,

conforme apresentado na Figura 2.2. Tais fungoes sao ditas de suporte compacto.

Computacionalmente, o MEF consiste em discretizar o dominio original em elementos
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e a partir da formulacao do problema constroem-se as aproximagoes sobre cada elemento.
A construcao da matriz do sistema, também conhecida como matriz de rigidez é feita
através da soma das contribuicoes de cada elemento. Esse fato d4 um carater computa-
cional interessante ao MEF. Apo6s contruido o sistema aplicam-se as condi¢oes de contorno
formando assim um novo sistema, que pode ser solucionado através de algum técnica de

Algebra Linear Computacional (Métodos Diretos ou Iterativos).

Figura 2.2: Fungoes de base com suporte compacto.

2.4 Estimadores de Erro

Estimar o erro em uma malha de elementos finitos é imprescindivel para a adaptativi-
dade. Através de um estimador define-se qual elemento deveré ser refinado ou qual grupo
de elementos devem ser agrupados. Dessa maneira busca-se uma distribuicao equitativa
do erro por toda a malha. Estimadores de erro a prior: sao os mais utilizados em MEF,
entretanto sao dependentes de constantes que nao podem ser obtidas o que dificulta sua
utilizagao em procedimentos praticos. Ja estimativas a posterior: sao feitas em funcao do

residuo, permitindo assim sua utilizacao.

A escolha do estimador de erro a ser empregado depende do problema e da estratégia

adaptativa adotada. Existem intumeros trabalhos na area 19, 20, 21, 22].

O erro em uma solugao numérica pode ser definido como:

e=u—u" (2.9)

h

onde u é a solugao exata e u" é a aproximacao numérica. Entretanto, esta definicao
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local nao é computacionalmente conveniente, e normas mateméaticas sao introduzidas
para avaliar o erro. Uma das norma mais atrativas, que é facilmente aplicavel ao MEF é

a norma de energia do erro:

e ? :/Ve.VedQ (2.10)
Q

Como a norma de energia é uma medida absoluta utiliza-se de maneira mais conve-

niente o erro relativo:

Qo

n=1a1 (2.11)
onde [|u|| é a norma de energia exata.

Um critério simples de atingir a solugdo com um erro aceitavel é [23]:

1 < Nmas (2.12)

onde 7Mpqe € 0 percentual méximo de erro permitido no dominio €2, e n é dado por:

el
T el ) (213)

Como mencionado para obter uma malha 6tima, o erro deve ser equitativamente

distribuido sobre todos os elementos, assim:

lell = v/mllel]; (2.14)

onde m é o namero de elementos na malha. O erro pode ser expresso para toda a malha

a partir do erro admissivel elementar [23]:

1
h||2 2 2
lells < e (“‘“ I+ flel >) e (2.15)
m
Assim, se
g = lelle (2.16)
em

significa que o erro no elemento ¢ ainda é maior do que o desejado e assim, ele precisa ser

refinado; por outro lado, se esse valor é menor do que 1 significa que o elemento precisa
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ser desrefinado.

2.5 Estratégia Adaptativa

Como ja mencionado busca-se através da adaptatividade que o erro seja distribuido
de maneira uniforme sobre toda a malha. Estratégias adaptativas para elementos finitos

dividem-se, basicamente, em trés tipos: h, p e r.

1. Método h - nesse método os elementos oriundos da discretizagao sao subdivididos
em elementos menores, mantendo-se constante o grau dos polinémios usados. E um

método interessante para o tratamento de singularidades [22, 24].

2. Método p - consiste em enriquecer o espaco de solucao aumentando-se o grau das
fungoes de interpolacao. Apresenta taxas de convergéncia mais alta que o método h
em problemas suaves. Geralmente, o método p é efetivado por meio da introducao
de funcoes hierarquicas, preservando assim as informagoes quando se passa de um
nivel de refinamento para o outro. Entretanto, resultados numéricos demonstram

que nao ¢ um método satisfatorio para problemas com presenca de singularidade

22].

3. Método r - este esquema reposiciona os pontos nodais da malha de acordo com a
distribuicao de erros. Tem como vantagem o fato de manter inalterado o niimero de
equagoes, porém a malha tem que ser rica o suficiente para fornecer um resultado
satisfatorio. E mais eficiente em problemas dindmicos, nos quais a distribuicdo de

erros se modifica em fungao do tempo.

A estratégia escolhida para o presente trabalho é baseada no método h e serd deta-
lhada no préximo capitulo, assim como algumas defini¢oes geométricas e aspectos com-

putacionais para representa-las.



Capitulo 3

Malhas adaptativas

Neste capitulo serao apresentadas algumas defini¢oes sobre malha geométrica, malha
computacional e estruturas de dados utilizadas para representé-las. Alguns aspectos sobre
refinamento e ordenagao da malha também serao abordados. O objetivo é apresentar

alguns aspectos que auxilie na concep¢ao da integragao entre o MEF e o ALG [1].

3.1 Malha Geométrica

Uma malha é uma estrutura geométrica formada pela discretizacao do dominio em
elementos geométricos (quadrilateros, triangulos, etc). Existem diferentes tipos de ma-
lhas (Figura 3.1). Uma malha ndo-conforme ¢ aquela que os vértices de alguns elementos
aparecem na aresta de outro elemento, mas nao sao vértices deste. As malhas podem ser
formadas por diferentes tipos de elementos geométricos. Um elemento geométrico (EG)
é uma entidade topologica que, neste trabalho é representado por um quadrilatero. A
obtengao de tal quadrilatero se da mediante uma bijecao continua f em um elemento de

referéncia geométrico contido em R2.

Definigao 1 Um quadrildtero Q de referéncia é expresso por Q = {(z,y) € R?/ —1 <

r,y <1} C R?
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Neste trabalho considera-se a definicao geométrica de vértice, a saber:

Definicao 2 Um vértice é um ponto de uniao entre dois lados contiguos de um poligono.

(a) (b)

Figura 3.1: Exemplos de tipos de malha: (a) Malha conforme (b) Malha nao-conforme.

No contexto de grafos sera preterido o termo nodo ou né, em favor de vértice. Para

malhas nao-conformes define-se um outro tipo de vértice, denominado vértice restrito.

Definicao 3 Um wvértice restrito é um vértice de um poligono que faz parte do lado de

um poligono vizinho, nao sendo vértice deste.

Esse tipo de vértice ocorre quando um elemento ¢é dividido durante um refinamento e
o seu vizinho nao. O aparecimento de vértices restritos apresenta uma dificuldade a mais
para o MEF, pois gera nao continuidade entre as arestas de elementos distintos [25]. Neste
caso as funcoes de forma associadas a elementos adjacentes podem ter grau diferentes o
que gera uma descontinuidade da solucao, que pode nao representar uma aproximagao da
solugao real do problema. No proximo capitulo seré discutida a abordagem para solucionar

tal problema.

3.2 Malha Computacional

Denomina-se malha computacional qualquer parti¢ao unitaria g, do dominio €2 do
problema, composta de elementos computacionais. Uma parti¢cao unitiria é definida pelas

duas propriedades a seguir.
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e A uniao dos elementos da particao g, € igual a (2.

e A intersecao dos interiores de dois elementos quaisquer de g, é vazia.

Quando um elemento, e, da particao g, é refinado dando origem a outros elementos,
ele é denominado nodo pai. Jé os elementos (nodos) criados recebem a denominagao de fi-
lhos. Em uma malha computacional refinada, pais e sub-elementos (filhos) computacionais
nao podem coexistir. Ou considera-se um elemento formando parte de uma particao do
dominio ou seus sub-elementos obtidos por divisdo. No refinamento p (ou h-p) a uma
dada malha geométrica refinada podem-se associar varias malhas computacionais, devido
ao refinamento das func¢oes de interpolagao; porém, para efetuar o calculo de uma solucao

aproximada pelo MEF escolhe-se apenas uma malha computacional.

3.3 Estruturas de Dados

3.3.1 Quadtree

Uma quadtree é uma estrutura de dados hierdrquica onde o dominio é um quadrado
unitario. Este quadrado unitério é conhecido como raiz da estrutura de dados e pode
ser decomposto em 4 novos elementos iguais, esses novos elementos também podem ser
subdivididos até que um certo critério de parada seja alcangado. Os novos elementos sao
denominados filhos do elemento decomposto (nodo pai). Os nos filhos sao nomeados de
acordo com sua posi¢ao no elemento pai {nordeste (NE), sudeste (SE), noroeste (NW) e

sudoeste (SW)}, como pode ser observado na Figura 3.2.

NW | NE

SW |SE
b

Figura 3.2: Representacao de uma quadtree.

Um elemento é denominado folha ou terminal se nao tem nenhum filho. Dois elementos
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sao chamados de vizinhos ou adjacentes se possuem uma aresta em comum. O nivel de um
elemento é igual ao nimero de decomposigoes que foram necessarias para obté-lo. O nivel
da raiz é zero. Como pode ser visto, as informacoes relativas a uma quadtree lembram a
estrutura de uma arvore e, por isso, as informacoes relativas a ela sao armazenadas em uma
arvore. Na Figura 3.3 é apresentada uma quadtree e sua representagao correspondente a

forma de uma arvore, observe que, internamente, cada nodo possui um ponteiro para seu

pai.

1011

12 13 10 N1

Figura 3.3: Representagao de uma malha quadrangular com refinamento nao uniforme e
sua representacao em arvore.

O emprego de uma estrutura de arvore permite representar informagoes tais como,
nivel de refinamento, conectividade, ancestral, vizinhos e filhos de um elemento. Com estas
informacoes, outros dados que sejam necessarios podem ser obtidos facilmente como, por
exemplo, o vizinho de um dado elemento. Existem varias maneiras de armazenar uma

quadtree, uma das quais é por meio de uma lista encadeada, [25].

Apesar da facilidade mencionada, o custo desse processo, em geral, é proporcional a
altura da arvore. Observe que no processo de obten¢ao da matriz de rigidez é necessario
calcular o valor da influéncia das fungoes de forma de um elemento vizinho no outro
elemento sobre um determinado vértice comum. Assim, para a malha representada na
Figura 3.3 é necessario saber a influéncia do elemento 1 sobre o elemento 12, e vice-versa.
Tal processo pode tornar-se custoso, pois a quantidade de refinamentos pode aumentar
consideralvemente a altura da quadtree. Observe que dessa maneira, verificar a influéncia

entre dois vizinhos de niveis diferentes na arvore implica em percorrer toda a arvore,
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aumentando o custo do algoritmo. A solugao mais usada para evitar esse processo seria
adotar a regra (2 : 1), na qual a diferenga de niveis entre nés vizinhos é no maximo 1.
Entretanto, em tal regra tem-se a obrigatoriedade de que o refinamento seja propagado por
toda a malha sempre que algum elemento nao a obedecga. Na proxima se¢ao, é apresentada
a estrutura de dados proposta por Burgarelli et al [1| que realiza refinamentos locais e,

conseqiientemente, nao se depara com tal restrigao.

3.3.2 ALG (Autonomous Leaves Graph)

Como inicialmente proposto por Bugarelli et al. 1], considere um dominio bidimen-
sional formado pelo quadrado unitario 2 = [0, 1]>. Dividindo esse quadrado em quatro

quadrados iguais obtém-se quatro células quadradas com aresta medindo %

-

o

Figura 3.4: Quadrado unitério e estrutura de conexao dos nodos [1].

No centro de cada um desses quadrados é definido um ponto, denominado nodo preto.
Informagoes pertinentes a cada célula sao associadas a esses pontos, os quais, por sua vez,
representam vértices de um grafo orientado, de acordo com a Figura 3.4. Nesta estrutura
definiu-se a vizinhancga de maneira analoga as direcoes geogréficas, denominando vizinhos
ao norte, sul, leste ou oeste. Além disso, para representar tal vizinhanca cada nodo utiliza
quatro ponteiros, que na Figura 3.4 sao associados as arestas do grafo. Convencionou-se
que o quadrado acima e & direita é o quadrado nordeste, e os demais, no sentido horério,
sao chamados respectivamente de quadrados sudeste, sudoeste e noroeste. Observando

que o quadrado noroeste nao possui vizinho a direita e nem vizinho acima, criou-se um
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novo nodo, denominado nodo branco. Procedendo de maneira analoga aos demais quadra-
dos, acrescentam-se os nodos brancos a toda a estrutura, representando as fronteiras do

dominio [1].

Os nodos brancos também apontam para os nodos pretos que os apontam, além de

um terceiro ponteiro que aponta para um vértice especial, denominado vértice terra.

A profundidade de uma célula, segundo Burgarelli et al. [1], pode ser vista como o
ntimero de passos realizados para sua obtencao, sendo convencionado que as células de

uma malha composta de 4 células iguais estao no nivel 1 de profundidade.

Um outra utilidade dos nodos brancos é a conexao dos nodos em diferentes niveis de
profundidade. Nodos brancos conectam um nodo preto ou um branco de profundidade n

em quatro nodos pretos ou brancos de profundidade n + 1.

3.3.2.1 Refinamento

Nesta secao ilustra-se a estrutura de dados obtida apds um processo de refinamento
do quadrado unitario que foi dividido em M = 4 + 3k células quadradas ¢;, j =1, ..., M,

onde k indica o nivel de refinamento.

Burgarelli et al. [1], convencionaram que a malha inicial é composta por quatro células
iguais que estao no nivel 1 de profundidade no refinamento Figura 3.4. Uma célula de
nivel n de profundidade ao ser refinada é substituida por 4 células de nivel n + 1 de
profundidade. O nivel de profundidade de uma célula esta diretamente relacionado com
o tamanho do lado da célula. Assim, uma célula de lado 2% esta no nivel de profundidade

n.

Sempre que uma célula é refinada, substitui-se o nodo preto correspondente por uma
estrutura similar a estrutura inicial da malha. A Figura 3.5 representa a malha inicial
(Figura 3.4) com um refinamento do elemento noroeste (NW). Vale ressaltar que a repre-

sentacao dos vértices terra foi suprimida para simplificacao da figura.
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Sre e

Figura 3.5: ALG e malha refinada [1].

Desta forma, sempre acrescenta-se um cacho no lugar de uma célula refinada. Nesse
novo cacho cada nova célula, isto é, cada novo nodo preto, armazena uma informacao
de quem era o nodo pai. Essa observacao ¢ de suma importancia para o desrefinamento
como serd visto a seguir. Se ap6s o refinamento nodos brancos de mesma profundidade
aparecem ligados, realiza-se uma simplificagdo da estrutura (Figura 3.6). Essa simpli-
ficacao possibilita que o algoritmo de busca dos vizinhos de um nodo preto funcione

eficientemente.

i " L Wy

/é/ R x@:@\
7 e

Figura 3.6: Simplificacdo de nodos brancos de mesmo nivel [1].



3.3 Estruturas de Dados 18

3.3.2.2 Desrefinamento

O processo de desrefinamento no ALG s6 pode ser realizado em células que possuem
trés irmaos, isto €, em um mesmo nivel de profundidade. Portanto, tais células pertencem
ao mesmo cacho. Isto significa que quatro células de nivel n + 1 sdo substituidas por uma
tnica célula de nivel n (Figura 3.7). Essas células devem ser oriundas do mesmo pai,
o que garante a configuragao anterior da malha apo6s o desrefinamento, essa observacao
deve-se a estrutura de geracdo da CHM [1]. A ndo obediéncia de tal restricdo impediria

a obtencao da CHM no passo anterior ao refinamento.

|
|
|
|
,,,,, R
|
|
|
|
|

< :

o

b)

Figura 3.7: Desrefinamento da malha e representagao do ALG [1].

Segundo Burgarelli et al. [1], as etapas necessérias ao desrefinamento sao as seguintes:

1. criacao de um novo nodo preto;

2. o nodo preto criado armazena suas coordenadas espaciais e profundidade;
3. ligacao do nodo preto com seus vizinhos;

4. ligacao dos vértices vizinhos com o nodo preto;

5. ordenacao da malha pela curva de Hilbert;

6. liberacao da area de memoria dos nodos brancos e pretos que deixam de existir.
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Figura 3.8: Desrefinamento de nodos brancos [1].

O passo (1) se da pela transformagao do vértice noroeste, em relagao aos 4 vértices em
questao, no vértice resultante do desrefinamento. Assim como no processo de refinamento,
o processo de desrefinamento pode acarretar a destruicao de nodos brancos, uma vez
que nodos brancos de mesmo nivel de profundidade nao devem coexistir e nodos pretos
filhos de mesmo pai devem ser conectados diretamente. A Figura 3.8 apresenta algumas
das situagdes que podem ocorrer durante um desrefinamento e em [1] descrevem-se as

metodologias adotadas para todos os casos.

3.4 Ordenacao da Malha

A ordenagao da malha é fundamental para métodos numéricos que envolvem dis-
cretizagoes de dominio pois afeta diretamente a matriz gerada [1, 3, 10, 24]. Nestes
métodos as varidveis do sistema linear estao associadas as discretizagoes e por isso torna-
se necessario alguma ordem nos vértices, nos elementos da malha ou em ambos. O ALG
utiliza uma curva de preenchimento de espago (space-filling curve) para garantir a orde-

nacao da malha refinada.
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3.4.1 Curva de Hilbert

Uma curva de preenchimento de espaco bidimensional pode ser definida como uma
curva continua tal que seu trago preenche todo o dominio, no caso aqui exposto, todo o

quadrado unitario. Mais detalhes podem ser obtidos em |7, 26, 27].

Uma curva de Hilbert é o limite de uma sequéncia de curvas Hy, Ho, Hs, .... Na Figura
3.9 sao ilustrados os trés primeiros passos da construcao desta sequéncia. Assim, uma
curva de Hilbert de ordem i é dita uma aproximagao da curva de Hilbert de preenchimento
do espaco. Portanto, as curvas H; sao aproximagoes e nao a curva em si. O processo de
obtencao da curva de Hilbert de ordem ¢ se da pela substituicao dos vértices de H; por
curvas de ordem ¢ — 1 devidamente rotacionadas ou refletidas. O algoritmo de construgao

da curva de Hilbert pode ser obtido em [1, 7.

e A A SN =R =S AN
" Sy | S| e
Ll o | 1 | e

oo | o | [ HlIHtem

Figura 3.9: Sequéncia de curvas de Hilbert: (a) Curva de Hilbert H;. (b) Curva de Hilbert
H, e (c) Curva de Hilbert Hs [1].

A estrutura ALG definida anteriormente faz analogia & curva de Hilbert para realizar
uma ordenagao da malha. Em cada nodo preto existem mais dois ponteiros, que consistem
em uma lista duplamente encadeada, que ligam todos os nodos pretos da estrutura. Toda
vez que uma célula é refinada um nodo preto é substituido na estrutura por quatro novos
nodos pretos. Como se pode perceber, tal modificacao é local e isso permite que seja
utilizado um algoritmo baseado na construcao da curva de Hilbert para que os elementos

sejam ordenados [1]. A Figura 3.10 ilustra tal procedimento.

Pode-se observar que a curva de Hilbert apresentada foi modificada para nao ficar

restrita somente a refinamentos uniformes e, por isso, foi denominada curva de Hilbert
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Figura 3.10: Refinamento da malha: (a) A estrutura do ALG. (b) Representacao de Malha
Refinada Nao-estruturada. (c¢) A curva de Hilbert Modificada

Modificada (Figura 3.11). O ALG aproveita a propriedade de que em cada etapa i da
construcao da curva de Hilbert, um arco de comprimento muito grande fica contido em

uma regiao de pequena area [7].

= |

’__|

Figura 3.11: Curva de Hilbert Modificada bidimensional [1].



Capitulo 4

FEM-ALG: Resolutor de Equacoes Dife-

renciais

O ALG e o FEM foram apresentados distintamente nos capitulos prévios. Aqui sera
apresentado o programa desenvolvido integrando as duas técnicas. Demonstra-se os pro-
blemas de tal integragao e como soluciona-los, para tanto sao apresentados um algoritmo
de Métodos de Elementos Finitos h-adaptativo, um algoritmo para ordenacao dos vértices
dos elementos e como ele afeta a matriz de rigidez. O capitulo é encerrado apresentando
uma solucao para o problema de vértices restritos e algumas nogoes de orientacao a objetos

na descri¢ao da implementagao do FEM-ALG, especificamente algumas classes e métodos.

4.1 Algoritmo de Refinamento

O algoritmo empregado nesse trabalho (Algoritmo 1) apresenta todas as medidas de
erro consideradas para uma andlise adaptativa de Elementos Finitos [24]. Tal algoritmo
busca equalizar os indicadores de erro, ou seja, ele subdivide um elemento nos quais
os indicadores de erro sao maiores para obter uma distribui¢do uniforme do erro pela
malha (Capitulo 2). Observa-se a caracteristica de refinamento automatico intrinseca de
métodos adaptativos, onde a partir de um analisador de erros todo o processo do algoritmo

de Elementos Finitos é reiniciado.
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Algoritmo 1 Algoritmo Refinamento Adaptativo
1: geracao da malha inicial;

2: enquanto malha inicial ou elementos refinados faga
3:  calculo dos coeficientes da matriz de rigidez;
4:  resolucao do sistema linear;

5. para todo elemento da malha faga

6: estima erro

7 se critério 2.16 verdadeiro entao
8: refina elemento

9: senao

10: desrefina um cacho

11: fim se

12: fim para

13:  se elementos refinados ou elementos desrefinados entao
14: reordena malha

15: fim se

16: fim enquanto

A malha inicial é constituida com quatro elementos. Nesse passo também sao definidas
as conectividades (elementos, nos) e (nos, elementos). Tais conectividades sdo de suma
importancia para o calculo dos coeficientes da matriz de rigidez (elementos, nos) e para a

resolugao do sistemas linear (nés, elementos).

A segunda etapa do algoritmo consiste nos processos naturais ao MEF. Sao calculadas
as integrais relativas a Equacao 2.8 e, utilizando uma técnica de tratamento de sistemas
esparsos, os valores nao-nulos sao armazenados em uma lista encadeada. Os valores que
representariam a diagonal principal da matriz de rigidez sao armazenados nessa lista e a

partir deles toda a linha da matriz é representada, utilizando uma outra lista Figura 4.1.

O sistema linear originado do MEF tem propriedades de simetria, pois o operador £
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| A11 |_.| a12 |_.| 216 |_.| a14 |_.
| 422 |_.| A21 |_.| A23 |_.
N R e

Figura 4.1: Representacao da Matriz de Rigidez através de uma lista encadeada.

¢ simétrico [28]. Experimentos numéricos demonstraram a positividade das matrizes dos

problemas abordados no presente trabalho.

4.1.1 Enumeracao dos vértices

Algoritmos de enumeracao de vértices sao fundamentais em elementos finitos pois
determinam se a matriz é¢ em banda, faixa ou cheia, etc [29]. Existem intmeros algoritmos
que podem ser empregados na enumeracao [29, 30]: Método de Gibbs, Método de Grooms,
etc. Na maioria deles, é exigido a utilizacao de uma matriz que armazena a cada malha
gerada, toda sua conectividade. O ALG, assim como a quadtree, nao necessita utilizar tal

matriz.

Originalmente o ALG utiliza a Curva de Hilbert Modificada para percorrer as células
da malha [1|. Neste trabalho a CHM também ¢é empregada, entretanto, a cada elemento
percorrido uma enumeracao dos vértices é estabelecida sendo analisado para isso toda sua

vizinhanga.

A cada elemento é associado um nimero, denominado, niimero de Hilbert que é obtido
ao percorrer-se a CHM. Parte-se do principio que os vértices ja enumerados pertencem a
um elemento com ntmero de Hilbert menor do que o elemento atual. Assim a partir de
uma enumeracao estatica inicial, todos os vértices dos elementos que formam a malha sao

enumerados automaticamente.

No MEF cada (EG) da malha ¢ mapeado em um elemento de referéncia (ER) através

de uma funcao de mapeamento. Assim, todos os calculos sao feitos no ER e depois sao
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mapeados na malha.

Para evitar que o célculo do jacobiano de tal transformacao seja negativo, adotou-se

o sentido antihorario para a numeragao dos vértices do EG (Figura 4.2).

4 3 2
5 0 1
6 7 8

Figura 4.2: Enumeragao da Malha no Sentido Anti-horario.

Salienta-se que a numeracao é mantida a cada elemento percorrido ou refinado.

Uma desvantagem dessa escolha é que a matriz de rigidez deixa de ter um carater
de faixa como em uma grande parte de programas de elementos finitos, como pode ser
observado na Figura 4.3. Entretanto tal exigéncia s6 € interessante quando utilizado algum
método direto para resolucao do sistema linear. Aqui, um método iterativo baseado em

minimiza¢ao de funcionais sera utilizado com uma técnica de armazenamento em lista.
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(a) Numeragao da malha através da (b) Matriz de Rigidez
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Figura 4.3: Efeitos da numeracao através da CHM no carater da matriz de rigidez.

O Algoritmo 2 mostra como realizar a ordenagao da malha. Observe que a enumeracao
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inicial é a do passo anterior, isto é, quando elementos novos aparecem eles herdam um
vértice do seu pai. O passo verifica coordenadas dos vértices e enumera analisa se 0s
elementos tem niveis iguais, em caso afirmativo basta copiar a enumeragao do vizinho.
Caso contrario, é necessario verificar qual dos vértices é comum e, somente depois disso,

enumerar.

Algoritmo 2 Algoritmo Ordenagao(Malha)

1: enumeragao inicial
2: para todo elemento da malha faga

3:  se vizinho é nodo preto entao

4: se numero de Hilbert do vizinho é maior entao
5: verifica coordenadas dos vértices e enumera
6: fim se

7. senao

8: procura vizinhos pretos

9: se niamero de Hilbert do vizinho é maior entao
10: verifica coordenadas dos vértices e enumera
11: fim se

12: fim se

13: fim para

Observe que o passo Procura vizinhos pretos envolve duas situacoes. A célula atual
pode estar em um nivel maior, neste caso a busca no grafo envolve sempre um tnico
caminho. Observe a Figura 3.10.b. Suponha que a célula atual seja a niimero 8 (elemento
8). Ao se analisar os vizinhos a leste, verifica-se a existéncia de um nodo branco (Figura

3.10.a). Como pode se verificar s6 existe um caminho a ser percorrido.

Caso a célula (elemento) esteja em um nivel menor, a busca deve ser feita por dois
caminhos diferentes. Deve-se buscar os nodos pretos nas extremidades, os quais represen-

tam os elementos que provavelmente tém o mesmo vértice do elemento atual. Novamente
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analisando a Figura 3.10.b pode-se perceber que esse é o caso do elemento nimero 9. O
nodo branco, vizinho ao norte do nodo preto representativo do elemento 9, apresenta duas
conexoes. A idéia é percorrer essas duas conexoes até encontar um nodo preto que, caso
ja tenha tido seus vértices numerados, fornecera a uma numeracao do vértice da célula
atual. Apoés encontrar tal nodo preto, o processo se reinicia pelo outro caminho. Assim,

a célula atual tem seus vértices numerados.

4.2 Continuidade sobre a malha refinada

Um problema que pode ser observado é o aparecimento de vértices na interface entre
elementos, isto é, cada vez que um elemento é refinado surgem novos elementos os quais
por nao estarem no mesmo nivel de seu vizinho criam vértices na aresta deste, esse novos
vértices, como mencionado anteriormente, sao denominados vértices de restrigao ou vér-
tices restritos. Cabe salientar que fungoes de forma classicas como as que sao utilizadas
aqui geram nao conformidades entre os elementos, basta observar a Figura 4.4, onde a
funcao de forma para o elemento A é parabdlica enquanto para os elementos B e C ela é
linear. Para garantir que a continuidade seja obrigatoria é necesséario que alguma técnica

seja adotada [3, 10, 23, 25, 31].

Figura 4.4: Funcao de forma sobre um nodo restrito.

Como apresentado anteriormente as estratégias de refinamento podem gerar malhas
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nao-conformes. Uma solug@o para esse problema foi proposta por [10]: Seja [, o lado do
elemento P, de grau de refinamento maior do que um que lhe é contiguo, G, em que ocorre
l, C lg. Seja ; uma funcao de forma do lado [, do elemento P e ¥; uma funcao de forma
do lado lg do elemento G. Se w; denota a restrigao da funcao 1; ao lado [, e ‘11; denota

a restricao da funcao ¥, ao lado [, contido em [g tem-se:

¢; = Yy, ; xp; =V,; I, Clg (4.1)

Para se obter a continuidade sobre o lado [, iguala-se uma combina¢ao das funcoes
w; com cada funcao \Ifg. Considerando o espaco gerado pelas fungoes wfp pode-se escrever
qualquer fungao \Ifg definida sobre o lado l, C ls como uma combinacao linear das fungoes

;,1§i§n:

W= phuk 1<j<n (4.2)
k=1

Assim, para se obter a continuidade, basta calcular a projecao L? sobre os espaco das

funcoes \Ifg; associadas a conectividade restrita do elemento P ao lado [,:

paraj=1,2, ..., n:
/l Uy pdrdy = /l U hdedy, 1 < ik <n (4.3)

Seja uy, a solucao por elementos finitos. Seja o j-ésimo coeficiente da solugao do MEF
sobre o elemento el denotado por Oz;?l. Entao, os coeficiente multiplicadores das fungoes

do lado [, do elemento P, sao obtidos pela equagao:

j=1

onde os valores ﬁfk sao obtidos da solugao do sistema acima. Assim, u; é continua sobre

olado [, e
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Unip = Z Z afﬁfklﬁﬁ (4.5)

k=1 j=1

Tal solucao é um caso geral para elementos finitos de qualquer ordem de aproximagao.
Aqui foi utilizado um caso particular, que ocorre para elementos bilineares, assim pode-
se observar pela Figura 4.5 as seguintes dependéncias entre os coeficientes da solugao

aproximada entre o lado do elemento A e os lados dos elementos B, C e H:

@ 1 B3 2

17 15
c
17 g 1 no A
H
5 1 0 1

Figura 4.5: Representacao de Lados Restritos.

Assim, pode ser aplicada uma interpolacao dos valores da solugao nesses vértices

restritos:

g = 0421 (4.6)
oy = o’ (4.7)
10 w_ 1o 3
1
af = ap = Za?“ + Zai‘ (4.9)

4.3 Meétodo dos Gradientes Conjugados

Proposto inicialmente por Hestenes e Stiefel para solucao de sistemas lineares como
método direto. E como método iterativo que o método dos Gradientes Conjugados (GC)

tem tido destaque [1, 8, 32, 33|.

Considere o sistema linear Az = b, onde A é uma matriz simétrica e positiva-definida
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de ordem nXn. O GC constroi duas sequéncias de vetores.
Tk = Th—1 — QpApy (4.10)

Pr = k-1 + BrPr—1 (4.11)
com k=1,2,....

Inicialmente adota-se xy como uma estimativa arbitraria e p; = 9. Esses vetores
(Equagao 4.10 e Equagao 4.11) satisfazem as condigoes de ortogonalidade e conjugacao

[32].

Os escalares «; e (3; sao dados por:
_ (T (4.12)
= rtAr; ’

B = (&) (4.13)

t
7“1472147‘1‘_2

O GC gera uma sequéncia de vetores (Equagao 4.14) que converge para a solugdo com

velocidade dependente do condicionamento da matriz A [1, 32|.

T, = xi_1 + ap' (4.14)

comi=1,23,..

O Algoritmo 4.3 implementa o GC de acordo com a proposta de Hestenes e Stiefel.
Observe que nessa implementacao somente quatro vetores precisam ser armazenados: =,

r, pe Ap.

A exigéncia de continuidade entre os lados de elementos vizinhos é realizada pela
maioria dos cddigos de elementos finitos através de uma modificacao na matriz de rigidez
que passa a incorpora as atualizagoes de continuidade. Neste trabalho ¢ utilizada uma

abordagem diferente. A exigéncia de continuidade é incorporada na resolucao do sistema
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linear. Assim, no método dos gradientes conjugados é realizada uma pequena modificagao,
acrescenta-se apos linha de atualizagdo da aproximagao (linha 13) o trecho do Algoritmo

4.3. Resultados numéricos mostram a eficacia de tal modificacao.

Algoritmo 3 Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados

1: estimativa inicial xq

2: célculo do residuo inicial rg = b — Ax

3 k=1
4: p1 =Tp
t
5: calculo da direcao da busca oy = (CO—TO)
p1Ap1

6: proximo valor da solugdo x; = x¢ + ap?

7: novo valor do residuo r; = ry — o Ap!

8: enquanto residuo r, # 0 faga

9:  ndmero de iteragoes k =k + 1

¢

0 = (720

110 pe = re—1+ BrPr—1
12:  célculo da direcao de busca ay = <%)
13:  atualizacdo da aproximacao zj, = xj_1 + ap®
14:  atualizacao do residuo 7, = 741 — oy ApF

15: fim enquanto

16: solucao x = xy,

O vetor de duas posigoes, v, no Algoritmo 4.3 armazena as contribui¢oes dos vizinhos
no vértice restrito calculadas através da interpolagao linear dos resultados. Ele ¢ obtido

ao se realizar a ordenacao da malha pela CHM.
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Algoritmo 4 Atualizagao da solugao nos vértices restritos
para todos os vértices faca

se vértice (v;) é restrito entao
Tk, = Yo * T; + V1% Th,
fim se

fim para

4.4 Programacao Orientada a Objetos

Tornou-se crescente o interesse em técnicas orientadas a objetos para analise de ele-
mentos finitos desde o inicio da década de 90. Foi mostrado que o uso de tal paradigma
requer menos tempo, codigos fontes menores e melhor gerenciamento em relagao a lingua-
gens procedurais [5]. S&o intmeros os programas desenvolvidos para anélise de elementos
desde entao, podem-se destacar o PZ [5, 10|, o Pyramid [34], dentre outros. Algumas das

vantagens de utilizar técnicas orientadas a objetos sao [10]:

e Reutilizacao de codigo;
e Alto nivel de abstracao;

e Féacil manutencao e extensao do programa;

Nesse trabalho foi escolhida a linguagem de programacao orientada a objetos
C++ devido a similaridade com linguagem C, além do fato, da reutilizacao de codigo ter
permitido que algumas estruturas do ALG proposto em [1] serem utilizadas também para

o caso de elementos finitos.

4.4.1 Estrutura de Classes e Métodos

A estrutura do sistema computacional aqui utilizada é idéntica da maioria dos pro-

gramas de elementos finitos, provendo uma maior familiaridade para pesquisadores em
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elementos finitos. Assim o sistema pode ser dividido em trés modulos distintos: pré-
processador, processador e pos-processador. Como dito anteriormente seu diferencial esté
no fato da utilizagao de OO e da estrutura de dados utilizada (ALG). Apesar de poder ser
dividido em trés modulos, estes estao encapsulados dentro de uma estrutura de classes. O

FEM-ALG é composto por cinco classes: Grid, Cell, Element, Node e ReferenceEl (Figura

4.6). Grid
- g : K by £
& '\;,l' }_
Cell Element Hode
\/
Referenceel

Figura 4.6: Diagrama de Classes do FEM-ALG.

4.4.1.1 Classe Grid

Esta é a principal classe da implementagao do FEM-ALG. Nela sao controlados a
estrutura de dados do ALG, a ordenacao da malha, o algoritmo de refinamento adaptativo

e os calculos dos coeficientes da matriz de rigidez. Alguns métodos dessa classe:

e SetDiscretizationMatrix: responsavel pelo célculo dos coeficientes da matriz de
rigidez utilizando os métodos da classe Cell e armazenando os resultados em ob-

jetos instanciados pela classe Element;

e ErrorAnalysisElementar( Cell *gridCell, double *energyNorm ): implementa os cal-
culos de erros apresentandos no Capitulo 2 Secao 2.4 nas normas Ly € norma energia

(semi-norma Hy);

e RefineGrid( int refinementLevel, double refinementBound, bool drawGrid ): verifica

se é necessario realizar algum refinamento entre os elementos utilizando o método
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ErrorAnalysisElementar;

e InitializeGrid( bool drawGrid ): inicializa a malha do problema com quatro elemen-

tos finitos utilizando a estrutura do ALG.

e OrderNodesGridsCells(Cell *gridCell, Cell *neighborGridCell,char direction): ana-
lisa vizinho do elemento para atribuir valores aos seus vértices obtendo assim uma

enumeracao na malha.

4.4.1.2 Classe Cell

Essa classe é responsével por implementar os nodos do ALG, armazena as infor-
macoes referentes a malha geométrica, vizinhos, proximo elemento na curva de Hilbert,
etc. Realiza calculos para a construcao das matrizes elementares. Seus principais métodos

Sa0:

e LoadElementarMatrix(Cell *gridCell, double **ae, double *be): realiza os calculos

dos coeficientes das matrizes elementares;

e LTransf2d(double **DPSI, double &DETJ | double **DSDX, double *coordx, dou-
ble *coordy): realiza o mapeamento dos valores oriundos do elemento de referéncia
e os elementos da malha. Utiliza para isso os métodos da classe ReferenceEl (Jaco-

bian, Shape2d e IntegrationRule).

4.4.1.3 Classe Referenceel

Responsavel por implementar o elemento de referéncia. Neste caso, o quadrado bi-
unitario, isto é, Q = [—1,1]?. Basicamente consiste nos métodos responsaveis pela inte-

gracao numérica e funcoes de forma.

e IntegrationRule(double **xint, double *wint, int nint): implementa a quadratura

gaussiana com 16 pontos de integragao;
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Jacobian(): retorna o valor do jacobiano da transformagao ou a informacao que o

jacobiano é nulo;

Shape2d(double **xint, double *PSI, double **DPSI, int i): calcula as fungoes de

forma do Elemento e suas respectivas derivadas de acordo com o Capitulo 2.

4.4.1.4 Classe Node

Implementa uma lista de vértices da malha. Todos os objetos dessa classe contém os

atributos referentes as coordenadas geométricas do vértice, classificagao do tipo (contorno,

restrito ou interno), os elementos aos quais pertencem, valor da solugao, situagao (ativo

ou inativo), além de atributos que serao utilizados pelo método dos gradientes conjugados.

RemoverNode(int id): remove um determinado vértice, que pode ter desaparecido

devido ao desrefinamento;

ApplyBoundaryCondition(): aplica condigdes de contorno, modifica a lista que ar-

mazena os valores dos coeficiente da matriz de rigidez;

InitializeDiagonalElementsofNodes(): calcula coeficientes da diagonal principal da

matriz de rigidez e os armazena na primeira posi¢ao da lista encadeada;

ConjugateGradientNodes(): implementa o método dos gradientes conjugados para

a lista encadeada criada com a modificagao para o caso de vértices restritos;

FillDiscretizationGlobalMatrix(Cell *gridCell, double **ae, double *be): célcula os
coeficientes da matriz de rigidez global através da contribuicao de cada elemento da

malha;

InterpListaNodes(int id, int coefele0, int coefelel, char direction): encontra os va-
lores dos coeficientes da interpolacao linear que serao utilizados para modificar os

valores da solucao encontrada no GC;

ActionNode(int id, bool situation): verifica se o vértice ja foi criado na lista.
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4.4.1.5 Classe Elements

Implementa os elementos da matriz de rigidez. Uma lista contendo a linha da matriz
de rigidez referente a cada incognita da malha. Cada objeto Node criado pela Classe Node
contém uma lista de elementos da Classe Elements. Essa classe nao possui métodos, sendo

formada pelas seguintes variaveis:

e value: armazena os coeficientes da matriz de rigidez;

e column: indica qual coluna da matriz de rigidez esté sendo representada por aquele

elemento;

e next: proximo elemento de mesma classe, representando algum outro elemento

daquela linha;

e cell: indica para cada elemento qual o vértice que ele se refere. Garante que no
método dos gradientes conjugados o elemento seja multiplicado pelo valor encon-

trado para a variavel referente aquela coluna.



Capitulo 5

Aspectos Computacionais

Neste capitulo, serao apresentandos os experimentos computacionais para analisar a
implementagao FEM-ALG. O FEM-ALG foi implementado em C++, utilizando a Stan-
dard Template Library (STL) e compilado com g++ 3.4.4(mingw especial). A simu-
lacao foi realizada em um DELL, com processador CoreDuo de 1.66GH z e 512Mbytes de
memoria RAM, usando o sistema operacional Windows XP, versao 2002 — S P2. Para vali-
dacao utilizou-se a equacao de Laplace em dois casos testes. No primeiro foram realizados
refinamentos uniformes e mostra-se a convergéncia da solu¢ao numérica a medida que a
malha é mais refinada. No segundo caso, utilizou-se a equacao de Laplace mantendo sobre
controle a quantidade de refinamentos, buscou-se assim manter um nimero reduzido de
vértices restritos para se estudar os efeitos da técnica de restrigao de vértices apresentada
no capitulo anterior. Para os resultados numéricos foram utilizados diferentes problemas
de Poisson com presenga de gradientes no dominio. Ressalta-se a importancia da equacao
de Poisson devido sua area de aplicacao tanto em eletrostéatica quanto condugao térmica

em estados estacionarios [32].
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5.1 Validacao do Método

5.1.1 Caso Teste 1

A validacao do método é feita utilizando o problema de Laplace:

Vu=0Q=(0,1)° (5.1)

com u = g(z) = x1 + x2 sobre 0.

A solugao exata desse problema é u(z) = x; +x2. Para que todos elementos da malha
fossem refinados adotou-se que 7,4 = 0.0. O objetivo era verificar a acuracia dos valores

encontrados pelo MEF. A malha apresentada na Figura 5.1

il

AR

Figura 5.1: Malha do Problema de Laplace com refinamento uniforme contendo 1089
vértices.

A Tabela 5.1 mostra uma comparacao entre os erros na norma energia para diferente
malhas. Pode-se perceber uma melhor aproximacao a medida que aumentam os nimeros

de elementos na malha.

Malha | Ntimero de Elementos | Nimero de Vértices | Erro na Norma Energia
a 16 25 1.7X10°%
b 256 289 4.4X10718
c 1024 1089 2.2X1071®

Tabela 5.1: Resultados Problema de Laplace.
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5.1.2 Caso Teste 2

Abordou-se 0 mesmo problema de Laplace apresentado no caso teste anterior. Entre-
tanto, admitiu-se um erro relativo maximo de 0.05. A Figura 5.2 mostra o comportamento
da malha pra o problema. Nesse caso utilizou-se a regra (2:1) para controlar a quantidade

de refinamentos.

\
N
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el [_| ftl__ll’“m
l__I |
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/ \ fﬂ

Figura 5.2: Malha do Problema de Laplace com 41 vértices e CHM associada.

A Figura 5.3 mostra o grafico da quantidade de vértices pela energia do erro na norma

energia (semi-norma H;) mostrando a convergéncia da solugao.

Mdmero de equagdes (n)

A5L .

lag [|Erral|

_55 1 1 1
3 35 4 45 5 5.5 B

log n

Figura 5.3: Taxa de convergéncia do refinamento h para o problema de Laplace.
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5.2 Testes Computacionais

5.2.1 Problema de Poisson 1

Considere o problema de Poisson em € = (0,1)? definido pela Equagao 5.2 com

condicao de contorno de Dirichlet.

—Viu = f(z,y) (5:2)

com condicao u = 0 sobre 0f).
O termo fonte é dado pela Equacao 5.3.
f(z,y) = —902%y" (1 — 2)(1 — y) +202"y"° (1 — y) — 902> (1 — 2)(1 — y) + 20y 2'°(1 — z)
(5.3)
A solucdo analitica desse problema ¢ dada por u(z) = 2'%(1 — z)(1 — y)

Na Figura 5.2.1 a malha inicial e seu processo de refinamentos sao demonstrados.
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Figura 5.4: Refinamentos sucessivos da malha do problema de Poisson 1. (a) Malha com

4 elementos; (b) Malha com 43 elementos; (¢) Malha com 248 elementos.

Pode-se observar que o FEM-ALG conseguiu detectar a regiao que apresenta o gradi-

ente proximo ao ponto (1,1).
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Figura 5.5: Comportamento da solugao wuy, para o problema de Poisson 1.

5.2.2 Problema de Poisson 2

Considerando o problema definido pelas Equagoes 5.2 e u = 0 sobre todo o contorno(052).

Agora o termo fonte é dado pela Equagao 5.4

fz,y) = 10(1 — 2)%(e'% — 1) — 402(1 — 2)(e' — 1)
+102%(e'%" — 1) — 40023(1 — x)e'®" 4 50022(1 — )% (5.4)
+20002*(1 — )% 4+ 2(1 — )%('®" — 1) — 8y(1 — y)('?" — 1)

+1005%(1 — )% 4+ 22(e'%" — 1) — 80> (1 — y)e'%" + 400y (1 — y)2e'’

A Equagao 5.5 é a solugao analitica desse problema.

A Figura 5.2.2 apresenta as malhas para este problema. Observe que o refinamento

¢ maior proximo a regiao com presenca de gradiente.

u(z) = 522 (1 — 2)2(e'% — 1)2(1 — y)*(e'®" - 1). (5.5)

Assim como no problema anterior o FEM-ALG é capaz identificar a presenca do e

aproximar de maneira precisa.
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Figura 5.6: Refinamentos sucessivos da malha do problema de Poisson 2. (a) Malha com
52 elementos; (b) Malha com 112 elementos; (¢) Malha com 335 elementos.

Figura 5.7: Comportamento da solucao wu; para o problema de Poisson 2.



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho foi desenvolvido um aplicativo que integra uma estrutura em grafos
(ALG) ao Método dos Elementos Finitos na geragao de um método adaptativo para

solucao de problemas de equagoes diferenciais, denominado FEM-ALG.

O FEM-ALG é um aplicativo que mantém a estrutura original de programas de e-
lementos finitos facilitando pesquisas na area. Como se sabe, em métodos numéricos a
eficiéncia de processamento ¢ fundamental. Os resultados dos testes efetuados com o
aplicativo mostram que o mesmo ¢é capaz de detectar regioes com presenca de gradientes

e realiza refinamentos locais com acurécia.

O FEM -ALG é resultado de um estudo detalhado sobre o método dos elementos finitos
e malhas adaptativas, focando o melhor tipo de estruturas de dados para representéa-las.
Além disso, o mesmo implementa uma solugao para ordenacao dos vértices da malha de

elementos finitos através da curva de Hilbert Modificada.

O aparecimento de vértices restritos é solucionado através do calculo da contribuicao
dos vértices do lado contiguo a ele, empregando uma interpolacao linear. Tal interpolacao
¢ incorporada ao método dos Gradientes Conjugados na obtencao da solugao sobre os

vértices restritos.

Este trabalho apresenta também o diagrama de classes do aplicativo, onde pode ser

percebida a simplicidade da estrutura desenvolvida. Esse fato possibilita a integracao de
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novos modulos, tanto para integracao numérica quanto a incorporacao de elementos com

maiores graus de liberdade.

6.1 Trabalhos Futuros

Uma extensao deste trabalho é a utilizacao de elementos isoparamétricos para repre-
sentar dominios de contorno irregulares, além da anélise de problemas com singularidade.
Dessa maneira, seria possivel analisar os efeitos da interpolacao quando mais refinamentos

SA0 Necessarios.

Em [23] sdo propostas fungoes de forma baseadas em métodos sem malha. Tais fungdes
apresentam alta acuracia quando empregadas a estrutura da quadtree no MEF. Torna-se

necessario avaliar os efeitos de tais fungoes sobre a estrutura do ALG.

Burgarelli [6] e Robaina |7] mostram que o ALG apresenta granularidade fina, que
sugere sua paralelizacao. Portanto o mesmo estudo deve ser realizado para o caso do

FEM-ALG observando a questao da nao conformidade da malha.

Por fim, uma abordagem em malhas triangulares. Esse tipo de malha ¢é interessante
para contornos irregulares. Entretanto, o refinamento da malha gera problemas de condi-
cionamento com a diminui¢do dos angulos internos dos triangulos [29]. A estrutura de
refinamento local do ALG diminuiria os efeitos da redugao dos angulos devido ao refina-
mento nao ser propagado por toda a malha. Portanto, uma implementagao de elementos
finitos com elementos triangulares utilizando o ALG seria necessaria a fim de verificar sua

eficiéncia.
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