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Resumo da Tese apresentada à UFF omo requisito parial para aobtenção do grau de Doutor em Computação (D.S.)Novos algoritmos heurístios e híbridos para o Problema de Esalonamento de Projetos om Restriçãode Reursos DinâmiosAndré Renato Villela da SilvaJaneiro/2010Orientador: Luiz Satoru OhiPrograma de Pós-Graduação em ComputaçãoEsta tese apresenta novos métodos para resolver o Problema de Esalonamento deProjetos om Restrições de Reursos Dinâmios (PEPRRD). Este tipo de reurso é di-ferente dos demais porque é onsumido quando uma tarefa do projeto é ativada, mastambém é produzido ao �nal desta ativação. Sua quantidade máxima não é limitadaomo nos reursos renováveis, muito omuns em problemas de esalonamento de projetos.O objetivo do PEPRRD é maximizar a quantidade de reursos ao �nal de um horizontede planejamento, por meio da ativação de tarefas onsideradas lurativas. O PEPRRDpode ser usado para modelar projetos de expansão de empresas, onde o objetivo prinipalé obter a maior quantidade possível de reursos. É proposta nesta tese uma nova mo-delagem matemátia para o problema, bem omo algoritmos meta-heurístios e métodoshíbridos. Alguns testes mostraram que os Algoritmos Evolutivos que utilizam uma formaespeí�a de representação das soluções são bastante e�ientes omparando om outrasmeta-heurístias. Métodos híbridos que utilizam este evolutivo om o otimizador CPLEXapresentaram desempenho muito bom em várias instânias.



Abstrat of Thesis presented to UFF as a partial ful�llment of the requirements forthe degree of Dotor in Siene (D.S.)New heuristi and hybrid algorithms for the Dynami Resoure-Constrained ProjetSheduling ProblemAndré Renato Villela da SilvaJanuary/2010Advisor: Luiz Satoru OhiDepartment: Computer SieneThis thesis presents new methods for solving the Dynami Resoure-Constrained Pro-jet Sheduling Problem (DRCPSP). This kind of resoure is di�erent from others beauseit is onsumed when a projet task is ativated, but is also produed at the end of this ati-vation. Its maximum amount is not bounded like the renewable resoures, whih are veryommon in projet sheduling problems. The objetive of DRCPSP is to maximize theamount of resoures at the end of a planning horizon, through the ativation of tasks on-sidered pro�table. The DRCPSP may be used to model expansion projets of ompanies,where the main objetive is to obtain the greatest possible amount of resoures. It is pro-posed in this thesis a new mathematial model for the problem, as well as meta-heuristialgorithms and hybrid methods. Some tests showed that the evolutionary algorithmsthat use a spei� form of representation of the solutions are quite e�ient omparedwith other meta-heuristis. Hybrid methods that use these evolutionary algorithms withthe CPLEX optimizer had very good performane in several instanes.
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Capítulo 1
Introdução
A omputação vem, há déadas, ajudando o homem a resolver os mais variados tiposde problemas tanto teórios omo prátios. Partindo de um aráter predominantementevital, onde a apaidade de deifrar ódigos era responsável pela salvamento ou perdade entenas de milhares de vidas, durante a 2a Guerra Mundial, a omputação evoluiusuprindo e seguindo as neessidades aadêmias e omeriais das déadas posteriores.Uma quase in�nidade de problemas teórios e apliações prátias surgiu, demandandouma apaidade omputaional ada vez maior. Embora software e hardware tenham setornado muito mais e�ientes, ainda há inúmeros asos onde não é possível obter umaresposta em tempo razoável e há até mesmo problemas onde sequer é possível a�rmarexistir uma resposta.Os problemas omputaionais são ostumeiramente lassi�ados em três grupos: (i)os problemas de deisão, onde é neessário responder sim (verdadeiro) ou não (falso) aum erto questionamento; (ii) os problemas de loalização, onde é neessário enontraruma erta estrutura dentro de um onjunto de dados de entrada; (iii) os problema deotimização, onde é neessário enontrar a estrutura mais adequada também provenientede um onjunto de dados de entrada, isto é, a estrutura que maximize ou minimize o valorde uma função objetivo através da apresentação de uma solução ótima.Este último grupo de problemas é de ruial importânia não só na área de ompu-tação mas prinipalmente em ambientes industriais e/ou omeriais, em instituições deensino, em planejamento/exeução de projetos diversos e em qualquer outro segmentoonde a tomada de deisão seja parte fundamental do negóio. Dentre os problemas destegrupo, existem alguns partiularmente difíeis de serem resolvidos em sua otimalidade.



1.1 O Problema de Esalonamento de Projetos - PEP 2Estes problemas são hamados de NP-árduos (ou NP-difíeis) e abordam temas omootimização em grafos (oloração e obertura de grafos), roteamento (ilo hamiltonianomínimo, problema de entrega de meradorias om janelas de tempo), problemas de aloa-ção (timetabling, bin-paking) e problemas de esalonamento (esalonamento de tarefas eprojetos), para itar alguns exemplos.A exeução mais rápida de um programa paralelo, o sequeniamento da produção demeradorias numa linha de montagem, o planejamento da expansão dos negóios de umaompanhia, tudo isto tem em omum o fato de poder ser modelado om um problemade esalonamento. Por isso, grande atenção tem sido dada a este tipo de problema,prinipalmente na última déada.Além do lássio problema de esalonamento onde se deseja exeutar um onjuntode tarefas, respeitando-se relações de preedênia, no menor tempo possível (tambémhamado de makespam), é muito omum enontrarmos na literatura trabalhos que levamem onta uma restrição a mais para exeução das tarefas: o onsumo obrigatório de ertaquantidade de reursos. Neste aso temos o hamado Problema de Esalonamento deProjetos - PEP.1.1 O Problema de Esalonamento de Projetos - PEPNos Problemas de Esalonamento de Projetos, dois elementos são de fundamental impor-tânia: as tarefas, que onstituem ada uma das etapas do projeto a ser exeutado, e osreursos, que são os insumos neessários para que uma tarefa seja exeutada. As tarefasestão onetadas entre si através de relações de preedênia que determinam a ordem emque as tarefas podem ou não ser exeutadas. Normalmente, estas relações são do tipo(�nish-to-start), ou seja, é preiso que uma tarefa predeessora seja ompletamente exe-utada antes de uma tarefa suessora omeçar a ser. Também é muito omum que umatarefa possa ter mais de uma predeessora. Neste aso, todas as predeessoras preisamter sido exeutadas antes da tarefa em questão omeçar. O objetivo mais omum é fa-zer om que todas as tarefas do projeto sejam exeutadas o mais rapidamente possível,respeitando as restrições de preedênia e de utilização dos reursos.Os reursos que são neessários para a exeução das tarefas são o outro elemento a



1.1 O Problema de Esalonamento de Projetos - PEP 3ser administrado no PEP. Cada modelo de PEP vai de�nir omo os reursos podem serutilizados, suas quantidades máximas, seus tipos e outras araterístias que se �zeremneessárias. Por haver uma grande variedade reursos e de polítias de utilização, maioresexpliações serão forneidas nas subseções seguintes.1.1.1 Reursos utilizados em Problemas de Esalonamento deProjetosReurso é um nome muito genério que pode ser apliado a pratiamente todos os om-ponentes de um PEP: as unidades de proessamento utilizadas para exeutar as tarefassão um exemplo que muitas vezes nem sequer é notado, uma vez que, obviamente, sãofundamentais para a exeução das tarefas. Normalmente, os PEPs modelam apliaçõesprátias omo sequeniamento de linhas de produção, onfeção de produtos manufatura-dos, projetos de sistemas omputaionais, onstrução de edi�ações, entre outros. Nestesasos, ao se exeutar uma etapa do projeto, estamos interessados no onsumo ou na utili-zação de elementos omo madeira, ferro, papel, equipamentos, maquinários, desenhistas,programadores ou qualquer outro tipo de pro�ssional ou substrato, inlusive o dinheiro.O onsumo dos materiais itados paree ser um laro exemplo de reurso num PEP. Autilização de mão-de-obra também o é, uma vez que sem ela não seria possível exeutar asetapas de um projeto. Já o dinheiro é, talvez, o reurso ao qual é dada a maior atenção,pois é sempre de interesse das empresas resolver seus problemas de planejamento e/ouexeução om o menor gasto possível. Os reursos, mesmo na sua grande diversidade, sãofrequentemente lassi�ados pela literatura de aordo om a maneira om que partiipamdo esalonamento em questão. Uma lassi�ação bastante tradiional os divide em doisgrupos: reursos renováveis e reursos não-renováveis.Por reursos renováveis entendem-se aqueles que, após serem utilizados na exeuçãode uma tarefa do projeto, �am novamente disponíveis para serem utilizados em outratarefa ainda não exeutada. Alguns exemplos de reursos desta lasse são as máquinas(esavadeiras, tratores, omputadores, aldeiras) e os pro�ssionais (engenheiros, progra-madores, diretores, assistentes). Estes reursos podem ser reutilizados ao �nal de umaetapa de projeto. É bastante razoável supor que, ao terminar de esrever um módulode um sistema omputaional, tanto o programador quanto o omputador utilizado por



1.1 O Problema de Esalonamento de Projetos - PEP 4ele estejam disponíveis para partiipar da riação de outro módulo. A frequênia omque é possível reutilizar os reursos e, prinipalmente, a taxa de renovação dos reursosfazem parte do enuniado do problema. Muito omumente, a totalidade (quantidade ini-ialmente disponível) dos reursos �a novamente apta a ser empregada a ada intervalomínimo de tempo onsiderado no problema.Os reursos são lassi�ados omo não-renováveis se eles estiverem disponíveis umaúnia vez durante todo horizonte de tempo no qual deve ser tratado o problema. Umavez que eles são utilizados (onsumidos) não é mais possível ontar om eles até o �m doproblema. Exemplos mais omuns itados na literatura são ombustíveis e dinheiro, entreoutros.Mais raramente, pode-se enontrar também um tipo de reurso que proura apresen-tar araterístias tanto dos reursos renováveis quanto dos não-renováveis. Estes reursossão hamados de parialmente renováveis [1, 2℄. A prinipal araterístia deste tipo dereurso é que, durante alguns instantes ti pré-determinados, a utilização dos reursos émodelada onforme os reursos renováveis, ou seja, os reursos utilizados nestes instantespoderão ser novamente utilizados posteriormente. Já no restante do horizonte de tempo,se os reursos forem utilizados, eles serão onsumidos em de�nitivo e não poderão serempregados novamente. Esta interessante araterístia permite que os reursos parial-mente renováveis possam modelar os outros dois tipos de reursos omo asos partiulares:se o subonjunto de instantes ti for equivalente ao horizonte de planejamento, os reursosparialmente renováveis poderiam ser tratados omo renováveis - em todos os instantesnão há onsumo de reursos; se o subonjunto ti for vazio, os reursos terão o mesmo om-portamento dos reursos não-renováveis - em todos os instantes a utilização dos reursossupõe seu onsumo.1.1.2 Produção de Reursos nos Problemas de Esalonamento deProjetoTradiionalmente, os PEPs não supõem a geração e sim o onsumo dos reursos quesão dados de entrada om valores pré-de�nidos uma vez que ou estes têm aráter não-renovável ou têm sua taxa de renovação bem de�nida pelo problema. Estes enários,no entanto, não são apazes de modelar ertas situações onde, a partir do término da



1.1 O Problema de Esalonamento de Projetos - PEP 5exeução de uma etapa do projeto, esta passa a gerar reursos adiionais. Como formade ilustrar estas situações, suponha que o projeto em questão seja a expansão omerialde uma ompanhia. Após a onstrução de uma nova �lial, é razoável supor que ela possaontribuir �naneiramente om a matriz por meio do luro que se espera dela. O reursoque se apresenta mais importante neste aso, sem dúvida, é o retorno �naneiro. Aquantia, uma vez investida na onstrução da �lial, não �a novamente disponível ao �naldesta etapa ao ontrário de uma máquina ou um trabalhador. O que oorre é que apósa �nalização deste investimento, o mesmo passa a retornar novos reursos �naneiros quepoderão ser apliados na exeução de outras etapas: abertura de novas �liais, ontrataçãode pessoal, ompra de equipamentos, entre outros.No exemplo itado, o dinheiro é um reurso renovável, mas não omo nos modelostradiionais, onde há uma quantidade máxima disponível a ada instante de tempo. Nestenosso modelo, um reurso é renovável por ser possível haver diminuição e aumento de suaquantidade disponível ao longo do tempo.Um trabalho que aborda esta araterístia pode ser visto em [3℄. Naquele artigo, omodelo de esalonamento permite que, após a onlusão de uma etapa i, uma quantidadede reursos ri seja produzida e disponibilizada para o problema. Supondo que ai sejaa quantidade de reursos neessária para exeutar a etapa i, ai = ri poderia modelaro reurso omo renovável, ai > ri impliaria em uma restituição inompleta e ai < riimpliaria na produção de reursos extras.Nem sempre, entretanto, a produção de reursos oorre de maneira tão simples. Vol-tando ao exemplo da matriz que deseja abrir �liais, a produção de reursos (dinheiro, noaso) permanee desde o término da onstrução da �lial até o �m do horizonte de plane-jamento em questão. Inlusive, pode-se supor que, om o passar do tempo, os reursosgerados (luro) aumentem, diminuam ou osilem livremente - a ada instante de tempo
t, posterior à exeução de uma tarefa i, são gerados pi(t) reursos.1.1.3 Múltiplos Tipos de ReursosCom o objetivo de generalizar ainda mais o PEP, é possível assumir a existênia de mais deum tipo de reurso de forma que a exeução de uma etapa só oorra ao serem apliados



1.1 O Problema de Esalonamento de Projetos - PEP 6os diversos reursos neessários, em quantidades mínimas previamente de�nidas. Estageneralização serve para modelar, por exemplo, etapas da produção de alimentos quepreisam de farinha, água, sal, açúar, leite, ovos, entre outras substânias. Cada umadelas pode ser entendida omo um reurso neessário à produção do alimento desejado.Pensando de forma mais abstrata, os múltiplos reursos abrem preedentes para quese permitam formas distintas de se exeutar as etapas do projeto. Estas formas onsu-mirão reursos distintos em quantidades também distintas, mas todas elas resultarão na�nalização da mesma tarefa. Em outras palavras, a exeução de uma tarefa i poderáser feita de ki formas distintas, om ustos e, potenialmente, luros também distintos.O exeutor do PEP em questão poderá esolher qual modo de exeução será utilizado,desde que sejam respeitadas as restrições de preedênia e usto, normalmente existentesem qualquer PEP. Este tipo de problema é normalmente lassi�ado omo Multi-modal[4, 5℄.1.1.4 Objetivo dos Problemas de Esalonamento de ProjetosComo dito anteriormente, o objetivo mais omum de um PEP é a minimização do ma-kespam, que é o tempo de enerramento do projeto omo um todo. Deseja-se, portanto,ompletar a exeução de todas as tarefas do projeto no menor tempo possível, respeitando-se, obviamente, as restrições do problema.Em situações onde o número de tarefas é muito grande, pode haver asos onde estenão seja o melhor objetivo a ser busado. Se houver a existênia de tarefas não-lurativas,nas quais a quantidade máxima de reursos que podem ser produzidos é sempre inferiorà quantidade de reursos onsumidos, pode ser interessante não exeutar estas tarefas, deforma que a exeução ompleta do projeto passa a ser impratiável.Também existe a situação onde a quantidade de possibilidades (tarefas) é tão grandeque não se pode esperar inde�nidamente até que todas sejam exeutadas. Nestes asos,um objetivo interessante seria maximizar a quantidade de reursos disponíveis ao �nalde um instante de tempo H . Este objetivo é plausível nos problemas onde o horizontede planejamento é dimensionado onforme um período de tempo de interesse real: oplanejamento de uma semana, um mês, um ano, uma déada, por exemplo.



1.2 O PEP tratado neste trabalho 71.2 O PEP tratado neste trabalhoEsta tese irá abordar o PEP onde as tarefas onsomem reursos ao serem ativadas e, apartir de então, passam a gerar reursos até o �nal do horizonte de planejamento ujotamanho é dado por um dado de entrada H . Há apenas um tipo de reurso e o modelopressupõe ainda a existênia de preedênias entre as tarefas e uma quantidade iniial dereursos que poderão ser gastos nas primeiras ativações. O objetivo deste modelo é hegarao �nal do horizonte de planejamento om a maior quantidade possível de reursos.O reurso abordado neste aso não pode ter uma quantidade máxima de�nida, já queo objetivo itado perderia o sentido. Este reurso que é onsumido e, posteriormente,produzido apresenta variações de quantidade ao longo do horizonte de planejamento quesão difíeis de prever. Por isto este tipo de reurso é hamado de Reurso Dinâmio.Desta forma, o problema de esalonamento em questão será denominado Problema deEsalonamento de Projetos om Restrição de Reursos Dinâmios- PEPRRD.1.3 Apliações do PEPRRDO PEPRRD enontra apliações poteniais em expansões omeriais ou industriais, omono itado exemplo da abertura de �liais que produzem luro após sua abertura. Tambémé possível utilizar o PEPRRD em problemas de prestação de serviço ou provimento deinfra-estrutura em regiões mais afastadas. Suponha, por exemplo, que se deseja expandiruma rede de �bra ótia por várias idades do interior do estado ou do país. Não épossível, a prinípio, forneer um ponto de aesso em qualquer loalidade por questõesfísias, logístias ou mesmo �naneiras. A ampliação da rede deve oorrer atendendoprimeiramente as regiões onde o usto de implantação de um ponto de aesso é pequenoou onde é possível onseguir maior luratividade om a prestação de algum tipo de serviço(internet, telefonia, entre outros), desde que esta implantação seja teniamente viável,obviamente. Cria-se então uma situação de preedênia entre as loalidades que difereniaeste problema de outros omo os das p-medianas [6, 7, 8℄, por exemplo.



1.4 Objetivo e organização do trabalho 81.4 Objetivo e organização do trabalhoO objetivo prinipal deste trabalho é propor algoritmos e métodos, para o PEP estudado- PEPRRD, que ofereçam melhores limites duais e primais ou mesmo enontrem a soluçãoótima para algumas instânias da literatura. Embora o foo não esteja na onstrução demétodos exatos, serão analisadas duas formulações matemátias, na forma de programasinteiros mistos (MIP, em inglês). O ponto entral do trabalho �a, portanto, na disussãosobre algoritmos (meta-)heurístios e métodos híbridos, que inorporem araterístiasdas abordagens exata e heurístia.O restante deste trabalho está organizado da seguinte forma: o Capítulo 2 traz ade�nição do problema e uma revisão da literatura existente. O Capítulo 3 mostrará asformulações matemátias para o problema e omo elas podem ser melhoradas. Algorit-mos meta-heurístios serão introduzidos no Capítulo 4. Métodos híbridos - que meslamaraterístias dos algoritmos exatos e heurístios - serão o assunto do Capítulo 5. NoCapítulo 6 serão apresentados os resultados omputaionais. Por �m, a onlusão e ostrabalhos futuros serão apresentados nos Capítulos 7. O apêndie A introduz generaliza-ções propostas para o Problema de Esalonamento de Projetos om Restrição de ReursosDinâmios.



Capítulo 2
O Problema de Esalonamento deProjetos om Restrição de ReursosDinâmios - PEPRRD
Antes de apresentar a de�nição do problema, é importante deixar laro alguns oneitosutilizados no funionamento do modelo. Alguns deles são provenientes do lássio Pro-blema de Esalonamento de Projetos, outros foram de�nidos espei�amente para estemodelo.
• Tarefa: é ada uma das etapas de um projeto que preisa ou deve ser exeutada.Seu dado mais importante é o instante de tempo em que ela deve ser exeutada.
• Solução: é um vetor de n números inteiros não-negativos, onde n é o número detarefas do projeto. Cada elemento vi do vetor india o momento em que a tarefa ideve ser exeutada.
• Reurso: é qualquer insumo (material, equipamento, pro�ssional ou qualquer outroitem) neessário para exeutar ada uma das tarefas do projeto. Embora possívelem vários outros modelos, o PEPRRD admite apenas um únio tipo de reursoque pode aumular quantidade não-limitada de unidades ao longo da exeução doprojeto.
• Reursos Disponíveis: são os reursos que podem ser apliados num determinadoinstante de tempo t para a exeução de tarefas. Denota-se por Qt.
• Custo de uma tarefa: é a quantidade total (positiva) de reursos neessários paraque uma tarefa possa ser exeutada. O usto de uma tarefa i será denotado por ci.



2 O Problema de Esalonamento de Projetos om Restrição de Reursos Dinâmios - PEPRRD 10
• Luro de uma tarefa: é a quantidade não-negativa de reursos que serão produzidospela tarefa a partir do instante de tempo seguinte a sua ativação. Será denotadopor pi para ada tarefa i do problema.
• Luro aumulado: é a soma do luro das tarefas ativadas até um instante de tempo
t. A notação é feita por Pt.
• Ativação de uma tarefa: é a indiação de um instante de tempo t no qual a tarefadeve ser exeutada. Neste instante de tempo, deve haver reursos disponíveis emquantidade igual ou maior do que o usto da tarefa em questão. Também é neessárioque todas as tarefas predeessoras da tarefa em questão já estejam ativadas até oinstante de tempo anterior (t− 1).
• Duração da tarefa: é o tempo neessário para que uma tarefa possa ser inteiramenteproessada, ou seja, ter a sua exeução ompletada. No PEPRRD, já no �naldo instante da sua ativação, a tarefa é onsiderada ompletada e passa, então, aproduzir reursos até o �nal do horizonte de planejamento.
• Horizonte de planejamento: é o onjunto de instantes de tempo nos quais as ta-refas podem ser exeutadas. No PEPRRD, o tempo é disretizado em unidades(instantes) de 1 até H , sendo este um dado de entrada do problema.O PEPRRD é omposto de um grafo aílio direionado G = (V,A), onde V é umonjunto de vérties e A é o onjunto de aros que unem os vérties. A ada tarefa

i ∈ V , está assoiado um usto ci e um luro pi, inteiros não-negativos. Iniialmente,existe uma quantidade de reursos disponíveis Q0 > 0 e um luro aumulado P0 = 0. Oesalonamento deverá ser realizado durante um horizonte de planejamento omposto por
H unidades de tempo. O objetivo do problema é maximizar a quantidade de reursos(reursos disponíveis e luro aumulado) ao �nal do horizonte de planejamento.A Figura 2.1 e a Tabela 2.1 apresentam um exemplo deste modelo de esalonamentosendo resolvido por um algoritmo arbitrário. No exemplo, o horizonte de planejamentoé omposto por quatro unidades (H = 4) e a quantidade iniial de reursos disponíveis
Q0 = 4. Por questões de simpli�ação, a quantidade de reursos disponíveis Qt e o luroaumulado Pt serão indiados por Q e P , respetivamente. As tarefas já ativadas estão
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(a) (b) () (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 2.1: Etapas do exemplo de esalonamentoem brano, as que estão disponíveis para ativação apareem em inza e as que ainda nãopodem ser ativadas são mostradas em preto.Tarefa Custo Luro1 2 12 3 23 4 44 1 25 2 36 4 5Tabela 2.1: Custos e luros utilizados no exemploNo instante de tempo t = 1, Figura 2.1(a), as tarefas 1 e 2 estão disponíveis paraativação. Suponha que o algoritmo esolha a tarefa 2 para ser ativada. É neessárioonsumir 3 unidades de reursos, já que c2 = 3. O luro aumulado que iniialmente erazero passa a onter 2 unidades (p2 = 2). Com o reurso disponível restante não é possívelativar a tarefa 1, logo, o tempo t = 1 deve ser enerrado omo na Figura 2.1(b). Aose passar para o instante seguinte (t = 2, Figura 2.1()) este luro aumulado torna-sereurso disponível, uma vez que ele representa os reursos que estão sendo produzidospela tarefa já ativada. Com a ativação da tarefa 2 realizada, a tarefa 4 �a apta a serativada.



2.1 Revisão da Literatura dos PEPs 12A quantidade de reursos disponíveis, agora, permite que ambas as tarefas 1 e 4 sejamativadas. Esta deisão faz om que sejam subtraídas 3 unidades de reursos (c1 + c4 = 3)e sejam inorporadas mais 3 unidades (p1 + p4 = 3) ao luro aumulado, omo na Figura2.1(d). Como não há mais tarefas para serem ativadas neste momento, é neessário iniiara transição para o instante de tempo seguinte: o luro aumulado é somado aos reursosdisponíveis e o estado das tarefas é atualizado.No iníio do tempo t = 3 (Figura 2.1(e)), a tarefa 3 pode ser ativada já que há reursossu�ientes. Atualizados os reursos disponíveis, o luro aumulado e o estado das tarefas,hegamos ao último instante de tempo (t = 4, Figura 2.1(g)), quando as tarefas 5 e 6 serãoativadas. Ao �nal deste instante (Figura 2.1(h)), restaram quatro reursos disponíveis eo luro aumulado é de dezessete unidades. O resultado deste esalonamento, portanto,é igual a vinte e uma unidades de reurso.2.1 Revisão da Literatura dos PEPsO Problema de Esalonamento de Projetos mais básio é hamado de Problema de Esa-lonamento de Projetos om Restrição de Reursos (PEPRR). Neste problema, o objetivoé reduzir o tempo de exeução do projeto (makespam), respeitando as relações de pree-dênia e os reursos disponíveis. Em [9℄, foi mostrado que o PEPRR é NP-árduo. Destaforma, o uso de métodos exatos ([10, 11, 12℄) para resolvê-lo �a restrito a instânias depequeno porte. Estes métodos foram propostos omo variações do algoritmo branh-and-bound.Métodos heurístios têm sido mais explorados para instânias de maior porte. Heu-rístias simples ([13, 14℄) e Meta-Heurístias ([15, 16, 17℄) são muitos omuns até mesmoem generalizações para o PEPRR omo a sua versão que permite a exeução das tarefasem múltiplos modos ([4, 18, 5℄). Esta versão permite que as tarefas sejam exeutadasde diversas formas, onsumindo reursos e quantidades diferentes de aordo om o modoesolhido.Reentemente, bons resultados têm sido obtidos por meio da utilização das hamadasrandom-keys ([19℄), inlusive para outros problemas de otimização ombinatória ([20, 21℄).Nestes asos, a solução é representada por números reais que de�nem uma forma de



2.2 Literatura referente ao PEPRRD 13prioridade para que ada uma das tarefas seja ativada. Uma solução representada porprioridades pode ser amplamente manipulada sem ausar inviabilidades na solução. Istose deve ao fato de que qualquer onjunto de números reais pode ser igualmente tratadopelo algoritmo de esalonamento assoiado a esta forma de representação.A literatura espeí�a do PEPRRD não ontemplava a utilização desta forma derepresentação por prioridades até este trabalho. No Capítulo 4, serão apresentados osalgoritmos propostos para trabalhar om esta abordagem. No entanto, a literatura doPEPRRD será revisada na seção seguinte, para que se possa ter uma idéia dos métodosjá propostos e dos seus pontos fortes e fraos.2.2 Literatura referente ao PEPRRDO Problema de Esalonamento de Projetos om Restrição de Reursos Dinâmios é umaextensão do tradiional Problema de Esalonamento de Projetos om Restrição de Reur-sos (PEPRR). Embora muitos oneitos sejam omuns a ambos os problemas, a produçãode reursos faz om quem os algoritmos propostos para o PEPRR não ontemplem todasas possibilidades de esolha das tarefas que serão exeutadas, uma vez que é feita apenasa administração dos reursos já existentes. Esta ine�iênia se torna ainda mais visível selevarmos em onta que os objetivos dos problemas são bastante diferentes.Em [22℄ é apresentado o primeiro trabalho espei�amente elaborado para o PEPRRD.Nele, uma heurístia onstrutiva hamada de ADDR gera um esalonamento válido usandoomo ritério prinipal a relação de luro/usto de ada tarefa. A ada instante de tempo,uma lista é gerada ontendo todas as tarefas disponíveis para ativação neste instante. Alista é ordenada de aordo om a relação usto/luro, de forma que as tarefas mais lurati-vas estejam no omeço da lista. Um parâmetro α, semelhante ao utilizado em algoritmosGRASP (Greedy Randomized Adaptive Seah Proedure, [23℄), restringe a lista apenas aosmelhores elementos. Desta lista restrita, um elemento é esolhido aleatoriamente paraativação, se ainda houver reursos su�ientes para tanto. A quantidade de reursos dis-poníveis e o luro aumulado são atualizados; o algoritmo prossegue tentando ativar maistarefas até que não haja mais reursos ou tarefas disponíveis. Quando isto oorre, a úniaoisa a ser feita é passar para o próximo instante de tempo. Estes proedimentos são repe-



2.2 Literatura referente ao PEPRRD 14tidos até se analisar o último instante de tempo. O Algoritmo 1 mostra um pseudo-ódigopara o método ADDR.Algoritmo 1 ADDR1: Q← Reursos Iniiais;2: P ← 0;3: for t = 1 to H do4: Q← Q + P ; //alula os reursos disponíveis para o próximo instante5: Gera-se a lista D de tarefas disponíveis;6: Ordena-se D de aordo om ci
li
; //resentemente7: while (Q>0)e(|D| > 0) do8: Gera-se a lista L om as α melhores tarefas;9: k ← aleatoria(L); //esolhe e retira uma tarefa de L10: if ck ≤ Q then11: Ativa-se k;12: Q← Q− ck; //derementa o total de reursos13: P ← P + pk; //inrementa o luro aumulado14: end if15: end while16: end for17: return Q + P ;Vale a pena destaar que a heurístia ADDR tem aráter duplamente guloso. Pri-meiro, por esalonar as tarefas por ordem de luratividade; depois, por tentar utilizartodos os reursos disponíveis sem se preoupar em reservá-los ou eonomizá-los. Eviden-temente, instânias interessantes vão apresentar situações onde este aráter duplamenteguloso resultará em um esalonamento muito ruim. Pensando em se preaver destas si-tuações, alguns ritérios adiionais foram inorporados no ponto onde se forma a lista ouse deide a tarefa a ser exeutada.A primeira ténia visa evitar a ativação das tarefas que onsomem mais reursos doque poderão gerar. Se no momento em que uma tarefa estiver para ser ativada, o luroque será gerado por ela até o �nal do esalonamento for menor do que seu usto, estatarefa não será ativada. Suponha que uma tarefa i tenha usto ci = 3 e luro pi = 2.Se esta tarefa for ativada no último instante de tempo, ela onsumirá 3 unidades e seráapaz de gerar apenas 2. Obviamente esta ativação não deve ser permitida.O ritério adiional referente à primeira ténia traz uma onsequênia negativa: épossível existir uma tarefa não-lurativa que seja predeessora de outra muito lurativa.A proibição da ativação da primeira aarretará na não-ativação da segunda, o que pode



2.2 Literatura referente ao PEPRRD 15ser muito desvantajoso. Com o objetivo de suprir esta arênia, estabeleeu-se um fatorde folga para que o ritério seja apliado om mais inteligênia: um valor real maior doque 1 (um) é multipliado pelo luro total que pode ser produzido pela tarefa e, então,o resultado é omparado om o usto. Assim �a permitida a ativação de tarefas quetragam um prejuízo pequeno, visando que este prejuízo seja oberto pela ativação de umaou mais tarefas suessoras que sejam efetivamente lurativas.A tereira ténia muda o ritério de ordenação da lista D (Algoritmo 1). Ao invésde se utilizar o ritério luro/usto, é feito um álulo de qual o maior luro possível
EPi pode ser gerado por ada tarefa i, admitindo-se que elas serão ativadas o mais edopossível - isto é feito analisando-se a topologia do grafo de entrada. Este valor EPi éentão dividido pelo usto da tarefa ci para que se possa estabeleer a ordenação da listaD. A última das ténias propostas não traz impato sobre o resultado imediato doesalonamento, mas sobre seu tempo de exeução. Numa etapa de pré-proessamento éfeita uma varredura no grafo de entrada para se detetar aros onsiderados redundantes,ou seja, aros que impõem uma preedênia já estabeleida por meio de outras tarefas,omo na Figura 2.2, onde a preedênia entre as tarefas 1 e 3 é dada diretamente e pormeio da tarefa 2. O aro (1,3) pode ser removido pois não será possível ativar a tarefa 3imediatamente após a tarefa 1, já que há a neessidade de se ativar também a tarefa 2antes da tarefa 3.

Figura 2.2: Exemplo de aro redundanteAinda neste primeiro trabalho foram apresentadas duas busas loais: LS1 e LS2. Aprimeira delas reebe um esalonamento já realizado e tenta loalizar tarefas que foramativadas em vão, ou seja, tarefas não-lurativas que foram ativadas por ausa de possíveissuessoras mais lurativas. Se estas suessoras aabaram não sendo ativadas, as prede-essoras foram ativadas desneessariamente e devem ser removidas do esalonamento.



2.2 Literatura referente ao PEPRRD 16Já a busa loal LS2 é uma extensão da primeira, pois analisa o onjunto de todas assuessoras de uma tarefa i. Se este onjunto de suessoras não estiver produzindo maisreursos do que a soma dos ustos das tarefas envolvidas, todo este onjunto de tarefasdeve ser removido. Os resultados omputaionais mostrados naquele artigo indiam quese os parâmetros das ténias apliadas ao onstrutivo ADDR forem bem alibrados, asbusas loais onseguem melhorar muito pouo o esalonamento já realizado.O algoritmo onstrutivo e as busas loais serviram de base para a elaboração de doisalgoritmos evolutivos hamados de EA1 e EA2. Ambos operam sobre uma populaçãode tamanho �xo ontendo 30 indivíduos e um ritério de parada de 50 gerações. Aspopulações são divididas em três lasses ompostas pelos 20% melhores individuos (lasseA), pelos 20% piores indivíduos (lasse C) e pelos indivíduos restantes (lasse B). Um paida lasse A e outro da lasse B são esolhidos. Cada tarefa do �lho gerado será ativada deaordo om o menor tempo em que ela foi ativada em ada um dos pais. Por exemplo: sea tarefa 5 é ativada no primeiro pai no tempo 7 e no segundo pai no tempo 4, no �lho estatarefa será ativada no tempo 4. Apenas os 30 melhores indivíduos (entre pais e �lhos)permaneem para a próxima geração.A diferença entre os dois algoritmos evolutivos é que o primeiro não utiliza as téniasadiionadas ao ADDR nem as busas loais. Ele é onstituído apenas do método ons-trutivo e dos operadores evolutivos. O objetivo foi mostrar que as ténias e as busasloais ajudaram a gerar soluções melhores. As busas, omo já menionado, não foramresponsáveis por grandes aprimoramentos até porque as ténias foram bem alibradas,o que permitiu a onstrução de soluções já bem melhoradas em relação àquelas obtidaspelo onstrutivo isoladamente.A forma de representação da solução utilizada é a representação direta. Nela, umasolução é dada por um vetor de n inteiros não-negativos, onde n é o número de tarefas dainstânia. Cada valor india o tempo de ativação de uma tarefa e o valor zero india quea tarefa não foi ativada.O segundo trabalho sobre o PEPRRD foi apresentado em [24℄. O objetivo do trabalhofoi propor uma solução para o prinipal ponto frao dos algoritmos evolutivos anteriores:a onvergênia prematura. Após algumas gerações, os evolutivos tinham di�uldade emontinuar melhorando a qualidade dos indivíduos por meio do operador de ruzamento.



2.2 Literatura referente ao PEPRRD 17A proposta do artigo foi utilizar outra meta-heurístia onde fosse possível desartar so-luções ruins ou que não pudessem ser melhoradas de maneira e�iente. A meta-heurístiaesolhida para substituir os algoritmos evolutivos foi o GRASP [23, 25, 26℄.No GRASP, a ada iteração, uma nova solução é gerada por um método onstrutivo edepois aprimorada por alguma busa loal. Além do onstrutivo ADDR, dos ritérios deesolha das tarefas e das duas busas loais, foi utilizada uma nova busa loal propostanaquele artigo. A busa loal hamada de LS3 aproveita parte de um esalonamento jáonstruído e o ompleta utilizando um ritério menos guloso do que aquele utilizado peloonstrutivo ADDR.Para que a busa loal pudesse funionar bem, era neessário que a parte do esalo-namento a ser mantida não fosse pequena, pois poua informação seria aproveitada dasolução original, nem fosse muito grande, já que desta forma pouas alterações seriampossíveis em relação à solução original.Como de�nir este exato ponto intermediário é algo muito ustoso omputaional-mente, uma forma mais simples foi empregada: esolhe-se aleatoriamente, a ada vez quea busa LS3 for utilizada, um instante de tempo TL dentro do intervalo [H
4
, H

2
]. Já oajuste do ritério guloso empregado foi feito por meio da modi�ação do parâmetro αforneido para o método ADDR.Os resultados omputaionais mostrados naquele artigo indiam que a busa LS3 temapaidade de melhorar uma solução bem maior que as busas LS1 e LS2. As duas versõesde GRASP testadas no artigo foram melhores do que os evolutivos EA1 e EA2, propostosanteriormente.A busa loal LS3 foi empregada novamente em [27℄, omo parte de um novo al-goritmo evolutivo. Desta vez, além dos operadores evolutivos básios, foram propostosoutros meanismos para tentar evitar a onvergênia prematura. Cada indivíduo terá umaprobabilidade de passar pela busa loal LS2, de aordo om a sua aptidão - indivíduosmais aptos terão hanes maiores. Como a busa loal LS2 pode ser bastante ustosaomputaionalmente, faz pouo sentido apliá-la indisriminadamente a toda a popula-ção. Isto, por si só, não evita a onvergênia prematura, mas faz om que a populaçãoentre em estado de estagnação om um ótimo loal ligeiramente melhor.



2.2 Literatura referente ao PEPRRD 18Os meanismos de intensi�ação e diversi�ação mais espeí�os omeçam a agirquando a população passa algumas gerações sem aprimorar a melhor solução enontrada.Num primeiro lugar, a melhor solução enontrada servirá de semente para a geração deindivíduos bastante semelhantes. Usando a busa LS3, este melhor indivíduo dá origemuma população inteira de novos outros, de forma semelhante ao GRASP proposto em [24℄.Esta fase funiona omo uma intensi�ação ao redor desta solução, o que pode fazer omque melhores soluções sejam mais failmente enontradas.Se isto não oorrer, porém, e mais algumas gerações se suederem sem aprimoramentosna melhor solução, toda a população será desartada e uma nova população será riada apartir do algoritmo onstrutivo ADDR, omo foi feito na população iniial do algoritmoevolutivo. Esta fase tem o objetivo de diversi�ar o foo do algoritmo evolutivo paraoutras soluções diferentes daquelas nas quais ele está trabalhando no momento. Umpseudo-ódigo deste algoritmo hamado EA3 está mostrado no Algoritmo 2; os operadoresevolutivos de ruzamento e seleção natural são idêntios aos propostos em [22℄.Algoritmo 2 EA3Meanismo ← Intensi�ação;População ← IniiaPopulação(20 indivíduos);Geração ← 1;while Geração ≤ 40 doPopAuxiliar ← Cruzamento(População);Popauxiliar ← LS2(PopAuxiliar);População ← SeleçãoNatural(População,PopAuxiliar);if Não Melhorou Por 4 Gerações thenif Meanismo = Intensi�ação thenPopulação ← Intensi�a(População);Meanismo ← Diversi�ação;elsePopulação ← Diversi�a(População);Meanismo ← Intensi�ação;end ifend ifGeração ← Geração + 1;end whilereturn Melhor Indivíduo;Também neste artigo é proposto um método híbrido apaz de ombinar um esalo-namento parial gerado por um método exato om o evolutivo EA3. Este esalonamentoparial é obtido pelo software CPLEX [28℄, de aordo om a formulação matemátia pro-



2.2 Literatura referente ao PEPRRD 19posta em [22, 24℄ e limitando-se a ativação das tarefas até o instante de tempo H
2
, onde

H é o tamanho do horizonte de planejamento. O objetivo é gerar a população iniial e aspopulações produzidas pela diversi�ação a partir do esalonamento parial e da apliaçãoda busa loal LS3. Com a primeira metade do esalonamento a argo do método exato,espera-se passar para a busa loal uma solução parial de qualidade superior em relaçãoàquelas geradas de forma heurístia.O método híbrido hamado de CPLEX+EA3 se mostrou partiularmente e�iente nasinstânias que tinham um horizonte de planejamento não muito longo (até 25 unidadesde tempo aproximadamente), mesmo que houvesse grande número de tarefas. Com ohorizonte de planejamento mais extenso, o tempo omputaional gasto pela primeiraparte do esalonamento não se re�etia na qualidade da solução gerada, o que fez om queeste método fosse onsiderado inviável para estas instânias.Outra di�uldade que não foi bem superada enontra-se na geração dos �lhos. Oalgoritmo de ruzamento adotado pelo EA3 - o mesmo dos primeiros algoritmos evolutivos- gasta muito tempo analisando a viabilidade dos �lhos que são gerados, uma vez que aesolha dos menores tempos de ativação para as tarefas, omo é feita, não assegura queos �lhos gerados sejam soluções válidas, sem a exeução de algoritmos de orreção.Infelizmente, são pouos os artigos que abordam os reursos dinâmios. Em [29℄, éapresentado um problema de �uxo de aixa que tem algumas semelhanças omo o fato dereursos serem produzidos. No entanto, os reursos empregados na exeução das tarefasdaquele modelo não são do mesmo tipo que os reursos produzidos, que são o foo prinipaldo problema. Em outras palavras, é omo se tivéssemos dois tipos de reursos: um queé empregado na ativação das tarefas e outro que é ontabilizado na solução do problema.No aso do PEPRRD, existe apenas um tipo de reurso que é utilizado na ativação dastarefas e que também é onsiderado na solução do problema.



Capítulo 3
Formulações Matemátias para oPEPRRD
Em [22℄, foi proposta uma modelagem matemátia (F1), na forma de um programa inteiromisto, para o PEPRRD. Esta modelagem foi revisada para se tornar mais lara e éapresentada a seguir.

(F1) Max QH + PH (3.1)Sujeito à
xit ≤

t−1
∑

t′=1

xjt′ ∀i = 1, ..., n ∀t = 2, ..., H ∀j ∈ Pred(i) (3.2)
xi0 = 0 ∀i = 1, ..., n (3.3)
Qt = Qt−1 + Pt−1 −

n
∑

i=1

cixit ∀t = 1, ..., H (3.4)
Pt = Pt−1 +

n
∑

i=1

pixit ∀t = 1, ..., H (3.5)
H
∑

t=1

xit ≤ 1 ∀i = 1, ..., n (3.6)
xit ∈ {0, 1} ∀i = 1, ..., n ∀t = 1, ..., H (3.7)
Qt, Pt ∈ N ∀t = 0, ..., H (3.8)As variáveis binárias xit indiam se uma tarefa i foi ativada no tempo t ou não.As variáveis Qt e Pt indiam, respetivamente, a quantidade de reursos disponíveis eo luro aumulado ao �nal de ada instante de tempo (valores inteiros não-negativos).Em (3.1), está delarado o objetivo do problema: maximizar a quantidade de reursos



3 Formulações Matemátias para o PEPRRD 21ao �nal do horizonte de planejamento, equivalente a H instantes de tempo. As restrições(3.2) garantem que uma tarefa i só poderá ser ativada no tempo t se ada uma das suaspredeessoras j ∈ Pred(i) (Pred(i) é o onjunto de predeessoras da tarefa i) tiver sidoativada até um tempo t′, anterior a t. Iniialmente, todas as tarefas estão desativadas(3.3).As restrições (3.4) mostram omo a quantidade de reursos �utua ao longo do tempo.Estas restrições também impedem que, num instante qualquer, sejam gastos mais reursosdo que aqueles disponíveis, pois Qt preisa ser um número inteiro não negativo. Destaforma, o somatório do usto das tarefas que foram ativadas em t não pode ser maior doque a soma de dos reursos disponíveis ao �nal de t− 1 mais o luro aumulado até t− 1.As restrições (3.5) mostram que o luro aumulado até um instante t é o luro au-mulado até o instante anterior mais a soma do luro das tarefas ativadas neste instante.As restrições (3.6) garantem que um tarefa i só poderá ser ativada no máximo uma úniavez ao longo de todo o horizonte de planejamento. As restrições (3.7) e (3.8) de�nemo domínio das variáveis do problema. A Tabela 3.1 mostra uma possível solução para oexemplo utilizado no iníio do Capítulo 2 (Fig. 2.1, página 11).Tempo x1t x2t x3t x4t x5t x6t Qt Pt0 0 0 0 0 0 0 4 01 0 1 0 0 0 0 1 22 1 0 0 1 0 0 0 53 0 0 1 0 0 0 1 94 0 0 0 0 1 1 4 17Tabela 3.1: Con�guração das variáveis para o exemplo de esalonamento do iníio doCapítulo 2 - formulação F1A formulação proposta foi muito útil para que instânias pequenas fossem resolvidasaté a sua otimalidade e os resultados fossem omparados om os métodos heurístiosapresentados em [22, 24℄. Instânias de maior porte ainda demoravam muitas horas,mesmo utilizando versões reentes de otimizadores onsiderados de bom desempenho [28℄.A di�uldade enontrava-se na fraa relação entre as variáveis binárias relativas a umamesma tarefa: os somatórios das variáveis deve ser menor ou igual a 1 (um). Se olharmos,portanto, uma determinada variável dessas, não é possível a�rmar mais nada além do queoorre naquele instante de tempo a que a variável se refere. Se a variável apresentar valor



3.1 Menor tempo de Ativação 22igual a 1 (um), podemos a�rmar que a tarefa foi ativada neste instante de tempo, mas seo valor da variável for zero, não será possível a�rmar se a variável ainda não foi ativada ouse já foi ativada em algum instante de tempo anterior. Isto oorre porque, nos instantesde tempo posteriores à ativação, o valor da variável volta a ser igual a zero da mesmaforma que antes da ativação. A Tabela 3.1 ajuda a ilustrar esta situação.Uma tentativa de melhorar o desempenho da formulação é a inorporação de restriçõesadiionais. Estas restrições, uma vez adiionadas, fazem om que o valor obtido pelaRelaxação Linear seja mais próximo do valor ótimo, o que tende a aelerar a otimizaçãorealizada pelo algoritmo de branh-and-ut utilizado pelo otimizador CPLEX.As restrições adiionais não devem impedir que uma solução ótima seja enontrada,mas tentar fazer om que algumas variáveis não tenham um valor indesejado após a Re-laxação Linear. Uma maneira interessante de fazer isso é analisar a on�guração dasvariáveis binárias e inteiras do problema logo após a Relaxação. O valor destas variá-veis pode inspirar a geração das restrições adiionais que poderão ser bem aproveitadasdurante a resolução do problema. Assim, várias restrições foram propostas para esta pri-meira formulação (F1); elas serão apresentadas a seguir bem omo os oneitos que asfundamentam.3.1 Menor tempo de AtivaçãoO menor tempo no qual uma tarefa pode ser ativada (earliest time) depende, iniialmente,de sua topologia no grafo de entrada. Uma tarefa sem predeessoras, por exemplo, pode serativada já na primeira unidade de tempo. Uma tarefa que possua somente predeessorasdiretamente ligadas a ela (existe um aro entre elas no grafo de entrada) pode ser ativadaa partir da segunda unidade de tempo, desde que todas as predeessoras tenham sidoativadas antes, e assim por diante. No entanto, no PEPRRD existe um outro fator quepode fazer esta ativação não oorrer no tempo de�nido pela topologia: a quantidade dereursos disponíveis. Suponha que uma tarefa i tenham um usto K, mas não tenhapredeessoras. Se a quantidade iniial de reursos Q0 for menor do que K, esta tarefanão poderá ser ativada no primeiro instante de tempo, mas poderá ser ativada daí pordiante desde que haja reursos para tanto. O menor tempo de ativação de uma tarefa é,



3.1 Menor tempo de Ativação 23portanto, o primeiro instante de tempo no qual esta tarefa está apta a ser ativada.O Algoritmo 3 apresenta um pseudo-ódigo para o álulo do menor tempo. Inii-almente, o menor tempo atribuído a ada tarefa é seu nível topológio (linhas 1-3). Apartir de então, estipula-se uma previsão de melhor aso sobre quantos reursos estarãodisponíveis a ada instante de tempo. Para o primeiro instante, a quantidade de reursosé igual a Q0 (linha 4). A ada instante de tempo (linhas 5-24), ria-se uma lista om todasas tarefas que podem, a prinípio, ser ativadas neste instante (linha 6). Cada uma dastarefas de D passa então por um teste (linha 8): se seu usto for maior do que a previsãode reursos disponíveis, seu menor tempo deve ser postergado uma unidade, bem omo omenor tempo de todas as suas suessoras (linhas 10-11); a tarefa também é removida de D(linha 9). Lá só permaneem as tarefas que puderem ser ativadas em t. Essas tarefas sãoopiadas para duas outras listas C e L, ordenadas respetivamente em ordem resentee deresente (linhas 14-15). Neste ponto, o objetivo do algoritmo é realizar a previsãosobre os reursos do próximo instante de tempo.Essa estimativa é baseada nas tarefas que puderam ser ativadas no instante de tempoem questão. O melhor aso ompreende o menor onsumo e a maior produção de re-ursos possível. As listas C e L ordenadas omo estão failitam este álulo, pois serãoonsumidos os reursos da menor para a maior quantidade; já o inverso oorrerá om osreursos produzidos. O ponto frao desta estimativa é que a ordem de esolha das tarefasmenos ustosas não re�ete a mesma ordem das tarefas mais lurativas. Enontrar, noentanto, um subonjunto de tarefas que maximize a quantidade de reursos para o temposeguinte é semelhante ao problema da mohila [30, 31, 32℄, onde temos uma apaidademáxima que deverá ser preenhida por itens visando aumentar a soma do valor de adaitem esolhido. Em prinípio, quanto mais itens e maior valor tiverem, melhor; porém, asrestrições de apaidade devem ser respeitadas, tornando o problema NP-árduo.Ao �nal do Algoritmo 3 temos, portanto, uma estimativa de melhor aso sobre quandoas tarefas poderão ser ativadas. Antes deste tempo, é erto que não poderão ser, o quepermite �xar as respetivas variáveis om valor zero, de aordo om as Equações (3.9).Estas restrições são efetivas durante a etapa da Relaxação Linear, pois neste momento épossível que seja atribuído um valor fraionário indesejado (entre zero e um) às variáveis.Tal valor é geralmente atribuído quando não há mais reursos su�ientes para pagar o



3.2 Número máximo de tarefas 24Algoritmo 3 MenorTempo1: for i = 1 to n do2: menor(i)← nivel(i, g)3: end for4: Prev ← Q0;5: for t = 1 to H do6: D ← {i ∈ G|menor(i) = t};7: for i = 1 to |D| do8: if custo(Di) > Prev then9: menor(Di) = menor(Di) + 1;10: menor(Dj) = menor(Dj) + 1 ∀j ∈ Suc(Di);11: D = D/{Di};12: end if13: end for14: C ← L← D;15: Ordena C pelo usto (resente) e L pelo luro (deresente);16: custos← lucros← 0;17: i← 1;18: while (i ≤ |C|)e(custos ≤ Prev) do19: custos← custos+ custo(Ci);20: lucros← lucros+ lucro(Li);21: i← i+ 1;22: end while23: Prev ← Prev + lucros;24: end for25: return menor(.)usto integral de uma tarefa, assim o reurso restante é apliado na ativação �parial� datarefa visando obter desde já um luro igualmente parial, porém impossível de oorrerem uma solução inteira viável.
menor(i)−1

∑

t=1

xit = 0 ∀i = 1, ..., n (3.9)3.2 Número máximo de tarefasDe forma indireta, ao se alular a estimativa de reursos para ada instante de tempoé possível também determinar a quantidade máxima de tarefas que podem ser ativadasnestes instantes. Esse número estimado Et se refere à quantidade de tarefas analisadasnas linhas 18-22 do Algoritmo 3. A estimativa é preisa apenas para o instante de tempo
t = 1, pois é onheida a quantidade máxima de reursos neste momento, dada por Q0.



3.3 Pares de Tarefas 25Com bem menos preisão, ainda assim é possível se utilizar esta estimativa Et para selimitar a ativação das tarefas onforme as Equações (3.10).
n

∑

i=1

xit ≤ Et ∀t = 1, ..., H (3.10)3.3 Pares de TarefasAinda tendo em vista a impossibilidade de ativação de tarefas em determinadas situa-ções, é interessante impedir que duas tarefas omeem a ser ativadas ao mesmo tempose não houver reursos disponíveis para ativá-las simultaneamente. É muito omum quea Relaxação Linear onsuma reursos nos primeiros instantes de tempo om ativaçõespariais, ou seja, utilizando reursos para pagar uma fração do usto de uma tarefa e jápoder usufruir da mesma fração de seu luro no tempo seguinte. A Relaxação Linearnão tem por objetivo veri�ar que não seria possível realizar uma ativação ompleta, poisesta veri�ação �a a argo da etapa de �xação das variáveis que permaneerem omvalor fraionário. Como no primeiro instante de tempo, é onheida a quantidade exatade reursos que podem ser utilizados, a análise de todos os pares de tarefas que podemser ativadas já no primeiro instante permite determinar quais pares não poderão ter suastarefas ativadas simultaneamente em t = 1. Se a soma dos ustos das duas tarefas formaior do que o valor de Q0, no máximo uma das duas poderá ser ativada. É o que seonsegue ao inluir as restrições (3.11), a seguir.
xi1+xk1 ≤ 1 ∀{i, k = 1, ..., n|i 6= k,menor(i) = menor(k) = 1, ci+ ck > Q0} (3.11)3.4 Soma das variáveisSuponha uma tarefa i e sua suessora imediata j. O que se espera da relação entre asduas é que a tarefa i tenha valores para as variáveis binárias mais altos do que os datarefa j, já que o razoável que se ative primeiro (e ompletamente) a tarefa predeessora.Como não é possível obrigar, durante a Relaxação Linear, que uma tarefa seja ativadaompletamente antes de se omeçar a ativar outra, o que se pode fazer é riar restrições



3.5 Nova formulação 26para que em momento algum uma suessora tenha valores somados maiores do que os deuma predeessora. A Tabela 3.2 traz exemplos de valores que se enquadram na situaçãodesrita. Tempo Tarefa i Tarefa j1 0 02 0.43 03 0 0.424 0 0.215 0 0soma 0.43 0.63Tabela 3.2: Valores fraionários que justi�am as restrições sobre somas das variáveisPelos valores apresentados, nenhuma restrição original do problema foi violada, maso omportamento das variáveis não está de aordo om o que se supõe razoável por que,no �nal do horizonte de planejamento, a tarefa suessora j está �mais ativada� do quesua predeessora i. Para sanar esta situação indesejada, as Equações (3.12) podem seradiionadas ao problema original. Por meio delas, a ada instante de tempo pertinente,o somatório das variáveis da predeessora i deve ser maior que o da suessora j.
T−1
∑

t=1

xit ≥
T
∑

t=1

xjt ∀i = 1, ..., n ∀j ∈ Suc(i) ∀{T |menor(j) ≤ T ≤ H} (3.12)O prinipal motivo de adiionar este onjunto de restrições à formulação originalé busar um limite dual mais próximo do valor ótimo. Como várias on�gurações devariáveis não serão mais possíveis, espera-se que o resultado da Relaxação Linear apresenteum grau de inviabilidade menor. Como onsequênia disto, um menor número de nós daárvore do branh-and-bound deve ser analisado e mais rapidamente devemos enontrar asolução ótima.3.5 Nova formulaçãoUm ponto negativo na formulação original é a possibilidade das variáveis de uma tarefaapresentarem valores que podem aumentar ou diminuir de um instante de tempo paraoutro (quando uma tarefa é ativada o valor da variável daquele instante passa a ser igual



3.5 Nova formulação 27a um, depois este valor volta a ser zero nas variáveis dos tempos seguintes). Nem sempreé possível saber, olhando para o valor de uma variável apenas, se aquela tarefa foi ounão ativada, porque ela pode ter sido anteriormente e apresentar valores zero a partir deentão. Para determinar se a tarefa está ativada é preiso fazer um somatório envolvendotodas as variáveis relativas a tempos anteriores.Tentando resolver esta situação, vale a pena reordar que o PEPRRD pressupõe queuma tarefa permaneerá ativada até o �nal do horizonte de planejamento. Desta forma,podemos mudar a semântia da variável binária para que ela indique não somente quandouma tarefa foi ativada, mas se ela já foi ativada ou não. Usando este raioínio, desen-volvemos uma nova formulação (F2) que pretende manter o estado de ativação de umatarefa em todas as variáveis binárias a partir de um momento esolhido para tanto. Aformulação F2 é mostrada a seguir.
(F2) Max QH + PH (3.13)Sujeito à
yit ≤ yit+1 ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H − 1 (3.14)
yit ≤ yjt−1 ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H ∀j ∈ Pred(i) (3.15)
Qt = Qt−1 + Pt−1 −

n
∑

i=1

ci(yit − yit−1) ∀t = 1, ..., H (3.16)
Pt =

n
∑

i=1

piyit ∀t = 0, ..., H (3.17)
yi0 = 0 ∀i = 1, ..., n (3.18)
yit ∈ {0, 1} ∀i = 1, ..., n ∀t = 1, ..., H (3.19)
Qt, Pt ∈ N ∀t = 0, ..., H (3.20)A variável binária yit india se a tarefa i está ativada no tempo t (valor 1) ou não(valor 0). A partir do momento em que a tarefa é ativada, as variáveis binárias referentesaos tempos seguintes também serão �xadas em 1, através das restrições (3.14). Se umatarefa ainda não tiver sido ativada, as variáveis dos tempos seguintes podem ser 0 ou1. As restrições (3.15) garantem que uma tarefa i só poderá ser ativada aso todasas predeessoras j já estejam ativadas anteriormente, pelo menos no tempo t − 1. As



3.6 Restrições adiionais para a segunda formulação 28restrições (3.16) mostram omo é de�nida a quantidade reursos ao �nal de ada instantede tempo t. É interessante notar que a diferença yit − yit−1 india se uma tarefa aaboude ser ativada ou não. Se esta diferença é zero, ou a tarefa já estava ativada antes epermanee neste estado (1-1=0), ou a tarefa não estava ativada e assim ontinua (0-0=0).A diferença só será igual a 1 se a tarefa não estava ativada, mas passou a estar (1-0=1).As restrições (3.20) impedem que a diferença seja negativa. O álulo do luro aumuladoé feito pelas restrições (3.17), indiando que o este valor é dado pela soma dos luros detodas as tarefa já ativadas até o momento. As restrições (3.18) indiam que no iníio doproblema nenhuma tarefa está ativada. As restrições (3.19) e (3.20) de�nem o domíniodas variáveis. O valor de Q0 é dado de entrada do problema.A grande vantagem desta formulação é que ela é onstituída na sua quase totalidadede restrições do tipo a ≤ b, que são aritmetiamente muito simples e deixam a matriz deoe�ientes muito esparsa. Esta araterístia permite que o otimizador desarte rapida-mente as restrições redundantes e eonomize bastante memória. Além disso, a busa poruma base ótima no método Simplex pode ser mais e�iente. A on�guração das variá-veis relativas ao exemplo do Capítulo 2, para esta segunda formulação, pode ser vista naTabela 3.3. Tempo y1t y2t y3t y4t y5t y6t Qt Pt0 0 0 0 0 0 0 4 01 0 1 0 0 0 0 1 22 1 1 0 1 0 0 0 53 1 1 1 1 0 0 1 94 1 1 1 1 1 1 4 17Tabela 3.3: Con�guração das variáveis para o exemplo de esalonamento do Capítulo 2 -formulação F23.6 Restrições adiionais para a segunda formulaçãoDe forma semelhante à formulação original para o PEPRRD, é possível inluir restriçõesadiionais também em F2. O menor tempo de ativação e a restrição aos pares de tarefasom ustos somados maior do que a quantidade de reursos iniiais são de apliaçãoimediata. Podem ser utilizadas as Equações (3.9) e (3.11) sem maiores alterações.O objetivo das restrições que limitam o número de tarefas a ser ativadas em ada



3.7 Relação entre as formulações 29instante de tempo é impedir que a Relaxação Linear ative parial ou integralmente maistarefas do que poderiam estar presentes em uma solução viável, de aordo om estima-tivas de melhor aso. Na segunda formulação a apliação das Equações (3.10) deve serligeiramente alterada, pois o valor de uma variável igual a um india que ela pode ter sidoativada no instante em questão ou anteriormente. Para saber se uma tarefa foi ativadaexatamente num instante t, é neessário realizar a subtração om o valor da variável noinstante t− 1. Analogamente, para saber quantas tarefas foram ativadas a ada instanteé neessário realizar uma subtração de somas omo nas Equações (3.21), a seguir, onde
Et representa a estimativa de quantas tarefas poderão ser ativadas no máximo a adainstante de tempo t.

n
∑

i=1

yit −
n

∑

i=1

yit−1 ≤ Et ∀t = 1, ..., H (3.21)Já as restrições referentes às somas das variáveis são um aso à parte. O problemaque existia em F1, onde era possível que uma tarefa suessora apresente valores para asvariáveis maiores do que os da predeessora, não existe na formulação F2. As restrições(3.14) e (3.15) onjuntamente já obrigam que a predeessora tenha sempre valores iguaisou maiores do que a suessora, om a diferença de que a predeessora deve omeçar a serativada antes. Logo, as restrições das somas já estão inorporadas na própria formulação,o que é um indíio de que esta segunda formulação tende a ser melhor do que a primeira.3.7 Relação entre as formulaçõesAs variáveis inteiras Qt e Pt têm o mesmo signi�ado nas duas formulações apresentadas.O mesmo já não pode ser dito sobre as variáveis binárias xit e yit. No entanto, em ambas asformulações, uma solução pode ser reproduzida utilizando apenas o valor destas variáveisbinárias - através delas é possível realular todos os valores de Qt e Pt. É interessante,portanto, estabeleer uma relação entre as variáveis binárias das duas formulações paramostrar que toda solução viável obtida por qualquer formulação é válida também para aoutra.
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yit′ =

t′
∑

t=1

xit ∀i = 1, ..., n ∀t′ = 1, ..., H (3.22)As Equações 3.22 mostram que a variável yit′ pode ser desrita omo a soma dasvariáveis xit até o instante t′. De fato, no momento da ativação da tarefa i, na primeiraformulação a variável passa a valer um e depois volta a zero. Na segunda formulação,ela também passa a valer um, mas depois preisa manter este valor. Já a ontra-partedas Equações 3.22 pode ser vista pelas Equações 3.23. Nelas, a ativação é dada pelasubtração em relação ao tempo anterior. As Tabelas 3.1 e 3.3, mostradas anteriormente,servem omo exemplo para as Equações apresentadas.
xit = yit − yit−1 ∀i = 1, ..., n ∀t = 1, ..., H (3.23)Para que �que ainda mais lara a possibilidade de transformação de uma formulaçãoem outra, será mostrado, a seguir, omo ada restrição pode ser onvertida para a formu-lação desejada. Para que esta onversão �que orreta, será neessário adotar as restrições3.12 no lugar das restrições 3.2. Isto oorre, porque as restrições de soma das variáveissão uma versão mais forte das restrições de preedênia expressas na formulação F1.Desta forma, tomando as equações 3.12 e 3.23, temos:

T−1
∑

t=1

(yit − yit−1) ≥
T
∑

t=1

(yjt − yjt−1) ∀i = 1, ..., n ∀j ∈ Suc(i) ∀{T |menor(j) ≤ T ≤ H}(3.24)
yiT−1 ≥ yjT∀i = 1, ..., n ∀j ∈ Suc(i) ∀{T |menor(j) ≤ T ≤ H} (3.25)A equação 3.25 é semelhante à equação 3.14, om os índies i e j troados. A onversãoda equação 3.4, na equação 3.16 é imediata om a apliação da equação 3.23. Tomandoas equações 3.5 e 3.23, temos:

Pt = Pt−1 +

n
∑

i=1

pi(yit − yit−1) ∀t = 1, ..., H (3.26)
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Pt = Pt−1 +

n
∑

i=1

piyit −
n

∑

i=1

yit−1 ∀t = 1, ..., H (3.27)Trabalhando a reursão em 3.27, hegamos a:
Pt =

n
∑

i=1

piyit ∀t = 1, ..., H (3.28)que é exatamente a equação 3.17.A volta das equações, isto é, a onversão da formulação F2 na formulação F1 é imediataapliando-se a equação 3.22 a algum algebrismo simples. A onversão da equação 3.17 naequação 3.5 é mais ompliada e será demonstrada seguir.
Pt =

n
∑

i=1

(pi

t
∑

t′=1

xit′) ∀t = 1, ..., H (3.29)
Pt =

n
∑

i=1

pi(xit +
t−1
∑

t′=1

xit′) ∀t = 1, ..., H (3.30)
Pt =

n
∑

i=1

pixit +

n
∑

i=1

pi(

t−1
∑

t′=1

xit′) ∀t = 1, ..., H (3.31)Pela equação 3.29 temos:
Pt =

n
∑

i=1

pixit + Pt−1 ∀t = 1, ..., H (3.32)que é idêntia à equação 3.5.Resumindo a transformações:3.12 3.23→ 3.15 3.22→ 3.123.4 3.23→ 3.16 3.22→ 3.43.5 3.23→ 3.17 3.22→ 3.5As demais restrições não preisam ser onvertidas ou levam a equações redundantes.O potenial de ada formulação bem omo o impato da inlusão das respetivas restrições



3.8 Prova da omplexidade do PEPRRD 32adiionais serão disutidos no Capítulo 6, sobre resultados omputaionais.3.8 Prova da omplexidade do PEPRRDO objetivo desta seção é mostrar que o PEPRRD pode ser transformado no problema daMohila (Knapsak Problem), bastante onheido [30℄. Tomemos, iniialmente, a formu-lação matemátia F2, reproduzida abaixo.
(F2) Max QH + PH (3.33)Sujeito à
yit ≤ yit+1 ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H − 1 (3.34)
yit ≤ yjt−1 ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H ∀j ∈ Pred(i) (3.35)
Qt = Qt−1 + Pt−1 −

n
∑

i=1

ci(yit − yit−1) ∀t = 1, ..., H (3.36)
Pt =

n
∑

i=1

piyit ∀t = 0, ..., H (3.37)
yi0 = 0 ∀i = 1, ..., n (3.38)
yit ∈ {0, 1} ∀i = 1, ..., n ∀t = 1, ..., H (3.39)
Qt, Pt ∈ N ∀t = 0, ..., H (3.40)Para o aso espeí�o em que H = 1 e (i, j) = 0 ∀{(i, j) ∈ A} (sem restrição depreedênia), temos a situação onde todas as tarefas poderão ser ativadas no primeiro eúnio instante de tempo. Assim, o objetivo do nosso problema poderá ser reesrito daseguinte forma:

Max Q1 + P1 (3.41)Substituindo Q1 e P1 pelas respetivas de�nições dadas por 3.36 e 3.37, temos:
Max Q0 + P0 −

n
∑

i=1

ci(yi1 − yi0) +

n
∑

i=1

piyi1 (3.42)



3.8 Prova da omplexidade do PEPRRD 33Pelas restrições 3.38, podemos retirar as variáveis yi0, já que são iguais a zero. Cha-mando pi − ci = bi, temos:
Max Q0 + P0 +

n
∑

i=1

biyi1 (3.43)Como Q0 é um dado de entrada do problema (onstante) e P0 é igual a zero, podemosdeixar o objetivo do problema da seguinte maneira, desde que lembremos do termo Q0que deverá ser somado à função objetivo:
Max

n
∑

i=1

biyi1 (3.44)Se não há aros relaionando as tarefas (preedênias), as restrições 3.35 passam anão fazer sentido, bem omo as restrições 3.34, uma vez que há apenas um instante detempo H = 1 e yi0 = 0 (restrições 3.38 também podem ser desprezadas).A únia restrição que permanee é dada pela equação 3.36, que pode ser reesritaassim:
Q1 = Q0 + P0 −

n
∑

i=1

ciyi1 (3.45)Retirando P0 = 0 e troando Q1 e o somatório de lado, temos:
n

∑

i=1

ciyi1 = Q0 −Q1 (3.46)ComoQ1 tornou-se uma variável livre, mas ainda inteira não-negativa, podemos trans-formar a equação para a seguinte forma, se hamarmos Q = Q0,
n

∑

i=1

ciyi1 ≤ Q (3.47)Combinando esta restrição om o objetivo dado pela equação 3.44, temos o seguinteproblema que é matematiamente equivalente ao problema da Mohila menionado em[30℄. Este problema, em sua versão de otimização, é onsiderado NP-árduo.
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Max

n
∑

i=1

biyi1 (3.48)
n

∑

i=1

ciyi1 ≤ Q (3.49)
yi1 ∈ {0, 1} ∀i = 1, ..., n (3.50)Obviamente, o segundo índie das variáveis yi1 pode ser retirado, já que se tratasempre do valor 1. No aso espeí�o de bi ser negativo (pi < ci, pela de�nição), atarefa não trará benefíio algum em ser ativada. É o equivalente a onsiderar itens doproblema da mohila om valor negativo. Pode ser feito um pré-proessamento, em tempopolinomial, que retire da instânia tarefas (itens) que se enontrem nesta situação, paraque a formulação �que ainda mais próxima da variante mais usual do Problema de Mohila0-1 (om valores positivos).De fato, a redução para o Problema da Mohila faz sentido, pois onsiderando apenasum instante de tempo, o objetivo de onseguir o maior luro possível juntamente oma restrição de não onsumir mais reursos do que aqueles iniialmente disponíveis seassemelha bastante aos elementos que ompõe tal problema.Se onsiderarmos a generalização H ≥ 1, mas ainda sem a existênia de preedên-ias, teremos um problema semelhante ao das Múltiplas Mohilas, onde é possível oloarobjetos em mais de uma mohila, ainda mantendo o objetivo de aumular o maior valorpossível através dos objetos seleionados. A diferença residirá no fato de que a segundamohila terá apaidade para omportar os objetos em função daquilo que foi esolhidopara a primeira mohila - os reursos disponíveis no segundo instante de tempo do PE-PRRD dependem das tarefas que foram ativadas no primeiro instante.Ao permitirmos a existênia de preedênia entre as tarefas (1 ≥ (i, j) ≥ 0 ∀{i, j ∈

V |
⋃

(i, j) seja um Grafo Aciclico Direcionado}), não alteramos a omplexidadeteória do problema, mas sim reduzimos a quantidade de tarefas que estarão disponíveis aada instante de tempo. Evidentemente a omplexidade prátia do problema vai depender,entre outros parâmetros, da topologia do grafo e dos valores de usto e luro das tarefas.Portanto, se o aso espeí�o onde H = 1 e (i, j) = 0 é NP-árduo, o aso geral onde
H ≥ 1 e 1 ≥ (i, j) ≥ 0 também o é.



Capítulo 4
Métodos heurístios para o PEPRRD
Como o problema abordado neste trabalho é onsiderado difíil de ser resolvido em tempoomputaional razoável, é justi�ada a abordagem por métodos heurístios. Tais métodosdevem ter o ompromisso de apresentar soluções de boa qualidade em um urto espaço detempo, mesmo que, para isso, tenham que sari�ar um pouo a garantia da otimalidade.Os métodos heurístios mais elementares onsistem na geração iterativa de uma solu-ção para o problema, geralmente apoiando-se em algum ritério guloso, e na modi�açãode soluções já existentes, visando a melhoria da qualidade destas soluções. O problemada apliação destas heurístias elementares é que, frequentemente, o algoritmo planejadopara o problema reai sobre uma solução uja melhoria é impossível, embora nem sempreseja a melhor solução possível para o problema. Esta solução, hamada de ótimo loal,aaba sendo a resposta enontrada pelo algoritmo heurístio.Meanismos para fugir deste ótimo loal, ainda distante de um ótimo global, sãoa proposta dos hamados métodos meta-heurístios para apresentar soluções de melhorqualidade. Tal meanismo pode ser realizado de diversos modos e ada meta-heurístia vaiapresentar um método próprio para realizá-lo. Entre os métodos meta-heurístios maisomuns temos os Algoritmos Genétios ou Evolutivos, o GRASP (Greedy RandomizedAdaptive Searh Proedure), a Busa Tabu, o VNS (Variable Neighborhood Searh), paraitar alguns exemplos.



4.1 Algoritmos Evolutivos 364.1 Algoritmos EvolutivosOs Algoritmos Evolutivos são desdobramentos dos Algoritmos Genétios lássios [33℄,que apresentavam soluções odi�adas por valores binários e operadores genétios sim-ples. Embora o objetivo de manter bons padrões (genes) em várias soluções simultâneas(indivíduos) seja o mesmo, os Algoritmos Evolutivos introduzem novos operadores de re-ombinação de soluções, busas loais e re�namentos para fazer om que o aproveitamentodos padrões seja potenializado. Uma série de outras meta-heurístias evolutivas tambémutilizam prinípios semelhantes [5℄.Normalmente os Algoritmos Genétios ou Evolutivos operam sobre dezenas ou ente-nas de indivíduos simultaneamente, o que pode trazer di�uldades se os operadores nãoforem rápidos o su�iente ou permitirem a geração de soluções infatíveis que preisemde orreção para que possam ser onsideradas soluções viáveis para o problema.4.1.1 Representação das soluçõesAlguns Algoritmos Evolutivos para o PEPRRD já tinham sido propostos antes da realiza-ção deste trabalho, mas eles apresentavam um maneira de representar a solução hamadade Representação Direta [24, 27℄. Nesta representação, ada elemento i de um vetor indi-ava o tempo em que a i-ésima tarefa deveria ser ativada, omo na Figura 4.1. Emboraesta representação seja bastante objetiva, a prinipal di�uldade em se trabalhar omela é que alterações nos seus valores frequentemente resultam em solução infatíveis. Osálulos neessários para que estas infatibilidades não existam são omputaionalmentetão ustosos que também não valem a pena serem exeutados rotineiramente.
Figura 4.1: Exemplo de solução om representação diretaUma das propostas deste trabalho é empregar uma nova forma de representação ha-mada de Representação Indireta, pois agora, a ada tarefa, será dada uma prioridade deativação que deve ser administrada por um algoritmo de esalonamento diferente. As



4.1 Algoritmos Evolutivos 37
Figura 4.2: Exemplo de solução om representação indiretatarefas om maior prioridade deverão ser ativadas primeiro, desde que respeitem as res-trições de preedênia e de reursos disponíveis. A Figura 4.2 traz uma on�guraçãode prioridades. Vale destaar que, para esta representação, quaisquer valores reais (oumesmo inteiros) podem gerar uma solução viável, desde que o algoritmo de esalonamentorespeite as restrições do problema.Neste ontexto, o novo algoritmo de esalonamento veri�a, a ada instante de tempo,quais tarefas estão disponíveis e as ordena de aordo om a prioridade. Feito isto, asativações aonteem, respeitando a ordenação, mas só se a tarefa em questão possuirusto menor do que os reursos disponíveis no momento. Após analisar todas as tarefasdisponíveis e realizar as ativações possíveis, o algoritmo passa para a unidade de temposeguinte.4.1.2 Algoritmo Evolutivo om prioridadesA prinipal araterístia deste novo algoritmo é o uso de prioridades na representaçãode uma solução; ele foi hamado de EA_priority [34℄. Como a representação da soluçãoé diferente, assim também deverá ser a forma de ser operar sobre ela. Portanto, novosoperadores evolutivos preisam ser de�nidos para que o potenial da representação sejaalançado. As subseções a seguir apresentam propostas de operadores. Cada parâmetroutilizado omo o tamanho da população iniial, a hane de mutação e o número de �lhosgerados foram de�nidos após testes preliminares om vários valores.4.1.2.1 População iniialTodo Algoritmo Genétio ou Evolutivo preisa gerar uma população iniial para queos demais operadores possam entrar em ação. Não existe regra para a geração destapopulação, mas a qualidade dela pode ser ruial para que o algoritmo apresente um bomresultado �nal. Assim sendo, é interessante que a população iniial seja gerada por meio



4.1 Algoritmos Evolutivos 38de um ritério guloso que faça sentido ao problema.Tarefas que devem ser preferenialmente ativadas devem possuir: (i) elevado luro, (ii)baixo usto ou (iii) muitas tarefas suessoras. Certamente os dois itens mais importantessão (i) e (ii), pois o fato de uma tarefa possuir muitas suessoras não assegura que estasserão ativadas nem que são tarefas lurativas. A regra para se atribuir uma prioridadeiniial a ada tarefa foi de�nida pela Equação 4.1 a seguir, onde λ é um número real nointervalo [-1;1℄, esolhido para ada tarefa de ada indivíduo, ci e pi são, respetivamente,o usto e luro da tarefa i. O intervalo de λ foi de�nido de aordo om testes preliminares.
Prioridadei =

pi
ci

+ λ (4.1)Após serem gerados todos os N indivíduos, a população é ordenada pela aptidãode seus membros de forma deresente. Testes preliminares mostraram que N = 100produzia bons resultados sem onsumir tempo omputaional demasiadamente.4.1.2.2 ReombinaçãoA Reombinação vai prourar esolher e ombinar dois indivíduos já existentes de formaque sejam gerados �lhos om araterístias semelhantes a um pai ou a ambos. Paraque as soluções geradas sejam interessantes ao problema, é bom que os pais não sejamidêntios ou apresentem grau de semelhança muito elevado. Por outro lado, pais omqualidade superior deveriam gerar �lhos melhores. Uma proposta para atender a estesrequisitos é dividir a população em lasses, por exemplo: lasse A - omposta pelos 20%melhores indivíduos, lasse C - omposta pelos 20% piores indivíduos, lasse B - ompostapelos demais indivíduos. Um pai será sempre esolhido da lasse A e outro sempre dalasse B para tentar evitar que pais muito semelhantes sejam esolhidos, mas que tenhamboa qualidade.A ombinação em si vai prourar gerar uma on�guração de prioridades analisando osvalores presentes em ada um dos pais. Um ritério simples e bastante razoável é apliara média aritmétia das prioridades dos pais. No operador de reombinação proposto, dois�lhos são gerados a ada reombinação. É neessário que se estabeleça alguma formade difereniá-los para que não se tenha os indivíduos idêntios. A apliação de um λ



4.1 Algoritmos Evolutivos 39semelhante ao utilizado na população iniial pode ajudar a resolver este peralço. Umtotal de N �lhos é produzido a ada geração.4.1.2.3 Seleção NaturalA Seleção Natural é um operador que tem por objetivo de�nir quais indivíduos poderãoontinuar existindo na geração seguinte e quais deverão ser removidos e eliminados. Oprinípio de que os indivíduos mais aptos, isto é, om maior qualidade, têm mais hanede sobrevida é bastante razoável, pois se deseja que bons padrões genétios permaneçammais tempo disponíveis para serem utilizados em reombinações om outros indivíduos.O ritério elitista, no qual os indivíduos que possuírem os melhores valores de aptidão sãoprivilegiados, atende bem ao prinípio de prevaleimento dos mais aptos. Desta maneira,apenas os N melhores indivíduos, dentre pais e �lhos, permaneerão na geração seguinte.4.1.2.4 MutaçãoO operador de mutação onsiste em produzir modi�ações em um indivíduo já existente,para que ele ou melhore de qualidade ou transmita seus genes mutantes a outros indi-víduos por meio da reombinação. A mutação deve ausar perturbações de forma queos indivíduos da população não se tornem muito semelhantes. Uma forma de permitirque mutações mais intensas oorram onforme as gerações se suedam é atrelar o graude mutação ao número da geração em questão. Assim, nas primeiras gerações a mutaçãoserá pequena e nas últimas gerações será bem maior. Entre muitas fórmulas testadaspreliminarmente, a Eq. 4.2 apresentou bom resultado. Nela, λ é um número real nointervalo [-1;1℄ e o termo geracao india em qual geração está sendo apliada a mutação,a partir da população iniial que tem valor igual a um. O valor Grau será alulado paraada tarefa do indivíduo a ser mutaionado e será somado à prioridade dela.
Grau = geracao2 ∗ λ (4.2)Cada indivíduo terá uma hane de 5% de sofrer mutação a ada geração.



4.1 Algoritmos Evolutivos 404.1.2.5 Critério de ParadaEmbora não seja um operador propriamente dito, é um dos prinipais omponentes dosAlgoritmos Genétios e Evolutivos, bem omo das demais meta-heurístias. Um bomritério de parada permite que o algoritmo tenha ondições de aprimorar as soluçõesenontradas sem que seja onsumido tempo desneessariamente. O ritério de paradainiial desta primeira versão de Algoritmo Evolutivo foi o número máximo de gerações.4.1.3 Algoritmo Evolutivo om reonstruçõesO Algoritmo Evolutivo EA_priority apresentou grandes melhorias em relação aos evoluti-vos anteriores [22, 27℄. No entanto, o limite de gerações foi bastante restritivo em algumasinstânias de médio e grande porte. Ao se expandir este limite, reaía-se em outro pro-blema que era a estagnação da população de indivíduos. Uma população é onsideradaestagnada, quando, por exemplo, não onsegue gerar indivíduos melhores após algumasgerações onseutivas. A estagnação é um problema omum aos Algoritmos Genétiose Evolutivos, embora bastante indesejável (prinipalmente se oorrer nas primeiras gera-ções). Como a substituição dos operadores evolutivos por outros métodos não se mostroue�iente em testes preliminares, uma saída foi inorporar novos meanismos que permitis-sem aos operadores já existentes uma prorrogação de sua apaidade de gerar indivíduosque não ausem a estagnação da população. As subseções seguintes expliam estes me-anismos, partindo do prinípio que a nova versão do algoritmo evolutivo tem por base oalgoritmo EA_priority.4.1.3.1 População iniialComo dito anteriormente, três araterístias das tarefas são preponderantes para queelas tenham prioridades maiores. O algoritmo EA_priority não levou em onsideração onúmero de tarefas suessoras no álulo da prioridade iniial de ada tarefa. Em muitasdas instânias testadas não houve diferença signi�ativa em relação ao uso ou não desteparâmetro adiional. Em apenas 4 das 20 instânias mais testadas houve uma melhoria demenos de 5%. Como o álulo do número de suessoras para ada tarefa não é omputa-ionalmente demorado, a nova versão do algoritmo evolutivo inorporou este omponente



4.1 Algoritmos Evolutivos 41no álulo das prioridades iniiais adaptando a fórmula da Eq. 4.1 para a Eq. 4.3, aseguir, onde Suc(i) é o onjunto de tarefas imediatamente suessoras da tarefa i, λ é umnúmero real entre -1 e 1, ci e pi são, respetivamente, o usto e o luro da tarefa i:
Prioridadei =

p2i (|Suc(i)|+ 1)

ci
+ λ (4.3)Como a relação entre o usto e o luro de uma tarefa pode ter o mesmo valor paradiversas ombinações (por exemplo: 2/5, 4/10, 6/15), ao elevar o luro pi ao quadrado,espera-se privilegiar as tarefas que, tendo a mesma relação usto-benefíio, produzammais reursos no deorrer do esalonamento.4.1.3.2 Re�namento de SoluçõesUma desvantagem da representação por prioridades é que o esalonamento é realizadolevando em onta apenas o valor relativo a ada tarefa e a possibilidade ou não delaser ativada num determinado instante de tempo, já que as restrições de preedênia ede reursos devem ser respeitadas. É muito omum que o algoritmo de esalonamentopermita a ativação de um tarefa que onsuma mais reursos do que produza. Isto oorreporque a tarefa pode ter reebido uma prioridade mais alta do que deveria ou porquetodas as tarefas om maior prioridade já tenham sido ativadas e ainda haja reursos paraproeder om outras ativações. Em ambos os asos, só é possível pereber o equívooapós o esalonamento ser ompletamente realizado, já que tentar prever situações omoesta pode ser muito impreiso e até muito ustoso omputaionalmente.Uma vez realizado o esalonamento, é fáil analisar se ada uma das tarefas ontribuiude forma positiva ou não para o resultado �nal do proesso. Começando pelas tarefasativadas no último instante de tempo e regredindo até o primeiro instante, analisamosada uma das tarefas ativadas e suas suessoras que também foram ativadas. Se estegrupo todo estiver onsumindo mais reursos do que produzindo, todo ele é removido doesalonamento; aso ontrário, mantido. Toda vez, ontudo, que uma únia tarefa ouum grupo forem removidos é preiso voltar ao último instante de tempo e reomeçar oproesso, porque a retirada de uma tarefa pode fazer om que outra já não valha mais apena permaneer ativada. Este Re�namento é realizado a ada novo indivíduo gerado.



4.1 Algoritmos Evolutivos 424.1.3.3 Busa LoalOutra forma de tentar melhorar a qualidade de uma solução é apliar sobre ela algummétodo de busa loal. Uma busa loal é um método que reebe uma solução para oproblema e analisa soluções hamadas de vizinhas, isto é, que apresentam algum tipode semelhança em relação à solução original. Este onjunto de soluções é hamado devizinhança.Algoritmo Evolutivo EA_ages trabalha om uma relação de vizinhança baseada natroa de duas prioridades. Em outras palavras, uma solução S ′ é onsiderada vizinha de
S se e somente se n − 2 tarefas tiverem as mesmas prioridades e as outras duas tarefastiverem prioridades troadas, onde n é o número total de tarefas de S. A busa loalhamada LS_swap tem seu pseudo-ódigo mostrado pelo Algoritmo 4.Algoritmo 4 LS_swap1: for i = 1 to n− 1 do2: for j = i+ 1 to n do3: if (menor(i) = menor(j)) e (tempo(i) 6= tempo(j)) then4: S ′ ← S;5: Troa a prioridade de i pela de j em S';6: if aptidao(S ′) > aptidao(S) then7: S ← S ′;8: end if9: end if10: end for11: end for12: return S;É interessante notar que, visando um gasto menor de tempo, alguns ritérios foramadotados para que nem todos os pares de tarefas fossem testados. São testadas apenasas tarefas que possuírem o mesmo menor de tempo de ativação, mas que tiverem sidoativadas em tempos distintos (linha 3). Estas tarefas são partiularmente interessantespois, em prinípio, poderiam ter sido ativadas no mesmo instante mas não o foram. Emteoria, a troa das prioridades destas tarefas permite que novas esolhas, que não foramontempladas pelo esalonamento original sejam feitas, durante o re-esalonamento. Tam-bém é importante notar que a troa somente será mantida se o esalonamento resultantefor melhor do que o original (linha 7).Mesmo adotando o ritério que restringe o número de troas, se a busa loal for apli-



4.1 Algoritmos Evolutivos 43ada muito frequentemente pode deixar o algoritmo pouo e�iente em relação ao tempoomputaional. Logo, ela só será apliada em duas situações: (i) quando uma nova melhorsolução for enontrada, para que ela seja explorada ao máximo; (ii) quando a populaçãonão onseguir produzir melhores resultados por 30 gerações seguidas, nesta irunstânia,a população é onsiderada estagnada e a busa loal será apliada aos melhores indiví-duos, tentando fazer om que estes melhorem pelo menos um pouo suas aptidões. Testespreliminares mostraram que a apliação apenas na lasse A (20% melhores indivíduos)apresenta, em geral, uma boa relação de tempo onsumido e melhorias obtidas.4.1.3.4 Critério de ParadaUm dos prinipais omponentes que podem fazer o algoritmo estagnar ou perder muitotempo sem onseguir evoluir as soluções é o ritério de parada. O que se p�de pereber nostestes realizados é que o ritério de número �xo de gerações funiona bem nas instâniasonde rapidamente se produz uma solução próxima ao ótimo global ou mesmo ele próprio.Nas instânias onde o algoritmo vai gradativamente melhorando a solução, este limite�xo aaba por enerrar o algoritmo sem que ele onsiga esgotar toda sua apaidade demelhoria das soluções orrentes.A idéia de mudar o ritério de parada para um limite de gerações mais �exível foi umadas modi�ações implementadas nesta segunda versão. Iniialmente, o limite de geraçõesé o mesmo daquele usado na versão anterior, mas onforme o algoritmo onsegue gerarsoluções melhoradas, o limite é estendido por meio de gerações extras que são adiionadasa ele.Porém, é interessante notar que as melhorias que oorrem ao longo da exeução doalgoritmo não possuem o mesmo ontexto. As primeiras melhorias oorrem, geralmente,no omeço da exeução do algoritmo e atuam sobre soluções de qualidade inferior se om-paradas àquelas que podem oorrer nos instantes �nais da exeução, quando a qualidadedas soluções tende a ser bem mais elevada e, portanto, mais difíil de ser aprimorada.Como onsequênia direta disto, a frequênia de melhorias no �nal do algoritmo é bemmenor.Se um algoritmo onsegue, após muito tempo, aprimorar sua melhor solução (soluçãoinumbente), é bastante razoável que ele possa ter bem mais tempo para que onsiga



4.1 Algoritmos Evolutivos 44outra(s) melhoria(s). Logo, a extensão do limite de gerações deve ser maior neste aso doque a extensão obtida pelas primeiras melhorias. Uma fórmula simples que permite queeste raioínio seja posto em prátia é apresentada pela Eq. 4.4, onde geracao é númeroindiativo de em qual geração houve a referida melhoria. Os valores 4 e 20 foram �xadosapós testes preliminares.
β =

⌈geracao

20

⌉

+ 4 (4.4)Quanto maior o valor de geracao, maior o valor de β, que representa a quantidade degerações extras que serão inorporadas ao limite estabeleido.4.1.3.5 Reonstrução da PopulaçãoO únio aso onde o ritério de parada não é bem explorado oorre quando o algoritmoevolutivo enontra, nas primeiras gerações, soluções ada vez melhores, mas não onseguese aproximar do ótimo global. O número de gerações extras aumenta bastante mas apopulação ainda assim permanee estagnada, mesmo sendo apliada a busa LS_swapalgumas vezes. Nesta situação, não há indíios de que manter a exeução normal doalgoritmo produzirá resultados melhores, mesmo se houver um grande número de geraçõesextras, ou seja, se ainda houver muitas gerações a serem omputadas.A proposta feita em [35℄ foi uma mudança mais radial na população estagnada:eliminar todos os indivíduos que se mostram inapazes de prover ontinuadas melhorias ereonstruir a população a partir do melhor indivíduo obtido até o momento. O objetivo éproduzir uma população mais semelhante a este indivíduo omo forma de intensi�ar asbusas na vizinhança do que se onhee de melhor. A riação de um indivíduo pareido sedará om a adição de um valor λ a ada prioridade do melhor indivíduo. Assim, teremosuma nova população de indivíduos distintos, porém om qualidade próxima ao melhoronjunto de genes já produzido. Este λ deve ter uma amplitude um pouo maior do que ausada nos operadores anteriores, aso ontrário, os indivíduos serão tão semelhantes quenenhum benefíio seria obtido. Um valor real no intervalo [-10;10℄ mostrou-se bastantesatisfatório.Esta nova população será onsiderada uma população iniial e o algoritmo proederá



4.1 Algoritmos Evolutivos 45

Figura 4.3: Esquema estrutural do algoritmo EA_agesParâmetro EA3 EA_priority EA_agesRepres. da Solução Direta Indireta IndiretaTam. da População 20 100 100Prob. de Mutação 0.20 0.05 0.05Estagnação 4 Gerações(Intensif.) - 30 Gerações (LS_swap na Classe A)4 Gerações(Diversif.) - 150 Gerações (Reonstrução)
λ

- [-1;+1℄ (Reombinação) [-1;+1℄ (Reomb. e Mutação)- - [-10;+10℄ (Reonstrução)Crit. de Parada 50 Gerações 50 Gerações 50 Gerações(om b�nus)Tabela 4.1: Prinipais parâmetros dos Algoritmos Evolutivos estudados e seus valoresomo se tivesse reiniiado sua exeução. A exeção é que o número de gerações restantesserá preservado, ou seja, não voltará a valer o mesmo número de gerações omo na primeirapopulação. O onjunto de gerações entre uma reonstrução e outra será hamada de Era(Age, em inglês), dando nome ao algoritmo evolutivo de EA_ages. As Eras terminarãoquando forem omputadas 150 gerações onseutivas sem mudanças na melhor soluçãoenontrada. A Figura 4.3 traz um esquema de omo os operadores deste algoritmo sãoexeutados. Já a Tabela 4.1 mostra os prinipais parâmetros e os valores utilizados paraas três versões de Algoritmos Evolutivos analisadas neste trabalho (EA3, EA_priority eEA_ages).4.1.4 Versão Paralela do EA_agesTambém em [35℄ foi proposta uma versão paralela para o algoritmo EA_ages. Diferente-mente do paralelismo mais usual, om proessos sendo exeutados em máquinas distintase troas de mensagens via infra-estrutura de rede [36, 37℄, a proposta apresentada foi a



4.2 GRASP - Greedy Randomized Adaptive Searh Proedure 46utilização de proessadores om múltiplos núleos e memória ompartilhada. Esta arqui-tetura vem se tornando ada vez mais popular om a diminuição dos ustos envolvidosna ompra deste tipo de equipamento. Pratiamente todos os proessadores vendidosatualmente têm apaidade de exeutar simultaneamente dois ou mais proessos sem quehaja a neessidade de troa de mensagens via rede.O objetivo do emprego desta arquitetura foi o de reduzir o tempo omputaional gastopara se gerar uma solução de mesma qualidade. O ambiente de testes, desrito om maisdetalhes no Capítulo 6, tem apaidade para exeutar até 4 proessos simultaneamente,o que permite que a versão paralela do algoritmo EA_ages tenha sua arga de trabalhodividida até este grau, sem perda de desempenho. Vale lembrar que a versão sequenialdo EA_ages desrita na seção anterior utiliza apenas um núleo de proessamento, oequivalente a apenas 25% da apaidade total da máquina - outro motivo para o empregode versões paralelas.A paralelização foi implementada por meio de alguns dos operadores evolutivos uti-lizados. A seleção dos pais, a reombinação, a mutação, a apliação da busa LS_swapquando a população estagna e a reonstrução da população tiveram suas argas de tra-balho divididas por 2 ou 4 núleos, nas versões om 2 ou 4 threads respetivamente. Aordenação da população, a apliação da LS_swap quando um melhor indivíduo é enon-trado e a seleção natural permaneem sequeniais. No aso dos operadores paralelizados,metade ou quarto da população é entregue a ada núleo para que possam ser apliados osdevidos operadores. No aso da reombinação, metade ou um quarto dos �lhos é geradopor ada núleo.4.2 GRASP - Greedy Randomized Adaptive SearhProedureO GRASP é uma das meta-heurístias mais utilizadas em Otimização Combinatória. Éapliada a problemas dos mais diversos tipos: on�gurações de redes de omputadores,sequeniamento de produção, problemas de atribuição, entre outros. Foi proposta em[23℄ e possui uma estrutura muito simples, omposta de uma heurístia onstrutiva ran-domizada e uma busa loal exeutadas repetidas vezes. A adição de meanismos omo



4.2 GRASP - Greedy Randomized Adaptive Searh Proedure 47reombinação de aminhos [26, 38℄ e utilização de algum tipo de memória de soluções[39, 40℄ têm permitido que a estrutura do GRASP seja expandida e onsiga resultadosmelhores.Para que haja uma boa omparação do omportamento das diversas versões de meta-heurístias apliadas ao PEPRRD, os métodos utilizados nas versões GRASP aqui pro-postas são idêntios aos das versões de Algoritmos Evolutivos. Embora seja mais omumenontrar versões do GRASP que tenham métodos onstrutivos apazes de gerar soluçõessem a neessidade de dados adiionais, o método onstrutivo proposto neste trabalho serásemelhante à reonstrução realizada pelo EA_ages. Partindo de uma on�guração de pri-oridades, novas soluções serão geradas através da adição de um valor real λ no intervalo[-10;10℄. O Algoritmo 5 traz um pseudo-ódigo para esta versão do GRASP.Algoritmo 5 GRASP11: S∗ ← prioridadesIniciais();2: max← valor(S∗);3: while tempoGasto < tempoLimite do4: for i = 1 to n do5: λ← aleatorio(−10,+10);6: Si ← S∗

i + λ;7: end for8: S ← refinamento(S);9: S ← LS_swap(S);10: if valor(S) > max then11: max← valor(S);12: S∗ ← S;13: end if14: end while15: return S∗;A primeira on�guração será produzida da mesma forma que um indivíduo da popula-ção iniial (linha 1), pela Eq. 4.3. A partir de então omeça a parte iterativa do GRASP1- a solução será adiionada de valores λ (linhas 4-6), passará pelo re�namento utilizado noEA_ages (linha 7), pela busa loal LS_swap (linha 8) e, se apresentar um esalonamentode maior qualidade do que o melhor enontrado até o momento, suas prioridades servirãode base para as próximas iterações (linhas 9-12).Uma das araterístias que hama a atenção ao analisar a estrutura desta versãoGRASP é que uma boa solução não é ompletamente desartada omo na maioria dasversões básias do GRASP, ou seja, existe uma memória que permanee em onstante



4.3 ILS - Iterated Loal Searh 48atualização enquanto as soluções geradas forem melhorando de qualidade. Como a es-trutura e a quantidade de métodos é relativamente simples e pequena, �a muito difíilestabeleer outro ritério de parada que não o de tempo limite, já que de uma instâniapara outra a quantidade de iterações pode ter diferença de algumas ordens de grandeza.Além disso, o ritério de tempo limite pode ser failmente desloado para qualquer outrameta-heurístia, permitindo omparações mais justas.4.2.1 GRASP om reombinação de soluçõesUma segunda versão da meta-heurístia GRASP, hamada GRASP2, é proposta nestetrabalho. Esta segunda versão apresenta todos os omponentes da versão anterior, po-rém é mantido ao longo da exeução do algoritmo um onjunto ontendo as 10 melhoressoluções distintas geradas até o momento, onde 10 é parâmetro de entrada. Este pool desoluções é atualizado ao �nal ada iteração do GRASP2. De tempos em tempos, o �uxode exeução normal do GRASP é interrompido e uma etapa de intensi�ação é realizadano pool onde todas as soluções armazenadas são reombinadas entre si, gerando um on-junto extra de soluções. Esta etapa é feita através do mesmo método de reombinaçãoadotado nos Algoritmos Evolutivos EA_priority e EA_ages. Quando todas as reom-binações enerrarem, o pool é novamente atualizado, ontemplando também as soluçõesreombinadas. As soluções que não permaneerem no pool são desartadas bem omoas que porventura tiverem saído de lá; o algoritmo então prossegue, veri�ando se umanova melhor solução foi enontrada e passando para a iteração seguinte. Um exemplo depseudo-ódigo do GRASP2 é delineado pelo Algoritmo 6. Foi utilizado omo parâmetropara a frequênia de realização da intensi�ação um valor de 10 iterações onseutivas,independentemente de haver atualização na melhor solução ou não.4.3 ILS - Iterated Loal SearhA meta-heurístia ILS (Iterated Loal Searh, [41, 42, 43℄) possui uma estrutura bas-tante semelhante à da Busa Tabu. Uma solução S é iniialmente gerada, a ada itera-ção, ela sofre algum tipo de perturbação e passa por uma busa loal e/ou re�namento,transformando-se em uma solução S ′. Se esta solução for a melhor já enontrada, ela



4.3 ILS - Iterated Loal Searh 49Algoritmo 6 GRASP21: S∗ ← prioridadesIniciais();2: max← valor(S∗);3: iteracao← 0;4: inicia(pool);5: while tempoGasto < tempoLimite do6: iteracao← iteracao+ 17: for i = 1 to n do8: λ← aleatorio(−10,+10);9: Si ← S∗

i + λ;10: end for11: S ← refinamento(S);12: S ← LS_swap(S);13: if valor(S) > max then14: max← valor(S);15: S∗ ← S;16: end if17: Tenta inserir S em pool;18: if iteraao mod 10 = 0 then19: Reombina soluções no pool;20: S ′ ← melhorSolucao(pool);21: if valor(S ′) > max then22: max← valor(S ′);23: S∗ ← S;24: end if25: end if26: end while27: return S∗;passa a ser a solução inumbente para as iterações seguintes.A perturbação à qual a solução S será submetida pode, a prinípio, ser qualquer tipode modi�ação nesta solução. No entanto, a representação indireta traz uma ompliaçãoadiional: a alteração de pequenas porções da solução di�ilmente ausa alguma alteraçãosigni�ativa no esalonamento resultante. Em ontrapartida, alterar um grande onjuntode prioridades frequentemente ausa uma degradação na qualidade da solução orrente.De�nir um meio termo é uma tarefa difíil, já que, de instânia para instânia, o grau deperturbação pode variar substanialmente.Uma proposta para dirimir este impasse é apliar vários tipos de perturbações so-bre a mesma solução orrente S e analisar qual solução resultante S ′ apresenta melhorqualidade.



4.3 ILS - Iterated Loal Searh 504.3.1 PerturbaçõesA primeira perturbação (Pert1) onsiste em dobrar o valor da prioridade das predeessorasdiretas de, no máximo, 10% da tarefas da instânia em questão. As tarefas são esolhidasaleatoriamente e podem ser esolhidas repetidas vezes. Após a esolha de uma tarefa,todas as suas predeessoras têm a prioridade dobrada e oorre então um re-esalonamentolevando em onta os novos valores. A segunda perturbação (Pert2) é exeutada de formabem similar à primeira, porém dividindo por 2 a prioridade das predeessoras da tarefaesolhida.A tereira perturbação (Pert3) ria uma lista L ontendo também 10% das tarefasdo problema; neste aso, as tarefas são todas distintas. Após esta etapa, a prioridadeda primeira tarefa de L é troada om a última tarefa da lista; a segunda om a penúl-tima e assim por diante. Terminadas as troas, oorre o re-esalonamento om as novasprioridades.Por �m, a última perturbação (Pert4) proura dar mais prioridade a tarefas que seenontrem nas seguintes situações: (i) a tarefa foi ativada, no esalonamento original, nomenor tempo possível ou (ii) a tarefa não está ativada no esalonamento original. Estasduas situações são extremas porque se uma tarefa é ativada no menor tempo possível,signi�a que ela deve ontribuir muito positivamente para o resultado do esalonamento.Se ela não foi ativada, pode signi�ar que ela tem um impato negativo na solução doproblema ou foi preterida por outra tarefa onsiderada mais interessante durante o esa-lonamento.Apostando nesta última situação, pode ser interessante veri�ar se a presença delaé mesmo prejudiial ou não. Ao aumentar sua prioridade, se a solução resultante formelhor do que a original, pode ser um indíio de que o esalonamento equivoou-se aoevitá-la; se a solução resultante for pior, ela será desprezada pelo próprio ILS e nãoomprometerá o desempenho do algoritmo. Em ambos os asos, a prioridade das tarefasque se enquadrarem nas duas ondições menionadas será multipliada por 5. De fato,não haveria neessidade de se multipliar a prioridade da tarefa que foi ativada no menortempo possível, mas isso será feito para evitar que futuramente ela seja esolhida poroutra perturbação e aabe �ando om um valor de prioridade muito abaixo do original.



4.3 ILS - Iterated Loal Searh 51Antes de ada sequênia de perturbações a solução orrente sofre uma variação de suasprioridades através da soma de um λ de forma análoga às versões de GRASP propostas.Esta variação foi adiionada para tentar evitar que as perturbações trabalhem sobre amesma solução por muitas iterações, aso nenhuma delas onsiga gerar uma solução dequalidade melhor. Um pseudo-ódigo para esta primeira versão do ILS é apresentado aseguir. A solução iniial do ILS é omputada da mesma forma que a solução original doGRASP (linha 1). A função melhorSolucao esolhe dentro das quatro soluções passadasqual apresenta melhor resultado (linha 7).Algoritmo 7 ILS11: S∗ ← prioridadesIniciais();2: while tempoGasto < tempoLimite do3: for i = 1 to n do4: λ← aleatorio(−10,+10);5: S ′

i ← S∗

i + λ;6: end for7: S1 ← Pert1(S ′);8: S2 ← Pert2(S ′);9: S3 ← Pert3(S ′);10: S4 ← Pert4(S ′);11: S ← melhorSolucao(S1, S2, S3, S4);12: if valor(S) > valor(S∗) then13: S∗ ← S;14: end if15: end while16: return S∗;4.3.2 ILS om reombinação de soluçõesDe forma bem semelhante ao que foi testado no GRASP, propomos também uma reom-binação das soluções provenientes das perturbações, omo forma de veri�ar se o operadorde reombinação é apaz de aprimorar a qualidade das soluções produzidas também emoutras meta-heurístias que não os Algoritmos Evolutivos. Cada solução Sk gerada poruma perturbação é reombinada om outra e, ao �nal desta etapa, ada uma das solu-ções perturbadas ou reombinadas é omparada om a melhor solução já enontrada. OAlgoritmo 8 traz um pseudo-ódigo para esta versão do ILS.
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Algoritmo 8 ILS21: S∗ ← prioridadesIniciais();2: while tempoGasto < tempoLimite do3: for i = 1 to n do4: λ← aleatorio(−10,+10);5: S ′

i ← S∗

i + λ;6: end for7: S1 ← Pert1(S ′);8: S2 ← Pert2(S ′);9: S3 ← Pert3(S ′);10: S4 ← Pert4(S ′);11: pool ← recombinaTodas(S1, S2, S3, S4);12: pool ← pool ∪ {S1, S2, S3, S4};13: S ← melhorSolucao(pool);14: if valor(S) > valor(S∗) then15: S∗ ← S;16: end if17: end while18: return S∗;



Capítulo 5
Algoritmos Híbridos para o PEPRRD
O termo híbrido serve para designar aquilo que é proveniente da ombinação de duas oumais oisas distintas. Assim, é possível enontrar na literatura algoritmos híbridos demeta-heurístias distintas [44, 45, 46℄. Também é possível atribuir este termo a ombi-nações de algoritmos que representam paradigmas diferentes omo os métodos exatos eos heurístios. É neessário, no entanto, fazer a ressalva de que, neste aso espeí�o, oalgoritmo resultante não poderá ser de natureza díspar a ambos os originais simultanea-mente. Em outras palavras, ou o algoritmo terá um aráter �nal heurístio ou terá umaráter exato, uma vez que estes prediados são mutuamente exludentes.Esta tese apresenta alguns algoritmos híbridos para o PEPRRD. Na análise espeí�ade ada um, será expliitado se o algoritmo poderá ser onsiderado exato ou heurístio.5.1 EA_ages + CPLEXO primeiro dos algoritmos híbridos apresenta uma ombinação entre a heurístia EA_agese a formulação matemátia F2, proposta no Capítulo 3 e exeutada através do softwareCPLEX. O objetivo deste algoritmo é utilizar o ponto forte de uma das abordagens parasuprir a de�iênia da outra.No aso da exeução via CPLEX, um dos grandes problemas é gerar a primeira soluçãofatível omo foi estudado em [47, 48℄. Entretanto, a geração desta solução deve seruma tarefa fáil para os métodos onsiderados heurístios. No esquema proposto, após ageração da população iniial pelo algoritmo evolutivo, é feita uma hamada para que oCPLEX iniie sua exeução. Além disso, é informada a melhor solução da população iniial



5.1 EA_ages + CPLEX 54para que o CPLEX tenha, desde o seu iníio, um limite primal já estabeleido. Por �m,uma listagem ontendo uma ordem prioritária para a �xação das variáveis presentes naformulação é riada e também entregue ao CPLEX. A onfeção desta lista será expliadaposteriormente, mas não se deve onfundir a prioridade das tarefas que são trabalhadaspelo algoritmo evolutivo om esta nova lista de prioridades para a �xação das variáveis.Por sua parte, a maior di�uldade enontrada pelo algoritmo evolutivo, ao riar oesalonamento através da lista de prioridades que representa ada indivíduo, é saber qualé o melhor momento para que se enerrem as ativações das tarefas em um determinadoinstante de tempo e se reomeem no instante seguinte. Isto oorre porque o algoritmode esalonamento tenta ativar a maior quantidade possível de tarefas o quanto antes. Emalgumas situações, ontudo, é preferível que não sejam gastos todos os reursos disponíveisem um instante, visando a ativação de tarefas mais lurativas em um instante futuro, omomostrado na Figura 5.1.

Figura 5.1: Exemplo de situação onde a ativação irrestrita é prejudiialSe o algoritmo deidir ativar de iníio além da tarefa 1 também a 2, o instante detempo t = 2 ontará om apenas 2 unidades de reurso disponível provenientes dos lurosdas tarefas ativadas. Neste aso, não será possível realizar a ativação da tarefa 3, bastantelurativa, por pelo menos duas unidades de tempo, ausando um perda de reursos quepodem fazer muita diferença no resultado �nal do esalonamento. Se somente a tarefa 1fosse ativada em t = 1, já no instante seguinte seria possível ativar a tarefa 3.Uma tentativa de evitar este problema foi feita riando-se uma limitação para a quan-tidade de ativações que oorrerão a ada instante de tempo. Um vetor de H númerosinteiros não-negativos determina qual a quantidade máxima de ativações podem ser re-alizadas em ada instante de tempo do horizonte de planejamento, independentemente



5.1 EA_ages + CPLEX 55de quais tarefas forem ativadas. Desta forma, é possível resolver a situação exposta naFigura 5.1 e, de quebra, promover o re�namento tratado na subseção 4.1.3.2, já que serápossível prevenir ativações desneessárias se as prioridades forem bem omputadas.Este vetor de números inteiros, hamado de per�l de ativações (ou simplesmenteper�l), não é simples de ser alulado heuristiamente, pois um mesmo per�l pode resultarem esalonamentos distintos de aordo om a lista de prioridades que for utilizada. Ade�nição de um per�l de boa qualidade, ou seja, que permita a geração de uma solução deboa qualidade, pode ser um elemento fundamental para que o algoritmo evolutivo possaproduzir resultados bem melhores.O esquema híbrido proposto prevê que ao enontrar uma nova solução inumbenteo CPLEX deve repassar ao algoritmo evolutivo, que já está rodando paralelamente, oper�l daquela solução para que possa ser apliado a todas as soluções posteriormentegeradas pelo evolutivo. Obviamente, aquela solução também é entregue ao evolutivo,odi�ada e inserida na população orrente na forma de um indivíduo extra. Espera-seque este indivíduo possa transferir parte de sua arga genétia a seus suessores e queestes tenham uma aptidão melhorada. A odi�ação é algo bastante abstrato pois, parao CPLEX, não existe a questão da prioridade entre as tarefas, mas apenas a solução �nal.Alguns meanismos foram testados e um dos que apresentaram resultado bem satisfatóriofoi o de multipliar por uma onstante positiva K a diferença H − Si, onde Si é o tempode ativação da tarefa i na solução enontrada pelo CPLEX. Se uma tarefa não estiverativada nesta solução, seu valor Si será onsiderado igual a H + 1, o que resultará emuma prioridade negativa, ou seja, muito baixa.Em resumo, iniialmente o evolutivo forneerá ao CPLEX uma solução que serviráde limite primal e uma ordem de prioridade para a �xação das variáveis. Quando oCPLEX enontrar uma nova solução inumbente, forneerá ao evolutivo um per�l e asolução inumbente que será utilizada omo um indivíduo extra. Em resposta, sempreque o evolutivo gerar uma solução de qualidade ainda superior também a entregará aoCPLEX omo novo limite primal. É importante notar que um limite primal melhor temdois efeitos positivos para o CPLEX: (i) subproblemas que tiverem um valor da relaxaçãolinear pior do que o da solução passada serão automatiamente eliminados; (ii) permite-seque o CPLEX utilize suas ténias de polimento e inferênia de ortes sobre uma solução



5.1 EA_ages + CPLEX 56mais próxima do valor ótimo. Portanto, é provável que sejam obtidos resultados melhorespor meio destas ténias.O ritério de parada deste algoritmo híbrido será o término da otimização realizadapelo CPLEX. Logo, este algoritmo pode ser onsiderado omo um método exato, já que,se for dado a ele tempo su�iente, sempre forneerá uma ou mais soluções ótimas. Infe-lizmente na prátia, não é viável permitir que ele exeute até que prove a otimalidade dasolução nas instânias de maior porte - neste(s) aso(s) será dado um tempo limite paraa exeução do método híbrido.5.1.1 Prioridade para a �xação das variáveisO PEPRRD apresenta uma araterístia muito interessante. Tanto as variáveis bináriasquanto as inteiras das formulações F1 e F2 possuem uma relação entre si dada pelo índieque identi�a a unidade de tempo à qual estão relaionadas. Em onsequênia disso, aose �xar o valor das variáveis relaionadas aos primeiros instantes de tempo, é possívelreduzir o intervalo de valores que podem ser atribuídos a variáveis de tempos posteriores.Como as variáveis inteiras são omputadas em função das variáveis binárias e omo amenionada redução é mais signi�ativa nestas mesmas variáveis binárias (prinipalmentena formulação F2), a ordem de �xação das variáveis binárias levará em onsideraçãoapenas a unidade de tempo à qual elas estão relaionadas. Quanto mais edo for o tempo,maior a sua prioridade.Para o álulo da prioridade, será utilizada uma onstante inteira e positiva W , deaordo om a equação a seguir, onde H é o tamanho do horizonte de planejamento doproblema.
Prioridade(xit) = (H − t+ 1) ∗W ∀i = 1, ..., n ∀t = 1, ..., H (5.1)Alterações na ordem de grandeza de W bem omo a utilização do termo i no ladodireito da equação foram testadas, mas não apresentaram diferença signi�ativa no tempode exeução das formulações.



5.2 CPLEX omo busa loal 575.2 CPLEX omo busa loalUma forma muito interessante de utilizar o otimizador CPLEX é realizar uma pré-�xaçãodo valor de variáveis que estejam relaionadas a uma solução gerada heuristiamente. Oalgoritmo Loal Branhing [49, 50℄ é um exemplo desta ténia.Para o PEPRRD, foi desenvolvido um algoritmo que utiliza novamente a heurístiaEA_ages, porém em sua versão paralela. Toda vez que esta heurístia enontrar uma novamelhor solução S, será riada uma formulação que levará em onta o tempo de ativaçãode ada tarefa em S para que o CPLEX possa examinar a vizinhança desta solução. Aqui,uma solução S ′ será onsiderada vizinha de S se Si − Z ≤ S ′

i ≤ Si + Z ∀i = 1, .., n, onde
Z é outra onstante inteira positiva e Si (S ′

i) é o tempo de ativação da tarefa i na solução
S (S ′).Se Z = 1, um problema surge quando uma tarefa i é ativada no último ou no primeiroinstante de tempo, pois a estrutura de vizinhança levará em onsideração o instante detempo t = H+1 ou t = 0, respetivamente. Ambos os instantes estão fora do horizonte deplanejamento e, portanto, não faz sentido �xar um valor para estas variáveis. A melhormaneira de resolver isto é simplesmente ignorar tais variáveis. Se Z > 1 o problematambém oorre, mas, felizmente, a solução de ignorar as variáveis que estiverem fora deesopo é a mesma. As Equações (5.2) e (5.3) devem ser inluídas na formulação paraque a busa loal possa oorrer. Estas restrições asseguram que a tarefa i não poderá serativada antes de Si − Z, mas deverá estar ativada depois de Si + Z.

yit = 0 ∀i = 1, ..., n ∀t = 1, ..., Si − Z − 1 (5.2)
yit = 1 ∀i = 1, ..., n ∀t = Si + Z, ..., H (5.3)Quando o CPLEX realizar a busa loal, provavelmente enontrará soluções piores emelhores que S. Para aelerar o exeução da busa loal, será informado ao CPLEX ovalor da solução S que servirá de limite primal para o algoritmo, assim, nenhuma soluçãode qualidade inferior será onsiderada. Infelizmente, mesmo om as várias restrições queforem adiionadas, a busa loal pode demorar muito tempo, prinipalmente em instâniasom muitas tarefas. Como o objetivo da busa loal não é enontrar a solução ótima do



5.3 Esalonamentos Pariais 58problema omo um todo, mas apenas na vizinhança de uma solução, será estabeleido umlimite de tempo para que a busa seja exeutada.Ao �nal dela, a melhor solução enontrada será devolvida ao EA_ages que a utilizaráomo um indivíduo de sua população. Se outro melhor indivíduo for gerado, o CPLEXserá novamente aionado para tentar aprimorar esta nova solução. O operador que realizaa busa loal LS_swap nos indivíduos da lasse A será substituído pela apliação destabusa loal, hamada LS_plex, em um indivíduo esolhido aleatoriamente dentro destasubpopulação. Isto será feito para que a LS_plex não seja apliada sempre sobre omesmo indivíduo, nem que seja apliada tantas vezes que torne o algoritmo muito ustosoomputaionalmente.Diferentemente da versão anterior, esta versão híbrida não pode ser onsiderada exata,pois não existe garantia de que a solução ótima seja enontrada. Embora a busa loalpossa enontrar o melhor vizinho de uma solução qualquer, não é possível a�rmar que setrate de uma solução ótima. Se Z ≥ H , isto seria possível, mas seria também equivalentea realizar a otimização do problema todo, independente da solução S. Somente nesteaso, o algoritmo poderia ser onsiderado exato.5.3 Esalonamentos PariaisO algoritmo híbrido CPLEX+EA3 proposto em [27℄ introduziu uma idéia bem interes-sante: dividir o horizonte de planejamento em duas metades e realizar o esalonamentodestas partes em sequênia, pelo método exato CPLEX e pelo evolutivo EA3, respetiva-mente. O algoritmo apresentou resultados signi�ativos em instânias de médio porte ouque possuam um urto horizonte de planejamento.Para instânias maiores, prinipalmente as detentoras de um extenso horizonte deplanejamento, o algoritmo onsumia muito tempo para produzir o esalonamento parialda primeira metade (sob responsabilidade do CPLEX) e, onsequentemente, não onseguiaterminar em tempo aeitável. O formulação utilizada então era ainda a F1.A proposta agora é, além de utilizar a formulação F2 om as restrições adiionais,dividir o horizonte em partes menores para que um resultado parial seja produzido maisrapidamente. Esta solução é, então, utilizada omo base para que outra solução parial



5.3 Esalonamentos Pariais 59(que ontemple mais unidades de tempo) seja também produzida até que todo o horizontede planejamento seja omputado. A limitação de ativação dentro do horizonte de plane-jamento é feita por meio da inlusão de restrições que impeçam a ativação após a unidadede tempo desejada. Sempre que uma solução parial é produzida, as tarefas ativadas têmsuas variáveis �xadas na formulação de aordo om o tempo de ativação da tarefa. Istodeve ser feito para que o problema não se torne ada vez mais difíil om a possibilidadede realizar o esalonamento em intervalos ada vez maiores. A divisão do horizonte podeser feita de diversas maneiras. Foram propostas três formas de divisão, utilizando doisritérios distintos, que serão expliados a seguir.
• Intervalos de tamanho �xo: nesta forma de divisão, o horizonte de planejamentoserá seionado em intervalos de K unidades de tempo. Por exemplo, se H = 7para uma instânia qualquer e K = 2, serão exeutados quatro intervalos: os trêsprimeiros om duas unidades e o último om apenas a unidade de tempo restante.
• Intervalos de tamanhos variáveis: outra forma de realizar a divisão é de�nir a quan-tidade de intervalos mas permitir que estes tenham tamanhos distintos. Embora oideal seja que os intervalos tenham o mesmo tamanho, o que aumenta ou diminuia di�uldade de exeução é, prinipalmente, a quantidade de tarefas (e por on-sequênia de variáveis) que devem ser tratadas em ada intervalo. Assim, intervalosujos tamanhos tenham uma pequena diferença são perfeitamente aeitáveis.Entretanto, testes preliminares mostraram que levar em onsideração apenas a quan-tidade de variáveis binárias não apresenta resultados tão bons, pois os primeirosinstantes de tempo terão menos variáveis binárias devido às restrições de menortempo. Isto aarreta em intervalos que preisam reunir mais unidades de tempo,demorando mais para serem exeutados. De fato, a ontagem que vai determinar otamanho de ada intervalo será baseada na quantidade de tarefas que têm o menortempo de ativação dentro do intervalo em questão.O pré-proessamento omputará, em ada tempo t, a quantidade de tarefas i quetêm menor(i) = t, esta quantidade será denotada por w(t). O valor de n (númerototal de tarefas) será dividido pela quantidade de intervalos v para saber o tamanhomédiom dos intervalos. Os intervalos agregarão onseutivas unidades de tempo atéque a soma dos valores w(t) seja o mais próximo possível de m. Se não for possível



5.3 Esalonamentos Pariais 60atingir exatamente o valor de m, a quantidade que sobrar ou que faltar será levadaem onsideração no álulo do próximo intervalo. É importante menionar que aquantidade de intervalos v é um dado passado pelo usuário do algoritmo; só assimserá possível realizar os álulos neessários para esta forma de divisão do horizontede planejamento. As Figuras 5.2 e 5.3 mostram omo partiionar um grafo em 4 ou6 intervalos, respetivamente, no qual as tarefas podem ser iniiadas até o tempo
t = 8. Não foram mostrados os aros para failitar a visualização das �guras, astarefas são representadas pelos írulos inzas.

Figura 5.2: Exemplo de divisão do horizonte de planejamento em 4 partições

Figura 5.3: Exemplo de divisão do horizonte de planejamento em 6 partiçõesComo o grafo ontém 30 tarefas, a divisão em 4 intervalos na Figura 5.2 nós dá umamédia de 7.5 tarefas por intervalo. A primeira unidade de tempo possui apenas 3tarefas, o que �a muito longe do nosso objetivo (7.5). Inluindo o tempo 2, �amos



5.3 Esalonamentos Pariais 61om 6 tarefas. Se inluirmos o tempo 3, teríamos 10 tarefas - mais distante de 7.5 doque o valor 6. Portanto, nosso primeiro intervalo termina em t = 2, faltando �umatarefa e meia� para o objetivo. O segundo intervalo vai levar isto em onsideração ebusar por um grupo que hegue perto de 7.5 + 1.5 = 9 tarefas. A melhor esolhaé agrupar os tempos 3 e 4 em outro intervalo, agora om uma tarefa de sobra. Oalgoritmo prossegue até hegar a t = 8, neste aso.Para a divisão em 6 intervalos, temos um valor médio de 5 tarefas para ada parti-ção. Na Figura 5.3, podemos ver omo �ariam estas partições utilizando o mesmoraioínio empregado no exemplo anterior.
• Múltiplos intervalos de tamanhos variáveis: a idéia é bem semelhante à anterior,mas ao �nal de ada exeução ompleta, ou seja, após realizar o esalonamentoem todo o horizonte de planejamento, os intervalos já de�nidos serão modi�adosde forma a �arem uma unidade de tempo mais longo ou mais urto. Após adamodi�ação, o esalonamento será realizado levando em onsideração a nova on-�guração. Portanto, este meanismo exeuta diversos esalonamentos semelhantesao item anterior, porém om pequenas alterações no que diz respeito ao tamanhodos intervalos. A Figura 5.4 mostra um exemplo om 5 intervalos (v = 5) e H = 24.Cada unidade de tempo é representada por um quadradinho e a divisão dos interva-los por uma linha vertial traejada. Quadradinhos que apresentam o mesmo estilode fundo estão no mesmo intervalo. As exeuções seguem a ordem estabeleida pela�gura, de ima para baixo. O partiionamento original, no aso om intervalos detamanho 4, 5, 3, 5 e 7, é de�nido omo no ritério anterior (intervalos de tamanhovariável).Estas três formas de seionamento também fazem om que a solução ótima possa nãoser enontrada mais, pois a solução ótima de um esalonamento parial pode não fazerparte da solução ótima do esalonamento por ompleto. Assim, estas versões híbridas nãopodem ser onsideradas algoritmos exatos para o PEPRRD.
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Figura 5.4: Esquema de múltiplos intervalos



Capítulo 6
Resultados Computaionais
Esta seção traz resultados dos prinipais testes realizados om as heurístias e om osmétodos exatos disutidos nos apítulos anteriores. Os testes foram realizados em om-putadores Intel Quad-ore 9550, om 8 Gigabytes de memória RAM. A versão do CPLEXutilizada foi a 11.2 paralela (om até 4 threads). O ódigo dos métodos heurístios e hí-bridos foi esrito em linguagem C. Antes, porém, de passar à apresentação dos resultados,faz-se neessário desrever as prinipais araterístias das instânias utilizadas.6.1 InstâniasTodas as instânias utilizadas fazem parte do Projeto Labi, disponíveis em [51℄. São asúnias instânias existentes para o PEPRRD, já que as instânias para outros problemasde esalonamento de projetos não ontêm uma araterístia fundamental que é o luroproduzido pelas tarefas.A topologia dos grafos foi elaborada para que 10% das tarefas não tenham predeessoralgum e as demais tenham de 1 a 5 predeessores aleatoriamente esolhidos, mas deforma a não permitir grafos direionados ílios. O usto e o luro das tarefas foramaleatoriamente esolhidos dentro dos intervalos [1;50℄ e [1;10℄, respetivamente. Custosmaiores e/ou luros menores resultariam em uma grande diminuição do número de tarefasativadas o que tornaria as instânias mais fáeis. Por outro lado, ustos menores e/ouluros maiores permitiriam que todas as tarefas sempre valessem a pena serem ativadas oque poderia diminuir a di�uldade da mesma forma. No intervalo em que foram de�nidos,ustos e luros permitem a onfeção de instânias interessantes, sempre om soluções não



6.2 Formulações Matemátias 64triviais.A quantidade iniial de reursos Q0 foi aleatoriamente esolhida no intervalo [Min-Custo;50℄, onde MinCusto é o menor usto entre as tarefas sem preedênia. O horizontede planejamento foi estabeleido om tamanho igual à raiz quadrada do número de tarefas.Os prinipais fatores de determinam a di�uldade de uma instânia são o número detarefas e o tamanho do horizonte de planejamento. Uma instânia om 5000 tarefas, porexemplo, tende a ser mais difíil do que outra om 2000 tarefas. Uma instânia om 20unidades de tempo também tende a ser mais difíil do que outra om apenas 8 unidades.A distribuição de ustos e luros, omo já menionado, omo também a topologia do grafopodem in�ueniar na di�uldade da instânia, porém de forma menos direta.Nos testes, as instânias serão indiadas de aordo om a seguinte notação: xxxay,onde xxx india a quantidade de tarefas da instânia e y (opional) india que se tratada y-ésima instânia om aquela quantidade de nós. Por exemplo, 300a5 signi�a que é aquinta instânia om 300 tarefas; 450a india que é a primeira instânia om 450 tarefas(o valor de y foi omitido, por questão de simpli�ação da notação). As instânias oma mesma quantidade de tarefas (300a, 300a2, 300a3, 300a4, por exemplo) foram geradasseparadamente e não possuem, obrigatoriamente, araterístias em omum, ou seja, nãoforam geradas a partir de outras.6.2 Formulações MatemátiasO primeiro teste analisa o impato ausado por ada uma das restrições adiionais quandoinluídas nas formulações F1 e F2. A Tabela 6.1 mostra, para ada instânia, o valor darelaxação linear sem qualquer restrição adiional, e a redução perentual ausada porada onjunto de restrições (C1-C4). A oluna C1 india as restrições de menor tempode ativação (Seção 3.1), C2 representa as restrições de número máximo de tarefas (Seção3.2), C3 india as restrições de pares de tarefas (Seção 3.3) e C4 representa as restrições desoma de variáveis (Seção 3.4). Em negrito está destaado o tipo de restrição que produziumelhor resultado para a formulação F1 e, em itálio, para a formulação F2.A primeira onstatação que pode ser feita é que o valor da relaxação linear da formu-lação F2 é bem menor e, portanto, melhor do que o valor da formulação F1 (reordando,



6.2 Formulações Matemátias 65

F1 F2Inst. RL C1 C2 C3 C4 RL C1 C2 C350a 59.1694 10.05 3.48 0.00 1.33 57.4709 7.39 0.00 0.00100a 398.4813 5.31 0.95 0.00 17.43 322.8573 0.25 0.00 0.00150a 684.8494 3.13 0.00 0.00 14.02 588.8171 0.00 0.00 0.00200a 1208.6459 6.94 1.62 0.94 39.69 710.7612 0.00 2.61 1.30250a 1721.6905 5.16 4.62 0.77 33.45 1158.6544 1.11 3.68 0.66300a 3255.1332 4.06 1.92 0.00 33.19 2174.7781 0.32 1.61 0.00350a 4373.5286 3.99 0.03 0.00 39.30 2654.5581 0.00 0.00 0.00400a 10600.4006 5.79 0.39 0.00 29.61 7461.0944 0.00 0.18 0.00450a 13682.4747 0.83 0.02 0.00 28.27 9814.6837 0.00 0.00 0.00500a 18538.3810 0.47 0.00 0.00 22.15 14432.8957 0.00 0.00 0.00550a 17925.9438 1.08 0.00 0.00 36.93 11305.3744 0.00 0.00 0.00600a 18741.3853 2.99 0.00 0.11 41.68 10930.0444 0.00 0.00 0.99650a 25945.1970 0.87 0.83 0.83 33.83 17168.3087 0.00 1.45 1.54700a 39786.5320 0.66 0.00 0.38 19.30 32109.7174 0.00 0.00 0.51750a 46409.8935 0.58 0.01 0.00 21.39 36483.4751 0.00 0.00 0.00800a 48951.3293 0.57 0.00 0.00 20.68 38828.4671 0.00 0.00 0.00850a 57781.0238 0.94 0.00 0.00 18.47 47106.5569 0.00 0.12 0.00900a 53651.5671 3.61 2.20 0.00 26.13 40398.7892 3.24 3.24 0.00950a 78146.6912 0.05 0.00 0.00 12.98 68005.4831 0.00 0.00 0.001000a 83379.8300 0.51 0.47 0.19 12.85 72666.5083 0.00 0.99 0.33Média - 2.88 0.83 0.16 25.13 - 0.62 0.69 0.27Tabela 6.1: Impato das restrições adiionais em ada formulação



6.2 Formulações Matemátias 66o PEPRRD é um problema de maximização). O fato daquela formulação já garantir quetarefas suessoras estejam sempre �menos ativadas� que as predeessoras faz uma grandediferença já em um limite dual muito omum de ser omputado. Aliás, o impato ausadopela inlusão das restrições das somas das variáveis na formulação F1 também pode servisto na grande redução perentual mostrada na sexta oluna da Tabela 6.1.Para a formulação F1, as restrições de menor tempo também tiveram um bom de-sempenho om quase 3% de redução média. Por outro lado, para a formulação F2, asrestrições adiionais ausaram efeito bem menor. É importante destaar que as situaçõespontuais, ou seja, o subonjunto de tarefas, onde as restrições surtem efeito existem paraas duas formulações, já que o grafo de entrada é o mesmo. O fato de um mesmo onjuntode restrições adiionais ausar diferentes níveis de redução pode ser expliado pelo valorda relaxação linear que serviu de base para o álulo. Tomemos por exemplo a instânia50a e o onjunto de restrições C1. O valor da relaxação linear para F1 é 59.1694. Umaredução de 10.05% leva este valor para 53.2229 que é o mesmo valor obtido pela relaxaçãoda formulação F2 om a redução de 7.39% ausada pelas restrições C1. As restriçõesadiionais, portanto, são menos efetivas para F2 porque o valor da relaxação neste asojá é menor.As Tabelas 6.2 e 6.3 apresentam omparações dos limites primais e duais gerados porada formulação isoladamente e om a inlusão de todas as restrições adiionais propostaspara ada formulação (indiado por um �+� na tabela). Todos os parâmetros do CPLEXforam deixados om seus valores padrões e foi dado um tempo limite de 50000 segundospara ada exeução.Comparativamente, a formulação F2 obteve os melhores resultados. Foi a únia versãoapaz de produzir um limite primal, ou seja, uma solução fatível para todas as instâniasdentro do limite de tempo estipulado (50000 segundos). A formulação F1 e sua versãoom as restrições não onseguiram sequer produzir uma solução fatível em pelo menos25% das instânias testadas. Uma das expliações pode estar na quantidade de nósexplorados: nas instânias até 500 tarefas onde o ótimo foi enontrado, o CPLEX om F2explorou, em média, era de 1/9 da quantidade de nós em relação à formulação F1. Istose re�ete também no tempo omputaional gasto que poderá ser visto na Tabela 6.4 maisadiante. Já nas intânias onde o ótimo não p�de ser provado (om mais de 500 tarefas)



6.2 Formulações Matemátias 67Instânia F1 F1+ F2 F2+50a 47 47 47 47100a 304 304 304 304150a 576 576 576 576200a 636 636 636 636250a 1030 1030 1030 1030300a 2073 2073 2073 2073350a 2571 2571 2571 2571400a 7265 7271 7271 7271450a 9633 9574 9705 9705500a 14222 14336 14336 14336550a 0 11072 11087 11108600a 0 10154 10157 10167650a 0 16270 16332 16331700a 0 31784 31820 31798750a 0 0 36216 36231800a 0 0 38351 0850a 45240 0 46840 46806900a 0 38556 38733 38800950a 0 0 67903 678961000a 0 0 71864 71879Tabela 6.2: Limites primais obtidos pelas formulaçõesInstânia F1 F1+ F2 F2+50a 47.0000 47.0000 47.0000 47.0000100a 304.0000 304.0000 304.0000 304.0000150a 576.0000 576.0000 576.0000 576.0000200a 636.0000 636.0000 636.0000 636.0000250a 1030.0000 1030.0000 1030.0000 1030.0000300a 2073.0000 2073.0000 2073.0000 2073.0000350a 2585.2790 2571.0000 2571.0000 2571.0000400a 7304.9527 7271.0000 7271.0000 7271.0000450a 10061.5759 10174.7632 9705.0000 9705.0000500a 15925.2149 14336.0000 14336.0000 14336.0000550a 15401.4295 11132.3064 11136.4831 11133.4913600a 14968.1397 10200.5773 10199.5660 10187.8364650a 21800.2408 16431.0530 16355.8210 16383.4517700a 36406.8434 31864.0367 31836.2076 31842.2301750a 42069.0104 36317.8720 36296.8748 36296.5570800a 45306.9727 38732.8392 38729.7743 38743.3329850a 53206.7039 46934.7733 46897.9824 46911.6446900a 47904.0815 38827.7713 38834.8116 38829.6680950a 75062.9671 67939.5572 67927.4055 67928.46941000a 79287.9344 71924.7402 71911.8527 71906.8074Tabela 6.3: Limites duais obtidos pelas formulações



6.2 Formulações Matemátias 68a quantidade de nós explorados hega ser 4 vezes maior om a formulação F2. Isto podeser um dos fatores que levou esta formulação a apresentar resultados melhores para asreferidas instânias.Os limites duais das duas versões de F1 também foram piores em quase todas asinstânias, mostrando que estas versões devem ter uma di�uldade bem maior em provara otimalidade das soluções aso fosse dado tempo su�iente. É interessante notar que ainlusão das restrições em F1 propiiou uma signi�ativa melhora de desempenho, maso mesmo não pode ser onluído em relação à F2. Para algumas instânias os limitesprimais e duais melhoram (600a, por exemplo), enquanto em outras pioraram (850a, porexemplo).Na instânia 800a, a exeução da formulação F2 foi tão alterada que a versão maisomplexa não onseguiu produzir uma solução fatível. Isto pode oorrer em algumassituações porque qualquer inlusão, remoção ou alteração nas restrições do modelo afetamdiretamente as esolhas de nós a serem explorados, de variáveis a serem �xadas ou mesmoda direção (para ima ou para baixo) que deve ser tomada por parte dos algoritmosbranh-and-bound (e variações) utilizados pelos otimizadores. Assim, não foi possívelpereber uma predominânia de uma versão (F2 simples ou om restrições) sobre a outrade forma geral, embora o fato de que a versão om restrições não tenham produzido umlimite primal, para uma instânia, seja bastante negativo.Instânia F1 F1+ F2 F2+50a 0.0 0.0 0.0 0.0100a 0.2 0.1 0.1 0.0150a 0.5 0.1 0.3 0.2200a 12.3 3.5 6.5 2.0250a 88.2 13.2 25.3 8.2300a 5674.3 67.9 196.3 42.2350a 50000.0 224.7 211.3 142.2400a 50000.0 3153.8 467.8 1101.7450a 50000.0 50000.0 9843.2 3399.4500a 50000.0 8430.5 6688.7 3376.5550a-1000a 50000.0 50000.0 50000.0 50000.0Tabela 6.4: Tempo gasto (seg) pelas formulaçõesA Tabela 6.4 mostra o tempo gasto por ada versão para provar a otimalidade dasolução enontrada. Quando isto não foi possível, o limite de 50000 segundos foi indiado



6.2 Formulações Matemátias 69na tabela. Novamente, é pereptível uma grande vantagem da formulação F2 em relaçãoà F1. Somente nas instânias om mais de 550 tarefas todas as versões não terminaramantes do prazo estabeleido.A inlusão das restrições diminui bastante o tempo gasto em ambas as formulaçõesporque onsegue eliminar algumas variáveis por meio da �xação de seus valores, omo é oaso da restrições de menor tempo. A redução média no tamanho da matriz de oe�ientesom as restrições hega a ser de 20% para F1 e 46% para F2. Além disso a formulação F2,em suas duas versões, foi exeutada mais rapidamente do que as suas respetivas versõesde F1.De fato, a formulação F2 é omposta por restrições mais simples, que não inluemmuitos somatórios, omo no aso das restrições de preedênia de F1, por exemplo. Res-trições mais simples, ou seja, om menos oe�ientes diferentes de zero, onseguem sertratadas om mais rapidez pelo algoritmo Simplex, quando uma base ótima é prouradanos diversos Programas Lineares resolvidos ao longo da exeução do branh-and-bound.Quanto mais rápido o método Simplex enontra a base ótima, mais rápido os nós sãoproessados e, onsequentemente, maior a hane de se enontrar uma solução fatível,inlusive a solução ótima.Por apresentar um resultado muito frao, a formulação F1 não será utilizada nos al-goritmo híbridos. No entanto, os resultados obtidos nestes primeiros experimentos serãoainda omparados om algumas outras abordagens para o PEPRRD. Um último experi-mento levando em onsideração apenas a formulação F2 e as restrições adiionais tentouveri�ar se a utilização destas através do meanismo presente no CPLEX onheido omo�ortes do usuário� (user-uts, em inglês) traria resultados melhores.As restrições não seriam adiionadas diretamente ao modelo, omo feito até então,mas �ariam armazenadas em uma memória espeí�a do CPLEX e seriam utilizadas asofosse gerada alguma solução fraionária que as violasse. A idéia por trás disto, é fazerom que a formulação �que mais simples e, onsequentemente, possa ser exeutada maisrapidamente. O experimento mostrou que em apenas metade das instânias o tempo deproessamento foi reduzido. Outros parâmetros omo o limite dual e a melhor soluçãoenontrada, inlusive, também foram aprimorados em parte das instânias, o que nãopermitiu omprovar um melhor desempenho ao se utilizar desta ténia de ortes do



6.3 Algoritmos Heurístios 70usuário. A Tabela 6.5 apresenta os valores obtidos, utilizando-se os user-uts.Instânia Limite Primal Tempo Total(s) Limite Dual50a 47 0.0 47.0000100a 304 0.1 304.0000150a 576 0.2 576.0000200a 636 4.7 636.0000250a 1030 24.6 1030.0000300a 2073 193.5 2073.0000350a 2571 212.0 2571.0000400a 7271 460.5 7271.0000450a 9705 9767.2 9705.0000500a 14336 6555.0 14336.0000550a 11106 50000.0 11136.5988600a 10159 50000.0 10199.7436650a 16332 50000.0 16355.5896700a 31820 50000.0 31836.4917750a 36220 50000.0 36297.1078800a 0 50000.0 38733.4318850a 46774 50000.0 46928.1209900a 38733 50000.0 38834.8323950a 67903 50000.0 67927.38881000a 71867 50000.0 71911.7650Tabela 6.5: Resultados da utilização de user-uts6.3 Algoritmos HeurístiosUm maro importante no desenvolvimento de métodos heurístios foi a mudança na ma-neira de representar a solução. Os algoritmos evolutivos propostos em [34℄ e [35℄, res-petivamente EA_priority e EA_ages, apresentaram grandes melhorias em relação aosalgoritmos evolutivos previamente propostos. A Tabela 6.6 india a média (de 30 exeu-ções) dos resultados obtidos por aqueles evolutivos que utilizam a representação indireta(por prioridades) e a representação direta (EA3, proposto em [27℄). O ritério de paradautilizado foi o número máximo de gerações.



6.3 Algoritmos Heurístios 71Instânia EA3 EA_priority EA_ages100a 304.0 303.2 304.0200a 613.1 636.0 632.1300a 1734.3 1958.5 2004.2400a 5500.6 5962.2 6908.5500a 11386.3 11954.3 13523.7600a 7097.8 8616.0 9358.0700a 23775.5 26217.7 28500.6800a 31642.3 32354.4 35001.9900a 28379.1 29912.6 34355.71000a 60751.9 63512.8 66399.7Tabela 6.6: Média dos resultados dos Algoritmos EvolutivosÉ possível pereber pela Tabela 6.6 que, em geral, os algoritmos evolutivos que utili-zam a representação indireta são bem superiores em relação ao EA3. Na instânia 600a,por exemplo, temos uma melhoria de mais de 30%. Isto se deve muito à forma de repre-sentação e ao algoritmo de reombinação utilizados em EA_priority e EA_ages. Paraorroborar esta a�rmação, um experimento foi realizado para analisar apenas os resulta-dos destes operadores de reombinação. Duas populações iniiais A e B, foram geradas,respetivamente, pelos algoritmos EA3 e EA_priority. Os operadores de reombinaçãodestes evolutivos foram apliados a ada população, gerando outras duas populações om10000 indivíduos ada. Neste ponto, temos quatro populações de �lhos gerados: duaspopulações geradas pelo operador de reombinação antigo, sendo uma delas derivada daPopulação A e a outra da População B. O mesmo vale para o operador de reombinaçãonovo que também gerou outras duas populações de �lhos.A aptidão média das proles foi omparada entre os dois operadores. Ou seja, a prolegerada pelo operador antigo (a partir da População A) foi omparada om a prole geradapelo operador novo. As proles geradas a partir da População B também foram ompra-das. A Tabela 6.7 mostra quanto a aptidão média da população gerada pelo operadordo EA_priority foi melhor do que a da população gerada pelo EA3, em ada uma daspopulações de �lhos derivadas das Populações A e B. Além disso, a Tabela 6.8 mostra o



6.3 Algoritmos Heurístios 72tempo médio gasto em ada reombinação (em milisegundos).Instânia Pop. A Pop. B100a 11.5% -4.9%200a 14.3% 11.7%300a 25.9% 95.2%400a 72.1% 87.7%500a 61.4% 52.9%600a -2.4% 48.2%700a 42.8% 61.4%800a 21.1% 38.4%900a 444.7% 385.1%1000a 411.3% 272.5%Tabela 6.7: Comparação dos resultados dos operadores de reombinaçãoPop. A Pop. BInstânia EA3 EA_priority EA3 EA_priority100a 0.36 0.58 0.42 0.31200a 1.72 1.16 2.63 0.63300a 4.50 1.90 5.29 1.10400a 10.84 2.70 12.09 1.43500a 26.25 3.58 23.24 1.87600a 31.71 4.61 29.73 2.17700a 65.34 5.21 59.55 2.91800a 147.38 5.19 91.61 3.51900a 102.22 5.85 93.24 4.651000a 174.44 7.43 172.24 5.74Tabela 6.8: Tempo médio gasto em ada reombinação (milisegundos)É notável que o operador de reombinação do EA_ages e do EA_priority (ambostêm o mesmo operador) onsegue gerar indivíduos muito melhores e em muito menostempo. A expliação para isto vem do fato de que qualquer lista de prioridades é apaz



6.3 Algoritmos Heurístios 73de gerar um esalonamento viável, na representação por prioridades, o que não é verdadena representação direta. Esta, por sua vez, preisa hear a viabilidade da solução, aada tentativa de �xar um tempo de ativação para uma tarefa, onsumindo muito tempo.Para manter a viabilidade da solução, muitas vezes é neessário abrir mão de bons genesprovenientes dos pais, o que também faz om que a qualidade dos �lhos não seja sempreboa. A Figura 6.1 ilustra situações omo esta em duas instânias (350a e 550a). Cadaalgoritmo rodou por 100 gerações e foram anotadas a qualidade da melhor solução enon-trada e a aptidão média dos indivíduos de ada geração omputada pelos evolutivos EA3,EA_priority e EA_ages.O algoritmo EA3 onseguiu evoluir o melhor indivíduo pouas vezes. Seu operadorde reombinação, embora onseguisse produzir populações om boa qualidade em relaçãoao melhor indivíduo, teve di�uldades em estabeleer novos padrões genétios de quali-dade superior. Também �a visível, pelos grá�os, que os meanismos de intensi�ação ediversi�ação do EA3 (desritos na página 18) tentaram umprir seu papel de promoveruma reiniialização da população quando esta foi onsiderada estagnada.O operador de reombinação dos evolutivos EA_priority e EA_ages teve desempenhobem melhor, já que um número bem maior de evoluções foi onseguido. O EA_agesmostrou um desempenho um pouo melhor, inlusive em relação à média da população quefoi sempre bem mais próxima da melhor solução do que a apresentada pelo EA_priority.Fia bem laro que a hane de gerar indivíduos melhores do que os pais é bem maiorusando a representação indireta e o operador de reombinação orrespondente. Mesmoassim, após mais de 200 ou 300 gerações, a população omeça a estagnar, ou seja, a nãoproduzir indivíduos melhores. O algoritmo EA_ages [35℄ foi desenvolvido para tentarsuperar estas di�uldades através de uma série de novos operadores. A apliação daLS_swap, que troa pares de prioridades, ajudou a aumentar a qualidade dos indivíduosque eram onsiderados novos best. Mas sem dúvida, o operador que permitiu adiar oestado de estagnação da população foi a reonstrução da população baseada no melhorindivíduo. Esta reonstrução, omo já foi menionado, é ativada quando a população éonsiderada estagnada, ou seja, quando não há indíios de que ela possa aprimorar maisa qualidade de seu melhor indivíduo, o que oorre após 150 gerações sem melhorias.Para ilustrar a apaidade deste esquema, a Tabela 6.9 apresenta o resultado do
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(a)

(b)Figura 6.1: Evolução da melhor solução e da média da população



6.3 Algoritmos Heurístios 75melhor indivíduo (em termos perentuais), ao �nal de ada Era, em relação à primeira.Os valores são médias de 20 exeuções. As instânias om menos de 250 tarefas não foramanalisadas, porque a solução ótima é enontrada ainda na primeira Era, logo, não há omomelhorá-la mais. ErasInstânia. 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a 9a 10a250a 0.21 0.25 0.25 0.31 0.31 0.31 0.31 0.31 0.31300a 0.69 0.84 0.95 1.05 1.06 1.06 1.06 1.06 1.09350a 0.00 0.10 0.11 0.17 0.17 0.17 0.17 0.18 0.18400a 0.53 0.62 0.82 0.83 0.91 0.93 1.00 1.03 1.03450a 1.10 1.41 1.63 1.74 1.77 1.83 1.85 1.85 1.86500a 0.20 0.32 0.36 0.48 0.55 0.64 0.73 0.83 0.93550a 0.95 1.64 1.65 1.68 1.73 1.74 1.87 1.89 1.90600a 0.82 1.31 1.34 1.46 1.56 1.67 1.70 1.77 1.80650a 1.28 1.70 2.36 2.52 2.57 2.65 2.68 2.74 2.74700a 1.14 1.72 2.07 2.50 2.67 2.91 2.98 3.06 3.15750a 0.85 1.35 1.48 1.77 1.97 2.20 2.24 2.36 2.37800a 0.65 1.01 1.20 1.54 1.80 1.89 2.05 2.13 2.21850a 1.30 1.61 1.96 2.05 2.12 2.18 2.22 2.25 2.36900a 1.01 1.61 1.96 2.22 2.55 2.68 2.79 2.85 2.91950a 0.80 1.14 1.39 1.64 1.78 1.90 2.10 2.24 2.271000a 0.56 0.87 1.10 1.26 1.41 1.53 1.58 1.66 1.69Média 0.76 1.09 1.29 1.45 1.56 1.64 1.71 1.76 1.80Tabela 6.9: Evolução das melhor solução ao longo das ErasEmbora nas primeiras eras o melhor indivíduo seja aprimorado até um pouo maisde 1%, é interessante ver que om o passar da eras, este aprimoramento hega a mais de2.2% em várias instânias, om média de 1.8%. Pode não ser um resultado brilhante, maspara populações que eram tidas omo estagnadas e não tinham perspetivas de melhora, éum resultado a ser onsiderado.Outra ontribuição importante de [35℄ foi a versão paralela do EA_ages. Na verdade,foram propostas duas versões: uma que utiliza duas threads e outra que utiliza quatro.O speedup das duas versões paralelas pode ser visto na Tabela 6.10. Já a Tabela 6.11apresenta os resultados de um teste que teve omo ritério de parada o tempo de 1 hora.Em ada maro de tempo (10, 100, 1000 ou 3600 segundos) é mostrado o valor da melhorsolução enontrada por ada versão analisada.O speedup das versões om 2 e 4 threads �ou um pouo abaixo do esperado, porquenem todos os operadores evolutivos foram paralelizados. Isto faz om que nem todo o



6.3 Algoritmos Heurístios 76Instânia 2 threads 4 threads300a 1.453 2.131400a 1.802 2.653500a 1.851 2.273600a 1.799 2.826700a 1.673 2.176800a 1.926 2.390900a 1.855 2.0731000a 1.788 2.302Tabela 6.10: Speedup das versões multi-thread do evolutivo EA_agesInstânia threads 10s 100s 1000s 3600s400a 1 6519 6979 7025 70252 6424 7000 7100 71674 6762 7009 7094 7174700a 1 25236 28124 29413 297962 25916 28277 29661 301084 26214 28960 29674 300701000a 1 46618 64885 67978 687652 59360 64904 68332 694314 58992 65795 68710 69494Tabela 6.11: Evolução da melhor solução nas três versões do EA_agesalgoritmo possa ser onsiderado paralelo e aaba se re�etindo nos valores mensurados. Noentanto, a Tabela 6.11 traz resultados que mostram a apaidade das versões paralelas deproduzir resultados melhores em menor espaço de tempo. Em ada um dos quatro maros,uma das versões paralelas tinha sempre uma solução melhor que a versão sequenial. Aversão om quatro threads teve um desempenho geral melhor, inlusive, do que a versãoom apenas duas. Embora esperado, na prátia esta situação nem sempre aontee.Entre as versões de GRASP propostas (GRASP1 e GRASP2) o teste onsistiu emanalisar os resultados obtidos após 30 exeuções para ada instânia. Como a segundaversão apresenta métodos a mais do que primeira, no aso a reombinação de soluçõesarmazenadas em um pool, o ritério de parada estabeleido foi um tempo limite que variade aordo om o tamanho da instânia. A fórmula para alular a quantidade de segundosdada a ada algoritmo é: n2

1000
, onde n é o número de tarefas da instânia. A Tabela 6.12mostra a média dos resultados obtidos, sendo a melhor em negrito. Também está presentea melhor solução enontrada por ada versão.Em todas as instânias testadas, a versão GRASP2 teve os melhores resultados e as



6.3 Algoritmos Heurístios 77Médias Melhores ResultadosInstânia GRASP1 GRASP2 GRASP1 GRASP250a 47.0 47.0 47 47100a 304.0 304.0 304 304150a 574.6 575.1 576 576200a 633.9 634.3 636 636250a 1015.7 1023.2 1030 1030300a 1885.8 1996.5 1952 2031350a 2284.6 2428.3 2384 2482400a 6105.8 6487.0 6359 6781450a 8119.9 8579.1 8487 8974500a 11650.6 12427.6 12143 12799550a 8517.4 9231.1 8912 9673600a 7696.8 8392.8 8088 8803650a 12058.8 13221.5 12714 13725700a 24394.1 26278.4 25716 27358750a 29980.4 31505.0 31019 32390800a 31179.7 33050.5 32228 34218850a 37662.8 40013.0 39145 41496900a 28543.3 30436.1 29793 31541950a 59262.6 61359.0 60278 621871000a 59848.0 62806.7 61752 64500Tabela 6.12: Comparação dos resultados das versões GRASPmelhores médias. De fato, a utilização de várias boas soluções juntamente om o algoritmode reombinação foi um dos fatores que permitiu que também os evolutivos obtivessembons resultados. No GRASP2, era de 73% das soluções que, em algum momento daexeução do algoritmo foram onsideradas as melhores, são provenientes da reombinação.A Tabela 6.13 apresenta os resultados de testes semelhantes, porém om as duasversões ILS propostas. Em negrito está a melhor média e, em itálio, a melhor soluçãoproduzida pelos algoritmos.Diferentemente do esperado, o emprego do algoritmo de reombinação neste aso nãomelhorou a qualidade dos resultados obtidos pelo ILS2, em omparação om o ILS1. Ape-nas em algumas instânias, esta melhoria p�de ser observada, omo na 700a, por exemplo.A expliação para isto está no fato de que a reombinação foi apliada a soluções que nãotinham garantia alguma de serem boas soluções, já que as perturbações podem gerar solu-ções melhores, mas também podem piorar a qualidade de uma solução original. A Tabela6.14 mostra a quantidade perentual de melhorias promovidas por ada perturbação epela reombinação.



6.3 Algoritmos Heurístios 78Médias Melhores ResultadosInstânia ILS1 ILS2 ILS1 ILS250a 47.0 47.0 47 47100a 304.0 304.0 304 304150a 575.8 576.0 576 576200a 635.9 635.3 636 636250a 1024.5 1020.4 1030 1030300a 1934.7 1903.8 2011 2006350a 2353.5 2315.2 2449 2406400a 6185.8 6078.5 6534 6376450a 8103.2 8097.7 8733 8512500a 11477.4 11794.2 11929 12310550a 8553.8 8675.7 9122 9271600a 7906.3 7797.4 8411 8178650a 12464.3 12096.5 13566 12833700a 24014.2 24372.8 25571 26613750a 29339.6 28581.8 30791 29992800a 30851.8 30631.2 32509 31899850a 36930.3 36650.9 39703 39020900a 28789.2 28090.1 31038 29289950a 57192.1 56482.3 59266 590221000a 59387.1 58471.6 62398 61591Tabela 6.13: Comparação dos resultados das versões ILSSe omparado ao aso do GRASP2, onde era de 73% das soluções onsideradasmelhores foram produzidas pela reombinação, a reombinação no ILS2 teve um desem-penho frao om apenas 39%. Neste aso, onde as soluções a serem reombinadas podemapresentar on�gurações, isto é, onjuntos de prioridades, muito diferentes por ausa dasperturbações, a reombinação não onsegue mostrar o mesmo potenial dos outros asosonde as soluções apresentam uma qualidade mínima assegurada. Para mostrar que a qua-lidade das soluções trabalhadas pelo ILS é realmente bastante inferior à dos algoritmosevolutivos, a Tabela 6.15 é apresentada, omparando os resultados da melhor de adauma das três meta-heurístias estudadas (Algoritmos Evolutivos - EA_ages; GRASP -GRASP2; ILS - ILS1). O ritério de parada ontinua sendo um tempo limite aluladoem função do número de tarefas de ada instânia. Em negrito está a melhor média e,em itálio, a melhor solução.Os resultados deixam laro que apenas em instânias pequenas (até 300 tarefas) oILS1 onsegue manter o mesmo desempenho das demais meta-heurístias. O desempenhodo GRASP2, om reombinação de soluções, também é inferior ao do EA_ages, mas em



6.3 Algoritmos Heurístios 79Instânia Pert1 Pert2 Pert3 Pert4 Reomb.50a 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00100a 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00150a 0.06 0.16 0.10 0.00 0.68200a 0.09 0.17 0.08 0.00 0.66250a 0.07 0.18 0.40 0.00 0.36300a 0.04 0.06 0.52 0.00 0.39350a 0.01 0.09 0.58 0.00 0.32400a 0.04 0.07 0.40 0.00 0.48450a 0.10 0.05 0.37 0.01 0.48500a 0.08 0.05 0.28 0.01 0.59550a 0.07 0.11 0.24 0.02 0.56600a 0.05 0.05 0.39 0.00 0.50650a 0.07 0.12 0.35 0.02 0.44700a 0.12 0.09 0.21 0.02 0.56750a 0.27 0.33 0.22 0.07 0.11800a 0.20 0.27 0.24 0.05 0.25850a 0.28 0.34 0.14 0.06 0.18900a 0.16 0.15 0.24 0.05 0.40950a 0.25 0.30 0.25 0.06 0.131000a 0.32 0.47 0.12 0.09 0.00Média 0.12 0.17 0.29 0.03 0.39Tabela 6.14: Comparação da ontribuição perentual (de 0.00 a 1.00) das perturbações eda reombinação para a geração dos soluçõesmenor grau. O resultado, de fato, já era esperado por alguns motivos: (i) os algoritmosevolutivos vêm sendo usados para resolver o PEPRRD há bastante tempo, o que permitiuque várias meanismos fossem desenvolvidos para superar as di�uldades enontradas;(ii) o fato de que qualquer lista de prioridade pode gerar uma solução fatível permiteque os indivíduos possam ser manipulados livremente, o que é uma araterístia muitoútil nos algoritmos evolutivos e genétios, omo pode ser visto também em [52℄; (iii) autilização do operador de reombinação pratiamente requer que sejam utilizadas soluçõesom um mínimo de qualidade assegurada, aso ontrário, as soluções geradas podem nãoser melhores do que os pais.A Figura 6.2 traz uma análise probabilístia semelhante à enontrada em [53℄. Foiestabeleido um alvo omum às três meta-heurístias testadas, equivalente à média dosresultados do ILS1 em ada uma das três instânias aleatoriamente esolhidas (450a, 650ae 900a). Foi anotado o tempo em que a meta-heurístia levou para alançar o alvo. A
i-ésima exeução mais rápida de ada algoritmo reebeu uma probabilidade pi = (i ∗ 100

30
),



6.3 Algoritmos Heurístios 80Média Melhores ResultadosInstânia EA_ages GRASP2 ILS1 EA_ages GRASP2 ILS150a 47.0 47.0 47.0 47 47 47100a 304.0 304.0 304.0 304 304 304150a 576.0 575.1 575.8 576 576 576200a 636.0 634.3 635.9 636 636 636250a 1018.2 1023.2 1024.5 1023 1030 1030300a 1991.8 1996.5 1934.7 2009 2031 2011350a 2519.1 2428.3 2353.5 2549 2482 2449400a 6979.4 6487.0 6185.8 7053 6781 6534450a 9283.6 8579.1 8103.2 9378 8974 8733500a 13708.7 12427.6 11477.4 13784 12799 11929550a 10016.1 9231.1 8553.8 10179 9673 9122600a 9652.1 8392.8 7906.3 9807 8803 8411650a 14886.7 13221.5 12464.3 15134 13725 13566700a 28987.1 26278.4 24014.2 29249 27358 25571750a 33684.4 31505.0 29339.6 34083 32390 30791800a 36035.6 33050.5 30851.8 36382 34218 32509850a 43889.0 40013.0 36930.3 44276 41496 39703900a 35256.9 30436.1 28789.2 35763 31541 31038950a 64189.0 61359.0 57192.1 64906 62187 592661000a 67684.3 62806.7 59387.1 68343 64500 62398Tabela 6.15: Comparação da melhor versão de ada Meta-heuristia estudadauma vez que foram realizadas 30 exeuções. Os grá�os mostram os dados (ti, pi), onde
ti é o tempo que a i-ésima exeução levou para atingir o alvo. Caso uma exeução nãoatinja o alvo, ela não será mostrada no grá�o. O tempo limite para ada exeução é omesmo utilizado no experimento da Tabela 6.15.A Figura 6.2 ilustra o frao desempenho do ILS1 em atingir o alvo. Em aproxima-damente metade dos asos, isto nem sequer foi possível. Quando o alvo foi atingido, oILS1 preisou, em geral, de mais tempo do que as outras meta-heurístias. O algoritmoGRASP2 onseguiu alançar os alvos em todas as exeuções, mas em alguns asos preisoude mais da metade do tempo dado. O bom desempenho do EA_ages deve ser destaadonão só por ele ter onseguido atingir o alvo em todas as exeuções, mas prinipalmentepor ter feito isto em pouos segundos. Em pratiamente todas as exeuções, antes dasoutras meta-heurístias atingirem o alvo pela primeira vez, o EA_ages já havia atingidoo alvo em todas as 30 exeuções.Vale reforçar que o método de onstrução da solução iniial, tanto no GRASP2 quantono ILS1, é o mesmo empregado pelo EA_ages na onstrução da população iniial. Logo,
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6.4 Métodos Híbridos 82não há favoreimento algum por parte do EA_ages. A únia vantagem que ele possuié o fato de, já na primeira geração, ter um onjunto de indivíduos organizados por suasaptidões e uma polítia de esolha de bons andidatos dentre estes indivíduos. De fato,um dos pais será esolhido dentre os 20% melhores indivíduos, o que já garante um nívelmínimo de qualidade para o operador de reombinação.Também muito importante de ser menionado é o fato de que o modelo de paraleliza-ção adotado pelo EA_ages paralelo não têm in�uênia direta na qualidade das soluçõesgeradas, já que os operadores têm apenas a sua arga de trabalho dividida entre os nú-leos de proessamento. Neste ontexto, a versão paralela do EA_ages tem potenial paraatingir os mesmos resultados da versão sequenial, porém onsumido um pouo menos detempo. Como o speedup das versões paralelas �ou abaixo do esperado, di�ilmente asversões om 2 e 4 threads atingiriam o alvo em, respetivamente, metade ou um quartodo tempo mostrado na Figura 6.2.6.4 Métodos HíbridosO primeiro experimento om os métodos híbridos levou em onta o algoritmo EA_ages+CPLEX e a formulação F2, sem as restrições adiionais. Esta última esolha foi feitaporque apresentou resultados tão bons quanto sua versão ontendo as restrições. Alémdisso, para uma instânia (800a) a utilização das restrições fez om que não fosse possívelgerar uma primeira solução fatível dentro do tempo anteriormente estipulado.O teste atual onsiste em exeutar o método híbrido e a formulação F2, em algumasinstânias, durante 25000 segundos (metade do tempo dado às formulações nos testes doiníio deste apítulo). Quatro atributos de exeução foram analisados: o tempo totalonsumido, o valor da melhor solução enontrada, o tempo em que esta solução foi geradae o limite dual ao �nal da exeução.Cabe, porém, uma expliação sobre alguns aspetos prátios que interferiram na re-alização do experimento. Para se implementar a troa de informações entre o métodoEA_ages e o CPLEX fez-se neessário lançar mão dos hamados allbaks do otimizador.Callbaks podem ser entendidos omo possibilidades de inorporar e exeutar trehos deódigo de tereiros, em momentos pré-determinados. Exemplos de situações onde isto



6.4 Métodos Híbridos 83pode oorrer no CPLEX são: a desoberta de uma nova solução inumbente, a esolhado nó a ser explorado, a esolha da variável a ser �xada, entre outros.O problema é que ao utilizar um allbak, o CPLEX automatia e obrigatoriamentemuda o algoritmo de otimização para o hamado branh-and-bound tradiional. O algo-ritmo padrão é hamado de dynami searh, mas não é sequer publiamente doumentado,ao que nós sabemos. Existem pouas frases no site do fabriante [28℄ que dizem que estealgoritmo traz �inovações� na esolha das variáveis a serem �xadas, nos nós a serem explo-rados e na geração de ortes, ontudo, sem dizer omo isto será feito. O algoritmo dynamisearh pode ser onsiderado, portanto, uma aixa preta, o que torna mais difíil uma om-paração justa om outros métodos, até porque não é possível utilizá-lo juntamente omódigos próprios, omo já foi menionado.Nossa intenção iniial foi desprezar a utilização deste algoritmo e realizar as om-parações apenas om o branh-and-bound tradiional, já que, a�nal, este último seria oalgoritmo utilizado pelo método híbrido - nós areditamos que esta seria uma omparaçãomais justa. No entanto, omo o dynami searh é o algoritmo padrão do CPLEX (pelomenos na sua versão 11.2) e omo muitas pessoas podem estar utilizando-o inadvertida-mente, deidimos realizar as omparações também om ele.Uma última onsideração sobre os parâmetros do CPLEX ainda preisa ser feita.Este programa permite que seja esolhido um entre ino tipos de ênfase que será dadaao proesso de otimização. Uma destas ênfases (número 4) prourar fazer om que novassoluções fatíveis sejam enontradas mais rapidamente. Como menionado nas Seções 5.1e 5.1.1, será forneido ao CPLEX uma lista de prioridades para a �xação das variáveis daformulação, om o intuito de fazer om que variáveis relaionadas às primeiras unidadesde tempo sejam �xadas primeiro.Se esta �xação aonteer, pode fazer om que muitas outras sejam automatiamente�xadas (devido às restrições do problema), além de fazer que os limites duais sejammenores e que a otimização termine mais edo. A lista de prioridades, portanto, visa umproessamento mais e�iente dos nós, embora se trate de artifíio heurístio.Se por um lado existe a preoupação em se reduzir os limites duais om a lista deprioridades, por outro deve haver algum meanismo que tente melhorar os limites primais,



6.4 Métodos Híbridos 84ou seja, o valor da melhor solução enontrada. Isto já é feito, em parte, pelo EA_agesquando é entregue ao CPLEX uma melhor solução gerada pelo evolutivo. Para poteni-alizar a desoberta de novos limites primais, o CPLEX terá sua ênfase ajustada para ovalor 4, fazendo om que mais proessamento seja apliado às soluções fatíveis e delassejam derivados os limites desejados.Por tudo o que foi expliado, temos então três algoritmos que farão parte deste ex-perimento: algoritmo híbrido EA_ages +CPLEX om todos os seus omponentes men-ionados ao longo deste texto e sua ênfase de�nida om o valor 4, o dynami searh omseus parâmetros e ênfase padrão (ênfase 0) e o branh-and-bound tradiional que terá suaênfase troada para o valor 4 (para torná-lo ainda mais semelhante ao algoritmo híbrido).A Tabela 6.16 e a Tabela 6.17 mostram os quatro atributos de exeução que foram onsi-derados nestes testes. O símbolo �-� india que o tempo total onsumido pelo algoritmo foiigual ao tempo limite de 25000 segundos (na Tabela 6.16) ou que o limite dual (na Tabela6.17) é igual à melhor solução enontrada. Obviamente, este último fato só oorrerá sea tal solução for uma solução ótima. Além das instânias já testadas, um novo onjuntode instânias será inluído no experimento, visando embasar melhor as onsiderações aserem feitas. Em negrito é destaado o menor tempo total e o melhor limite dual. Emitálio é destaada a melhor solução enontrada ou o menor tempo em que isto oorreu.Comparando os resultados das versões DS0 (dynami searh om ênfase 0 - padrão) eBB4 (branh-and-bound om ênfase 4) pode-se pereber, na maioria das instânias, que aversão DS0 produziu soluções melhores ou onsumiu menos tempo para alançar o valorótimo. Nas instânias 350a3, 350a4, 350a7 e 400a2, a versão BB4 não onseguiu nemterminar a otimização antes do tempo limite. A aparente superioridade da versão DS0 éde difíil expliação, já que pouo se sabe sobre as ténias utilizadas por esta versão.Realizando a omparação do DS0 om o híbrido EA_ages +CPLEX (resultados mé-dios de 10 exeuções), pode-se notar que a versão híbrida onsegue produzir soluçõesainda melhores ou onsumir ainda menos tempo, na maioria das instânias. Das 10 ins-tânias onde não foi possível enontrar o valor ótimo (550a-1000a), em 7 delas a versãohíbrida produziu resultados médios melhores e em outras 7 o limite dual foi melhor. Das22 instânias onde o tempo limite não foi estourado, em 17 delas a versão híbrida foimais rápida, terminando mais edo. Também é interessante notar que a melhor solução
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Tempo Total(seg) SoluçãoInst. DS0 BB4 Híbrido DS0 BB4 Híbrido300a 196.3 178.9 2460.4 2073 2073 2073.0350a 211.3 408.6 155.0 2571 2571 2571.0400a 467.8 1609.2 163.7 7271 7271 7271.0450a 9843.2 7570.0 1143.7 9705 9705 9705.0500a 6688.7 7228.1 822.6 14336 14336 14336.0550a - - - 11081 11054 11054.7600a - - - 10157 10155 10159.2650a - - - 16332 16308 16331.3700a - - 15061.2 31820 31818 31826.0750a - - - 36216 36220 36225.7800a - - - 0 0 38641.1850a - - - 46835 0 46837.2900a - - - 38723 38650 38787.9950a - - - 67902 67854 67909.01000a - - - 71851 71844 71838.6300a2 386.9 435.4 1210.0 2399 2399 2399.0300a3 358.6 18679.0 90.6 2340 2340 2340.0300a4 1732.4 2410.9 771.5 2434 2434 2434.0300a5 486.6 1358.3 486.9 4193 4193 4193.0300a6 96.1 76.3 38.3 1257 1257 1257.0300a7 191.0 95.9 112.7 1707 1707 1707.0300a8 480.3 629.8 105.9 2009 2009 2009.0300a9 310.4 986.7 446.5 2915 2915 2915.0300a10 111.5 93.8 46.6 3233 3233 3233.0350a2 3319.7 9459.7 1925.3 3945 3945 3945.0350a3 7403.3 - 1198.9 3521 3521 3521.0350a4 22771.9 - 18731.5 4128 4126 4128.0350a5 - - 387.7 3614 3614 3614.0350a6 770.9 870.1 820.9 8328 8328 8328.0350a7 4662.9 - 1642.8 3586 3586 3586.0400a2 2895.8 - 464.7 11254 11254 11254.0400a3 9745.5 14087.9 3681.8 5296 5296 5296.0400a4 1443.2 5944.6 2724.0 10229 10229 10229.0Tabela 6.16: Tempo gasto e melhor solução do híbrido EA_ages +CPLEX versus CPLEX
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Limite Dual Tempo da Melhor Solução(seg)Inst. DS0 BB4 Híbrido DS0 BB4 Híbrido300a - - - 155.3 176.3 1266.8350a - - - 70.1 191.0 104.0400a - - - 440.6 1209.7 120.4450a - - - 9693.3 7544.5 1113.9500a - - - 896.8 851.2 466.1550a 11140.6163 11152.8823 11162.1974 9221.6 22826.2 6802.0600a 10205.1403 10239.7558 10197.8842 4234.9 18181.5 8845.4650a 16363.3714 16446.5625 16351.0578 5878.1 24931.1 14068.8700a 31843.8330 31854.0408 - 6966.7 19862.4 14541.9750a 36301.9591 36316.9223 36291.0778 23388.6 20855.4 19751.1800a 38736.3259 38757.7644 38685.9676 25000.0 25000.0 12336.2850a 46912.8588 46968.5794 46920.4890 21658.4 25000.0 23233.0900a 38837.0121 38845.0830 38823.8940 14641.6 24919.5 15187.5950a 67931.0795 67943.6728 67916.7546 24982.8 17380.7 14811.11000a 71914.0955 71920.0715 71930.2535 4326.4 24372.2 18270.8300a2 - - - 224.2 435.4 591.2300a3 - - - 184.4 280.7 19.7300a4 - - - 1000.1 163.8 36.2300a5 - - - 360.7 991.7 477.2300a6 - - - 74.3 71.7 30.7300a7 - - - 60.8 43.4 18.0300a8 - - - 105.3 403.9 100.1300a9 - - - 310.3 188.5 232.0300a10 - - - 96.8 70.8 45.1350a2 - - - 662.7 1396.2 262.5350a3 - 3524.9956 - 7347.9 751.5 1167.7350a4 - 4147.4763 - 16520.1 21064.0 1215.2350a5 3617.2861 3629.6628 - 180.0 2817.0 32.4350a6 - - - 576.3 758.5 626.2350a7 - 3594.4491 - 1265.4 3759.8 1213.9400a2 - 11267.2867 - 1027.7 6210.9 230.8400a3 - - - 8056.3 439.3 1850.5400a4 - 10230.0228 - 1289.5 5785.2 2646.9Tabela 6.17: Limite dual e tempo da melhor solução do híbrido EA_ages +CPLEX versusCPLEX



6.4 Métodos Híbridos 87enontrada pelo método híbrido foi gerada em tempo menor em relação ao DS0 e ao BB4,na maioria das instânias.A instânia 700a é um aso à parte. Nela, o método híbrido onseguiu enontrar ovalor ótimo em aproximadamente 15000 segundos, o que é um ótimo resultado se onside-rarmos que, nos primeiros testes deste apítulo, utilizando várias formulações, isto não foipossível mesmo em 50000 segundos. A expliação para tantos bons resultados se deve àsprimeiras soluções que são geradas pelo evolutivo e aprimoradas por ele e pelo CPLEX.Estas soluções permitem que o limite primal seja rapidamente elevado (em relação a umaexeução normal do evolutivo ou do CPLEX), reduzindo o número de nós a serem analisa-dos e possibilitando ao CPLEX exeutar heurístias de aprimoramento sobre uma soluçãode qualidade melhor. Também a prioridade para �xação de variáveis auxilia dentro desteontexto. Se não for utilizada, os tempos totais aumentam aproximadamente 14 vezes,em média.Outro fato que não pode ser esqueido é a utilização dos núleos de proessamento.A versão CPLEX 11.2 paralela utiliza todos os 4 núleos de proessamento do equipa-mento utilizado, por meio de 4 threads que rodam simultaneamente. A versão híbridaEA_ages +CPLEX utiliza, além das 4 threads, mais um proesso que é o algoritmo evo-lutivo. Portanto, nesta versão, pode-se onsiderar que existem 5 proessos onorrendopor quatro núleos de proessamento, o que reduz o desempenho de ada um para 80%do seu potenial. Este fato torna ainda mais signi�ativos os resultados mostrados nastabelas anteriores.Embora a versão DS0 tenha apresentado melhores resultado do que a BB4, na nossaopinião a omparação mais justa seria om esta última versão, pois omo foi dito a uti-lização de allbaks força o CPLEX a utilizar o branh-and-bound tradiional. Se estaomparação for levada em onsideração, o resultado do método híbrido prevalee aindamais.6.4.1 CPLEX omo busa loalPara realizar os testes om este outro método híbrido, dois parâmetros preisaram seruidadosamente alibrados: o tempo máximo de exeução das busas loais feitas pelo



6.4 Métodos Híbridos 88CPLEX e o valor de Z, ou seja, quantas unidades de tempo a mais ou a menos poderão seranalisadas para ada tempo de ativação das tarefas. Um valor grande para Z ertamentepossibilitará enontrar vizinhos melhores, mas o tempo omputaional neessário paratanto também reserá bastante.Preferimos adotar valores pequenos (entre 2 e 4) para permitir que as busas sejammais breves e que o evolutivo EA_ages onsiga hamá-las om mais frequênia. O valor
Z = 2 se mostrou menos e�iente que os outros dois, pois onseguia enontrar vizinhosmelhores om muito menos frequênia, prinipalmente se as soluções originais eram muitoboas. Entre os valores Z = 3 e Z = 4 não foi possível onstatar diferença signi�ativa.Para estes valores, tempos da ordem de 100 segundos foram su�ientes em pratiamentetodas as instânias. Nem sempre era possível onluir a busa ompleta dentro desteprazo nas instânia maiores, mas, frequentemente, pelo menos um vizinho melhor já eraenontrado antes do prazo expirar.A Tabela 6.18 mostra os resultados do experimento. O ritério de parada foi o tempolimite de 2 horas para as instânias onde a formulação F2 sozinha não enontra valorótimo. Nas demais instânias, o limite foi o tempo que a formulação levou para terminara otimização. Os tempos estão presentes na segunda oluna.Instânia Tempo Limite(s) Média Melhor Pior gap%200a 6.4 636 636 636 0.00300a 155.4 2038.2 2040 2037 0.15400a 440.7 7217.2 7240 7201 0.54500a 896.8 14319.7 14332 14287 0.31600a 7200.0 10107.0 10122 10093 0.29700a 7200.0 31819.6 31825 31803 0.07800a 7200.0 38626.1 38635 38618 0.04900a 7200.0 38766.6 38782 38741 0.111000a 7200.0 71855.8 71875 71832 0.06Tabela 6.18: Resultados do algoritmo que usa a LS_plexUm dos resultados que hamou muito a atenção foi a robustez do algoritmo indiadapela pequena diferença entre a melhor e a pior exeução (oluna �gap%� da tabela). Sãovalores muito pequenos se omparados aos dos métodos heurístios (EA_ages, GRASP2,ILS1) onde a maioria dos valores �ou aima de 2.0%. De fato, a reiterada exeuçãoda busa LS_plex faz om que o algoritmo produza resultados muito próximos, já queboa parte do espaço de soluções está sendo analisado. Os resultados médios também são



6.4 Métodos Híbridos 89muito bons, mostrando que a inlusão da LS_plex onseguiu melhorar os resultados doevolutivo EA_ages.Um segundo experimento foi realizado a �m de veri�ar o desempenho dos dois méto-dos híbridos EA_ages +CPLEX e EA_ages +LS_plex em um urto espaço de tempo.Foi estabeleido um limite de apenas 300 segundos para que os algoritmos possam atingiro alvo. Neste aso, o resultado médio do algoritmo EA_ages (Tabela 6.15, página 80)foi de�nido omo alvo. É importante destaar que naquele experimento o tempo limiteera alulado em função do número de tarefas. Três instânias (550a, 700a e 850a) foramaleatoriamente esolhidas para �ns de exibição dos resultados. Foram feitas 50 exeuçõesem ada uma e a Figura 6.3 mostra a análise probabilístia do experimento.A Figura 6.3(a) mostra que os dois métodos híbridos onseguiram alançar o alvo emtodas as exeuções, sendo o EA_ages +CPLEX um pouo mais rápido do que o EA_ages+LS_plex. O desempenho deste está muito atrelado não à qualidade da solução, masa sua vizinhança. Independente de a solução ser boa ou ruim, se sua vizinhança nãoontiver uma solução melhor, o tempo omputaional do LS_plex será desperdiçado emvão.Para uma instânia om maior número de nós (700a - Figura 6.3(b)), o EA_ages+LS_plex omeça a perder desempenho, atingindo o alvo em pouo mais de metadedas exeuções, enquanto o EA_ages +CPLEX tem um delínio de performane menosexpressivo. Também é possível pereber um delineamento dos instantes mais prováveisnos quais o EA_ages +LS_plex pode atingir o alvo.O primeiro deles é logo no omeço da exeução, durante a primeira hamada aoLS_plex. Se o melhor indivíduo da população iniial tiver omo vizinho alguém omaptidão melhor ou igual ao alvo, o LS_plex ou o enontra rapidamente (entre 10 e 15segundos) ou o enontra ao �nal de sua primeira exeução (logo após os primeiros 100segundos).O segundo momento é logo após a segunda exeução da busa loal, em torno ou umpouo depois de 200 segundos. Como entre uma hamada e outra o evolutivo é retomadoe preisa enontrar outro melhor indivíduo para proeder a outra hamada ao LS_plex,nem sempre é possível terminar uma tereira exeução da busa. Se a vizinhança dos
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()Figura 6.3: Análise probabilístia das versões EA_ages +CPLEX e EA_ages +LS_plex



6.4 Métodos Híbridos 91primeiros indivíduos não for muito promissora, om pouas exeuções da busa loalrealmente não será possível atingir o alvo om a frequênia desejada.A Figura 6.3() mostra o resultado para outra instânia om um alvo difíil. Olimite de 300 segundos é muito menor do que o tempo dado ao EA_ages no experimentoque de�niu o valor do alvo (naquele aso, 722.5 segundos). Neste ontexto, fazer osalgoritmos atingirem o resultado médio do EA_ages em menos da metade do tempo podeser onsiderado um objetivo difíil.O desempenho do EA_ages +LS_plex foi muito ruim exatamente porque ele �adependente da vizinhança da solução a ele passada. Como o experimento foi projetadopara testar a apaidade dos algoritmos em prover boas soluções rapidamente, �a laroque, para isto oorrer, é neessária uma quantidade maior de tempo. As busas loaisaté foram apazes de enontrar vizinhos melhores, mas estes eram apenas ligeiramentesuperiores às soluções originais, o que aabou não sendo su�iente para que o EA_ages+LS_plex tivessem performane semelhante ao EA_ages +CPLEX.Para enerrar os experimentos om os métodos híbridos que utilizam o EA_ages,resolvemos repetir o experimento ujos resultados forammostrados na Tabela 6.18. Agora,no entanto, serão testados, além do EA_ages +LS_plex, o EA_ages paralelo om 4threads, o EA_ages +CPLEX e o EA3, algoritmo evolutivo proposto em [27℄ e melhorheurístia onheida para o PEPRRD antes do omeço do presente estudo. O limite detempo será o mesmo do experimento original (página 88). Os resultados médios de 30exeuções serão apresentados na Tabela 6.19.Instânia Tempo(seg) EA3 Paralelo +LS_plex +CPLEX Melhoria(%)200a 6.4 604.1 636.0 636.0 636.0 5.3300a 155.4 1757.8 2002.6 2038.2 2072.5 17.9400a 440.7 5550.2 7062.1 7217.2 7271.0 31.0500a 896.8 11345.2 13933.1 14319.7 14335.9 26.4600a 7200.0 7049.3 9922.9 10107.0 10157.6 44.1700a 7200.0 20982.2 30408.2 31819.6 31823.9 51.7800a 7200.0 30491.9 37324.3 38626.1 38637.0 26.7900a 7200.0 25233.3 37045.5 38766.6 38768.6 53.61000a 7200.0 60080.5 69602.2 71855.8 71843.0 19.6Tabela 6.19: Resultados dos algoritmos baseado no EA_ages em omparação om o EA3A última oluna da Tabela 6.19, mostra o quanto a solução média do EA3 foi superada



6.4 Métodos Híbridos 92em relação ao resultado médio do melhor entre os algoritmos propostos. Só na instânia1000a, o EA_ages +CPLEX não obteve a melhor média, o que não impediu que osresultados gerados por ele fossem até 53.6% melhores que os resultados do EA3.Portanto, analisando-se os resultados do vários testes realizados, pode-se dizer que oalgoritmo EA_ages +CPLEX apresenta os melhores resultados dentre os métodos não-determinístios, tanto em testes om limite de tempo muito pequeno quanto em testesonde o algoritmo pode ser mais longamente exeutado.6.4.2 Intervalos de tamanho �xoOs experimentos om os métodos híbridos, onde o horizonte de planejamento é partiio-nado em intervalos, onsistem em exeutar ada um deles até que todo o esalonamentotenha sido realizado. Embora, a divisão do horizonte de planejamento abrevie bastanteo tempo neessário para onluir a otimização em ada intervalo, não é possível preverum tempo máximo para que isto oorra. Desta forma, será de�nido um limite de 3 ho-ras (10800 segundos) para que a otimização de ada parte seja onluída. Se o limitefor atingido, a solução inumbente será onsiderada omo o resultado deste intervalo eservirá de base para outras eventuais etapas. É importante dizer que estes algoritmossão determinístios, uma vez que não há variáveis aleatórias envolvidas, e que foi utili-zada a formulação F2 om as restrições adiionais. Esta esolha foi feita porque a versãosem as restrições demorava até 30 vezes mais, em média, para terminar as etapas doesalonamento.O primeiro esquema testado realiza a divisão em intervalos de tamanho K. A Tabela6.20 (página 97) mostra os resultados �nais para diversos valores de K (de 1 a 10). Aúltima oluna apresenta a média dos diversos resultados.Duas subdivisões om valores de K semelhantes apresentam resultados também se-melhantes. Era esperado que um valor de K maior produzisse resultados melhores porabranger uma parte maior do esalonamento. Isto não se on�rmou porque a visão deapenas parte do esalonamento pode in�ueniar na perepção dos algoritmos sobre a im-portânia de uma tarefa para o esalonamento omo um todo. Exemplo: uma tarefa podeser onsiderada muito ruim se olharmos só para ela e não onsiderarmos a possibilidade



6.4 Métodos Híbridos 93de ativação de suas suessoras; porém, se existir tempo su�iente para que também assuessoras sejam ativadas, a tarefa iniialmente ruim pode ser onsiderada muito impor-tante. De forma ontrária, uma tarefa iniialmente onsiderada boa, pode ser preteridapor outras que venham ser onsideradas melhores.Obviamente que uma diferença muito grande nos valores de K tende a produzir re-sultados igualmente diferentes. Outra onstatação é que o tempo onsumido tambémperde seu aráter resente onforme aumenta o número de tarefas da instânia ou dosintervalos de tempo. Na verdade, ada subdivisão de ada instânia vai orresponder umasubproblema novo de di�uldade muito ompliada de ser prevista. A Tabela 6.21 (página98) mostra os tempos totais (em segundos).6.4.3 Intervalos de tamanho variávelNeste experimento, a divisão do horizonte de planejamento se dará por meio do númerode tarefas que podem omeçar a ser ativadas em ada intervalo. Com isso, poderemoster algumas subdivisões ontemplando pouas unidades de tempo e outras om muitasunidades, desde que o número de tarefas relaionadas seja o mais semelhante possível. ATabela 6.22 (página 99) mostra o resultado �nal para esalonamentos partiionados de 2a 10 vezes de aordo om este ritério.Semelhantemente à divisão em intervalos de tempo �xo, os resultados desta segundaestratégia não apresentam um omportamento bem de�nido do resultado em relação àquantidade de intervalos. Em teoria, quanto menor esta quantidade, maiores serão os in-tervalos e melhores tendem a ser as soluções. No entanto, estipular um mapeamento exatoentre as Tabelas 6.20 e 6.22 é muito ompliado porque mesmo em uma instânia ondeum valor de K orresponda a v intervalos, estes podem agrupar tarefas ompletamentediferentes. Por exemplo: a instânia 400a tem o tamanho do horizonte H = 20. A pri-meira divisão om K = 10 produzirá dois esalonamentos: H1 = 1..10 e H2 = 11..20. Járealizando a divisão pelo segundo ritério om v = 2, poderemos ter dois esalonamentos
H1 = 1..10 e H2 = 11..20, ou H1 = 1..9 e H2 = 10..20, ou H1 = 1..11 e H2 = 12..20, ou
H1 = 1..8 e H2 = 9..20 ou outro qualquer dependendo da quantidade de tarefas que estãoinseridas em ada intervalo. Logo, não é possível fazer uma omparação aso a aso, masse tomarmos os resultados de um e de outro ritério, juntamente om os tempos ompu-



6.4 Métodos Híbridos 94taionais mostrados nas Tabelas 6.21 e 6.23, poderemos veri�ar que o segundo ritério éum pouo mais e�iente.Tomemos por omparação o aso onde v = 2. Esta é subdivisão mais árdua, emteoria, pois temos apenas dois intervalos. Mais difíil do que isto só se onsiderássemoso horizonte inteiro de uma únia vez. As instânias om mais de 400 tarefas, terão maisde 20 unidades de tempo, já que H =
√
n nas instânias testadas. Se K = 10, teremospara o primeiro ritério pelo menos três subdivisões, sendo a última geralmente menordo que as demais. O tempo omputaional gasto, para estas instânias, pelo primeiroritério foi de 29184.3 segundos; pelo segundo, apenas 25442.0. Os resultados do segundoritério são 4.5% melhores do que os do primeiros ritério, sendo que em apenas umainstânia (600a) o primeiro ritério teve resultado melhor. Se levarmos em onta tambéma instânia 400a, que no aso seria subdividida em duas partes pelos dois ritérios, osegundo ritério teria desempenho ainda ligeiramente melhor. Assim, o segundo ritérioom apenas dois intervalos onsegue se mostrar mais e�iente do que o primeiro ritérioom três ou mais intervalos.A subdivisão por intervalos variáveis tem omo prinipal vantagem, nas instânias tes-tadas, o fato de que os primeiros intervalos ontemplam um número maior de tarefas doque na divisão por intervalos de tamanho �xo. No �iníio� do grafo, pouas tarefas estãolivres para serem ativadas. Assim, para onseguir agrupar o número de tarefas desejado,é preiso inorporar mais unidades de tempo a esses intervalos. Com mais unidades detempo sendo onsideradas iniialmente, melhor o esalonamento parial naqueles inter-valos. Como os demais esalonamentos são baseados nos resultados dos esalonamentosanteriores, melhor tende a ser o resultado �nal.Tudo isto, que em teoria faz sentido, provou ser bom também na parte prátia. Aquestão do menor onsumo de tempo pode ser expliada de forma semelhante: os esalo-namentos iniiais não ostumam demorar muito; se forem bem feitos, tendem a ofereerlimites primais melhores para os esalonamentos seguintes, que tenderão a terminar maisrapidamente.



6.4 Métodos Híbridos 956.4.4 Múltiplos intervalosComo menionado, esta divisão utiliza o mesmo ritério da anterior, porém ao terminarde tratar todo o horizonte de planejamento, os intervalos são alongados ou enurtados eum novo esalonamento é realizado. Este ritério, portanto, é uma extensão do anterior,já que se trata de repetidas exeuções que abordam a �vizinhança� dos intervalos. Defato, o número exeuções é igual a 2v − 1, onde v é a quantidade desejada de intervalos,pois o último deles termina obrigatoriamente em t = H , mas há uma primeira exeuçãoidêntia à exeução do segundo ritério. A Tabela 6.24 (página 101) mostra o resultadopara diversos valores de v.Como esperado, os resultados desta estratégia de partiionamento são um pouo me-lhores do que a anterior - era de 2.8%. O tempo omputaional, no entanto, é muitomaior, não só porque são exeutadas várias iterações, mas também porque ao se alteraro tamanho dos intervalos, é possível deixá-los mais difíeis de serem resolvidos. A Tabela6.25 (página 102) mostra os tempos de exeução. Pelos valores apresentados, pode-se dizerque este método tem uma relação usto-benefíio pior do que o anterior, já que demoramuito mais, mesmo quando há grande número de intervalos. Portanto, das três estraté-gias de partiionamento, a segunda - om intervalos de tamanho variável - apresenta osmelhores resultados em um espaço de tempo não muito longo.Um último experimento foi realizado omparando o melhor método híbrido (EA_ages+CPLEX) om o melhor partiionamento (em intervalos de tamanho variável). Como ospartiionamentos são métodos determinístios, o ritério de parada utilizado foi o tempoomputaional gasto pelo melhor partiionamento (melhor valor de v) obtido em adainstânia separadamente. O método híbrido EA_ages +CPLEX foi exeutado 10 vezesom este tempo limite e a média dos resultados bem omo os demais parâmetros doexperimento são apresentados na Tabela 6.26 (página 103).Os resultados mostram que em boa parte das instânias o método híbrido não onse-guiu produzir os mesmos resultados do partiionamento, em espeial nas instânias ondeo tempo era muito urto. Isto oorre por dois motivos: (i) as primeiras populações doevolutivo, geralmente, têm aptidão inferior às primeiras soluções geradas pela formulação(om o horizonte ompleto ou partiionado); (ii) a parte exata do EA_ages +CPLEX



6.4 Métodos Híbridos 96demora até vários segundos realizando pré-proessamento, prinipalmente no nó raiz, oque impede que a (primeira) solução passada pelo evolutivo seja analisada e aprimoradapelo CPLEX. Se levarmos em onsideração que estas primeiras etapas do método exatosão realizadas de forma sequenial, podemos entender que existe também no EA_ages+CPLEX uma situação de iníio lento, até que evolutivo e CPLEX onsigam atingir todoo seu desempenho. A Figura 6.3 (página 90) já mostrava que os métodos híbridos per-diam um pouo do seu desempenho om um limite de tempo urto, onforme as instâniasaumentam de tamanho. A instânia 1000a é um ótimo exemplo: em 4 das 10 vezes emque foi exeutado, a parte exata do EA_ages +CPLEX não teve tempo su�iente paraaprimorar a solução passada pelo evolutivo, o que justi�a seu frao desempenho quandoomparado ao partiionamento.Duas oisas, porém, preisam ser ditas em defesa do EA_ages +CPLEX. A primeiraé quanto ao partiionamento utilizado para �ns de omparação: o valor de v preisa serindiado omo um parâmetro de exeução, ou seja, o utilizador do algoritmo preisa sabera priori qual é o valor que produz o melhor esalonamento. Na maioria das instâniastestadas, este valor foi igual a 2, mas isto depende da instânia e pode ser neessário tentardois ou três valores até se obter o melhor resultado. Por outro lado, o método híbrido nãopreisa de parâmetro externo algum para que possa iniiar sua exeução, o que poderiafazer om que ele tivesse um desempenho melhor aso a tentativa do valor de v não sejao melhor possível. O segundo argumento em favor do método híbrido é que a motivaçãodo problema trata da exeução de etapas de um projeto que serão ativadas por semanas,meses ou anos. Logo, não há uma neessidade urgente em se produzir um esalonamentoem pouos segundos. Em uma situação real, é melhor produzir, em minutos ou pouashoras, um esalonamento de meses ou anos que seja melhor do que gastar dois ou trêsminutos e ter um esalonamento não tão bom. A menos que haja uma apliação onde oesalonamento seja neessários em pouo tempo, o algoritmo existente para o PEPRRDom maior potenial paree ser o híbrido EA_ages +CPLEX.
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Tamanho do Intervalo(K)Instânia K = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Média50a 47 47 47 47 47 47 47 - - - 47.0100a 304 303 304 303 304 304 304 304 304 304 303.8150a 575 575 575 576 576 575 575 576 576 576 575.5200a 627 632 628 632 636 632 635 632 635 636 632.5250a 986 1014 1014 1022 1026 1030 1030 1025 1021 1026 1019.4300a 1777 1898 1927 1965 1946 2020 2041 2043 2025 1950 1959.2350a 2271 2325 2423 2449 2421 2432 2487 2571 2568 2545 2449.2400a 5891 5618 6143 6641 6169 6741 6732 6656 6460 6158 6320.9450a 7847 7874 7817 9024 8512 9050 8819 9505 9036 8606 8609.0500a 12251 12689 13239 13006 13433 13397 13408 13941 13846 13510 13272.0550a 9188 9895 9653 9976 9915 10053 10112 10435 10929 10733 10088.9600a 8178 8890 9554 9424 9321 9809 9526 9417 9864 10096 9407.9650a 12023 13511 14042 14855 14959 15539 13851 15149 15294 16028 14525.1700a 22891 25454 28769 28398 28599 28772 29882 30587 29919 28824 28209.5750a 28529 28345 31633 30950 32643 34478 32678 33684 34548 32793 32028.1800a 32384 32889 35127 35614 34118 35683 35300 37007 37363 37145 35263.0850a 35572 38031 38975 41682 42127 41512 40006 45312 44687 42239 41014.3900a 30083 31981 33635 35070 33594 36046 34442 34619 36730 37529 34372.9950a 58762 61539 61931 62393 62599 61707 64512 65419 65203 62877 62694.21000a 60412 64744 65840 65207 67699 67885 66024 67867 69338 69717 66473.3Tabela 6.20: Resultados para divisão do horizonte de planejamento em intervalos de tamanho �xo
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Tamanho do Intervalo(K)Instânia K = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Média50a 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 - - - 0.0100a 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1150a 0.0 0.0 0.0 0.1 0.0 0.1 0.1 0.1 0.2 0.2 0.1200a 0.0 0.0 0.2 0.2 0.3 0.3 0.3 0.4 0.7 0.9 0.3250a 1.4 0.4 0.3 0.5 0.5 1.1 0.7 0.6 0.6 0.5 0.7300a 1.7 0.9 0.6 0.7 1.0 1.4 2.6 0.9 1.4 1.8 1.3350a 1.9 1.1 1.1 1.4 1.4 2.0 4.2 5.1 4.3 1.0 2.4400a 3.0 1.4 0.9 0.9 2.4 1.8 2.0 3.8 14.1 43.1 7.3450a 4.2 2.3 1.5 1.8 2.3 6.2 5.8 3.4 4.1 8.1 4.0500a 4.4 2.5 2.9 5.6 2.6 12.1 9.0 10.5 41.5 2043.7 213.5550a 5.9 2.8 2.7 2.7 2.7 5.0 35.6 28.3 55.6 270.7 41.2600a 7.0 3.8 2.9 3.4 11.3 12.7 7.5 514.3 870.5 50.0 148.3650a 9.1 4.4 4.4 4.5 11.4 16.2 18.2 400.8 201.8 400.6 107.1700a 11.6 5.3 5.8 5.2 8.5 11.7 31.3 23.0 19.6 22.3 14.4750a 11.5 7.1 6.0 4.9 5.6 11.7 45.7 13.6 65.6 10910.2 1108.2800a 15.1 7.5 7.4 16.0 9.2 203.7 164.1 1346.3 2081.9 555.1 440.6850a 14.9 8.2 7.5 7.9 12.8 28.9 31.4 52.5 644.2 10878.7 1168.7900a 17.0 9.3 7.7 7.8 22.4 59.9 10805.9 10803.9 7788.6 1729.8 3125.2950a 20.1 11.5 9.5 17.6 12.7 540.6 38.3 45.0 28.0 572.5 129.61000a 23.5 13.0 9.3 12.3 9.7 1158.3 102.1 694.1 22.2 1742.6 378.7Tabela 6.21: Tempos omputaionais para divisão do horizonte de planejamento em intervalos de tamanho �xo
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Quantidade de Intervalos(v)Instânia v = 10 9 8 7 6 5 4 3 2 Média50 47 47 47 47 47 47 47 47 47 47.0100 304 304 304 304 304 304 303 304 303 303.8150 575 575 575 576 576 575 575 575 576 575.3200 627 628 628 628 628 628 629 631 635 629.1250 1002 1002 1014 1014 1009 1021 1021 1021 1025 1014.3300 1784 1833 1869 1839 1885 1841 2026 2030 2042 1905.4350 2271 2270 2345 2354 2227 2195 2467 2534 2567 2358.9400 5374 5999 5570 5503 5503 5647 6641 6612 6460 5923.2450 7700 7657 7741 7533 7768 8401 8578 8529 9505 8156.9500 12994 13113 13376 13288 13230 13501 13846 13938 14225 13501.2550 9588 9816 9573 9632 9631 10176 10200 10732 11054 10044.7600 9183 9110 9230 9441 9414 9814 9830 10090 10035 9571.9650 13687 13204 15160 15174 15468 16067 16069 16136 16198 15240.3700 25106 25237 25135 25291 27415 29311 27445 28563 31329 27203.6750 29787 30681 27791 29607 28594 30197 31675 32778 34336 30605.1800 32686 33542 34555 35287 36362 35601 37508 37089 38511 35682.3850 36883 38497 38563 38583 39556 39336 41641 40813 44693 39840.6900 32447 32004 31705 34266 34345 34431 36475 37295 38684 34628.0950 62019 60907 60270 61485 61558 62312 62763 65281 67529 62680.41000 63840 63796 64821 62294 64253 65332 65779 68297 70519 65436.8Tabela 6.22: Resultados para divisão do horizonte de planejamento em intervalos de tamanho variável
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Quantidade de Intervalos(v)Instânia v = 10 9 8 7 6 5 4 3 2 Média50 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0100 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.2 0.0150 0.1 0.0 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0200 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1 0.4 0.2 0.2 0.5 0.2250 0.4 0.4 0.4 0.4 0.5 0.4 0.4 0.4 1.0 0.5300 1.0 1.0 0.8 0.8 0.6 0.6 1.0 1.5 5.7 1.4350 1.0 0.9 0.8 0.7 0.8 0.7 0.6 2.4 4.2 1.3400 1.2 1.0 1.2 1.1 1.0 0.8 0.9 1.3 16.9 2.8450 2.1 1.9 1.7 1.5 1.3 1.1 1.3 1.2 5.6 2.0500 3.2 2.8 2.5 3.8 2.2 3.2 3.3 11.0 342.5 41.6550 3.7 3.3 2.7 2.3 2.1 3.4 5.5 10.5 566.5 66.7600 3.5 3.2 5.2 3.5 3.9 8.8 20.3 172.4 9910.8 1125.7650 5.0 4.7 7.1 11.0 44.2 18.0 65.1 148.7 661.3 107.2700 4.4 4.2 3.7 3.3 3.3 3.2 3.4 7.1 164.7 21.9750 5.2 4.8 4.0 4.4 3.4 3.7 3.6 12.9 112.6 17.2800 6.0 5.6 5.5 5.3 18.2 5.6 29.6 87.4 6616.0 753.2850 6.5 5.8 5.3 4.9 4.5 5.6 34.4 8.2 1335.0 156.7900 8.6 6.4 6.3 5.9 7.0 5.4 28.1 81.5 4072.4 469.1950 9.3 8.5 6.7 7.2 7.3 9.2 8.4 9.4 1166.5 136.91000 8.5 8.3 7.7 6.9 7.1 6.9 7.8 31.8 488.1 63.7Tabela 6.23: Tempos omputaionais para divisão do horizonte de planejamento em intervalos de tamanho variável
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Quantidade de Intervalos(v)Instânia v = 10 9 8 7 6 5 4 3 2 Média50 47 47 47 47 47 47 47 47 47 47.0100 304 304 304 304 304 304 304 304 304 304.0150 576 576 576 576 576 576 576 576 576 576.0200 636 632 632 632 632 632 635 636 635 633.6250 1014 1014 1026 1026 1021 1026 1026 1026 1030 1023.2300 1830 1890 1901 1929 2003 1993 2026 2053 2061 1965.1350 2359 2270 2431 2426 2351 2365 2540 2559 2571 2430.2400 6311 6349 6156 6349 6349 6510 6716 6741 6656 6459.7450 8205 8014 8094 8488 7886 8461 9115 8997 9565 8536.1500 13441 13273 13490 13501 13369 13792 14014 14127 14239 13694.0550 9750 9974 9948 9948 9963 10605 10681 10954 11070 10321.4600 9429 9429 9342 9616 9702 9969 9921 10123 10167 9744.2650 14339 14751 15531 15535 16067 16096 16180 16232 16272 15667.0700 27321 28272 27297 28844 28830 29310 28409 29810 31567 28851.1750 30871 31086 31948 31609 31286 33639 31849 34621 35555 32496.0800 35877 35432 35878 36140 37456 35663 37692 38096 38579 36757.0850 38698 38661 39529 39515 40774 39920 41841 42219 46093 40805.6900 33144 33678 35034 34982 35953 36404 37537 38287 38793 35979.1950 62178 62141 61636 62200 62281 64586 65188 66520 67840 63841.11000 64284 65532 65295 66010 66933 67589 67551 68301 71419 66990.4Tabela 6.24: Resultados para múltiplos intervalos de tamanho variável
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Quantidade de Intervalos(v)Instânia v = 10 9 8 7 6 5 4 3 2 Média50 0.0 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0100 2.0 1.6 1.4 0.3 0.0 0.0 0.0 0.1 0.1 0.6150 5.3 5.0 3.5 0.2 0.1 0.1 0.1 0.6 0.2 1.7200 8.4 7.0 6.5 0.7 1.4 1.6 1.5 1.0 1.1 3.2250 16.4 15.8 11.9 8.9 6.8 4.6 3.1 2.5 2.9 8.1300 21.0 17.7 13.5 10.8 7.3 5.3 7.6 8.9 12.2 11.6350 24.5 20.7 16.5 13.7 10.0 6.9 6.7 10.6 11.7 13.5400 32.3 27.2 22.0 13.7 9.1 12.2 8.9 8.4 98.5 25.8450 43.8 34.6 28.8 20.0 15.1 13.7 11.9 6.9 114.7 32.2500 76.3 53.3 46.2 36.4 24.0 33.9 27.6 358.0 1340.6 221.8550 66.8 54.2 42.8 29.7 24.4 41.8 70.2 130.1 989.0 161.0600 73.2 59.4 68.5 58.5 51.1 110.0 205.9 495.3 21043.5 2462.8650 92.9 85.3 155.7 4271.4 1964.1 2347.3 11696.8 12804.5 1864.3 3920.3700 84.5 75.3 59.1 51.0 44.0 40.9 264.7 71.7 1069.3 195.6750 106.1 87.2 73.0 79.2 49.6 111.9 62.3 88.9 4277.6 548.4800 151.8 117.6 97.2 88.7 195.0 88.0 174.5 5548.7 10840.0 1922.4850 117.0 95.7 81.4 66.7 60.5 64.6 574.5 165.3 11577.0 1422.5900 133.9 111.6 108.9 96.2 104.9 84.5 278.6 1485.6 13762.2 1796.3950 166.2 191.8 110.3 120.0 100.1 161.3 149.3 236.5 13657.4 1654.81000 156.8 132.2 115.2 108.4 97.1 106.0 91.1 1283.5 4404.4 721.6Tabela 6.25: Tempos omputaionais para múltiplos intervalos de tamanho variável
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Instânia Melhor v Tempo(seg) Solução Parti. Média250a 2 1.0 1025 998.8300a 2 5.7 2042 2055.6350a 2 4.2 2567 2514.4400a 4 0.9 6641 5324.9450a 2 5.6 9505 8669.3500a 2 342.5 14225 14328.8550a 2 566.5 11054 11052.9600a 3 172.4 10090 10082.6650a 2 661.3 16198 16243.7700a 2 164.7 31329 27562.3750a 2 112.6 34336 27369.9800a 2 6616.0 38511 38636.9850a 2 1335.0 44693 46788.4900a 2 4072.4 38684 38771.4950a 2 1166.5 67529 67903.51000a 2 488.1 70519 62067.9Tabela 6.26: Comparação do híbrido EA_ages +CPLEX e do partiionamento om in-tervalos de tamanho variável



Capítulo 7
Conlusões
Este trabalho abordou o Problema de Esalonamento de Projetos om Restrições deReursos Dinâmios (PEPRRD), através de duas formulações matemátias, de restriçõesadiionais que podem ser inseridas nelas, métodos heurístios e métodos híbridos.O PEPRRD se diferenia dos demais problemas de esalonamento de projetos, porqueas tarefas não só onsomem reursos quando são ativadas, mas também são apazes degerá-los após suas ativações. O problema enontra apliações prátias em ambientesomeriais ou industriais nos planos de expansão das empresas.As restrições adiionais, iniialmente projetadas para a formulação original F1, au-xiliaram bastante na geração de limites primais e duais mais próximos, em espeial asrestrições de somas de variáveis, que foram apazes de reduzir o valor das relaxações line-ares em mais de 25%, na média. Foi proposta uma nova formulação (F2) que já inorporaos prinípios destas restrições através de um outro signi�ado das variáveis binárias. Asrestrições adiionais adaptadas para F2 também ajudaram a reduzir um pouo o valor dasrelaxações lineares. Foi mostrado que é possível passar de uma formulação para outra pormeio de equações que relaionam as variáveis das duas formulações. Porém, os resultadosobtidos por meio da formulação F2 são bem melhores, já que esta ontém equações maissimples de serem manipuladas.Os métodos heurístios propostos são versões de três meta-heurístias bastante onhe-idas: Algoritmos Evolutivos, Greedy Randomized Adaptive Searh Proedure (GRASP) eIterated Loal Searh (ILS). Um novo esquema de representação das soluções do PEPRRDfoi proposto. Este esquema é omposto por uma lista de prioridades para ada solução.O algoritmo de esalonamento ativa as tarefas que estiverem disponíveis respeitando a



7 Conlusões 105prioridade estabeleida. Desta forma, qualquer lista de prioridade pode dar origem a umesalonamento viável.O primeiro evolutivo proposto, EA_priority, foi apaz de gerar resultados já bemsuperiores ao algoritmo EA3, melhor algoritmo heurístio onheido para o PEPRRD atéentão. A quantidade de atualizações na melhor solução também aumentou onsideravel-mente. A versão mais omplexa, EA_ages, apresentou araterístias muito interessantesomo o ritério de parada om gerações extras, a busa loal LS_swap, mas prinipalmentea estratégia de reonstrução de população quando esta for onsiderada estagnada. Todasestas araterístias se mostraram e�ientes. Duas versões paralelas foram propostas parautilizar melhor a apaidade omputaional dos proessadores om múltiplos núleos, jábastante omuns atualmente. As versões paralelas onseguiram obter resultados melhoresque a versão sequenial em tempo um pouo menor.A versão mais omplexa do GRASP, o GRASP2, obteve resultados melhores do quesua versão básia, GRASP1. Isto foi onseguido om a utilização de uma memória res-ponsável por armazenar soluções de boa qualidade que tenham sido geradas ao longo daexeução do algoritmo. De tempos em tempos estas soluções eram reombinadas paraveri�ar se era possível enontrar uma solução ainda melhor.O algoritmo de reombinação, que foi responsável pela melhora de desempenho naversão GRASP, não onseguiu repetir a boa performane nos algoritmos ILS. As pertur-bações existentes no ILS �zeram om que as soluções �assem tão diferentes a ponto de nãoserem apazes de melhorar om a reombinação. A versão mais simples, ILS1, ontendoapenas as perturbações, obteve resultados melhores. É neessário investir mais tempo naonfeção de novas perturbações que ontribuam mais favoravelmente om o algoritmo dereombinação para que os resultados das versões ILS sejam aprimorados. Experimentosomparando as três melhores versões meta-heurístias (EA_ages, GRASP2 e ILS1) mos-traram que o evolutivo teve desempenho superior ao atingir os alvos estabeleidos. Defato, os evolutivos já vinham sendo usados há bastante tempo, o que propiiou que elesestejam mais �amadureidos� do que as demais meta-heurístias.Os métodos híbridos, que meslam elementos heurístios e exatos, foram propostosom a intenção de aproveitar o melhor das duas abordagens. O primeiro método, EA_ages+CPLEX, é omposto pelo evolutivo EA_ages e pelo otimizador CPLEX que rodam em



7 Conlusões 106paralelo. Quando uma nova melhor solução é gerada, é passada ao outro algoritmo paraque ele também tenha a hane de aprimorá-la. Além disso, o CPLEX fornee ao evolutivoum per�l de ativação. Este per�l orresponde ao número de tarefas que é ativado a adaunidade de tempo, na melhor solução enontrada pelo CPLEX. O per�l ajuda a supriruma de�iênia do esalonamento por prioridades que é ativação irrestrita das tarefas ommaior prioridade. Por sua vez, é forneido ao CPLEX, no omeço de sua exeução, umalista om prioridades para a ordem de �xação das variáveis que tiverem valores fraionáriosem ada nó da árvore do branh-and-bound.O segundo método híbrido também faz uso do otimizador CPLEX, porém omo umabusa loal na vizinhança de uma solução gerada pelo EA_ages. Uma solução S ′ éonsiderada vizinha de S, se para ada tarefa de S ′ a diferença dos tempos de ativaçãonas duas soluções for menor ou igual a um número inteiro positivo Z. O CPLEX realiza abusa loal dentro de um tempo pré-determinado e devolve ao evolutivo o melhor vizinhoenontrado. Este é inserido na população orrente e o evolutivo prossegue. A média dosresultados deste método, hamado de EA_ages +LS_plex, foram quase tão boas quantoas do EA_ages +CPLEX, om a vantagem de apresentar uma robustez muito maior, poisa diferença entre a melhor e a pior soluções geradas era muito pequena.Contudo, em um experimento que forneeu um urto limite de tempo para a exeuçãodos algoritmos, o EA_ages +LS_plex teve um desempenho muito frao quando a ins-tânia tinha grande número de tarefas, devido ao tempo onsumido nas busas loais semenontrar vizinhos su�ientemente melhores. Pode-se dizer que o EA_ages +CPLEXapresentou o melhor desempenho entre os métodos não-determinístios ainda mais selevarmos em onsideração que os ino proessos que ompõem o algoritmo (4 threadsdo CPLEX mais um do evolutivo) onorrem por apenas 4 unidades de proessamento,reduzindo, assim, seu potenial para 80% do total.Os últimos métodos híbridos propostos se difereniam dos demais por serem onside-rados determinístios, ou seja, por produzirem sempre o mesmo resultado para a mesmainstânia de entrada. Outra diferença é que eles utilizam apenas o otimizador CPLEX,mas trabalhando om partições (intervalos) do horizonte de planejamento. Quando umintervalo é exeutado, as tarefas ativadas até o �nal do intervalo são �xadas e o intervaloseguinte é exeutado até que seja ompletada a análise de todo o horizonte de planeja-



7 Conlusões 107mento.Para realizar as divisões do horizonte, foram propostas três estratégias. A primeiratrabalha om intervalos de tamanho �xo, ou seja, todos os intervalos (à exeção do último)têm obrigatoriamente a mesma quantidade de unidades de tempo. A segunda estratégiaobserva a quantidade de tarefas que podem iniiar sua ativação em ada unidade de tempo.De aordo om o número de intervalos que o usuário deseja, é alulada uma quantidademédia de tarefas em ada intervalo. As onseutivas unidades de tempo serão agrupadasde forma a onter aproximadamente a quantidade média, independentemente do tamanhoque venha a ter este intervalo.A tereira estratégia é uma extensão da segunda. Um primeiro partiionamento éde�nido e exeutado onforme a estratégia anterior. Logo após, o primeiro intervalo éenurtado e proede-se a uma nova exeução. Em seguida, o intervalo é alongado emrelação ao tamanho original e outra exeução aontee. Passa-se, então, para o segundointervalo realizando os mesmos dois proedimentos até que o penúltimo intervalo seja on-siderado. Trata-se, portanto, de repetidas exeuções da segunda estratégia, om pequenasdiferenças no tamanho dos intervalos.Os resultados mostraram que a segunda estratégia apresenta melhores resultados mé-dios do que a primeira e em menor tempo. De fato, o desempenho da exeução do CPLEXem ada intervalo vai depender muito mais da quantidade de tarefas (e onsequentementede variáveis) a serem analisadas do que de unidades de tempo.Os resultados médios da tereira estratégia são ainda um pouo melhores do queos da segunda, porém os tempos omputaionais resem signi�ativamente. Fazendouma omparação da relação usto-benefíio da segunda e tereira estratégia, esolhemosa segunda omo a mais vantajosa estratégia de partiionamento do horizonte de tempo.Os algoritmos híbridos, em espeial o EA_ages +CPLEX, se mostraram mais e�i-entes do que as versões puramente heurístias dos Algoritmos Evolutivos. Os métodosom partiionamento do horizonte de planejamento são bastante rápidos, mas dependemde boas esolhas para os parâmetros que de�nem os intervalos de tempo. O algoritmoEA_ages +LS_plex apresentou boa robustez, oferendo soluções de qualidade sempremuito boa e sem grandes variações, mas para tanto preisam de quantidade de tempo



7.1 Trabalhos futuros 108razoável, da ordem de dezenas de minutos. O EA_ages +CPLEX apresentou resultadostambém muito bons, om a vantagem de não requer tanto tempo para produzí-los. Porisso, este algoritmo pode ser onsiderada a melhor opção para se resolver o PEPRRD deforma exata, se houver tempo su�iente, ou de forma heurístia.7.1 Trabalhos futurosEmbora muitos algoritmos tenham sido propostos e estudados neste trabalho, sempreexiste a possibilidade de se utilizar uma outra abordagem para os problemas de oti-mização ombinatória. Como várias versões de algoritmo meta-heurístios se mostraminapazes de superar os resultados do evolutivo EA_ages, pode-se pensar em utilizá-lomais intensamente em versões paralelas que utilizem diversas máquinas onetadas poruma rede loal. Cada máquina (om seus núleos de proessamento) poderia simular umapopulação om seus meanismos próprios de reprodução e aprimoramento das soluçõesom no modelo de ilhas [54, 55℄.Existe a possibilidade de se utilizar mais de uma solução para formar a vizinhança queserá analisada pela busa loal LS_plex, omo em [56, 57℄. Com duas ou três soluçõesdistintas, é possível ampliar a vizinhança em torno de soluções onsideradas boas. Istopode melhorar o desempenho do EA_ages +LS_plex, já que a busa em um espaçomaior pode enontrar vizinhos melhores, embora onsuma mais tempo omputaional.Outra maneira de utilizar a LS_plex é juntamente om o partiionamento do hori-zonte de planejamento. A ada intervalo exeutado, é possível apliar a busa loal antesde passar para o intervalo seguinte. Com isso, espera-se que uma solução parial de quali-dade superior seja melhor aproveitada na próxima etapa. Ainda pensando na abordagempor partiionamento, uma forma de torná-la não-determinístia é soliitar que o EA_agesdesenvolva um esalonamento para ada intervalo. Desta forma, pode ser dado um limitede tempo e o melhor indivíduo gerado até este prazo é onsiderado omo solução parial,que servirá de base para ativações em intervalos subsequentes.Na abordagem por formulações matemátias pode ser útil desenvolver um esquemaque permita alterar a prioridade das variáveis a serem �xadas dinamiamente, ou seja,em tempo de exeução. Com o deorrer do algoritmo branh-and-bound, as variáveis



7.1 Trabalhos futuros 109sofreriam alterações nas suas prioridades de aordo om a solução inumbente. Tarefas queforem onsideradas desneessárias poderiam ter a prioridade diminuída para intensi�ar asoperações na �xação de variáveis que possam gerar resultados melhores, ou ter a prioridadeaumentada e seus valores forçados a zero, pois isso impliaria em zerar diversas variáveisde tarefas suessoras. Trabalhar om dados provenientes da Relaxação Linear é outraforma de �xar partes de uma solução.Ainda no âmbito das formulações, o Apêndie A introduz novas generalizações para oPEPRRD. Uma delas apresenta um elemento ompletamente distinto dos demais vistosem esalonamento de projetos e outras inorporam elementos presentes em modelos maisomuns.
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APÊNDICE AGeneralizações para o PEPRRD
Uma das diferenças entre o PEPRRD e outros modelos de esalonamento de projetos é quejá no �nal do instante de tempo onde a tarefa é ativada, os luros omeçam a ser geradose ontinuam até o �nal do horizonte de planejamento. No entanto, a maioria dos modelospressupõem que a tarefa tenha uma duração, ou seja, um intervalo de tempo de algumasunidades até que ela seja onsiderada exeutada ompletamente [58, 59℄. Pensando nisso,onstruímos três modelagens matemátias derivadas daquela presente no Capítulo 3.A.1 Modelagem om tempo de onstruçãoNesta modelagem, após se pagar o usto de uma tarefa i, é preiso esperar di unidadesde tempo até que a tarefa esteja pronta para produzir reursos. A idéia é tornar maispróximo do real o meanismo de onstrução de �liais que baseia e motiva o PEPRRD.Na grande maioria dos empreendimentos omeriais e industriais, a instalação de uma�lial demanda tempo para que a edi�ação seja onstruída ou mesmo reformada paraatender às neessidades do negóio em questão. Enquanto esta etapa não é �nalizada,não é possível que o negóio entre em funionamento e, onsequentemente, não há geraçãode dividendos.A variável binária xit india se a tarefa i está desativada (valor zero) ou se já tevesua onstrução iniiada (valor um) até o tempo t. A variável zti india se a tarefa i estáproduzindo reursos (valor um) ou não (valor zero), no instante t. As variáveis inteiras Qte Pt indiam, respetivamente, a quantidade de reursos disponíveis e o luro aumuladono instante t.



A.1 Modelagem om tempo de onstrução 111
Max QH + PH (A.1)Sujeito à
xit ≤ xit+1 ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H − 1 (A.2)
zti ≤ zt+1

i ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H − 1 (A.3)
zti ≤ zt−1

j ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H ∀j ∈ Pred(i) (A.4)
xt
i = zt+di

i ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H − di (A.5)
zti = 0 ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., di (A.6)
Qt = Qt−1 + Pt−1 −

n
∑

i=1

ci(xit − xit−1) ∀t = 1, ..., H (A.7)
Pt =

n
∑

i=1

piz
t
i ∀t = 0, ..., H (A.8)

xi0 = 0 ∀i = 1, ..., n (A.9)
xit, z

t
i ∈ {0, 1} ∀i = 1, ..., n ∀t = 1, ..., H (A.10)

Qt, Pt ∈ N ∀t = 0, ..., H (A.11)O objetivo do problema ontinua maximizar os reursos ao �nal do horizonte deplanejamento. As restrições (A.2) e (A.3) indiam que as variáveis binárias mantêm seusestados relativos ao valor um até o �nal do horizonte de planejamento, a partir do momentoque a tarefa i omeça a ser onstruída ou omeça a produzir reursos, respetivamente.A preedênia entre as tarefas é dada pela variável zti (A.4), já que é exatamente ela quede�ne o término da etapa de onstrução da tarefa e o iníio do período de atividade damesma. As restrições (A.5) de�nem que a tarefa pode omeçar a produzir reursos diinstantes de tempo após o iníio de sua onstrução. Durante os primeiros di instantes detempo, não é possível que a tarefa i produza luros (A.6). Estas restrições são neessáriaspara que o somatório dos luros aumulados (A.8) permanea orreto. As restrições(A.7) determinam omo a quantidade de reursos varia ao longo do tempo. As restrições(A.9) determinam que todas as tarefas iniiam desativadas. As restrições (A.10) e (A.11)de�nem os domínios das variáveis.A Tabela A.1 traz um exemplo de variáveis binárias que atendem à formulação. Noaso, a tarefa omeçou a ser onstruída no tempo 3, tem tempo de onstrução de duas



A.2 Formulação om produção limitada 112Tempo 1 2 3 4 5 6 7x 0 0 1 1 1 1 1z 0 0 0 0 1 1 1Tabela A.1: Exemplo de valores binários para a formulação om tempo de onstruçãounidades e omeça a produzir luro, portanto, no instante de tempo 5. Vale reforçar queo usto é pago no instante de tempo 3, mas os reursos só omeçam a ser produzidos noinstante 5.A.2 Formulação om produção limitadaOutra maneira de interpretar a duração da tarefa proveniente de outros modelos de esa-lonamento de projetos, é limitar a produção de reursos após a ativação da tarefa. Emvez de permitir que a tarefa produza reursos inde�nidamente até o �nal do horizonte deplanejamento, de�nimos para ada tarefa i uma duração di dentro da qual a tarefa podeproduzir luros. Após este prazo, a tarefa deixa de produzir reursos até o �nal do hori-zonte de planejamento. A justi�ativa para este oneito enontra-se nas situações ondea utilização de uma �lial se dá de forma temporária. Por exemplo, um stand ou loja paraum evento espeí�o, durante um período de férias ou próximo a uma data omemorativa.Passada a époa em questão não se deseja mais utilizar esta �lial. Uma forma simplesde modelar isto é torná-la oiosa ou improdutiva. Neste modelo, não é pressuposto umtempo de onstrução para as tarefas.É importante destaar que se o modelo ontivesse apenas uma tarefa, não haveriadiferença entre o �nal do horizonte de planejamento e o �nal da duração da tarefa, poisapós este instante nenhuma alteração seria possível nas quantidades de luro aumuladoe reurso disponível. Ao adotar uma duração espeí�a para ada tarefa, permitimos queem um mesmo problema de esalonamento sejam tratadas diversas tarefas om duraçõespotenialmente distintas, embora haja um únio instante máximo (�nal do horizonte deplanejamento - H) para que este esalonamento seja realizado.A variável binária xit india se a tarefa está ativada ou não (valor um ou zero, res-petivamente). A variável binária wt
i india se a tarefa i estourou o prazo de produçãoou não (valor um ou zero, respetivamente). A idéia é fazer om que as variáveis xit não



A.2 Formulação om produção limitada 113preisem voltar a valer zero após o período de atividade da tarefa. Para tanto, uma outravariável deve anular o valor igual a um após o determinado período. As demais variáveistêm o mesmo signi�ado das formulações anteriores.
Max QH + PH (A.12)Sujeito à
xit ≤ xit+1 ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H − 1 (A.13)
xit ≤ xjt−1 ∀i = 1, .., n ∀t = 2, ..., H ∀j ∈ Pred(i) (A.14)
wt

i ≤ wt+1
i ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H − 1 (A.15)

xt
i = wt+di

i ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H − di (A.16)
Qt = Qt−1 + Pt−1 −

n
∑

i=1

ci(xit − xit−1) ∀t = 1, ..., H (A.17)
Pt =

n
∑

i=1

pi(xit − wt
i) ∀t = 0, ..., H (A.18)

xi0 = 0 ∀i = 1, ..., n (A.19)
xit, w

t
i ∈ {0, 1} ∀i = 1, ..., n ∀t = 1, ..., H (A.20)

Qt, Pt ∈ N ∀t = 0, ..., H (A.21)As variáveis xit e wt
i têm o mesmo omportamento não deresente ao longo do ho-rizonte de planejamento (linhas A.13 e A.15). A preedênia volta ser garantida pelasvariáveis xit (A.14). O impedimento de se ontabilizar a produção de reursos é feitoom por meio das restrições (A.16) e (A.18). Os reursos disponíveis a ada instante detempo são dados pelas restrições (A.17). Iniialmente todas as tarefas estão desativadas(A.19) e o domínio das variáveis é dado pelas restrições (A.20) e (A.21). Não é neessárioforçar o valor zero para as variáveis wt

i antes dos primeiros di instantes porque na soluçãoótima estas variáveis serão automatiamente �xadas neste valor. Isto pode ser visto pelasrestrições (A.18): se o valor das variáveis wt
i for igual a um, nos primeiros di instantes,haverá uma perda de luros aumulados. A Tabela A.2 mostra um exemplo de valorespara as variáveis. A tarefa em questão omeça a produzir reursos no instante 2 e deixade produzi-los no instante 5, após 3 unidades de tempo de atividade.



A.3 Aquisição de reursos extras 114Tempo 1 2 3 4 5 6 7x 0 1 1 1 1 1 1w 0 0 0 0 1 1 1Tabela A.2: Exemplo de valores binários para a formulação om produção limitadaA.3 Aquisição de reursos extrasOutra situação muito omum no meio omerial é a aquisição de apital (reursos) pormeios que vão além do foo prinipal do negóio. Uma das formas mais omuns de seonseguir este apital extra pode ser feito através do levantamento de empréstimos. Ummontante de reursos é obtido de forma únia e pago em parelas nas unidades de temposubsequentes. Na nossa proposta de formulação o montante L adquirido será pago em
Y parelas om valores Ry (possivelmente distintos). A variável binária lt india se oempréstimo será tomado ou não no tempo t. A variável binária ryt india se a y-ésimaparela do empréstimo será paga na tempo t. As parelas sempre serão pagas nos instantede tempos subsequentes à tomada do empréstimo e devem ser todas pagas antes do �naldo horizonte de planejamento. Por isso, o empréstimo só poderá ser tomado até o instante
H − Y .
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Max QH + PH (A.22)Sujeito à
xit ≤ xit+1 ∀i = 1, .., n ∀t = 1, ..., H − 1 (A.23)
xit ≤ xjt−1 ∀i = 1, .., n ∀t = 2, ..., H ∀j ∈ Pred(i) (A.24)
Qt = Qt−1 + Pt−1 −

n
∑

i=1

ci(xit − xit−1) + L.lt −
Y
∑

y=1

rytRy ∀t ∈ H(A.25)
Pt =

n
∑

i=1

pixit ∀t = 0, ..., H (A.26)
H−Y
∑

t=1

lt ≤ 1 (A.27)
H
∑

t=H−Y+1

lt = 0 (A.28)
rt+y
t = lt ∀t = 1, ..., H ∀{y|1 ≤ y ≤ Y, t+ y ≤ H} (A.29)
xi0 = 0 ∀i = 1, ..., n (A.30)
xit, r

y
t , lt ∈ {0, 1} ∀i = 1, ..., n ∀t = 1, ..., H ∀y = 1, ..., Y (A.31)

Qt, Pt, Ry, L ∈ N ∀t = 0, ..., H ∀y = 1, ..., Y (A.32)As restrições (A.23), (A.24), (A.26) e (A.30) têm o mesmo signi�ado das formulaçõesanteriores. As restrições (A.25) têm, além dos omponentes tradiionais, um termo extraque india que o empréstimo deve ser ontabilizado no tempo t por meio do produto
L.lt. Somente em um únio instante de tempo do horizonte este termo será levado emonta, já que o empréstimo deve ser únio omo indiado na restrição (A.27). O outrotermo presente refere-se ao pagamento de um parela Ry entre as Y parelas possíveis. Asrestrições (A.28) impedem que o empréstimo seja obtido depois do tempo limite H − Y ,já que ele não será ompletamente quitado. A relação entre ad variáveis que indiam aobtenção do empréstimo e as variáveis que ontrolam seu pagamento oorre por meio dasrestrições (A.29). As demais restrições de�nem o domínio das variáveis. A Tabela A.3mostra um exemplo de um empréstimo adquirido no instante 3 e pago em 4 parelas nostempos subsequentes. Vale notar que não é obrigatório forçar o valor igual a zero nasvariáveis binárias ryt que se referem a tempos onde não haverá pagamento de parelas,



A.3 Aquisição de reursos extras 116Tempo lt r1t r2t r3t r4t1 0 0 0 0 02 0 0 0 0 03 1 0 0 0 04 0 1 0 0 05 0 0 1 0 06 0 0 0 1 07 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0Tabela A.3: Exemplo de valores binários para a formulação om aquisição de reursosextrasomo as variáveis r31 e r16, por exemplo. É óbvio que a tereira parela nuna poderáser paga no primeiro instante de tempo, o mesmo para a primeira parela sendo paga em
t = 6, já que neste último aso, o empréstimo não será totalmente pago. Na solução ótima,estas variáveis terão valor igual a zero porque elas indiam perda de reursos por ausa dopagamento da parela em questão, parela esta que seria paga desneessariamente nestesasos.
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