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Resumo

As funções de Gabor sintonizadas foram originalmente propostas num contexto de visão
computacional, como modelo para o desfocamento de imagens. Demonstrou-se então que
um sinal espacial pode ser expresso como a superposição de funções de Gabor (senóides
moduladas por Gaussianas), cujos parâmetros de largura e de fase são determinados pela
transformada de Fourier do sinal. Aqui nós estendemos este modelo para a representação
de sinais no domínio da frequência, empregando funções de Gabor cujos parâmetros são
obtidos a partir da transformada de Fourier inversa, e demonstramos que ambos os tipos de
funções codificadoras podem ser usados para definir transformadas de Gabor sintonizadas.
Nestas, cada sinal − espacial ou na frequência − é analisado por núcleos de Gabor associ-
ados a sua própria representação, de forma que, num certo sentido, o próprio sinal é a sua
função analisadora, o que confere às transformadas sintonizadas propriedades semelhantes
às da transformada de Wigner. Como exemplo de aplicação, a primeira forma da trans-
formada sintonizada foi empregada com sucesso na caracterização da epilepsia a partir de
eletro-encefalogramas. Numa outra linha de investigação, nós verificamos que a versão
bidimensional do modelo de representação sintonizada pode ser usada para descrever os
campos receptivos de células do córtex visual, que experimentos recentes demonstram ser
dependentes do estímulo. Uma extensão da mesma abordagem, baseada em funções de
codificação rotacionalmente simétricas, também foi proposta e utilizada para descrever o
processo de branqueamento de sinais que se supõe ser realizado pelas células da retina e
do núcleo geniculado lateral. Os nossos modelos sintonizados de representação neuronal
foram então empregados na definição de um algoritmo de casamento estereoscópico que
emula o processamento efetuado pelos estágios cortical e pré-cortical do cérebro.

Palavras-chave: Funções de Gabor. Análise de Sinais. Modelagem Neuronal.



Abstract

The work here reported deals with signal-tuned Gabor functions, and their application to
signal analysis and synthesis. Such functions have been originally proposed in a computer
vision framework, as a model for defocusing. It has been shown that any spatial signal
can be expressed as a superposition of Gabor functions (Gaussian-modulated sinusoids),
whose phase and width are determined by the signal’s Fourier transform. We have ex-
tended such model for the representation of signals in the frequency domain, by using
Gabor functions whose parameters are obtained from the inverse Fourier transform, and
we have also shown that both coding functions can be used for the definition of signal-
tuned Gabor transforms. Such transforms analyze each input signal − in the spatial or
frequency domains − by means of Gabor kernels associated with the signal’s representa-
tion − thus, in a certain sense, the analyzed signal is its own analyzing function, what
leads to similar properties as those of the Wigner transform. As a practical application,
the first form of the signal tuned transform has been successfully used for the characte-
rization of epilepsy from EEG signals. In a different line of investigation, we have shown
that the 2-D extension of the space-domain coding model can be used for describing the
receptive fields of neurons of the visual cortex, which have been proven, by recent expe-
riments, to depend on the presented stimulus. An extension of the same approach, now
based on rotationally symmetric coding functions, has also been introduced for model-
ing the whitening transformation supposedly performed by the cells of the retina and of
the lateral geniculate nucleus. Finally, our signal-tuned neuronal representation models
have been employed in a stereoscopic estimation algorithm which emulates the processing
performed by the cortical and pre-cortical stages of the brain.

Keywords: Gabor Functions. Signal Analysis. Neuronal Modeling.
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Capítulo 1

Introdução

O trabalho aqui apresentado tem como base uma proposta de representação de sinais

inicialmente sugerida em [1], e que foi por nós estendida e aplicada a problemas em duas

áreas distintas, a análise espaço-frequência (ou tempo-frequência) de sinais, e a modelagem

neuronal.

A versão original da representação considerada surgiu no contexto de uma pesquisa

em visão computacional, como modelo para o processo de desfocamento de imagens. Nela,

um sinal espacial qualquer é expresso em termos de funções de representação bem loca-

lizadas na posição e na frequência, escolhidas sob a forma de funções de Gabor espaciais

(senóides moduladas por Gaussianas) cujos parâmetros de largura e de fase são obtidos

a partir da transformada de Fourier do sinal dado. Verificamos que este modelo pode ser

também estendido para a representação de sinais no domínio da frequência: neste caso,

as funções de codificação são funções de Gabor na frequência, com parâmetros dados pela

magnitude e pela fase da transformada inversa do sinal codificado.

Ambas as versões das funções codificadoras − no espaço e na frequência − podem

ser usadas como base para transformadas de Gabor, definindo o que chamamos de trans-

formadas sintonizadas de Gabor, cuja ‘sintonia’ advém do fato de que cada sinal dado é

analisado pelas funções de Gabor associadas à sua própria representação. De certa forma,

o próprio sinal é a sua função analisadora, o que confere às transformadas sintonizadas

propriedades semelhantes às da transformada de Wigner [2], considerada ótima sob vários

aspectos [3].

Além da sua aplicação à análise de sinais, verificamos que o modelo de representação

introduzido em [1], devidamente estendido para duas dimensões, pode ser empregado para

descrever a codificação de imagens pelos campos receptivos das chamadas células simples
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do córtex visual, tradicionalmente modelados como funções de Gabor [4]. Resultados neu-

rofisiológicos recentes têm indicado que, ao contrário do que anteriormente se supunha, o

campo receptivo de um neurônio não é um arranjo espacial fixo, mas varia com o estímulo

apresentado [5, 6, 7]. O fato de que os parâmetros das funções de representação no nosso

modelo dependem do sinal codificado, o credencia como um potencial candidato para a

descrição dos campos receptivos dependentes do sinal. Aqui exploramos esta possibilidade,

propondo também uma nova versão do modelo 2D de representação sintonizada, baseada

agora não nas funções de Gabor, mas em funções de codificação rotacionalmente simétri-

cas, por nós empregadas para a modelagem dos campos receptivos de células da retina e

do núcleo geniculado lateral, que apresentam tal simetria [8]. Seguindo a interpretação de

[9, 10], nós assumimos que estes dois estágios pré-corticais do caminho visual − o trajeto

seguido pela informação visual ao longo do cérebro − têm a função de descorrelacionar

os sinais transmitidos ao córtex visual primário, de forma que as funções sintonizadas

rotacionalmente simétricas codificam versões branqueadas das imagens de entrada.

Como aplicação dos nossos modelos de campos receptivos dependentes do estímulo,

propusemos uma abordagem de inspiração biológica para a estimação de disparidades

estereoscópicas, com base no método da função de Green, introduzido em [11]. Nessa

abordagem, os campos receptivos circularmente simétricos são usados para branquear as

imagens de entrada, refletindo a transformação efetuada pelos estágios pré-corticais do

cérebro. A operação dos neurônios binoculares do córtex visual (neurônios que respondem

à estimulação de ambos os olhos) é então modelada em termos dos campos receptivos

sintonizados de Gabor. O algoritmo proposto mostra-se consistente com o modelo de

Volterra, tradicionalmente empregado para descrever as respostas das células neuronais

[12], e incorpora também o dado neurofisiológico da segregação dos hemicampos visuais

no quiasma óptico − espécie de encruzilhada dos eixos ópticos provenientes dos dois olhos

[8]. Com o seu emprego, conseguimos obter estimativas comparáveis, e mesmo superiores,

às fornecidas pela abordagem original de [11].

Esta tese encontra-se organizada como segue. No restante deste capítulo, introdu-

zimos as duas versões da representação de Gabor sintonizada que fundamenta o presente

estudo, sendo a segunda delas uma das nossas contribuições originais. Nos capítulos

seguintes, são apresentadas extensões e aplicações da abordagem sintonizada, tanto à

análise quanto à síntese de sinais. Especificamente, o Capítulo 2 introduz as transfor-

madas de Gabor sintonizadas nos domínios do espaço e da frequência, salientando as suas

propriedades, e a aplicação à análise de sinais espaciais não-estacionários. O Capítulo
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3, por sua vez, se detém num estudo mais detalhado do emprego da primeira forma da

transformada sintonizada para a caracterização de epilepsias, a partir de sinais de EEG

(eletro-encefalografia) [13]. No Capítulo 4, passamos a enfocar a abordagem sintonizada

sob o aspecto da síntese de sinais, utilizando-a como ferramenta para a modelagem neu-

ral. Mais especificamente, consideramos as funções sintonizadas de Gabor como modelo

para a codificação de sinais pelas células simples do córtex visual, e introduzimos funções

sintonizadas rotacionalmente simétricas que desempenham um papel semelhante no caso

das células da retina e do núcleo geniculado lateral − neste caso codificando versões bran-

queadas dos sinais de entrada. Finalmente, no Capítulo 5, fazendo uso dos resultados

precedentes, nós propomos um algoritmo de estimação de disparidades estereoscópicas

que emula o processamento neural nos estágios cortical e pré-cortical do caminho visual.

O Capítulo 6 fecha o documento com a apresentação das nossas conclusões e propostas

para trabalhos futuros.

No que se segue, e no restante desta tese, nós empregaremos as seguintes definições

para a transformada de Fourier e a sua inversa:

Sendo I(x) um sinal unidimensional de quadrado integrável, definido num domínio

ilimitado, a sua transformada de Fourier é dada por

Ĩ(ω) = |Ĩ(ω)|eiϕĨ(ω) ≡ F [I(x)](ω) =

∫ ∞
−∞

e−iωxI(x)dx (1.1)

e a sua transformada inversa é obtida como

I(x) = |I(x)|eiϕI(x) ≡ F−1[Ĩ(ω)](x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiωxĨ(ω)dω (1.2)

Para sinais bidimensionais, valem as extensões usuais das fórmulas acima.

1.1 Primeira abordagem de representação

Conforme demonstrado em [1], qualquer sinal unidimensional, I(x), de quadrado inte-

grável, pode ser representado como

I(x) =

∫ ∞
−∞

eiωx ∗ 1

(2π)3/2
ei[ωx+ϕĨ(ω)]e

− x2

2σ2(ω)dω (1.3)

onde o asterisco denota uma convolução espacial. Na Equação (1.3), ϕĨ(ω) é a fase

da transformada de Fourier do sinal, como já definido, e σ(ω) é o módulo da mesma

transformada:

σ(ω) = |Ĩ(ω)| (1.4)
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Como se demonstra no Apêndice A, a Equação (1.3) é equivalente à transformada

de Fourier inversa. Assim como esta, ela expressa o sinal em termos de uma expansão

em um conjunto de funções de base exponenciais complexas, mas os ‘coeficientes’ dessa

expansão não são funções apenas da frequência ω, e sim núcleos espaciais de Gabor −
portanto, funções relativamente bem localizadas, tanto da posição como da frequência −
cujos parâmetros se relacionam à transformada de Fourier do sinal. Explicitamente, I(x)

é expresso em termos de funções codificadoras, ou de representação, da forma

ψω(x) =
1

(2π)3/2
ei[ωx+ϕĨ(ω)]e

− x2

2σ2(ω) (1.5)

com os parâmetros ϕĨ e σ obtidos como acima.

Efetuando-se a convolução na Equação (1.3), ela pode ser reescrita como

I(x) =

∫ ∞
−∞

eiωx
[
ψω(x) · eiωx

]
dω (1.6)

onde a operação entre colchetes é um produto interno. Comparando-a à forma padrão

para uma expansão no conjunto de base de Fourier,

I(x) =

∫ ∞
−∞

eiωx
[
I(x) · eiωx

]
dω (1.7)

verificamos que, no que se refere à frequência ω, a função ψω(x) é equivalente ao sinal

I(x), correspondendo a uma representação oscilatória, espacialmente bem localizada, do

conteúdo do sinal naquela frequência. Isto pode ser tornado mais explícito se tomamos

a transformada de Fourier de ψω(x). Levando em conta que ω é um parâmetro fixo, nós

calculamos a transformada em uma frequência genérica, ω′:

F [ψω(x)](ω′) =
1

2π
Ĩ(ω)e−

|Ĩ(ω)|2
2

(ω′−ω)2

(1.8)

e daí obtemos

F [ψω(x)](ω′ = ω) =
1

2π
Ĩ(ω) (1.9)

o que mostra que, na frequência ω, o conteúdo da função analisadora ψω(x) é o mesmo

do sinal. Assim, o conjunto {ψω(x), ∀ω} fornece uma representação espaço-frequência

completa de I(x), o que pode ser visto reescrevendo-se a Equação (1.3) como

I(x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ei[ωx+ϕĨ(ω)]e
− (x−ξ)2

2σ2(ω) dωdξ (1.10)
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É interessante comparar este resultado com uma expansão de Gabor tradicional [14],

I(x) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

A(ω, ξ)eiωxe
− (x−ξ)2

2β2 dωdξ (1.11)

que corresponde a uma soma ponderada de funções de Gabor cuja largura é escolhida a

priori e mantida fixa para todas as frequências (o parâmetro β, acima, não depende de

ω). Em contraste, a representação sintonizada utiliza funções de Gabor cuja largura e

fase são determinadas pela transformada de Fourier do sinal representado. Ademais, em

(1.10), todas as funções de codificação têm peso unitário. Se uma determinada frequência

não está presente no sinal, é a própria função de codificação associada que se anula, já

que para aquela frequência específica, σ(ω) = 0, por definição.

A demonstração das identidades (1.3), (1.4), (1.6) e (1.10) é fornecida no Apêndice

A.

1.1.1 Extensão 2-D

A representação da Equação (1.3) pode ser estendida para sinais bidimensionais, conforme

demonstrado em [1].

Sendo I(x, y) um sinal bidimensional de quadrado integrável, vale a relação

I(x, y) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ei[ωxx+ωyy] ∗ ei[ωxx+ωyy+ϕĨ(ωx,ωy)]e
− x2+y2

2σ2(ωx,ωy)dωxdωy (1.12)

onde ϕĨ(ωx, ωy) é a fase da transformada de Fourier do sinal, e onde σ(ωx, ωy) é obtido,

a partir do módulo desta transformada, como

σ(ωx, ωy) =
1

(2π)3/2

√
|Ĩ(ωx, ωy)| (1.13)

O sinal I(x, y) é então representado em termos de funções de representação bidimen-

sionais dadas por:

ψωx,ωy(x, y) = ei[ωxx+ωyy+ϕĨ(ωx,ωy)]e
− x2+y2

2σ2(ωx,ωy) (1.14)

com os parâmetros ϕĨ e σ obtidos como acima.

Propriedades semelhantes às da representação unidimensional valem no caso 2-D,

como pode ser facilmente verificado.
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1.2 Segunda abordagem de representação

Uma representação semelhante à da Equação (1.3), mas agora no domínio da frequência,

pode ser obtida para a transformada de Fourier de qualquer sinal de quadrado integrável,

sob a forma:

Ĩ(ω) =

∫ ∞
−∞

e−iωx ∗ 1

(2π)2
e−i[ωx−ϕI(x)]e

− ω2

2Σ2(x)dx (1.15)

onde o asterisco agora denota uma convolução em frequência, ϕI(x) é a fase do sinal I(x)

− ou seja, da trasformada de Fourier inversa de Ĩ(ω) −, e Σ(x) se relaciona ao módulo

deste sinal, como

Σ(x) = (2π)3/2|I(x)| (1.16)

Explicitando-se a convolução na Equação (1.15), ela também pode ser reescrita como

uma expansão de Gabor com coeficientes unitários:

Ĩ(ω) =
1

(2π)2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−i[ωx−ϕI(x)]e
− (ω−Ω)2

2Σ2(x) dxdΩ (1.17)

A Equação (1.15) expressa a transformada de Fourier do sinal I(x) em termos de uma

expansão em funções de base exponenciais complexas, mas, em contraste com a transfor-

mada de Fourier tradicional, nessa expressão os ‘coeficientes’ não dependem apenas da

posição, mas são funções de Gabor na frequência, da forma

ψx(ω) =
1

(2π)2
e−i[ωx−ϕI(x)]e

− ω2

2Σ2(x) (1.18)

As funções codificadoras ψx(ω) têm propriedades semelhantes às das ψω(x), da primeira

representação. Por exemplo, a Equação (1.15) pode ser reescrita como

Ĩ(ω) =

∫ ∞
−∞

e−iωx
[
ψx(ω) · e−iωx

]
dx (1.19)

o que mostra que a função de representação ψx(ω) é localmente equivalente, na posição x,

ao sinal I(x) . Isto também pode ser comprovado tomando-se a transformada de Fourier

inversa de ψx(ω) (novamente, levando em conta que x é aqui um parâmetro fixo, deve-se

calcular a transformada em uma posição genérica, x′). Obtemos

F−1[ψx(ω)](x′) =
1

2π
I(x)e−4π3|I(x)|2(x′−x)2

(1.20)

e, portanto,

F−1[ψx(ω)](x′ = x) =
1

2π
I(x) (1.21)
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As demonstrações das identidades em (1.15), (1.16) e (1.19) aparecem no Apêndice

A.

1.2.1 Extensão 2-D

Uma extensão bidimensional para a representação da Equação (1.15) também pode ser

facilmente obtida sob a forma:

Ĩ(ωx, ωy) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−i[ωxx+ωyy] ∗ 1

(2π)2
e−i[ωxx+ωyy−ϕI(x,y)]e

−
ω2
x+ω2

y

2Σ2(x,y)dxdy (1.22)

com Σ(x, y) agora dado por

Σ(x, y) = (2π)3/2
√
|I(x, y)| (1.23)

onde I(x, y) ≡ |I(x, y)|eiϕI(x,y) é a transformada de Fourier inversa de Ĩ(ωx, ωy).

O sinal Ĩ(ωx, ωy) é então representado em termos de funções de representação bidi-

mensionais dadas por:

ψx,y(ωx, ωy) =
1

(2π)2
e−i[ωxx+ωyy−ϕI(x,y)]e

−
ω2
x+ω2

y

2Σ2(x,y) (1.24)

com os parâmetros ϕI e Σ obtidos como acima.



Capítulo 2

Aplicação à Análise de Sinais

2.1 Introdução

A transformada de Fourier informa o conteúdo em frequência de um dado sinal − ou

seja, o peso de cada frequência em sua composição −, mas este é obtido globalmente,

pela soma das contribuições coletadas ao longo de toda a extensão do sinal. Deste modo,

qualquer informação local (sobre onde cada componente de frequência teria maior ou

menor importância) se perde na transformada. Dada uma função da posição, I(x), a

transformada de Fourier retorna uma função apenas da frequência, Ĩ(ω).

As transformadas espaço-frequência surgiram como uma alternativa à transformada

de Fourier, introduzindo uma certa medida de localidade na análise do sinal [3, 15, 16].

A idéia básica é a de obter a transformada de Fourier sob janelas locais, de modo que

posições distintas do sinal possam ser analisadas separadamente. A forma geral de uma

transformada de Fourier janelada é a seguinte:

Ĩ(ω, x) =

∫ ∞
−∞

e−iωξρ(ξ − x)I(ξ)dξ (2.1)

onde ρ(ξ) é uma função espacial bem localizada em torno da origem, ou seja, em torno

de ξ = 0. A transformada Ĩ(ω, x) é portanto a transformada de Fourier do produto

ρ(ξ−x)I(ξ). Para cada valor de x, ρ(ξ−x) está centrada em ξ = x, de forma que a função

ρ, na Equação (2.1), agirá como uma janela deslizante, permitindo que a transformada

de Fourier analise diferentes posições do sinal sucessivamente.

A transformada de Gabor [17] é o caso particular da transformada janelada em que a
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janela é uma Gaussiana. A sua expressão geral pode ser dada como

G(ω, x) =

∫ ∞
−∞

e−iωξe−
(ξ−x)2

2σ2 I(ξ)dξ (2.2)

onde σ é o desvio-padrão da Gaussiana. A expressão acima deixa claro que os núcleos

analisadores da transformada, neste caso, são funções de Gabor, ou seja, senóides mo-

duladas por Gaussianas. Em contraste com a transformada de Fourier, cujos núcleos são

funções de frequência definida mas de extensão ilimitada, a de Gabor analisa cada sinal

por meio de funções limitadas tanto no espaço quanto na frequência. Aliás, é sabido que as

funções complexas de Gabor são aquelas que possibilitam máxima localização simultânea

no espaço e na frequência [4].

Na prática, um problema que surge com a transformada de Gabor e, de forma geral,

com todas as transformadas de Fourier janeladas, é o da escolha da largura da janela,

pois não é possível determinar a priori em que resolução se encontram as características

relevantes de um sinal. Assim, o tamanho da janela é um parâmetro livre, que deve ser

ajustado a cada experimento. A utilização, como núcleos de transformadas de Gabor,

das funções de representação introduzidas no capítulo anterior pode representar uma con-

tribuição importante para a solução deste problema, já que os parâmetros dessas funções

são intrinsicamente relacionados a cada sinal analisado.

No que se segue, introduziremos duas versões deste tipo de transformada sintonizada

ao sinal: uma para a análise de sinais espaciais, baseada na primeira função de repre-

sentação, ψω(x), e a outra para análise de sinais no domínio da frequência, baseada na

segunda função de representação, ψx(ω), conforme definidas no Capítulo 1 (Equações

(1.5) e (1.18), respectivamente). Tomadas em conjunto, essas duas transformadas apre-

sentam propriedades semelhantes às da transformada de Wigner (considerada ideal para a

análise espaço-frequência, e que será definida na seção abaixo), evitando porém o chamado

problema dos termos cruzados [2], característico desta última.

2.2 A Transformada de Gabor Sintonizada

2.2.1 Primeira Forma da Transformada: T (ω, x)

Considerando um sinal espacial arbitrário, I(x), iremos analisá-lo sob o conjunto das

funções ψω(x), da Equação (1.5), definindo a transformada de Gabor sintonizada, T (ω, x),
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como

T (ω, x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

e−i[ωξ+ϕĨ(ω)]e
− (ξ−x)2

2σ2(ω) I(ξ)dξ (2.3)

Para o cálculo dessa transformada, primeiro aplicamos a transformada de Fourier

sobre o sinal e obtemos os parâmetros ϕĨ(ω) e σ(ω), das funções de representação (neste

caso também chamadas de funções analisadoras), para cada frequência ω. Relembrando:

ϕĨ(ω) é a fase da transformada de Fourier do sinal analisado, e σ(ω) é o módulo desta

transformada.

Deve-se notar, na Equação (2.3), que, similarmente ao que ocorre na transformada S

[18], a parte senoidal da função analisadora não varia com a posição1, mas aqui incorpora

um deslocamento de fase dependente da frequência (mantemos este fator no integrando,

para salientar a relação entre a função analisadora e a função codificadora do sinal ana-

lisado). Portanto, a transformada sintonizada T (ω, x) pode ser interpretada como a cor-

relação "com fase corrigida"[18] entre o sinal analisado e a sua função codificadora na

frequência ω. Esta transformada apresenta diversas propriedades interessantes. Pode-se

demonstrar, por exemplo, que a densidade de energia em frequência do sinal analisado,

|Ĩ(ω)|2, é obtida como

|Ĩ(ω)|2 = 2π

∫ ∞
−∞

T (ω, x)dx (2.4)

de onde também resulta∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

T (ω, x)dωdx =
1

2π

∫ ∞
−∞
|Ĩ(ω)|2dω =

∫ ∞
−∞
|I(x)|2dx (2.5)

usando-se o teorema de Parseval, para a segunda igualdade.

Lembrando que |Ĩ(ω)|2 é a transformada de Fourier da auto-correlação espacial,

definida como

(I ? I)(x) =

∫ ∞
−∞

I∗(ξ)I(ξ + x)dξ (2.6)

onde o asterisco <*> denota o conjugado complexo, também obtemos, a partir da Equação

(2.4),

(I ? I)(x) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

eiωxT (ω, ξ)dωdξ (2.7)

1A transformada S de um sinal I(x) fica definida como

S(ω, x) =
|ω|

(2π)
3/2

∫ ∞
−∞

e−iωξe
− (ξ−x)2ω2

2(2π)2 I(ξ)dξ,

e corresponde, portanto, à transformada de Fourier sob uma janela Gaussiana cuja largura é inversamente
proporcional à frequência. A ausência da posição x na exponencial complexa faz com que a fase da
transformada S não seja localmente referenciada, o que se interpreta como uma "correção de fase".
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As demonstrações dos resultados acima encontram-se no Apêndice B, Equações (B.13) e

(B.14).

Como vimos, a transformada de Gabor sintonizada, num certo sentido, utiliza o

próprio sinal como sua função analisadora, o que lhe confere propriedades semelhantes

às da transformada de Wigner [3],

W (ω, x) =

∫ ∞
−∞

I∗(x− ξ/2)I(x+ ξ/2)e−iωξdξ (2.8)

A transformada de Wigner é considerada ideal sob o ponto de vista da análise espaço-

frequência [2], mas, devido ao fato de ser quadrática no sinal, ela gera termos de frequência

espúrios, quando da análise de sinais multicomponentes − é o chamado problema dos

termos cruzados, que não ocorre com a transformada de Gabor sintonizada. Isto pode ser

ilustrado pela análise de um sinal simples, composto pela adição de duas senóides:

I1(x) = cos

(
8π

100
x

)
+ cos

(
16π

100
x

)
(2.9)

O sinal I1(x) é apresentado na Figura 2.1a, na Figura 2.1b é apresentado o espec-

trograma |T (ω, x)| e, em 2.1c, a magnitude da sua transformada de Wigner, |W (ω, x)|.
A transformada de Gabor sintonizada detecta as duas componentes de frequência com

boa resolução, e evita o problema dos termos cruzados, que é evidente na Figura 2.1c:

frequências que não existem no sinal são detectadas pela transformada de Wigner.

A transformada de Gabor sintonizada, assim como a transformada S [18], analisa os

sinais de entrada por meio de funções de Gabor cuja largura depende da frequência. A

transformada S mantém a largura inversamente proporcional à frequência [18], ao passo

que, na Gabor sintonizada, a largura está associada à magnitude de Fourier de cada

sinal analisado. Como consequência, a transformada T (ω, x) apresenta a vantagem de

reduzir os efeitos de self-aliasing [18], o que pode ser observado quando reescrevemos a

sua magnitude sob a forma (a demonstração se encontra no Apêndice B, Equação (B.4)):

|T (ω, x)| = 1

(2π)2

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

Ĩ(Ω + ω)Wω(Ω)eiΩxdΩ

∣∣∣∣ (2.10)

onde

Wω(Ω) = |Ĩ(ω)|e−
|Ĩ(ω)|2

2
Ω2

(2.11)

A ocorrência de self-aliasing torna-se evidente quando consideramos a Equação (2.10) para

sinais discretizados: a amostragem espacial de tais sinais produzirá espectros discretos e

periódicos, ocasionando a sobreposição da janela Wω na porção de frequência negativa de
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.1: Em (a), o sinal I1(x). Em (b), o seu espectrograma |T (ω, x)|. Em (c), a
magnitude da sua transformada de Wigner, |W (ω, x)|.
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Ĩ. No entanto, de acordo com a equação (2.11), uma janela Wω(Ω) larga estará associada

a uma baixa amplitude, e, inversamente, grandes amplitudes estarão associadas apenas

a janelas estreitas. Assim, a contribuição dos termos de sobreposição para o cômputo

da transformada de Gabor sintonizada será reduzida. O mesmo não sucede no caso

da transformada S, em que o self-aliasing pode se tornar grave [18], especialmente nas

frequências mais altas.2

Para alguns sinais simples, é possível obter a transformada T (ω, x) analiticamente.

Apresentaremos, a seguir, alguns exemplos, cuja demonstração aparece no Apêndice B:

Transformada da delta de Dirac:

Quando I(x) = δ(x− x0),

T (ω, x) =
1

(2π)3/2
e−

1
2

(x−x0)2

(2.12)

ou seja, a transformada T (ω, x) provoca um pequeno espalhamento do impulso, que se

torna uma Gaussiana com desvio-padrão unitário. A Figura 2.2 ilustra esse comporta-

mento para o sinal I2(x) = δ(x − 200), ou seja, uma delta centrada na posição 200.

(a)

(b)

Figura 2.2: Em (a), sinal I2(x) = δ(x− 200). Em (b), o seu espectrograma |T (ω, x)|.

2Isto se explica porque, no caso da transformada S, vale uma relação semelhante à Equação (2.10),

mas com a janela obtida como Wω(Ω) = e−
8π4Ω2

ω2 (ver [18])
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Transformada do Trem de Impulsos:

Seja

I(x) =
∑
k

δ(x− xk) (2.13)

um trem de impulsos, com xk = kL, para k inteiro ∈ {0, N}, e N grande o suficiente, tal

que I(x) possa ser considerado um sinal periódico de período L e frequência fundamental

ω0 = 2π/L. Obtém-se, para a sua transformada de Gabor sintonizada,

T (ω, x) =


0, ω 6= ωn, x 6= xm

1
(2π)3/2 e

−iωxm , ω 6= ωn, x = xm
1

(2π)3/2

∑
k 1, ω = ωn, ∀x

(2.14)

onde ωn = nω0, para qualquer inteiro n. Isto significa que a transformada de Gabor

sintonizada é capaz de detectar as singularidades do sinal, tanto no espaço quanto na

frequência, conforme ilustrado na Figura 2.3 para o sinal I3(x) = Σkδ(x− kN), com k ∈
{0, 33} e N = 30.

(a)

(b)

Figura 2.3: Em (a), sinal I3(x) = Σkδ(x− kL). Em (b), o seu espectrograma |T (ω, x)|.

Transformada da exponencial complexa:

Quando I(x) = eiω0x,

T (ω, x) = δ(ω − ω0) ≡ 1

2π
Ĩ(ω) (2.15)
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ou seja, a transformada T (ω, x) da exponencial complexa é proporcional à transformada

de Fourier, não ocorrendo espalhamento em frequência. A Figura 2.4 ilustra este compor-

tamento para o sinal I4(x) = ei(π/50)x.

Figura 2.4: Espectrograma |T (ω, x)| do sinal I4(x) = ei(π/50)x.

É importante salientar também que a transformada de Gabor sintonizada admite

inversa, ou seja, a partir da transformada de Gabor sintonizada é possível recuperar a

transformada de Fourier do sinal, desde que se conheça a fase desta última em uma dada

frequência. Demonstramos no Apêndice B que, para uma determinada frequência ω0,

Ĩ(ω) = 2π
eiϕĨ(ω0)F [T (ω0, x)](ω − ω0)

|Ĩ(ω0)|e−
|Ĩ(ω0)|2

2
(ω−ω0)2

(2.16)

onde

|Ĩ(ω0)|2 = 2πF [T (ω0, x)](ω = 0) (2.17)

Finalmente, verifica-se que é possível obter uma expressão alternativa para a trans-

formada de Gabor sintonizada T (ω, x), fazendo uso do teorema de Parseval:∫ ∞
−∞

f(x)h∗(x)dx =
1

2π

∫ ∞
−∞

F̃ (ω)H̃∗(ω)dω (2.18)

Comparando a relação acima com a Equação (2.3), esta pode ser reescrita como:

T (ω, x) =
1√
2π
|Ĩ(ω)|e−iωx

∫ ∞
−∞

ei[Ωx−ϕĨ(ω)]e−
|Ĩ(ω)|2

2
(Ω−ω)2

Ĩ(Ω)dΩ (2.19)

Neste caso, a T (ω, x) fica expressa como uma transformada no domínio da frequência.

A seguir, nós apresentaremos uma série de outras propriedades analíticas da T (ω, x)

que têm correspondência com propriedades da transformada deWigner. As demonstrações

de todas essas propriedades aparecem no apêndice B.
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2.2.2 Propriedades analíticas da T (ω, x):

2.2.2.1 Momentos da frequência:

A partir da Equação (2.4), obtemos∫ ∞
−∞

ωn|Ĩ(ω)|2dω = 2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ωnT (ω, x)dωdx (2.20)

2.2.2.2 Translação Espacial:

Se I2(x) = I(x− x0),

TI2(ω, x) = T (ω, x− x0) (2.21)

onde TI2 denota a Transformada de Gabor Sintonizada do sinal I2(x).

2.2.2.3 Translação na Frequência:

Se I2(x) = eiω0xI(x),

TI2(ω, x) = T (ω − ω0, x) (2.22)

Quando o sinal de entrada é modulado por uma exponencial complexa, o efeito sobre a

transformada é apenas uma translação na frequência.

2.2.2.4 Primeiro momento condicional do espaço:

Por definição [3], o primeiro momento condicional do espaço é dado por

< x >ω=
1

|Ĩ(ω)|2

∫ ∞
−∞

x T (ω, x)dx (2.23)

o que resulta em

< x >ω=
1

2π

d

dω

[
−ϕĨ(ω) + i log |Ĩ(ω)|

]
(2.24)

onde ϕĨ(ω) é a fase da transformada de Fourier do sinal.

Portanto, < x >ω fornece o retardo de grupo do sinal, ϕ′
Ĩ
(ω) ≡ − d

dω
ϕĨ(ω), como

−ϕ′
Ĩ
(ω) = 2πRe< x >ω (2.25)
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2.2.2.5 Momento cruzado do espaço e da frequência:

Este é definido como

< xω >=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ωx T (ω, x)dωdx (2.26)

de onde se obtém

< xω >=

∫ ∞
−∞

ξϕ′I(ξ)|I(ξ)|2dξ + i

∫ ∞
−∞

ξ|I(ξ)| d
dξ
|I(ξ)|dξ (2.27)

e logo,

< xϕ′I(x) >≡
∫ ∞
−∞

ξϕ′I(x)|I(ξ)|2dξ = Re< xω > (2.28)

onde ϕI(x) é a fase do sinal − ou seja, I(x) = |I(x)|eiϕI(x) −, e, portanto, ϕ′I(x) = d
dx
ϕI(x)

é a sua frequência instantânea.

A grandeza < xϕ′I(x) > está relacionada à covariância do sinal, definida como [3]

Covxω =< xϕ′
Ĩ
(x) > − < x >< ω > (2.29)

onde < x > e < ω > representam a posição e a frequência médias do sinal, definidas,

respectivamente, como:

< x >=

∫ ∞
−∞
|I(x)|2xdx (2.30)

e

< ω >=

∫ ∞
−∞
|Ĩ(ω)|2ωdω (2.31)

A abordagem sintonizada de Gabor pode ser estendida para permitir a análise de

um sinal de entrada pelas funções de codificação da sua derivada. Relembrando que

F
[
d
dx
I(x)

]
(ω) = iωĨ(ω), a nova transformada fica definida por

T̂ (ω, x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

e−i[ωξ+ϕĨ(ω)]e
− (ξ−x)2

2ω2σ2(ω) I(ξ)dξ (2.32)

desconsiderando-se o fator constante de fase, ei
π
2 . A abordagem da derivada pode se

mostrar útil quando se deseja realçar componentes de alta frequência e baixa energia no

sinal3.
3Observe-se que a forma T̂ (ω, x) constitui uma transformada sintonizada cruzada: o sinal de entrada

é analisado pelas funções de representação de um outro sinal − neste caso, a sua derivada.
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A partir da T̂ (ω, x), obtemos a densidade de energia em frequência sob a forma

|Ĩ(ω)|2 = 2πω

∫ ∞
−∞

T̂ (ω, x)dx (2.33)

e é possível mostrar que a transformada T̂ (ω, x) da função δ(x− x0) torna-se
1

(2π)3/2 e
− 1

2ω2 (x−x0)2

, e a da exponencial complexa, eiω0x, fornece ω0δ(ω − ω0). Portanto,

um impulso espacial se espalha numa Gaussiana cuja largura aumenta linearmente com

a magnitude da frequência, enquanto um impulso em frequência é preservado pela trans-

formada, porém com intensidade também proporcional à frequência. A transformada

T̂ (ω, x) também admite inversa, que se obtém de uma forma semelhante à Eq.(2.16),

substituindo-se Ĩ(ω0) por ω0Ĩ(ω0) ali.
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2.2.3 Segunda Forma da Transformada: T (2)(ω, x)

Utilizando-se a segunda forma de função de representação apresentada no Capítulo 1

(ψx(ω), conforme a Eq. (1.18)), é possível introduzir uma transformada sintonizada de

Gabor adequada à análise de sinais definidos no domínio da frequência. Esta é dada por

T (2)(ω, x) =
1

(2π)2

∫ ∞
−∞

ei[Ωx−ϕI(x)]e
− (Ω−ω)2

2Σ2(x) Ĩ(Ω)dΩ (2.34)

onde os parâmetros da função analisadora são agora funções da posição, obtidas a partir

da magnitude e da fase da transformada inversa do sinal de entrada. Explicitamente,

ϕI(x) é a fase da transformada de Fourier inversa de Ĩ(ω) − ou seja, I(x) −, e Σ(x)

relaciona-se ao módulo desta como Σ(x) = (2π)3/2|I(x)|.

A transformada T (2)(ω, x) também apresenta uma série de propriedades comuns à

transformada de Wigner, mas que não são compartilhadas pela T (ω, x). De modo geral,

verifica-se que metade das propriedades analíticas da transformada de Wigner são repli-

cadas por uma das transformadas de Gabor sintonizadas, enquanto a metade restante

é satisfeita pela outra transformada. Por exemplo, a transformada T (2)(ω, x) da função

δ(x− x0) é esta própria função, e a integral de T (2)(ω, x) sobre todas frequências fornece

a densidade espacial de energia do sinal, |I(x)|2 (ver abaixo).

Na Figura 2.5, apresentamos o espectrograma |T (2)(ω, x)| obtido a partir do sinal

Ĩ1(ω) = F{I1(x)}, onde I1(x) é dado pela Equação (2.9). Verifica-se um padrão sobreposto

às retas horizontais correspondentes a cada uma das frequências do sinal (comparar ao

espectro obtido com a primeira transformada sintonizada, T (ω, x), na Fig. 2.1b, e com a

transformada de Wigner, na Fig. 2.1c). Esse comportamento deve-se à grande variação

em amplitude de I1(x): como as frequências são analisadas por funções cuja largura é

proporcional à magnitude do sinal espacial (Eq.(1.16)), a resolução da transformada será

tanto pior quanto maior for esta. Os picos sobre as linhas horizontais correspondem,

portanto, aos máximos do sinal I1(x). Ao preço de uma menor resolução em frequência,

a transformada T (2)(ω, x) preserva informação espacial do sinal analisado.

A Figura 2.6 apresenta o espectrograma |T (2)(ω, x)| para a função delta da Figura 2.2a.
Neste caso, a resolução espacial é superior à obtida com a transformada T (Figura 2.1b).

Já a Figura 2.7 apresenta o espectrograma obtido, com a T (2), para o sinal exponencial

complexo da Figura 2.4, podendo-se observar que a resolução em frequência é inferior à

conseguida com a transformada T . Este comportamento é típico das duas transformadas:

a forma T em geral proporciona uma melhor resolução espectral, e a T (2), uma melhor
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Figura 2.5: Espectrograma |T (2)(ω, x)| do sinal I1(x).

resolução espacial.

Figura 2.6: Espectrograma |T (2)(ω, x)| do sinal I2(x).

Figura 2.7: Espectrograma |T (2)(ω, x)| do sinal I4(x).

Assim como a transformada T , a transformada sintonizada T (2) também admite uma

inversa. Dada uma posição x0 qualquer, verifica-se que

I(x) =
F−1[e−i[ωx0−ϕI(x0)]T (2)(ω, x0)](x)

|I(x0)|e−4π3|I(x0)|2(x−x0)2 (2.35)

onde

|I(x0)|2 = F−1[T (2)(ω, x0)](x = 0) (2.36)

Este resultado indica que é possível recuperar o sinal I(x), a partir dos valores da sua

transformada de Gabor sintonizada T (2) para uma posição fixa qualquer, desde que se
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conheça a fase do sinal naquela posição.

Usando o teorema de Parseval, também é possível reescrever a T (2) como uma trans-

formada no domínio espacial:

T (2)(ω, x) = (2π)2|I(x)|eiωx
∫ ∞
−∞

e−i[ωξ+ϕI(x)]e−4π3|I(x)|2(ξ−x)2

I(ξ)dξ (2.37)

No que se segue, apresentaremos uma série de propriedades da transformada sin-

tonizada T (2) que são correlatas a propriedades da Transformada de Wigner. As demons-

trações aparecem no Apêndice B.

2.2.4 Propriedades analíticas da T (2)(ω, x):

2.2.4.1 Transformada da delta de Dirac:

Quando I(x) = δ(x− x0),

T (2)(ω, x) = δ(x− x0) (2.38)

Ou seja, não há espalhamento do impulso, pela transformada T (2)(ω, x).

2.2.4.2 Transformada do trem de impulsos:

Seja

I(x) =
∑
k

δ(x− xk) (2.39)

um trem de impulsos, com xk = kL, para k inteiro ∈ {0, N} e N grande o suficiente tal

que I(x) possa ser considerado um sinal periódico de período L e frequência fundamental

ω0 = 2π/L. Obtém-se

T (2)(ω, x) =


0, ω 6= ωn, x 6= xm

1
(2π)L

eiωnx, ω = ωn, x 6= xm
1

(2π)L

∑
k 1, ∀ω, x = xm

(2.40)

onde ωn = nω0, para qualquer inteiro n. Isso significa que a transformada de Gabor

sintonizada T (2) também é capaz de detectar as singularidades do sinal, tanto no espaço

como na frequência.
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2.2.4.3 Transformada da exponencial complexa:

Quando I(x) = eiω0x,

T (2)(ω, x) =
1

(2π)
e−

(ω−ω0)2

16π3 (2.41)

Ou seja, há um espalhamento Gaussiano na frequência, com desvio-padrão de (2π)
3
2 =

15,75.

2.2.4.4 Densidade de Energia:

A densidade de energia no espaço, |I(x)|2, pode ser obtida como

|I(x)|2 =
1

2π

∫ ∞
−∞

T (2)(ω, x)dω (2.42)

de onde também resulta∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

T (2)(ω, x)dωdx = 2π

∫ ∞
−∞
|I(x)|2dx =

∫ ∞
−∞
|Ĩ(ω)|2dω (2.43)

usando-se o teorema de Parseval, para a segunda igualdade.

2.2.4.5 Correlação em frequência:

Como (2π)|I(x)|2 é a transformada inversa de Fourier da correlação em frequência,

(Ĩ ? Ĩ)(ω) =

∫ ∞
−∞

Ĩ∗(Ω)Ĩ(Ω + ω)dΩ (2.44)

resulta, a partir da Equação (2.42),∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−iωxT (2)(Ω, x)dΩdx = (Ĩ ? Ĩ)(ω) (2.45)

2.2.4.6 Momentos da posição:

Ainda usando a Equação (2.42), obtemos∫ ∞
−∞

xn|I(x)|2dx =
1

2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xnT (2)(ω, x)dωdx (2.46)
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2.2.4.7 Translação Espacial:

Se I2(x) = I(x− x0),

T
(2)
I2

(ω, x) = T (2)(ω, x− x0) (2.47)

onde T (2)
I2

é a transformada de Gabor sintonizada, T (2), para o sinal I2.

2.2.4.8 Translação na Frequência:

Se I2(x) = eiω0xI(x),

T
(2)
I2

(ω, x) = T (2)(ω − ω0, x) (2.48)

2.2.4.9 Primeiro momento condicional da frequência:

Por definição [3], o primeiro momento condicional da frequência é dado por

< ω >x=
1

|I(x)|2

∫ ∞
−∞

ω T (2)(ω, x)dω (2.49)

o que resulta em

< ω >x= 2π
d

dx
[ϕI(x)− i log |I(x)|] (2.50)

onde ϕĨ(ω) é a fase da transformada de Fourier do sinal.

Portanto, < ω >x fornece a frequência instantânea do sinal, ϕ′I(x), como

ϕ′I(x) =
1

2π
Re{< ω >x} (2.51)

2.2.4.10 Momento cruzado da posição e da frequência:

Este é definido como

< xω >=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ωx T (2)(ω, x)dωdx (2.52)

de onde se obtém

< xω >= −
∫ ∞
−∞

Ωϕ′
Ĩ
(Ω)|Ĩ(Ω)|2dΩ− i

∫ ∞
−∞

Ω|Ĩ(Ω)| d
dΩ
|Ĩ(Ω)|dΩ (2.53)

e logo,

< ωϕ′
Ĩ
(ω) >≡

∫ ∞
−∞

Ωϕ′
Ĩ
(Ω)|Ĩ(Ω)|2dΩ = −Re{< xω >} (2.54)

onde ϕ′
Ĩ
(ω) é o retardo de grupo do sinal.
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A grandeza < ωϕ′
Ĩ
(ω) > está relacionada à covariância do sinal, definida como [3]

Covxω = − < ωϕ′
Ĩ
(ω) > − < x >< ω > (2.55)

Conforme já mencionado, as duas versões das transformadas de Gabor sintonizadas

reproduzem algumas das propriedades mais relevantes da função de distribuição de Wigner

[2]. Por exemplo, enquanto a T (ω, x) satisfaz a propriedade de projeção no domínio da

frequência (Equação (2.4)), a T (2)(ω, x) satisfaz a propriedade correspondente no domínio

espacial (Equação (2.42)). A primeira satisfaz a propriedade da média condicional no

espaço (Equação (2.25)), enquanto a segunda satisfaz a propriedade da média condicional

na frequência (Equação (2.51)). O mesmo se aplica para as propriedades de momento

(Equações (2.20) e (2.46)), e as propriedades para a recuperação do sinal (Equações

(2.16) e (2.35)). De forma geral, uma abordagem da transformada de Gabor sintonizada

irá satisfazer uma propriedade da distribuição da Wigner no domínio espacial, enquanto

a outra irá satisfazer a propriedade correspondente no domínio da frequência. Como, do

ponto de vista teórico, a transformada daWigner é considerada ideal para a análise espaço-

frequência, os nossos resultados indicam que a abordagem de Gabor sintonizada pode se

tornar uma ferramenta importante para análise de sinais não estacionários, levando-se em

conta, sobretudo, que ela não apresenta o problema dos termos cruzados, característico

da transformada da Wigner.

É fácil verificar, também, que permanecem válidas, no caso da T (2)(ω, x), as nossas

observações sobre a questão do self-aliasing, e a extensão da transformada para a análise

de um sinal a partir das funções de representação da sua derivada. Nesta tese, no entanto,

nos concentraremos no estudo da primeira forma da transformada de Gabor sintonizada,

a forma T (ω, x). No que se segue, apresentamos um estudo experimental sobre a sua

aplicação a diferentes tipos de sinais, enquanto, no Capítulo 3, consideramos mais deti-

damente o seu emprego à análise de sinais eletro-encefalográficos, visando ao diagnóstico

de epilepsias.

Antes de apresentar os nossos experimentos, fornecemos abaixo o pseudocódigo dos

procedimentos empregados para o cálculo das duas versões da Transformada Sintonizada

de Gabor.
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Cálculo da Primeira Versão da Transformada Sintonizada de Gabor T :

1. Entre com o sinal I1;
2. Crie uma variável valorMaximo para o valor máximo absoluto do sinal;
3. Crie uma variável ωmax para o número máximo de frequências;
4. Crie um vetor modulo para o módulo da transformada de Fourier;
5. Crie um vetor fase para a fase da transformada de Fourier;
6. Crie um vetor resultadoωx para auxiliar no cálculo da T ;
7. Crie uma matriz moduloTS para o módulo da T ;

8. Para cada pixel x do sinal de entrada Faça
9. valorMaximo := 0.0;
10. Se I(x) > valorMaximo
11. Então valorMaximo := I(x);
12. Fim_Se
13. Fim_Para

14. Para cada pixel x do sinal de entrada Faça
15. I(x) := I(x)

valorMaximo ;
16. Fim_Para

17. Obtenha a transformada de Fourier do sinal I normalizado;

18. Para cada frequência ω de 0 a ωmax Faça
19. Obtenha o módulo da transformada de Fourier de I em ω - |Ĩ(ω)|;
20. modulo(ω) := módulo de Ĩ(ω);
21. Obtenha a fase da transformada de Fourier de I em ω - ϕĨ(ω);
22. fase(ω) := fase de Ĩ(ω);
23. Fim_Para;

24. Para cada posição x de I Faça {Centro da janela Gaussiana.}
25. Para cada frequência ω de 0 a (ωmax − 1) Faça
26. Para cada posição n de I Faça

27. resultadoωx(n) := 1
(2π)3/2 ∗ I(n) ∗ e−i∗fase(ω) ∗ e−

(n−x)2

2∗sigma2(ω) ;
28. Fim_Para
29. Transformada de Fourier para gerar a Transformada Sintonizada T ;
30. Obtenha a transformada de Fourier de resultadoωx;
31. T := Resultado da transformada de Fourier;
32. Módulo da Transformada Sintonizada T na frequência ω e posição x;
33. moduloTS(ω, x) := módulo da T (ω, x);
34. Desenha o espectrograma com as informações de x, ω e moduloTS(ω, x);
35. Fim_Para {ω}
36. Fim_Para {x}
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Cálculo da Segunda Versão da Transformada Sintonizada de Gabor T (2):

1. Entre com o sinal I1;
2. Crie uma variável valorMaximo para o valor máximo absoluto do sinal;
3. Crie uma variável ωmax para o número máximo de frequências;
4. Crie um vetor Sigma para o módulo da transformada de Fourier;
5. Crie um vetor fase para a fase da transformada de Fourier;
6. Crie um vetor resultadoωx para auxiliar no cálculo da T (2);
7. Crie uma matriz moduloT2S(ω, x) para o módulo da T (2);

8. Para cada pixel x do sinal de entrada Faça
9. valorMaximo := 0.0;
10. Se I(x) > valorMaximo
11. Então valorMaximo := I(x);
12. Fim_Se
13. Fim_Para

14. Para cada pixel x do sinal de entrada Faça
15. I(x) := I(x)

valorMaximo ;
16. Fim_Para

17. Para cada pixel x do sinal de entrada I normalizado Faça
18. Sigma(x) := (2π)3/2∗ módulo do sinal I(x);
19. fase(x) := fase de I(x);
20. Fim_Para;

21. Para cada frequência ω de 0 a (ωmax − 1) Faça {Centro da janela Gaussiana.}
22. Para cada posição x de I Faça
23. Para cada frequência m de 0 a (ωmax − 1) Faça

24. resultadoωx[m] := 1
(2π)2 ∗ Ĩ[m] ∗ e−i∗fase[x] ∗ e−

(m−ω)2

2∗Sigma2[x] ;

25. Fim_Para
26. Transformada de Fourier inversa para gerar a Transformada Sintonizada T (2);
27. Obtenha a transformada de Fourier inversa de resultadoωx;
28. T2 := Resultado da transformada de Fourier inversa;
29. Módulo da Transformada Sintonizada T (2) na frequência ω e posição x;
30. moduloT2S(ω, x) := módulo da T (2)(ω, x);
31. Desenha o espectrograma com as informações de x, ω e moduloT2S(ω, x);
32. Fim_Para {x}
33. Fim_Para {ω}
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2.3 Estudo Experimental da T (ω, x)

A transformada T (ω, x) é calculada da seguinte forma (ver pseudocódigo acima): a fim

de impor um limite superior à largura das funções analisadoras, trabalhamos com sinais

amostrados uniformemente e normalizados, Inorm(n) = I(n)/Imax, onde Imax é o máximo

valor absoluto de I(n), n ∈ {0, 1, ..., N − 1}. Primeiramente, nós obtemos a transformada

de Fourier discreta (DFT) do sinal Inorm(n), o que nos fornece σ(ωk) e ϕĨ(ωk), para as

frequências discretas ωk = 2πk
N

, k ∈ {0, 1, ..., N − 1}. Para cada ωk, nós então construímos

as funções Imk(n) = e−iϕĨ(ωk)e
−(n−m)2

2σ2(ωk) Inorm(n), com m ∈ {0, 1, ..., N − 1}. De acordo com

a Equação (2.3), a DFT de Imk(n), na frequência ωk, corresponde a T (ωk,m). Para o

cálculo das DFTs, usamos o algoritmo FFTW (http://www.fftw.org/). A linguagem de

programação empregada nesta e nas demais implementações descritas neste documento

foi o C++.

Vamos, inicialmente, analisar o sinal da Figura 2.8a, formado por quatro componentes:

duas ondas senoidais de frequências idênticas, no início e no final, uma região intermediária

de chirp, onde a frequência aumenta linearmente com a posição, e uma singularidade do

tipo impulso. A sua expressão matemática é dada por

I5(x) = 2δ(x− 1043) + cos

[
2π

50
x

]
[u(x)− u(x− 215)]+

+ cos

[
2πx

72000
(x− 215) + π

]
[u(x− 215)− u(x− 1815)]+

+ cos

[
2π

50
(x− 1815)

]
u(x− 1815) (2.56)

onde δ(x) é o impulso unitário, e u(x) é a função degrau unitário, definida como:

u(x) =

{
1, para x > 0

0, para x < 0
(2.57)

Na Figura 2.8a, à direita, plotamos a magnitude de cada função de representação

associada ao sinal (todas elas centradas em x = 0), em termos da frequência. Este

gráfico indica que as frequências de maior peso na composição do sinal (que dão origem

a magnitudes de Fourier maiores) serão analisadas por funções de Gabor espacialmente

mais largas, e portanto mais estreitas na frequência, o que significa que as componentes

dominantes do sinal serão analisadas com maior precisão. Na Figura 2.8b, à esquerda,

apresentamos o espectrograma |T (ω, x)|1/4 (a raiz quarta foi usada para realçar os va-
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(a)

(b)

Figura 2.8: Em (a), sinal I5(x) e o mapa de magnitude de suas funções de representação.
Em (b), à esquerda, é mostrado o espectrograma |T (ω, x)|1/4 e, à direita, o espectrograma
|G(ω, x)|1/4.

lores menores). Observa-se que as duas regiões senoidais e o chirp linear são facilmente

identificados, bem como as descontinuidades entre essas três regiões, e aquela associada

ao impulso. Na Figura 2.8b à direita, apresentamos o espectrograma |G(ω, x)|1/4, obtido
com uma transformada de Gabor tradicional, da forma4

G(ω, x) =

∫ ∞
−∞

e
π

104 (ξ−x)2

e−iωξI(ξ)dξ (2.58)

Embora as componentes senoidais e o chirp possam ser facilmente identificados, as des-

continuidades do sinal são muito mal definidas, neste caso.

Consideremos agora o sinal na Figura 2.9a, que consiste na combinação de uma

senóide, um pacote de onda de Gabor, e uma descontinuidade em impulso. A sua ex-

pressão analítica é dada por

I6(x) = 2δ(x− 800) + sin

[
2π

5
x

]
+ e−

π(x−300)2

10000 cos
[π

5
(x− 300)

]
(2.59)

4Nos demais experimentos reportados aqui, esta mesma forma da transformada de Gabor tradicional
foi utilizada. Deve-se ter em mente que a escolha dos parâmetros da função analisadora de Gabor é, em
larga medida, arbitrária (o que não acontece com a transformada sintonizada), e que parâmetros diferentes
levam a resoluções diferentes no espaço e na frequência. Como veremos, a forma da transformada de Gabor
escolhida aqui mostra-se adequada para alguns experimentos, e inadequada para outros.
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O espectrograma |T (ω, x)|1/4 para este sinal aparece na Figura 2.9b, novamente mos-

trando a nítida separação das suas componentes, tanto no espaço quanto na frequência.

O espectrograma |G(ω, x)|1/4, na Figura 2.9c, identifica as componentes senoidais, mas

não define corretamente a descontinuidade do sinal.

(a)

(b)

(c)

Figura 2.9: Em (a), sinal I6(x). Em (b), o seu espectrograma |T (ω, x)|1/4. Em (c), o seu
espectrograma |G(ω, x)|1/4 obtido com a transformada de Gabor.

O próximo sinal a ser analisado consiste na combinação de três pacotes de onda de

Gabor bem próximos, e é definido analiticamente como

I7(x) = e−
(x−400)2

200 cos
[π

5
(x− 400)

]
+

+e−
(x−425)2

600 cos

[
π

(7,2)
(x− 425)

]
+

+e−
(x−440)2

400 cos

[
π

5,3
(x− 440)

]
(2.60)
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O gráfico do sinal aparece na Figura 2.10a, o seu espectrograma |T (ω, x)| na Figura

2.10b, e o seu espectrograma |G(ω, x)| na Figura 2.10c. Neste caso, a fim de evidenciar

a resolução obtida para as componentes do sinal, apresentamos duas vistas do gráfico de

|T (ω, x)|, com os máximos da superfície plotada identificando nitidamente as componentes

espaço-frequência dos três pacotes de onda de Gabor. O mesmo não é observado no

espectrograma de Gabor (Figura 2.10c).

De fato, a análise do sinal I7(x) é particularmente difícil, devido à proximidade dos

três pacotes de onda que o compõem. Em [19], uma wavelet de Morlet da forma

e−
β2x2

2 cos(πx) (2.61)

foi empregada, e verificou-se que a escolha apropriada do parâmetro β é crucial, para

a correta identificação das componentes. A Figura 2.11 ilustra isto, apresentando os

espectros obtidos para diferentes valores de β: β=0,2 permite distinguir dois máximos

ao longo do eixo vertical (parâmetro de dilatação da wavelet), enquanto β=1,2 distingue

dois máximos ao longo do eixo horizontal (posição). Apenas β=0,6 − valor obtido com

o emprego de um procedimento de minimização da entropia dos coeficientes da wavelet

[19] − permite discriminar adequadamente as três componentes do sinal.

O próximo sinal a ser analisado é o sinal I8(x) da Figura 2.12a, apresentado inicial-

mente em [18]. O sinal I8(x) consiste numa combinação de dois chirps cruzados e dois

bursts de alta frequência, e é definido analiticamente como

I8(x) = cos[2π(10 + x/7)x/256] + cos[2π(256/2.8− x/6)x/256],

para x ∈ {0,255}, e

I8(x) = I8(x) + cos[2π(0,42x)],

para x ∈ {114,122} e para x ∈ {134,142}. (2.62)

Conforme verificado em [18], os espectrogramas obtidos com as transformadas de

Wigner e de Gabor com janela fixa não se mostram adequados para a análise desse

sinal. Na Figura 2.12b, à esquerda, plotamos o espectro de magnitude de Fourier, e,

à direita, o espectrograma |T (ω, x)|. A detecção dos chirps e dos bursts é evidente, em-

bora o espectrograma pareça sujo, já que a sucessão muito próxima de picos e vales

na transformada de Fourier leva à análise de frequências vizinhas por funções de Ga-

bor com larguras muito distintas. Para gerar um espectro mais limpo, nós suavizamos

as magnitudes de Fourier (Figura 2.12c, à esquerda), obtendo assim uma representação
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.10: Em (a), sinal I7(x). Em (b), são apresentadas duas vistas do gráfico tridimen-
sional do seu espectrograma |T (ω, x)|. Em (c), é apresentado o espectrograma |G(ω, x)|,
obtido com a transformada de Gabor.

espaço-frequência nítida para o sinal original (Figura 2.12c, à direita), que preserva todas

as informações relevantes. Essa suavização foi obtida iterando-se cinco vezes a operação

de média [|Ĩ(ωk−1)|+2|Ĩ(ωk)|+|Ĩ(ωk+1)|]/4, para cada frequência ωk, e depois ajustando a

escala do resultado ao mesmo máximo do espectro de Fourier original. Para comparação,

o espectrograma obtido com a transformada S é apresentado na Figura 2.12d, e pode-

se verificar que ele perde resolução nas frequências mais altas, o que não ocorre com o

|T (ω, x)| (observe-se como neste último distinguem-se os dois máximos locais nos extremos

das frequências do espectro de Fourier). O espectrograma obtido com a transformada de

Gabor, apresentado na Figura 2.12e, não representa de forma adequada as componentes

do sinal.

A seguir, analisamos o sinal I9(x) da Figura 2.13a, composto pela combinação linear
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.11: Transformada wavelet (Equação (2.61)) para o sinal I7(x). Parâmetros: (a)
β=0,2. (b) β=0,6. (c) β=1,2.

de um trem de impulsos, um chirp linear, e um chirp quadrático inverso, cada uma destas

componentes normalizada de modo a comportar energia unitária na duração do sinal. A

sua expressão analítica é

I9(x) = 25z1(x) + 25z2(x) + 10z3(x),

com zi(x) =
yi(x)√
Σxyi2(x)

, i = 1 a 3,

y1(x) = cos

[
πx2

2000

]
,

y2(x) = cos

[
1000π

(
x

1000−1

)3

3

]
,

y3(x) = Σkδ[x− (140 + 200k)], (2.63)
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onde k ∈ {0,4} e x ∈ {0,1000}. Um espectro suavizado de Fourier, obtido de forma seme-

lhante à do exemplo anterior, foi empregado no cálculo do espectrograma |T (ω, x)| para
este sinal. Conforme podemos observar na Figura 2.13b, todas as suas três componentes

são devidamente detectadas. O espectrograma |G(ω, x)|, na Figura 2.13c, detecta devi-

damente as componentes de frequência, mas os trens de impulso são muito mal definidos.

Agora consideraremos um exemplo em que se torna interessante a utilização da abor-

dagem sintonizada baseada na derivada do sinal, isto é, a transformada T̂ (ω, x), da Eq.

(2.32). Trata-se, neste caso, de um sinal real de voz: a emissão de um ‘ah’, registrada no ar-

quivo ah_lrr.wav, disponível em http://cronos.rutgers.edu /∼lrr/speech%20recognition%

20course.html (ver Fig. 2.14a). A magnitude de Fourier do sinal (Fig. 2.14b) exibe har-

mônicos de baixa energia em torno das frequências ω = 2,3 e ω = 2,8. O espectrograma

|T̂ (ω, x)| (Fig. 2.14c, à esquerda) evidencia melhor essas frequências, quando comparado

ao espectrograma |T (ω, x)| (Fig. 2.14c, à direita). O espectrograma |G(ω, x)|, na Fig.

2.14c, representa adequadamente as componentes do sinal.

A Figura 2.15a apresenta um outro sinal de voz, representando a frase This is a Test,

obtido da página http://cronos.rutgers.edu/∼lrr/speech%20recognition%20course.html.

O espectrograma |T (ω, x)| aparece na Fig. 2.15b, onde é possível distinguir as diferentes

componentes do sinal, como os impulsos no início das palavras this e test (em torno de

t=750 e t=12000), as assinaturas de baixa frequência associadas às vogais, e as assina-

turas de média para alta frequência associadas à sibilante s. O mesmo se pode dizer do

espectrograma |G(ω, x)|, apresentado na Fig. 2.15c.

Finalmente, a Figura 2.16b apresenta o espectrograma |T (ω, x)| do sinal Glockenspiel

(arquivo Glock.wav [20]), apresentado na Fig. 2.16a. Nós trabalhamos com vinte mil

amostras do áudio original, com duração aproximada de 0,32s a 0,78s. O espectrograma

|T (ω, x)| representa de forma satisfatória tanto os ataques bruscos do início das notas

como as subsequentes ressonâncias quase-senoidais, um resultado que não pode ser obtido

com transformadas de Gabor de janela fixa, conforme demonstrado em [21]. A Fig. 2.16c

ilustra este fato, mostrando como o espectrograma |G(ω, x)| apresenta resolução inferior

tanto no espaço como na frequência, quando comparado ao |T (ω, x)|.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Figura 2.12: Em (a), sinal I8(x). Em (b), à esquerda, é mostrada a magnitude da transfor-
mada de Fourier, e, à direita, o espectrograma |T (ω, x)|. Em (c), à esquerda, é mostrado
o espectro de Fourier suavizado, e, à direita, o espectrograma |T (ω, x)| obtido a partir
deste. Em (d), é apresentada a magnitude da Transformada S. Em (e), é apresentado o
espectrograma |G(ω, x)|, obtido a partir da transformada de Gabor.
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.13: Em (a), sinal I9(x). Em (b), o espectrograma |T (ω, x)| obtido a partir do
espectro de Fourier suavizado. Em (c), o espectrograma |G(ω, x)|, obtido a partir da
transformada de Gabor.
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.14: Em (a), à esquerda, sinal I10(x) e, à direita, a magnitude da transformada
de Fourier. Em (b), à esquerda, o espectrograma |T̂ (ω, x)| e, à direita, o espectrograma
|T (ω, x)|. Em (c), o espectrograma |G(ω, x)| obtido a partir da transformada de Gabor.
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.15: Em (a), sinal This is a Test e, em (b), o seu espectrograma |T (ω, x)|. Em
(c), o espectrograma |G(ω, x)|, obtido a partir da transformada de Gabor.



2.3 Estudo Experimental da T (ω, x) 38

(a)

(b)

(c)

Figura 2.16: Em (a), sinal Glockenspiel e, em (b), o seu espectrograma |T (ω, x)|. Em (c),
o espectrograma |G(ω, x)|, obtido a partir da transformada de Gabor.



Capítulo 3

Aplicação à Análise de Sinais de EEG para
a Caracterização de Epilepsias

3.1 Introdução

O eletroencefalograma (EEG) é um exame que registra a atividade elétrica cerebral por

meio de eletrodos posicionados em pontos específicos da cabeça, sendo uma técnica muito

utilizada para detectar uma série de distúrbios neurológicos, entre eles a epilepsia. Com o

emprego do EEG, torna-se possível identificar os potenciais elétricos anormais que acom-

panham diversos tipos de crises epilépticas [22] [23]. Uma crise (conhecida em inglês por

seizure) representa um episódio repentino marcado por atividade motora involuntária,

alterações nas emoções, nos sentidos, comportamento, memória ou consciência, devido às

descargas elétricas anormais no cérebro. As crises devem ser espontâneas e recorrentes

para caracterizar uma epilepsia [24].

As ondas cerebrais dos pacientes epilépticos apresentam uma morfologia diferente

daquelas dos pacientes normais, caracterizando-se pelos chamados paroxismos epilepti-

formes, geralmente de amplitude mais elevada. De acordo com [25], "Os paroxismos

epileptiformes podem se manifestar como pontas ou espículas (do inglês spikes), ou como

ondas agudas (do inglês sharp waves). Outras variedades de paroxismos epileptiformes

são as combinações de pontas com ondas lentas, de ondas agudas com ondas lentas, as

polipontas e as polipontas-ondas lentas", conforme observado na Figura 3.1.

Diversos tipos de análise podem ser efetuados sobre os sinais de EEG, visando ao diag-

nóstico de epilepsias, e a transformada tempo-frequência é uma das ferramentas utilizadas

[26]. No presente capítulo, mostraremos como a transformada de Gabor sintonizada pode

contribuir para a análise espectral desse tipo de sinais, apresentando vantagens compa-
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.1: Em (a), é mostrado um exemplo de sinal de EEG para um paciente nor-
mal. Em (b), são mostrados exemplos de paroxismos epileptiformes interictais, e, em (c),
exemplos de paroxismos epileptiformes ictais (ver texto) [25].
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Ondas do EEG Frequências Associadas
(em Hz)

Estados Mentais Associados

Delta 0,5 a 3,5 As ondas delta são ondas de baixa frequên-
cia e de alta amplitude. Elas caracterizam
estados de sono profundo. Além disso, as os-
cilações delta estão relacionadas a diferentes
patologias, dependendo de suas morfologias,
localizações e ritmos.

Teta 3,5 a 7,5 As ondas teta estão associadas ao sono, e
desempenham um importante papel em cri-
anças. Nos adultos, a presença de alta ativi-
dade nessas ondas é considerada anormal, e
pode estar relacionada a diversos distúrbios
cerebrais, tais como ansiedade, epilepsia, e
lesão cerebral traumática.

Alfa 7,5 a 12,5 As ondas alfa aparecem espontaneamente,
nos adultos normais, em condições de rela-
xamento e inatividade mental, e são me-
lhor visualizadas estando o paciente de olhos
fechados. A amplitude das ondas alfa varia
de 10 a 50 mV.

Beta 12,5 a 30 As ondas beta são ondas de alta frequência
e de baixa amplitude (inferior à das ondas
alfa). As oscilações beta estão associadas a
estados de alerta, estimulação, resolução de
problemas, e concentração. Elas são tradi-
cionalmente divididas em oscilações beta 1 e
beta 2 [26].

Tabela 3.1: Estados mentais associados às bandas de frequência.

rativas com relação a outras técnicas comumente empregadas [22], como a transformada

de Gabor [17] e a transformada S [18]. Iniciamos com uma breve exposição, na seção

seguinte, sobre as características gerais dos sinais de EEG de pacientes epilépticos.

3.2 Coleta de sinais de EEG e caracterização dos sinais
de epilepsia

Os profissionais da área médica registram a atividade dos sinais de EEG num conjunto

de bandas de frequência conhecidas tradicionalmente como delta, teta, alfa e beta [27]. A

Tabela 3.1 descreve as particularidades de cada uma delas [27][28].

A Figura 3.2 apresenta as formas de onda associadas a essas bandas de frequência

[28].
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Figura 3.2: Bandas de frequência usadas na análise de sinais de EEG. Figura extraída de
[28].

(a) (b)

Figura 3.3: Esquema de localização dos eletrodos de superfície de acordo com o sistema
internacional 10-20, como visto a partir da esquerda (a), e acima da cabeça (b). A
nomenclatura das posições dos eletrodos deriva da sua localização anatômica, a saber: F
- lobo Frontal, T - lobo Temporal, C - lobo Central, P - lobo Parietal, O - lobo Occipital.
Z se refere ao eletrodo localizado na linha medial. Figura extraída de [30].

Os sinais de EEG podem ser obtidos extra-cranialmente ou intra-cranialmente. O re-

gistro extra-cranial segue um esquema padronizado de colocação de eletrodos de superfície,

de acordo com o sistema internacional 10-20 [29], apresentado na Figura 3.3. A loca-

lização dos eletrodos acompanha as diferentes áreas do córtex cerebral. Os índices 10 e

20 referem-se à distância entre os eletrodos adjacentes [30].

A Figura 3.4 apresenta uma amostra dos sinais de EEG obtidos através de eletrodos

de superfície [27].

As crises epilépticas podem ser classificadas como generalizadas ou parciais. As crises

generalizadas envolvem os dois hemisférios do cérebro, já as parciais envolvem apenas

um hemisfério cerebral e podem ser classificadas como simples (sem perda de consciên-
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Figura 3.4: Amostra de sinais de EEG obtidos via eletrodos de superfície em várias áreas
do córtex cerebral. Figura extraída de [27].

cia) ou complexas (com perda de consciência). A classificação das diversas crises pode

ser encontrada em [26][31]. Uma crise epiléptica parcial pode evoluir com generalização

secundária, principalmente sob a forma de crise tônico-clônica generalizada (grande-mal),

que é a forma mais conhecida, caracterizada por violentas contrações musculares, com

duração aproximada de 40 a 90 segundos, em que uma fase tônica inicial − envolvendo

tensão muscular extrema, mas sem movimento − é seguida alguns segundos depois pela

fase clônica, com contrações rítmicas de todo o corpo, perdurando até o final da crise

[26][31]. As crises tônico-clônicas são dominadas inicialmente por ondas alfa e teta, carac-

terísticas da fase tônica, que decaem ao longo do tempo para as ondas delta, de frequências

menores e maior amplitude, características da fase clônica [27][32]. A referência [33], por

exemplo, reporta uma fase tônica caracterizada pela frequência de 10Hz (banda alfa), com

duração aproximada de 10 segundos, e uma fase clônica caracterizada pelo aumento pro-

gressivo das baixas frequências (5-6Hz). As faixas de frequências registradas podem sofrer

influência, por exemplo, do fato de os registros serem intra-craniais ou extra-craniais, do

tipo da medicação administrada ou da utilização de métodos de filtragem [26].

Os paroxismos epileptiformes podem ser classificados como interictais (Fig. 3.1b) ou

ictais (Fig. 3.1c). Os paroxismos interictais se apresentam no período entre as crises

clínicas, são assintomáticos e de duração limitada (em torno de 70 a 80 ms), e não es-

tão associados a sinais de crises epilépticas. Os paroxismos ictais estão relacionados a

manifestações clínicas das crises e têm, como algumas de suas características, uma du-
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(a) (b) (c)

Figura 3.5: Esquema de implantação de eletrodos intra-craniais, para avaliação pré-
cirúrgica de pacientes epilépticos. Em (a), eletrodos de profundidade implantados sime-
tricamente nas formações do hipocampo. Em (b) e (c), faixas de eletrodos implantados
nas regiões do neocórtex (áreas mais evoluídas do córtex) [13].

ração superior a 10 segundos, atividades rítmicas em diferentes bandas de frequência, e

mudanças de amplitude e morfologia durante o fenômeno crítico [30].

O registro intra-cranial é utilizado nas epilepsias focais (parciais), quando há a neces-

sidade de uma avaliação pré-cirúrgica, com o intuito de se localizar com precisão a área

do córtex cerebral causadora da crise, chamada de zona epileptogênica (foco epiléptico).

Nessa região, em ausência de crise, registram-se ocorrências intermitentes de atividades

epileptiformes interictais e, durante as crises epilépticas (atividade ictal), o sinal é quase

periódico e de amplitude elevada [13]. É importante ressaltar que apenas as crises tônico-

clônicas com generalização secundária apresentam foco epiléptico, por serem originadas em

uma área específica do cérebro, sendo, portanto, passíveis de uma intervenção cirúrgica.

Em contraste, as crises tônico-clônicas com generalização primária, que aparentemente

têm início em toda a extensão cerebral, não são candidatas a cirurgia, devido à impossi-

bilidade de se detectar o local de origem da crise (foco) [24]. A Figura 3.5 apresenta um

esquema de localização de eletrodos intra-craniais.

3.3 Análise Tempo-Frequência de sinais de EEG

A literatura descreve várias técnicas para a análise quantitativa de sinais de EEG, tais

como a análise em frequência (análise espectral), o mapeamento topográfico (mapeamento

cerebral), e outras técnicas analíticas complexas [26]. Clinicamente, o método mais di-

fundido é o da análise espectral, juntamente com a inspeção visual. Embora esta última

ainda represente a principal ferramenta clínica, e constitua o ponto de referência para

as demais abordagens, provou-se interessante relacioná-la à análise matemática baseada

numa descrição tempo-frequência [22][26][34][35]. A inspeção visual é muito subjetiva e
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dificilmente permite uma análise estatística, logo, várias técnicas foram criadas a fim de

quantificar a informação do EEG. Dentre elas, a transformada de Fourier vem sendo em-

pregada para a inspeção das componentes em frequência dos sinais eletroencefalográficos,

uma atividade que é difícil de executar visualmente, pela presença de várias componentes

rítmicas simultâneas. Como se sabe, no entanto, a transformada de Fourier clássica não

provê resolução temporal, ao passo que a descrição adequada dos sinais de EEG requer

localização conjunta tanto no tempo quanto na frequência. As transformadas tempo-

frequência tornam-se, assim, ferramentas adequadas para detecção e análise desse tipo de

sinais [26].

A análise tempo-frequência é importante sobretudo para o tratamento de sinais de

EEG de pacientes que apresentam crises epilépticas do tipo tônico-clônicas, em atividade

ictal, principalmente quando a coleta dos sinais é feita por meio de eletrodos de superfície

(como os mostrados na Fig. 3.3). Estes sinais estão sujeitos a ruídos de alta frequência

(na banda beta) introduzidos por artefatos musculares. Entende-se por artefato qualquer

alteração do EEG proveniente de eventos involuntários, como, por exemplo, movimento da

cabeça, piscar dos olhos ou atividade muscular. Devido às baixas amplitudes dos sinais de

EEG, os artefatos geralmente contaminam os registros, comprometendo a sua análise. Eles

causam variações anormais nos potenciais elétricos, o que torna insuficiente uma inspeção

meramente visual (um exemplo deste efeito pode ser visto em [27]), e, como consequência,

em muitos casos a análise do EEG fica restrita à interpretação dos sinais elétricos que

precedem ou sucedem a atividade tônico-clônica, desprezando-se a fase ictal [36]. Uma

transformada tempo-frequência torna-se aqui vantajosa, por permitir observar os padrões

escondidos sob os artefatos musculares. Isto possibilita a análise apenas das frequências

relevantes, características da crise, desconsiderando-se os artefatos introduzidos durante

a fase ictal. Consegue-se assim obter mais informação por um meio não-invasivo. Já na

análise intra-cranial, a influência dos artefatos é menor, mas, como vimos, esta técnica

costuma ser indicada apenas nos casos mais graves, quando uma intervenção cirúrgica

está sendo cogitada [26].

A referência [22] analisa diversas abordagens tempo-frequência, e conclui que elas

podem ser úteis tanto no estudo da dinâmica dos eventos de epilepsia, quanto no mo-

nitoramento para avaliação pré-cirúrgica ou na detecção de ataques epilépticos, a escolha

da transformada dependendo do tipo de informação que se deseja obter. No entanto,

algumas técnicas apresentam características desfavoráveis, como, por exemplo, uma baixa

resolução temporal ou em frequência, ou a introdução de termos espúrios. A transformada

de Gabor sintonizada, conforme observado anteriormente, possui algumas vantagens para
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Classes Descrição
A e B Segmentos obtidos a partir de registros de EEG de super-

fície em cinco voluntários saudáveis, utilizando o esquema
padronizado de colocação de eletrodos da Figura 3.3. Os vo-
luntários se encontravam relaxados, em estado desperto, de
olhos abertos (A) ou fechados (B).

C e D Segmentos obtidos de cinco indivíduos epilépticos, registrados
na ausência da crise, em diferentes regiões do cérebro. Esses
segmentos foram coletados por eletrodos de profundidade,
conforme o esquema de colocação intra-cranial da Figura 3.5a.

E Segmentos obtidos de indivíduos em estado epiléptico, de na-
tureza ictal. São pacientes com crises parciais, que podem ter
evoluído em crises secundárias generalizadas tônico-clônicas.
Esse tipo de sinal registra contrações musculares nas ban-
das de frequência beta, que interferem em sua análise. Os
segmentos desta classe foram obtidos por meio de eletrodos
posicionados conforme as Figuras 3.5b e 3.5c.

Tabela 3.2: Descrição das cinco classes de sinais de EEG consideradas [13].

a análise de sinais não-estacionários. Diferentemente da transformada de Wigner, por

exemplo, ela não apresenta o problema dos termos cruzados, e graças à sua boa resolução

tanto temporal quanto espectral, ela permite evidenciar as componentes de frequência

relevantes nos sinais de EEG, ao mesmo tempo em que acompanha as suas componentes

temporais transientes, como as espículas e as ondulações características das atividades

interictais e ictais. Como também já constatado, a nossa abordagem reduz o problema

de self-aliasing, relevante no caso da transformada S, que pode interferir na análise das

componentes de frequência mais elevada. No que se segue, nós apresentamos um estudo

sobre a aplicação da transformada de Gabor sintonizada à análise de EEGs, visando à

caracterização da epilepsia.

3.4 Experimentos

Em nossa pesquisa, foram utilizadas cinco classes de dados, disponíveis online [13], a-

presentando registros de EEG tanto de pacientes saudáveis como de epilépticos. Essas

classes, descritas por A, B, C, D e E, contêm, cada uma, 100 segmentos de EEG de um

único canal (diferença de potencial entre eletrodos adjacentes [37]), com 23,6 segundos

de duração. A Tabela 3.2 apresenta uma breve descrição das cinco classes. A classe E

representa o interesse primordial do nosso estudo, mas as demais classes também serão

analisadas.
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As classes C,D e E são originárias de arquivos de EEG referentes a diagnóstico pré-

cirúrgico, constando que todos os pacientes envolvidos conseguiram controle completo

das crises epilépticas, após ressecção de uma das formações do hipocampo − logo, essa

região foi diagnosticada corretamente como sendo a zona epileptogênica (Figura 3.5). Os

segmentos da classe D foram obtidos internamente na zona epileptogênica, e os segmentos

da classe C foram registrados a partir da formação do hipocampo do hemisfério oposto

a esta. Enquanto os segmentos das classes C e D registram apenas atividades medidas

durante um intervalo de ausência de crise (atividade interictal), os segmentos da classe E

foram selecionados de todos os locais em que se manifestou atividade ictal [13].

Cada uma das classes apresenta diferentes características morfológicas. A Figura 3.6

mostra exemplos de seus segmentos. O sinal de EEG registrado extra-cranialmente du-

rante o estado relaxado de pacientes saudáveis, com olhos fechados, apresenta um ritmo

predominante na banda alfa [23], atividade que é mais evidente na parte posterior da

cabeça (classe B). Em contrapartida, uma gama mais ampla de frequências é observada

para pacientes saudáveis e de olhos abertos (classe A). Os sinais das classes A e B têm

aparência aleatória, sem demonstrar um padrão visível ao longo do seu desenvolvimento

[34]. As amplitudes dos registros de EEG de superfície costumam ser da ordem de alguns

microvolts. Já os sinais das classes C e D, obtidos a partir de registros intra-craniais,

apresentam padrões de natureza interictal, com paroxismos isolados em sua composição.

As amplitudes desses registros variam em torno de 100µV . Os sinais da classe E exibem

uma natureza periódica característica, bem como a morfologia dos paroxismos epilepti-

formes, com a presença de espículas e ondulações. As suas amplitudes podem ultrapassar

os 1000µV . Os padrões determinados pelas diversas formas de paroxismo ajudam a iden-

tificar, classificar e localizar as crises epilépticas [13]. Aqui nós apresentamos trechos

correspondentes aos três primeiros segundos do sinal, com o intuito de obter uma melhor

visualização do aspecto das suas ondas. Na Figura 3.6e, por exemplo, é possível identi-

ficar os paroxismos epileptiformes presentes no sinal. Se nós utilizamos toda a duração

do sinal (23,6 segundos), este tipo de verificação torna-se difícil, como ilustrado na Figura

3.7. Conforme constatamos, o padrão de cada sinal não sofre alteração visível ao longo

de toda a sua duração.

Em [26], foi introduzida uma ferramenta de análise, baseada na transformada de Ga-

bor, para verificação da relação entre a intensidade espectral de cada banda de frequência

e a intensidade total do sinal em cada instante, a partir de registros de EEG de pacientes

em crise tônico-clônica, durante as fases pré-ictal, ictal e pós-ictal. A ideia é a de verificar
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Figura 3.6: Exemplos de segmentos de EEG de cada uma das cinco classes. De cima para
baixo, classes A a E. Nos eixos verticais, as amplitudes dos sinais estão em µV [13].
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Figura 3.7: O mesmo sinal da Fig. 3.6e, apresentado em sua duração total (23,6 segundos).

o peso de cada banda de frequência em cada instante, associando-o aos eventos de crise.

A seguir nós mostramos como se obtém essa medida da intensidade relativa de banda

(RIR).

A intensidade espectral da banda de frequência b (b = delta, teta, alfa, beta), definida

no intervalo ω
(b)
min ≤ ω ≤ ω

(b)
max, com ω

(b)
min e ω(b)

max conforme as faixas especificadas na

Tabela 3.1, é calculada da seguinte forma:

I(b)(t1) =

∫ ω
(b)
max

ω
(b)
min

|Gσ(ω, t1)|2dω (3.1)

onde Gσ(ω, t1) é a transformada de Gabor definida por

Gσ(ω, t1) =

∫ ∞
−∞

e−iωt
′
gσ(t′ − t1)I(t′)dt′ (3.2)

com gσ(t′ − t1) sendo uma janela gaussiana deslizante de largura σ e centro em t1. A

intensidade espectral total é obtida como

IT (t1) = ΣbI
(b)(t1) (3.3)

e a intensidade relativa de banda (RIR) fica definida, para a banda de frequência b, como

a razão

RIR(b)(t1) =
I(b)(t1)

IT (t1)
× 100% (3.4)

Intensidades relativas de banda podem ser obtidas também a partir da transformada

sintonizada de Gabor, e os resultados são comparáveis aos que resultam da abordagem

acima, conforme a Figura 3.8. A Figura 3.8a apresenta a RIR fornecida pela transformada

sintonizada, para o sinal de EEG da Figura 3.6e. As três ondas (delta, teta, alfa) coexistem

ao longo de toda a duração do sinal, observando-se que, quanto maior a influência das

ondas teta, menor a influência das ondas delta, e vice-versa, o que concorda com [36]
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(a)

(b)

Figura 3.8: Intensidade relativa de banda (RIR), para cada banda de frequência, obtida
a partir da transformada de Gabor sintonizada, (a) para o segmento de sinal apresentado
na Fig. 3.6e, e (b), para o mesmo sinal, mas na duração total de 23,6 segundos (Fig. 3.7).

(nessa referência, assim como aqui, as ondas beta foram excluídas da análise, visto estarem

associadas a artefatos musculares). É importante destacar que, como o segmento analisado

é de apenas 3 segundos, não é possível a caracterização completa de uma crise clônico-

tônica, já que a duração desse tipo de evento é de 40 a 90 segundos. De qualquer modo, este

exemplo serve para mostrar a importância variável que cada banda de frequências assume

em cada instante, no desenrolar do sinal. A Figura 3.8b apresenta a curva correspondente

à duração total (23,6 segundos) do mesmo EEG (Figura 3.7), e, assim com a Figura

3.8a, ilustra o comportamento típico de uma crise clônica, em que há o predomínio das

ondas delta e, às vezes, também, das ondas teta [33]. É importante salientar que cada

paciente apresenta especificidades, dentro do que é esperado para cada tipo de crise, e

torna-se interessante a análise conjunta da morfologia do sinal e do gráfico da RIR, para

evidenciar possíveis discrepâncias no padrão observado. Tanto a transformada de Gabor

tradicional quanto a sua versão sintonizada mostram-se igualmente adequadas para este

tipo de análise.

A Figura 3.9 ilustra o comportamento geral da transformada de Gabor sintonizada

quando aplicada a sinais de EEG. A figura exibe os espectrogramas |T (ω, x)| obtidos para
os sinais da Figura 3.6 (a)-(d) (sinais das classes de A a D). Conforme anteriormente
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mencionado, os sinais da classe A apresentam um espectro distribuído numa ampla gama

de frequências (Figura 3.9a). Os espectros da classe B, característicos de indivíduos

saudáveis quando monitorados com os olhos fechados, apresentam destaque na faixa alfa

de frequências, conforme a Figura 3.9b. Já os espectros dos sinais das classes C e D

(Figuras 3.9c e 3.9d) apresentam baixas frequências concentradas nas bandas delta e teta.

Os espectrogramas permitem identificar os instantes associados aos eventos transientes

mais importantes desses sinais de natureza interictal.

A seguir, apresentamos um estudo comparativo da transformada de Gabor sintonizada

e de outras transformadas utilizadas na análise de sinais de EEG associados a epilepsia.

As Figuras 3.10 e 3.11 mostram segmentos de EEG da classe E, com duração de 10

segundos, escolhidos nos instantes de 5 a 15 segundos (Figura 3.10), e nos instantes de 0

a 10 segundos (Figura 3.11), juntamente com os respectivos espectrogramas obtidos com

a transformada sintonizada, a transformada de Gabor tradicional, e a transformada S.

Na Figura 3.10b, pode-se observar a ótima resolução em frequência e a ótima reso-

lução temporal proporcionadas pela transformada sintonizada, que permite discriminar

os paroxismos característicos do sinal (indicados pelo conjunto de linhas verticais pa-

ralelas que surgem nos instantes associados à crise), e as suas principais componentes

espectrais. As demais transformadas não demonstram igual capacidade. Por exemplo, na

Figura 3.10c, o espectrograma obtido com a transformada de Gabor de janela 0,25s1 reflete

bem a dinâmica do EEG, ao mostrar as suas variações em frequência, mas apresenta re-

solução tempo-frequência inferior à da transformada sintonizada, dificultando a detecção

da ocorrência de crises. Por outro lado, a transformada S (Figura 3.10d), embora tenha

proporcionado resolução temporal suficiente para a detecção dos paroxismos, mostrou-se

inconsistente em sua resolução tempo-frequência, não permitindo discriminar com segu-

rança as faixas de frequência mais importantes do sinal em cada instante. Na região de

baixas frequências, associadas às bandas delta e teta, obteve-se uma resolução espectral

razoável (comportamento verificado também em [22]), mas, nas frequências superiores,

como as das ondas alfa, a resolução mostrou-se crítica.

Conclusões semelhantes advêm da análise do experimento ilustrado na Figura 3.11.

Enquanto no sinal da Figura 3.10a se verifica uma predominância das frequências na banda

alfa (de 7,5 a 12,5 Hz) − característica que se reflete bem na transformada sintonizada

−, no EEG da Figura 3.11a, a faixa de frequências predominante é a da banda teta − ou

seja, de 3,5 a 7,5 Hz −, o que se pode observar tanto na transformada sintonizada quanto
1Nós verificamos experimentalmente que este é o tamanho de janela que proporciona a melhor resolução

conjunta tempo-frequência.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 3.9: Espectrograma |T (ω, x)| dos sinais da Figura 3.6, referentes às classes de A a
D (de cima para baixo).
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 3.10: (a) Segmento de um sinal de EEG de um paciente com diagnóstico de epilep-
sia. Amplitude em µV no eixo vertical. (b) Espectrograma da transformada sintonizada
|T (ω, x)| (c) Espectrograma da transformada de Gabor |G(ω, x)|, utilizando janela de 0,25
segundo. (d) Espectrograma da transformada S.
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na transformada de Gabor. Em ambos os casos, devido à baixa resolução espectral (que

acarreta a superposição das diversas faixas de frequência), a transformada S se mostrou

incapaz de proporcionar precisão comparável.

Em experimentos com 30 sinais da base de dados disponível em [13], o tipo de compor-

tamento reportado acima se repetiu. Na comparação entre a transformada sintonizada, a

transformada de Gabor tradicional e a transformada S, a primeira se mostrou capaz de

proporcionar a melhor resolução simultânea no tempo e na frequência, permitindo tanto a

discriminação temporal dos paroxismos epilépticos quanto a identificação das suas compo-

nentes espectrais. A visualização adequada dos paroxismos nestes dois domínios constitui

uma vantagem importante, pois ajuda a identificar as frequências associadas a cada crise

epiléptica, bem como a intensidade da crise em um dado instante, tudo isto com o emprego

de uma mesma representação gráfica, sem que seja preciso recorrer paralelamente à própria

curva do EEG. Infelizmente, só nos foi possível trabalhar com amostras de registros de

EEG de curta duração (23,6 segundos), disponibilizadas publicamente (os outros dados a

que nós tivemos acesso estavam armazenados em formatos proprietários, o que impediu

o seu uso). O ideal seria a utilização de segmentos mais longos, que permitiriam uma

caracterização mais precisa das crises epilépticas (uma crise tônico-clônica, por exemplo,

somente fica bem caracterizada em sinais de duração superior a 90 segundos).

O trabalho aqui apresentado foi desenvolvido em parceria com a Dra. Glenda Lacerda,

do setor de epilepsia do Hospital Universitário Antônio Pedro, que nos forneceu suporte

técnico e teórico. Como desdobramento futuro dessa colaboração, nós pretendemos es-

tender a nossa análise para sinais obtidos, de um mesmo paciente, em todos os canais de

EEG, o que permitiria determinar, em instantes relevantes (por exemplo, na instalação de

uma crise), quais são as frequências preponderantes nos diversos canais, e a que regiões

do córtex cerebral elas se associam. Este tipo de informação pode constituir um auxílio

importante na detecção da zona epileptogênica.
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(b)

(c)
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Figura 3.11: (a) Segmento de um sinal de EEG de um paciente com diagnóstico de epilep-
sia. Amplitude em µV no eixo vertical. (b) Espectrograma da transformada sintonizada
|T (ω, x)| (c) Espectrograma da transformada de Gabor |G(ω, x)|, utilizando janela de 0,25
segundo. (d) Espectrograma da transformada S.



Capítulo 4

Aplicação à Modelagem Neuronal

Neste capítulo, nós aplicaremos os modelos matemáticos de representação de sinais, apre-

sentados anteriormente, à modelagem de alguns tipos de neurônios visuais [8]. Conforme

já mencionado no Capítulo 1, a representação espaço-frequência baseada nas funções sin-

tonizadas de Gabor possui características que parecem torná-la adequada à modelagem

de propriedades das células simples do córtex visual dos mamíferos [38]. Além disso,

nós verificamos que uma representação sintonizada alternativa − não mais baseada em

funções de Gabor, mas agora em funções codificadoras circularmente simétricas − per-

mite modelar células da retina e do núcleo geniculado lateral (NGL) que apresentam tal

simetria.

Antes de iniciarmos a apresentação destas aplicações da abordagem sintonizada à

modelagem neuronal, nós faremos uma breve introdução aos conceitos básicos da neurofi-

siologia da visão.

4.1 Neurofisiologia da Visão: O Caminho Visual

O cérebro é uma estrutura altamente complexa, constituída por um grande número de

células nervosas (os neurônios) densamente conectadas entre si (da ordem de 1012 células

e 105 conexões − ou sinapses −, por célula) [8]. Em um dado neurônio, tipicamente

identificam-se três estruturas distintas: o corpo celular, os dendritos e o axônio (Figura

4.1). Os dendritos atuam como os terminais receptores do neurônio, e o axônio, como

o seu terminal transmissor. O funcionamento do cérebro consiste em um processo cole-

tivo de recepção e emissão de impulsos elétricos (os potenciais de ação) que se propagam

rapidamente entre conjuntos específicos de neurônios [8, 12]. Aqui nós estaremos interes-

sados nos neurônios do chamado caminho visual (Figura 4.2), que segue desde os olhos até
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o córtex visual, situado na parte posterior do cérebro, onde a maior parte da informação

visual relevante é extraída e codificada.

Figura 4.1: Estrutura de um neurônio [8].

Figura 4.2: Caminho Visual [8].

O estímulo luminoso incide inicialmente na retina, parte neural dos olhos, onde as

células fotorreceptoras fazem a transdução da luz em sinais nervosos (potenciais de ação),

que são transmitidos para dois outros tipos principais de neurônios da própria retina,

as células bipolares e as células ganglionares. As células ganglionares são dotadas de

axônios muito longos, que se unem numa cavidade próxima ao centro da retina, formando

o chamado eixo óptico, que se prolonga para o interior do cérebro e faz conexão com o

núcleo geniculado lateral. O NGL é geralmente comparado a um centro de relé no caminho
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visual, localizado a meio caminho do córtex, no interior de cada hemisfério cerebral1. A

partir dele, a informação visual ascende ao córtex visual, que corresponde a cerca de um

quinto da área total do córtex cerebral, a camada mais externa do nosso cérebro, com

cerca de 1 a 4 mm de espessura, onde tem lugar a atividade neuronal mais sofisticada.

Diversos tipos de neurônios já foram identificados nas diferentes sub-áreas em que se divide

o córtex visual. Aqui nós estaremos principalmente interessados nos chamados neurônios

simples e neurônios complexos da região conhecida como V1, ou córtex visual primário.

4.1.1 Campos Receptivos

Cada uma das células no caminho visual responde a estímulos luminosos apenas em áreas

restritas do campo visual do observador. Este fato leva ao conceito de campo receptivo, que

é primordial para a descrição da atividade neuronal. O campo receptivo de um neurônio

visual é tradicionalmente definido pela região do espaço onde um estímulo luminoso evoca

a resposta neuronal, e também pela natureza dessa resposta [40]. Uma resposta é dita

excitatória se o estímulo luminoso faz com que a célula emita potenciais de ação a uma

taxa superior à sua taxa de repouso; ela é dita inibitória, se a taxa de disparo for inferior

à de repouso.

Os campos receptivos das células ganglionares da retina, das células do NGL e das

células do primeiro estágio do córtex visual têm simetria circular − ou seja, um dado

estímulo luminoso produz a mesma resposta, independentemente de sua orientação. Estes

campos apresentam uma organização centro-periferia, podendo ser do tipo centro-on ou

centro-off. As células centro-on, produzem resposta excitatória (on) quando o estímulo

luminoso incide na parte central do campo receptivo, e uma resposta inibitória (off),

quando o estímulo é apresentado em sua periferia. As células centro-off apresentam o

comportamento inverso. A Figura 4.3 apresenta esses dois tipos de campos receptivos.

Nos estágios superiores do córtex visual, as células vão se tornando cada vez mais

seletivas, e já não aparecem campos receptivos com simetria circular. No córtex visual

primário (V1), distinguem-se dois tipos principais de células, ambas sensíveis à orientação

do estímulo: as células simples e as células complexas [8, 41]. Nas células simples, os

domínios excitatórios ou inibitórios são bem definidos, apresentando-se como faixas alon-

gadas adjacentes, cuja direção vai definir a orientação preferencial da célula: estímulos

com esta mesma orientação tenderão a evocar maiores respostas [42]. As células com-
1O NGL é, obviamente, bem mais do que isso. Ele recebe a maior parte de suas entradas, não dos

olhos, mas do córtex cerebral, e a sua resposta é afetada por nossa atividade de alto nível, como os estados
de alerta ou atenção [39].



4.2 Modelagem das Células Corticais Simples por Funções Sintonizadas 59

Figura 4.3: Tipos de campos receptivos centro-periferia. À esquerda, um campo centro-on
e à direita, um campo centro-off. O símbolo "+"denota regiões excitatórias, enquanto o
"−"denota regiões inibitórias [8].

plexas são as células mais comuns no córtex cerebral, correspondendo a cerca de 70%

do total. Ao contrário das células simples, elas não apresentam uma clara subdivisão do

seu campo receptivo em regiões excitatórias e inibitórias. Por isso, as células complexas

respondem independentemente da posição do estímulo no campo receptivo, desde que a

sua orientação seja apropriada.

4.2 Modelagem das Células Corticais Simples por Fun-
ções Sintonizadas

A descrição clássica do campo receptivo assume uma organização espacial fixa, com a

resposta neuronal a um estímulo invariante no tempo sendo modelada pela filtragem

deste por um campo receptivo pré-determinado. No caso das células corticais simples,

o modelo tradicional para o campo receptivo são as funções de Gabor [43]. Essa visão

clássica de campos receptivos estáticos tem, contudo, sido contestada por experimentos

neurofisiológicos recentes, que mostram que a estrutura do campo receptivo se altera de

acordo com a entrada neural [5, 6, 7]. Motivados por este resultado, nós propomos utilizar

as funções de representação 2-D introduzidas no Capítulo 1, como modelo para os campos

receptivos das células corticais simples.

Esses campos ficariam então definidos por funções de Gabor da forma (Equação

(1.14)):

ψωx,ωy(x, y) = ei[ωxx+ωyy+ϕĨ(ωx,ωy)]e
− x2+y2

2σ2(ωx,ωy) (4.1)

onde ϕĨ(ωx, ωy) é a fase da transformada de Fourier do sinal, Ĩ(ωx, ωy), e onde σ(ωx, ωy)
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é obtido a partir do módulo desta transformada, como

σ(ωx, ωy) =
1

(2π)3/2

√
|Ĩ(ωx, ωy)| (4.2)

Na Figura 4.4, são mostrados exemplos das funções de representação acima, obtidas

de um fragmento 16× 16 de uma imagem natural.

O espectro de Fourier das imagens típicas é fortemente concentrado nas baixas fre-

quências, de modo que as funções ψωx,ωy(x, y) tendem a se tornar mais estreitas − e,

consequentemente, as suas larguras de banda tendem a aumentar − com o aumento da

frequência. Esse tipo de comportamento tem sido observado para a largura de banda

de células corticais simples do macaco [44], e, em um trabalho mais recente [45], cam-

pos receptivos com perfil passa-baixa e pouco sintonizados em orientação, semelhantes à

função de codificação DC da Figura 4.4, também foram encontrados. Esse tipo de campo

receptivo não é previsto pelos modelos usuais de codificação cortical [43, 45].

Figura 4.4: Exemplos de funções de representação da Equação (4.1). As frequências
consideradas, (ωx,ωy), de cima para baixo e da esquerda para a direita, são: (0,0), (0,1),
(1,0), (0,2), (1,1) e (1,2).

Com os campos receptivos definidos como acima, a representação de imagens pelos

neurônios corticais simples seria modelada como (ver Equação (1.12)):

I(x, y) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ei[ωxx+ωyy] ∗ ψωx,ωy(x, y)dωxdωy (4.3)

Esta expressão é um resultado matemático exato, válido para qualquer sinal de qua-

drado integrável definido sobre um domínio infinito, mas ele permanece aproximada-

mente válido sobre janelas finitas, com diferentes valores para os parâmetros das funções

ψωx,ωy(x, y) computados em cada janela. Isto permite a interpretação destas funções de
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representação locais como campos receptivos.

Na Figura 4.5, nós apresentamos as representações obtidas com a Equação (4.3) para

um conjunto de imagens naturais (adquiridas da base de van Hateren [46]), considerando

apenas as seis componentes de mais baixa frequência, computadas sobre janelas 3× 3. O

erro médio da representação, sobre todo o conjunto, é de apenas 3,9%.

Figura 4.5: Em cima: imagens originais, de tamanho 128×192. Embaixo: representação
obtida a partir do nosso modelo, computada usando janelas 3 × 3, para as frequências
(0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1) e (1,2).

4.3 Modelagem das Células Centro-Periferia por Funções
Sintonizadas

A abordagem apresentada acima, para modelagem de campos receptivos por funções

sintonizadas, pode ser estendida para células com organização centro-periferia, como en-

contradas na retina e no núcleo geniculado lateral. Este tipo de organização é explicado,

com base em princípios da teoria da informação, assumindo-se que o objetivo dos está-

gios iniciais do caminho visual é o de produzir uma versão descorrelacionada do sinal de

entrada, que é então propagada ao córtex cerebral para posterior processamento [10, 47].

Os neurônios da retina e do núcleo geniculado lateral teriam, assim, campos receptivos

otimizados para branquear imagens naturais, cujo espectro de Fourier decai, aproximada-

mente, com o inverso da magnitude da frequência − ou seja, ≈ (ω2
x + ω2

y)
−1/2 [48].

Coerentes com esta interpretação, nós introduzimos funções de codificação circular-

mente simétricas, e dependentes do estímulo, em termos das quais uma representação
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semelhante à da Equação (4.3) pode ser definida para o sinal branqueado:

Ibranq(x, y) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ei(ωxx+ωyy) ∗ ψ(r;ωx, ωy)dωxdωy (4.4)

onde Ibranq(x, y) é uma imagem branqueada, obtida pela convolução da imagem de entrada

com um filtro branqueador de fase nula, B(x, y),

Ibranq(x, y) = B(x, y) ∗ I(x, y) (4.5)

e onde ψ(r;ωx, ωy) é uma função de representação circularmente simétrica − com r =√
x2 + y2 −, definida como

ψ(r;ωx, ωy) = −e
iϕĨ(ωx,ωy)

πr
{1− cos[σ(ωx, ωy)πr]− sin[σ(ωx, ωy)πr]} (4.6)

Na equação acima, ϕĨ é a fase da transformada de Fourier do sinal de entrada, e

σ(ωx, ωy) se relaciona à magnitude desta transformada, conforme demonstrado no Apêndice

D, como

σ(ωx, ωy) =
ρ

π

√√√√1−

[
1 +

ρB̃(ωx, ωy)|Ĩ(ωx, ωy)|
4π

]−2

(4.7)

onde B̃(ωx, ωy) é a transformada de Fourier do filtro de branqueamento, e onde ρ é definido

como a magnitude da frequência: ρ =
√
ω2
x + ω2

y .

O módulo da função ψ(r;ωx, ωy) atinge o valor máximo de σ, para r = 0, qualquer

que seja a frequência. O seu primeiro zero ocorre para r = r0 = 1/2σ, e o segundo,

para r = r1 = 2/σ, o intervalo entre r0 e r1 definindo um lobo lateral de tamanho

3/2σ. Em r > r1, aparecem outros zeros, e portanto outros lobos laterais, mas agora com

profundidades bem menores − da ordem de um terço, ou menos, da do primeiro. A função

ψ(r;ωx, ωy) apresenta, portanto, um lobo lateral dominante, que definirá a periferia do

campo receptivo. O seu tamanho depende do conteúdo espectral da imagem de entrada,

e da escolha do filtro de branqueamento (ver Equação (4.7)).

Seguindo a interpretação proposta em [9, 10], nós assumimos que a estrutura dos

campos receptivos centro-periferia é tal que eles tendem a equalizar o espectro das imagens

naturais − que decai com 1/ρ, como já mencionado −, ao mesmo tempo suprimindo ruído

de alta frequência. Nós modelamos este comportamento por meio de um filtro B(x, y)

com espectro

B̃(ωx, ωy) =
ρ

1 + κρ2
(4.8)

onde κ é um valor arbitrário. Outros filtros com as mesmas propriedades espectrais
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poderiam ter sido escolhidos, sem alterar significativamente o nosso modelo.

Na Figura 4.6 são apresentados exemplos das funções de representação obtidas com

este modelo, a partir de um fragmento da imagem natural apresentada na Figura 4.7a. A

figura apresenta o módulo de ψ(r;ωx, ωy) dividido por σ, de modo que todas as funções

atingem o mesmo valor máximo de 1 (quando o fator de fase eiϕĨ(ωx,ωy) é considerado,

obtemos tanto estruturas centro-on quanto centro-off).

O nosso modelo não responde a uma entrada uniforme, já que, quando ρ = 0, σ

também se anula, e a função de representação desaparece. Por outro lado, para baixas

frequências, como ilustrado na Figura 4.6a, os campos receptivos apresentam uma orga-

nização centro-periferia bem marcada. À medida em que ρ cresce, a periferia tende a

se tornar menos saliente (Figura 4.6b), quase desaparecendo nas frequências mais altas

(Figura 4.6c). Tal comportamento se manifesta independentemente do valor escolhido

para κ (em nossos experimentos, usamos 0,05 < κ ≤ 1) − o que está de acordo com o

nosso modelo de branqueamento: o peso relativo das baixas frequências − que tende a

ser dominante nas imagens naturais − deve ser atenuado; o das frequências médias deve

ser aumentado, e o ruído da alta frequência deve ser eliminado. Portanto, os campos

receptivos de baixa frequência tenderiam a ter um perfil passa-faixa, enquanto os de alta

frequência tenderiam a ter um perfil passa-baixa, o que está coerente com as curvas da

Figura 4.6.

Apresentamos, a seguir, o pseudocódigo para o branqueamento de imagens utilizando

funções de codificação circularmente simétricas.
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Processo de branqueamento de imagens pelas funções de codificação circularmente
simétricas:

1. Entre com a imagem original I1;
2. Defina o tamanho jan das janelas deslizantes;
3. Defina o número máximo de frequências a serem utilizadas nas direções x e y - ωxmax e
ωymax;
4. Defina o valor do parâmetro de suavização κ do filtro de branqueamento;
5. Crie uma matriz modulo para o módulo das transformadas;
6. Crie uma matriz fase para a fase das transformadas;
7. Crie uma matriz sigma para a largura das funções de representação conforme a Equação
(4.7);
8. Crie uma matriz funcRep para as funções de representação conforme a Equação (4.6);
9. Crie uma matriz funcRepTF para a transformada de Fourier das funções de represen-
tação, em janelas, conforme a Equação (D.2);

10. Para cada pixel (x, y) da imagem de entrada Faça
11. Crie uma subimagem I formada pelos pixeis de I1 correspondentes a uma janela de
tamanho jan× jan, centrada em (x, y);
12. Obtenha a transformada de Fourier da subimagem I;
13. Variando a frequência (ωx, ωy) de (0,0) a (ωxmax− 1, ωymax− 1)
14. Obtenha o módulo da transformada de Fourier de I em (ωx, ωy) - |Ĩ(ωx, ωy)|;
15. Faça modulo(ωx, ωy) := |Ĩ(ωx, ωy)|;
16. Obtenha a fase da transformada de Fourier de I em (ωx, ωy) - ϕĨ(ωx, ωy);
17. Faça fase(x, y, ωx, ωy) := ϕĨ(ωx, ωy);
18. Obtenha sigma(x, y, ωx, ωy) em (x, y), (ωx, ωy), utilizando o modulo(ωx, ωy), e o
κ do filtro de branqueamento;
19. Construa as funções de representação funcRep(x, y, ωx, ωy), em (x, y), (ωx, ωy),
utilizando a fase(x, y, ωx, ωy) e o sigma(x, y, ωx, ωy);
20. Fim_Variando
21. Fim_Para

22. Para cada pixel (x, y) da imagem de entrada Faça
23. Crie uma janela de tamanho jan× jan, iniciando nas coordenadas (x, y);
24. Variando a frequência (ωx, ωy) de (0,0) a (ωxmax− 1, ωymax− 1)
25. Construa funcRepTF (ωx, ωy), em (ωx, ωy), utilizando a fase(x, y, ωx, ωy) e o
sigma(x, y, ωx, ωy);
26. Fim_Variando
27. Obtenha a transformada inversa de Fourier de FuncRepTF para obter a imagem
branqueada janelada IBranqJan, de tamanho jan× jan (Equação (D.1));
28. Obtenha a imagem branqueada em cada pixel (x, y) a partir de IBranqJan;
29. Fim_Para
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.6: Magnitude das funções de representação da Equação (4.6), obtidas de um
fragmento 3×3 da imagem natural na Figura 4.7a. As frequências representadas (ωx, ωy),
de cima para baixo, são: (0,1), (0,2), e (3,1).

As Figuras 4.7 a 4.10 mostram exemplos de imagens naturais (adquiridas da base de

van Hateren [46]) codificadas pelas funções de representação ψ(r;ωx, ωy). Para cada figura,

apresentamos a imagem original − a partir da qual obtemos os valores de σ(ωx, ωy) e da

função de representação ψ(r;ωx, ωy) − e a representação branqueada resultante, obtida

computando-se a Equação (4.4) sobre janelas finitas. Para fins comparativos, nós também

geramos os espectros log-log dos sinais de entrada e dos sinais branqueados (nos gráficos,

o eixo vertical é a média rotacional do logaritmo da magnitude das transformadas de

Fourier, e o eixo horizontal é log ρ). O que se observa é que a representação tende a

equalizar os espectros de entrada, resultando em imagens com a aparência de mapas de

bordas, que codificam tanto o ‘valor’ da borda (a variação de intensidade observada ao

cruzá-la) quanto a sua ‘polaridade’ (o sinal daquela variação).

Nós apresentamos resultados obtidos com janelas 3× 3 e 5× 5, e para κ assumindo os

valores extremos da faixa considerada (κ = 0,05 e κ = 1). A janela menor fornece uma

melhor definição para bordas estreitas, porém ao custo de se perderem as mais largas. O

efeito de κ não é marcante, mas é consistente com o seu papel como uma medida de nível
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de ruído, valores maiores desse parâmetro geralmente realçando as componentes de baixa

frequência dos espectros.

Além de branquear as imagens naturais, os campos receptivos do nosso modelo apre-

sentam as seguintes propriedades neurofisiologicamente plausíveis: eles aparecem com

organização tanto centro-on quanto centro-off; eles dependem da frequência, e não respon-

dem a imagens uniformes; eles apresentam periferias bem marcadas nas baixas frequências

e menos definidas nas altas. Todas estas propriedades já foram experimentalmente veri-

ficadas, seja para células ganglionares da retina, seja para células do NGL.

(a)

(b)

Figura 4.7: Em (a), à esquerda, a imagem original e à direita a imagem branqueada. b)
Os espectros log-log correspondentes (ver o texto). Foram utilizadas janelas 5 × 5, com
κ = 0,05. Essas imagens, e também as das Figuras 4.8 a 4.10, são 192× 192.

Como forma de validar a nossa proposta de modelagem dos campos receptivos de-

pendentes do estímulo, nós a testamos em um algoritmo de inspiração biológica para

estimação de disparidades estereoscópicas, conforme descrito a seguir.
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(a)

(b)

Figura 4.8: Em (a), à esquerda, imagem original e à direita a imagem branqueada. b)
Os espectros log-log correspondentes (ver o texto). Foram utilizadas janelas 3 × 3, com
κ = 0,05.
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(a)

(b)

Figura 4.9: Em (a), à esquerda, imagem original e à direita, a imagem branqueada. b)
Os espectros log-log correspondentes (ver o texto). Foram utilizadas janelas 5 × 5, com
κ = 0,05.
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(a)

(b)

Figura 4.10: Em (a), à esquerda, imagem original e à direita, a imagem branqueada. b)
Os espectros log-log correspondentes (ver o texto). Foram utilizadas janelas 3 × 3, com
κ = 1.



Capítulo 5

Estereoscopia

5.1 Introdução

Muitos neurônios visuais recebem entrada apenas de um olho, sendo portanto chamados

de neurônios monoculares, mas em V1 encontram-se também células simples e células

complexas que são binoculares − ou seja, que respondem a estimulação tanto do olho

esquerdo quanto do olho direito [8]. Estes neurônios estão envolvidos no mecanismo da

visão estereoscópica, ou estereoscopia (do grego, ‘visão sólida’), que permite a estimação de

profundidades a partir das duas projeções, ligeiramente diferentes, produzidas pela cena

nas retinas dos dois olhos. O cérebro funde essas duas imagens, e, no processo, obtém

informação quanto à profundidade, distância, posição e tamanho dos objetos, gerando a

sensação de tridimensionalidade.

A Figura 5.1 ilustra a geometria da visão estereoscópica. Quando um observador fixa

seus olhos em um ponto P no espaço, as imagens deste são projetadas nas duas fóveas

− regiões onde o objeto aparece em foco perfeito −, indicadas pela letra F , na figura.

Qualquer ponto no espaço que se situe à mesma distância que o ponto P , como o ponto

Q, se projetará em posições correspondentes nas duas retinas (pontos QL e QR), enquanto

pontos a diferentes distâncias gerarão projeções não correspondentes. Quanto mais pró-

ximo estiver o ponto na cena, mais afastadas horizontalmente estarão as imagens formadas

nas duas retinas (pontos Q′L e Q′R), e quanto mais longe ele estiver, mais próximas estarão

as imagens. A essa ausência de correspondência chama-se disparidade binocular.

Em [11], empregando funções de Green de equações de casamento1, foi introduzido um
1Equações de casamento têm a forma geral I1(x + U(x)) = I2(x), onde U(x) é um campo de

deslocamentos. Tomando-se uma expansão em série de Taylor do lado esquerdo da relação, obtém-
se uma equação diferencial que pode ser resolvida pelo método da função de Green [11], fornecendo
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Figura 5.1: Geometria da visão estereoscópica [8].

modelo computacional para a estimação de disparidades que se mostrou compatível com

abordagens biologicamente plausíveis para a estereoscopia [49, 50, 51, 53]. Tais aborda-

gens, fundadas no chamado modelo da energia para os neurônios binoculares, partem da

representação dos campos receptivos das células corticais simples em termos de funções de

Gabor, e descrevem as respostas (monoculares) de um par em quadratura de tais células,

dado um par de imagens estereoscópicas, como∫ ∞
−∞

dx ei(ωx+φ)e−
(x+α)2

2σ2 Ir(x) (5.1)

onde Ir(x) é a imagem direita, e∫ ∞
−∞

dx ei(ωx+ψ)e−
(x+δ)2

2σ2 Il(x) (5.2)

onde Il(x) é a imagem esquerda, com ω e σ denotando, respectivamente, a frequência es-

pacial e a largura comuns aos dois campos receptivos, que podem ter parâmetros de fase

(φ e ψ) e centros (α e δ) distintos. De acordo com o modelo da energia, a resposta estere-

oscópica do par de células simples é obtida somando-se as duas integrais acima, enquanto

a magnitude quadrada dessa soma constitui a resposta da célula complexa alimentada

pelo par de células simples. Esta última resposta fornece a estimativa de disparidade

estereoscópica do modelo [50].

Por outro lado, a abordagem de [11] baseou-se no fato de que, filtrando-se a imagem

vista sob o campo receptivo esquerdo de um célula binocular simples (na representação de

Gabor) pela função de Green de uma equação de casamento à direita − ou seja, modelando

uma disparidade positiva −, pode-se obter uma estimativa do que seria a mesma imagem

I1(x) =
∫
G(x, x′)I2(x′)dx′, onde G(x, x′), o núcleo de Green da equação considerada, é a sua solução

quando I2(x) = δ(x− x′).
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vista, com um certo deslocamento, sob o campo receptivo direito. E vice-versa: filtrando-

se a imagem vista sob o campo receptivo direito, pela função de Green de uma equação

de casamento à esquerda − isto é, modelando uma disparidade negativa −, pode-se obter

uma estimativa da mesma imagem vista sob o campo receptivo esquerdo. Computando-

se a diferença quadrática entre as estimativas da imagem esquerda e direita, geradas

com diferentes parâmetros das equações de casamento, pode-se obter o deslocamento

(disparidade) em que elas melhor coincidem. Com base nisso, conforme demonstrado em

[11], a abordagem tradicional de estimação de disparidades via casamento de imagens fica

reformulada em termos compatíveis com os do modelo da energia (ver Apêndice E).

No entanto, seja na formulação da função de Green, seja na do modelo da energia

tradicional, a escolha dos parâmetros que vão descrever os campos receptivos das células

simples − que constituem a base de ambos os processos − permanece empírica e um tanto

arbitrária. Não existe um critério fundamentado que guie a determinação das faixas de

valores em que os parâmetros das funções de Gabor (ω, σ, φ, ψ, α e δ) devem ser esco-

lhidos. Tampouco existe a garantia de que a faixa de valores adequada para um dado par

estereoscópico o seja também para um outro. Motivados por este resultado, nós propomos

utilizar, na estereoscopia, as funções de representação sintonizadas, como modelo para os

campos receptivos das células corticais. Com isso, os parâmetros desses campos não são

mais arbitrariamente escolhidos, já que eles passam a ser determinados pela transformada

de Fourier local das imagens de entrada. Como veremos, os núcleos de Gabor do nosso

algoritmo para estimação de disparidades tornam-se aqueles que permitem representar,

de acordo com a Equação (1.10), cada imagem do par estereoscópico. Ademais, visando

a tornar a nossa abordagem ainda mais compatível com as condições da visão biológica,

nós decidimos trabalhar com imagens de entrada branqueadas segundo o modelo para

os campos receptivos centro-periferia introduzido na Seção 4.3. Dessa forma, o nosso

algoritmo de estimação estereoscópica, a ser apresentado a seguir, passa a incorporar

características da representação neurofisiológica dos estímulos, tanto no nível cortical

(células simples e complexas do córtex visual) quanto no sub-cortical (células centro-

periferia da retina e do NGL). O algoritmo em si constitui uma modificação da abordagem

da função de Green [11], que a um só tempo a simplifica e a torna mais compatível com

técnicas tradicionais de modelagem dos sistemas neurais.
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5.2 Estimação de Disparidades Biologicamente Inspi-
rada

Na abordagem tradicional da função de Green [11], a estimação de disparidades procede

da seguinte forma (ver Apêndice E): as imagens de entrada, Il e Ir, são multiplicadas por

funções de Gabor, produzindo sinais complexos que são então filtrados pelos núcleos de

Green de equações diferenciais que modelam um casamento com disparidades lineares −
ou seja,

Il(x+ U(x), y) = Ir(x, y) (5.3)

com U(x) = u + vx, para u e v constantes. O sinal complexo associado à imagem es-

querda é filtrado pelo núcleo de Green de uma equação de casamento à direita (U(x) > 0),

e aquele associado à imagem direita é filtrado pelo núcleo correspondente a um casamento

à esquerda (U(x) < 0). Variando-se os parâmetros das funções de Green, diferentes deslo-

camentos relativos podem ser induzidos sobre os sinais esquerdo e direito, e o deslocamento

espacial ótimo em cada ponto nas imagens pode ser obtido avaliando-se a correspondên-

cia local entre os sinais deslocados. Isto fornece uma estimativa do mapa de disparidades

codificado pelo par estereoscópico.

Como anteriormente citado, em tal abordagem os parâmetros dos filtros de Gabor

(assim como os das funções de Green) devem ser empiricamente determinados caso a caso.

Nós verificamos, porém, que com o uso das funções de representação sintonizadas é possível

eliminar este problema, ao mesmo tempo simplificando a abordagem de Green original: em

lugar de trabalhar com os núcleos de Green que modelam campos de disparidade lineares,

nós podemos nos restringir àqueles, mais simples, associados a disparidades uniformes.

Embora esta última classe seja evidentemente menos rica do que a dos campos lineares −
que incorporam variabilidade espacial − esta deficiência é compensada pela informação

local, e dependente do sinal, que se ganha com o uso da representação sintonizada. A

abordagem proposta é a seguinte: para a estimação do campo de disparidades associado a

um dado par de imagens estereoscópicas, nós computamos, em cada posição x, a medida

R(x) = |Yr(x)− Yl(x)|2 (5.4)

com

Yr(x) =

∫
Kk(x− x′)Îl(x′)Ir(x′)dx′ (5.5)

e

Yl(x) =

∫
K

(−)
k (x− x′)Îr(x′)Il(x′)dx′ (5.6)
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onde

Kk(x− x′) =

2ke−(1−i)k(x−x′), se x > x′

0, se x < x′
(5.7)

representa o núcleo de Green para uma equação de casamento à direita, com campo de

disparidades uniforme, U(x) = 1/k = constante (ver Apêndice E), e K(−)
k (x − x′) =

Kk(x
′−x) representa o núcleo de Green correspondente, para um casamento à esquerda2.

Nas equações (5.5) e (5.6), Îl e Îr denotam as representações sintonizadas das imagens de

entrada esquerda e direita, respectivamente, ou seja (ver Capítulo 1),

Îl(x) =
1

(2π)3/2

∫ ∫
ei[ωx+ϕl(ω)]e

− (x−b)2

2σ2
l

(ω)dωdb (5.8)

onde σl(ω) e ϕl(ω) são, respectivamente, a magnitude e a fase de Il(x). Uma expressão

similar vale para Îr(x).

Empregando a representação acima na Equação (5.5), nós obtemos

Yr(x) =
1

(2π)3/2

∫
dω

∫
db

∫
dx′Kk(x− x′)ei[ωx

′+ϕl(ω)]e
− (x′−b)2

2σ2
l

(ω) Ir(x
′) (5.9)

onde se pode identificar, como na abordagem de Green original, o produto de uma das

imagens do par estereoscópico por uma função de Gabor, e a filtragem deste produto

por um núcleo de Green − neste caso, aquele de uma equação de casamento uniforme.

Também em contraste com a abordagem original, aqui os parâmetros da função de Gabor

não são arbitrários, mas estão associados, por intermédio da representação sintonizada, à

transformada de Fourier da segunda imagem do par estereoscópico. De forma semelhante,

Yl(x) é obtido como

Yl(x) =
1

(2π)3/2

∫
dω

∫
db

∫
dx′K

(−)
k (x− x′)ei[ωx′+ϕr(ω)]e

− (x′−b)2

2σ2
r (ω) Il(x

′) (5.10)

Nos experimentos reportados a seguir, nós empregamos, como sinais de entrada, ver-

sões branqueadas das imagens "retinais", Il e Ir, obtidas conforme a Seção 4.3. Desta

forma, nós modelamos o casamento estereoscópico como se processando sobre a saída dos

estágios pré-corticais do caminho visual. A estrutura geral do nosso algoritmo é seme-

lhante àquela da abordagem tradicional da função de Green [11], sumariada no Apêndice
2Como nós admitimos valores tanto positivos quanto negativos para k, é fácil verificar que a nossa

abordagem também contempla a situação em que o sinal Il é modulado pelo núcleo K(−)
k − ou seja, sofre

um deslocamento para a esquerda − e o sinal Ir é modulado pelo Kk, sofrendo um deslocamento para a
direita.
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E. No entanto, o uso do núcleo de Green do casamento uniforme, e a obtenção dos parâme-

tros das funções de Gabor a partir da tranformada de Fourier dos sinais de entrada sim-

plificam bastante o processo. Como veremos, com um algoritmo consideravelmente mais

simples que o de [11], nós conseguimos obter resultados equivalentes, e mesmo superiores,

aos ali reportados. Antes de passarmos aos experimentos, porém, é interessante observar

que a medida R(x) pode ser expressa sob a forma de uma resposta de Volterra de segunda

ordem [12], conforme demonstrado em seguida.

A série de Volterra constitui um análogo, para funcionais, da série de Taylor, e tem

sido utilizada como modelo para as respostas não-lineares de sistemas neurais, expressando

a atividade de um neurônio em termos de potências do estímulo recebido3. Uma série de

Volterra associada à resposta de um neurônio binocular envolveria termos da forma∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

D2(ξ, ξ′)Il(x− ξ)Ir(x− ξ′)dξdξ′ (5.11)

onde D2(ξ, ξ′) denota um núcleo de Volterra de segunda ordem. Efetuando a mudança de

variáveis ξ′ → x′, com x′ = x− ξ′, isto pode ser reescrito como∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

D2(ξ, x− x′)Il(x− ξ)dξ
]
Ir(x

′)dx′ (5.12)

Assumindo que D2(ξ, x− x′) possa ser expresso como D2(ξ, x− x′) = Kk(ξ)δ(ξ − x+ x′),

nós então obteríamos ∫ ∞
−∞

Kk(x− x′)Il(x′)Ir(x′)dx′ (5.13)

que se torna a mesma expressão proposta acima para Yr(x) (Equação (5.5)), quando a

representação sintonizada, Îl(x′), é utilizada em lugar de Il(x′). Uma análise similar vale

para Yl(x), e portanto para a medida de correspondência, R(x). A nossa abordagem este-

reoscópica pode ser assim interpretada como um modelo de Volterra de segunda ordem,

tendo a função de Green como núcleo.

Sobre a função de Green, um último comentário é importante. Conforme já observado

em [11], esta função constitui um elemento da nossa abordagem estereoscópica que não

encontra paralelo no modelo da energia para os neurônios binoculares. No entanto, se

levarmos em conta os estágios pré-corticais do caminho visual − como fazemos aqui −
é possível sugerir uma interpretação neurofisiológica também para os núcleos de Green.

Como visto na Seção 4.1, os sinais provenientes das células ganglionares das duas retinas se
3A resposta temporal de um neurônio seria expressa como r(t) = r0 +

∫
dτ1D1(τ1)s(t − τ1) +∫

dτ1dτ2D2(τ1, τ2)s(t − τ1)s(t − τ2) +
∫
dτ1dτ2dτ3D3(τ1, τ2, τ3)s(t − τ1)s(t − τ2)s(t − τ3) + ..., onde Dn

denota o núcleo de Volterra de ordem n.
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transmitem, por intermédio dos eixos ópticos, aos núcleos geniculados laterais de cada um

dos hemisférios cerebrais. Antes de atingir os NGLs, os impulsos neuronais segregam-se

de uma maneira característica, quando os eixos ópticos se cruzam para formar o chamado

quiasma óptico (ver Figura 5.2). No quiasma, as fibras ópticas se dispõem de tal modo

que a informação correspondente aos campo visuais direitos dos dois olhos se projeta no

NGL do hemisfério cerebral esquerdo, enquanto os campos visuais esquerdos se projetam

sobre o NGL direito. Cada NGL, portanto, só processa informação proveniente de uma

metade dos campos visuais. Se considerarmos, por exemplo, que um dos olhos esteja

fixado num ponto de coordenada horizontal x no espaço − ou seja, este ponto se projeta

sobre a fóvea − os dois hemicampos visuais definidos pelas condições {x′ : x′ < x} e

{x′ : x′ > x} se projetarão sobre NGLs distintos. Efetivamente, é como se, para um dos

geniculados, as entradas provenientes de x′ > x fossem zeradas, o mesmo ocorrendo, com

o outro geniculado, para aquelas provenientes de x′ < x.

Figura 5.2: Vista superior do Caminho Visual [52].

Agora, se considerarmos as integrais que definem as respostas Yl(x) e Yr(x), do nosso

modelo, é fácil verificar que este incorpora um mecanismo semelhante. A forma funcional

do núcleo de Green (Equação (5.7)) implica em que, para a obtenção de Yr(x) (Equação

(5.5)), apenas as entradas com x′ < x sejam consideradas, enquanto somente aquelas com

x′ > x contribuem para a obtenção de Yl(x) (essas duas situações se invertem quando k <

0). O núcleo de Green cumpre portanto o papel de incorporar, no nosso modelo, o dado

neurofisiológico da segregação dos campos visuais no quiasma óptico. Evidentemente,

este papel se explica tão-somente pelo fato de o núcleo se anular em metade do seu

domínio, não servindo para justificar os detalhes da sua forma funcional na outra metade.
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Entretanto, do ponto de vista neurofisiológico, a forma do Kk(x − x′) na Equação (5.7)

não parece inadequada. Trata-se de um filtro cuja saída se concentra em torno de x = x′,

e que poderia descrever, por exemplo, um pooling4 das células vizinhas à posição x, para

produzir a resposta neuronal em x. Ademais, como as oscilações senoidais geram lobos

negativos em Kk, à medida em que x′ se afasta de x, o núcleo de Green implementaria

simultaneamente um mecanismo de inibição lateral (ver [54], por exemplo). O estudo de

possíveis alternativas para o filtro de Green empregado aqui é uma das propostas a serem

exploradas no seguimento das nossas pesquisas.

Antes de apresentar os nossos experimentos, fornecemos a seguir o pseudocódigo do

procedimento empregado para gerar o mapa de disparidades a partir de um par de imagens

retinais branqueadas.

4Como proposto, por exemplo, em [53].
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Procedimento para gerar o mapa de disparidades a partir de uma par de imagens
retinais branqueadas:

1. Entre com a imagem original direita branqueada Ir;
2. Entre com a imagem original esquerda branqueada Il;
3. Defina o número máximo de frequências ωmax na direção x;
4. Crie um vetor freq para armazenar as frequências utilizadas, na direção x;
5. Crie um vetor Irlinha para cada linha da imagem direita;
6. Crie um vetor Illinha para cada linha da imagem esquerda;
7. Crie um vetor sigma_Ir para o módulo da transformada de Fourier de Irlinha;
8. Crie um vetor fase_Ir para a fase da transformada de Fourier de Irlinha;
9. Crie um vetor sigma_Il para o módulo da transformada de Fourier de Illinha;
10. Crie um vetor fase_Il para a fase da transformada de Fourier de Illinha;
11. Crie um vetor IrlinhaS para acumular as representações sintonizadas das linhas da i-
magem direita, inicializado com zero;
12. Crie um vetor IllinhaS para acumular as representações sintonizadas das linhas da i-
magem esquerda, inicializado com zero;
13. Crie um vetor GreenDir para os núcleos de Green de uma equação de casamento à direita;
14. Crie um vetor GreenEsq para os núcleos de Green de uma equação de casamento à
esquerda;
15. Defina o número de iterações itera para gerar a faixa de disparidades;
16. Defina o intervalo passo entre as iterações;
17. Defina o desvio padrão sigmaX da Gaussiana na direção x;
18. Defina o desvio padrão sigmaY da Gaussiana na direção y;

19. Se a disparidade das imagens de entrada for muito alta
20. Então
21. Fazer alinhamento inicial: Implementar casamento uniforme em toda a extensão
da imagem, com núcleos de Green como os da Equação (E.3).
22. Defina a variação de disparidades dispNum;
23. Defina o intervalo passoC entre as iterações;
24. Para cada iteração k de −dispNum a dispNum Faça
25. Obtenha a disparidade em comprimento u para k com passoC;
26. Filtre a imagem de entrada esquerda por um núcleo de Green à direita, uti-
lizando a constante u, para gerar um deslocamento uniforme positivo;
27. Filtre a imagem de entrada direita por um núcleo de Green à esquerda, uti-
lizando a constante u, para gerar um deslocamento uniforme negativo;
28. Calcule a diferença absoluta das imagens filtradas (e também das entradas
originais: deslocamento zero);
29. Escolha o valor do deslocamento que minimiza essa medida;
30. Fim_Para
31. Fim_Se

32. Considera as dez menores frequências e um subconjunto das demais frequências em
passos de dez em dez, nas duas imagens.
33. Para cada linha y da imagem direita Ir (Irlinha) e da imagem esquerda Il (Illinha)
Faça
34. Obtenha a transformada de Fourier de Irlinha;
35. Obtenha a transformada de Fourier de Illinha;
36. Para cada ω de freq(0) a freq(ωmax) Faça
37. Parâmetros de Irlinha em cada frequência ω:
38. Obtenha o módulo da transformada de Fourier de Irlinha em ω - |Ĩrlinha(ω)|;
39. sigma_Ir(ω) := |Ĩrlinha(ω)|;
40. Obtenha a fase da transformada de Fourier de Irlinha em ω - ϕĨrlinha(ω);
41. fase_Ir(ω) := ϕĨrlinha(ω);
42. Parâmetros de Illinha em cada frequência ω :
43. Obtenha o módulo da transformada de Fourier de Illinha em ω - |Ĩllinha(ω)|;
44. sigma_Il(ω) := |Ĩllinha(ω)|;
45. Obtenha a fase da transformada de Fourier de Illinha em ω - ϕĨllinha(ω);
46. fase_Il(ω) := ϕĨllinha(ω);
47. Fim_Para {ω}
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48. Para cada pixel x de Irlinha e Illinha Faça
49. Obtenha a representação sintonizada de Irlinha;
50. Obtenha a representação sintonizada de Illinha;
51. Para cada ω de freq(0) a freq(ωmax) Faça
52. Para cada posição b da imagem de entrada Faça
53. Irlinha(x) := função de Gabor com os parâmetros de sigma_Ir(ω) e
fase_Ir(ω) com centro em b e frequência ω;
54. IrlinhaS(x) := IrlinhaS(x) + Irlinha(x);
55. Illinha(x) := função de Gabor com os parâmetros de sigma_Il(ω) e
fase_Il(ω) com centro em b e frequência ω;
56. IllinhaS(x) := IllinhaS(x) + Illinha(x);
57. Fim_Para {b}
58. Fim_Para {ω}
59. Fim_Para {x}

60. Construa as Equações (5.9) e (5.10).
61. Para cada pixel x de Irlinha e Illinha Faça
62. Para cada disparidade k de (−itera2 ∗ passo) a (−itera2 ∗ passo) Faça
63. Para cada posição x′ de Irlinha e Illinha Faça
64. Construa os núcleos de Green para uma equação de casamento à direita (Eq.
5.7):
65. GreenDir := Kk(x− x′), para x > x′

66. Acumule em Yr(x) o produto da imagem direita em x′ com a representação
da imagem esquerda em x′ filtrado pelo núcleo de Green GreenDir.
67. Construa os núcleos de Green para uma equação de casamento à esquerda:
68. GreenEsq := Kk(x− x′), para x < x′;
69. Acumule em Yl(x) o produto da imagem esquerda em x′ com a representação
da imagem direita em x′ filtrado pelo núcleo de Green GreenEsq;
70. Fim_Para {x′}
71. Construa a estimativa do campo de disparidades em cada posição x (Equação
(5.4))
72. R(x) = |Yl(x)− Yr(x)|2;
73. Pondere o R(x) por uma Gaussiana bidimensional de parâmetros sigmaX e
sigmaY ;
74. Obtenha a medida de casamento com a resposta inversamente proporcional a
R(x);
75. Fim_Para {k}
76. Obtenha a média das respostas locais R(x);
77. Fim_Para {x}
78. Fim_Para {y}
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5.3 Experimentos

Assim como em [11], o casamento estereoscópico se faz linha por linha, assumindo-se

geometria epipolar horizontal. Dado um par de imagens estereoscópicas, os sinais Il(x)

e Ir(x), das Equações (5.9) e (5.10), são pares de linhas correspondentes nas versões

branqueadas daquelas imagens (para o branqueamento, nós usamos o parâmetro κ =

0,05 − ver Equação (4.8)), cujas transformadas de Fourier, por sua vez, fornecerão os

parâmetros σl(ω), ϕl(ω), σr(ω), e ϕr(ω), das funções moduladoras de Gabor. O número de

frequências ω sobre as quais nós devemos somar os integrandos em (5.9) e (5.10), de modo

a implementar as versões discretizadas daquelas equações, está associado ao tamanho das

linhas das imagens de entrada. Nós verificamos que, em geral, são as frequências mais

baixas que definem o mapa de disparidades resultante, e portanto, nos experimentos aqui

reportados, nós empregamos todas as dez menores frequências, preservando apenas um

subconjunto das demais, escolhidas em passos de dez em dez. Variações sobre este esquema

não produziram alteração apreciável sobre os resultados. Os valores do parâmetro b, que

determina o centro da janela Gaussiana sob a qual os sinais são considerados, foram

incrementados em passos de um píxel.

Variando-se o parâmetro k dos núcleos de Green em (5.9) e (5.10), diferentes dis-

paridades (de valor 2/k) são induzidas sobre o par de sinais modulados por Gabor. Em

cada ponto do plano imagem, e para cada valor de disparidade, a medida de casamento é

então obtida como a média, ponderada por uma Gaussiana bidimensional, das respostas

locais R(x). Assim como em [11], em vez de escolher como valor da disparidade local

aquele que minimiza a medida de casamento, nós o tomamos como a soma de todas as

disparidades consideradas, cada uma delas ponderada pelo inverso da resposta R(x) cor-

respondente. Isto nos fornece um mapa de disparidades denso, sem requerer suavização

adicional. Ainda seguindo [11], como forma de lidar com disparidades muito altas, nós

efetuamos um pré-alinhamento de cada par estereoscópico, implementando um casamento

uniforme baseado em toda a extensão das imagens, e não linha por linha (ver Apêndice

E). Os únicos parâmetros livres do nosso algoritmo são, portanto, as faixas de dispari-

dades consideradas (no pré-alinhamento e no próprio casamento), e as dimensões do filtro

Gaussiano utilizado para ponderar as respostas locais.

Experimentos com Imagens Sintéticas

As Figuras 5.3 e 5.4 apresentam os resultados obtidos a partir de estereogramas sintéti-

cos, de dimensão 128 × 128. As imagens de entrada, originais e branqueadas, aparecem
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(a)

(b)

(c)

Figura 5.3: Estereograma de pontos aleatórios denso. Em (a), são mostradas as imagens
originais, em (b), as imagens branqueadas, e, em (c), os mapas de disparidades real e
estimado.

juntamente com os mapas de disparidades real e estimado. A Figura 5.3 refere-se ao

experimento com um estereograma de pontos aleatórios binário, de densidade 50%. A

porção central das imagens, de 96× 96 píxeis, encontra-se em registro, exceto pela região

quadrada em seu interior, de tamanho 64×64, onde a disparidade é positiva, de um píxel.

Já a borda externa apresenta disparidade de −1 píxel. O nosso mapa de disparidades foi

estimado considerando-se nove possíveis valores para o parâmetro k, correspondentes a

disparidades entre −3,2 e 3,2 píxeis. A função de ponderação Gaussiana utilizada tinha

desvio-padrão, em x, de 2 píxeis, e, em y, de 3,4 píxeis.

A Figura 5.4 corresponde a um estereograma com disparidades contínuas. O nosso

mapa de disparidades foi estimado em 11 iterações (11 valores de k), correspondendo a

disparidades entre −3 e 3 píxeis. A função de ponderação da Gaussiana tinha desvio-

padrão de 1 píxel, tanto em x como em y.

A Figura 5.5 mostra o resultado do experimento com o estereograma sintético Saw-

tooth, de dimensão 95×108 píxeis, comumente utilizado para benchmarking de algoritmos
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(a)

(b)

(c)

Figura 5.4: Estereograma de disparidade contínua. Em (a), são mostradas as imagens
originais, em (b), as imagens branqueadas, e, em (c), os mapas de disparidades real e
estimado.

de estereoscopia. O mapa de disparidades foi estimado em 15 iterações, correspondentes a

disparidades entre −5,95 e 5,95 píxeis. A função de ponderação Gaussiana tinha desvio-

padrão de 1,8 píxeis, tanto em x quanto em y. Neste experimento realizou-se um ali-

nhamento inicial considerando-se disparidades entre −1,38 e 1,38 píxeis.

Exceto pelos erros nas bordas de disparidade, as estimativas para os estereogramas

denso e de disparidade contínua estão bem próximas ao real. A reconstrução do Sawtooth

também apresentou um mapa de disparidades qualitativamente correto.

Experimentos com Imagens Reais

Nas Figuras 5.6 a 5.10, nós apresentamos experimentos com estereogramas reais, cujos

mapas de disparidade não são conhecidos a priori. Todos os nossos resultados são qua-

litativamente corretos, e, assim como os dos experimentos com as imagens sintéticas,

são em geral comparáveis − e, em certos casos, superiores − aos fornecidos tanto pela

abordagem de Green tradicional [11] como pela versão modificada introduzida em [62].

Nesta, que representa uma proposta anterior à aqui apresentada, o mesmo algoritmo de
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(a)

(b)

(c)

Figura 5.5: Estereograma Sawtooth. Em (a), são mostradas as imagens originais, em (b),
as imagens branqueadas, e, em (c), os mapas de disparidades real e estimado.
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[11] foi implementado sobre sinais de entrada branqueados.

Na Figura 5.6, nós observamos o resultado para o estereograma Motherboard, de

dimensão 97× 128. O seu mapa de disparidades foi calculado em 7 iterações, abrangendo

as disparidades de −9 a +9 píxeis. A função de ponderação utilizada tinha desvio-padrão

de 2 píxeis, tanto em x como em y.

A Figura 5.7 mostra o resultado para o estereograma Pentagon, de resolução 128×128

píxeis. O seu mapa de disparidades foi calculado em 21 iterações, cobrindo as disparidades

entre −5 e +5 píxeis. A função de ponderação Gaussiana tinha um desvio-padrão de 2,5

píxeis, em x e em y. Para comparação, nós apresentamos também os resultados obtidos

com as duas abordagens de Green anteriores.

A Figura 5.8 apresenta o resultado para o estereograma Tree, de dimensão 117× 128.

O seu mapa de disparidades foi estimado em 21 iterações, correspondendo às disparidades

de −4 a +4 píxeis. A função de ponderação Gaussiana tinha desvio-padrão, em x, de 1,92

píxeis, e em y, de 3,2 píxeis. Aqui também, nós apresentamos os resultados obtidos com

as duas abordagens de Green anteriores.

O resultado para o estereograma Shrub, de 120× 128 píxeis, é apresentado na Figura

5.9. O seu mapa de disparidades foi estimado em 7 iterações do nosso algoritmo, cor-

respondendo a disparidades entre −2,7 e +2,7 píxeis. A função Gaussiana utilizada tinha

desvio-padrão de 2 píxeis, tanto em x como em y. Foi implementado um alinhamento

inicial, considerando valores de disparidade entre −1,38 e 1,38 píxeis. Os resultados

obtidos com as duas abordagens de Green anteriores também são apresentados.

Finalmente, na Figura 5.10, nós mostramos o resultado para o estereograma Meter, de

dimensão 120×128. O mapa de disparidades foi obtido em 11 iterações, correspondendo a

disparidades de −3,5 a 3,5 píxeis. A função de ponderação utilizada tinha desvio-padrão,

em x, de 1,92 píxeis, e em y, de 3,2 píxeis. Foi feito um alinhamento inicial, considerando

valores de disparidades entre −0,9 e 0,9 píxeis. Neste caso, o resultado obtido com a

nova versão da abordagem de Green é claramente superior aos fornecidos pelas versões

anteriores.
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(a)

(b)

(c)

Figura 5.6: Estereograma Motherboard. Em (a), são mostradas as imagens originais, em
(b), as imagens branqueadas, e, em (c), o mapa de disparidades.
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 5.7: Estereograma Pentagon. Em (a), são mostradas as imagens originais, em (b),
as imagens branqueadas, em (c), o nosso mapa de disparidades, e, em (d), o mapa de
disparidades obtido com as abordagens de Green anteriores: à esquerda, aquela de [62];
à direita, aquela de [11].
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 5.8: Estereograma Tree. Em (a), são mostradas as imagens originais, em (b),
as imagens branqueadas, em (c), o nosso mapa de disparidades, e, em (d), o mapa de
disparidades obtido com as abordagens de Green anteriores: à esquerda, aquela de [62];
à direita, aquela de [11].
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 5.9: Estereograma Shrub. Em (a), são mostradas as imagens originais, em (b),
as imagens branqueadas, em (c), o nosso mapa de disparidades, e, em (d), o mapa de
disparidades obtido com as abordagens de Green anteriores: à esquerda, aquela de [62];
à direita, aquela de [11].
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 5.10: Estereograma Meter. Em (a), são mostradas as imagens originais, em (b),
as imagens branqueadas, em (c), o nosso mapa de disparidades e, em (d), o mapa de
disparidades obtido com as abordagens de Green anteriores: à esquerda, aquela de [62];
à direita, aquela de [11].



Capítulo 6

Conclusões e Trabalhos Futuros

A presente Tese versou sobre as funções de Gabor sintonizadas e suas aplicações à análise

e à síntese de sinais. Em resumo, as contribuições apresentadas foram as seguintes:

1. Extensão, para o domínio da frequência, do modelo de representação de sinais

espaciais introduzido em [1] (Capítulo 1).

2. Introdução da transformada de Gabor sintonizada, cujas duas versões − no domínio

espacial e no domínio da frequência − apresentam, em conjunto, as propriedades da

transformada de Wigner, considerada ideal para a análise espaço-frequência (Capítulo 2).

3. Aplicação da primeira forma da transformada sintonizada à análise de sinais não-

estacionários de diferentes naturezas (Capítulo 2), e, em especial, à análise de eletro-

encefalogramas (EEGs) de pacientes com diagnóstico de epilepsia (Capítulo 3).

4. Emprego da extensão bidimensional das funções sintonizadas de Gabor, para a

modelagem dos campos receptivos das células corticais simples (Capítulo 4).

5. Proposta de funções sintonizadas rotacionalmente simétricas, para a modelagem

do processo de branqueamento de imagens pelas células da retina e do núcleo geniculado

lateral (Capítulo 4).

6. Utilização dos resultados de modelagem neuronal, apresentados no Capítulo 4, para

a definição de uma abordagem de inspiração biológica para a estimação de disparidades

estereoscópicas, incorporando características de mecanismos neurofisiológicos corticais e

pré-corticais (Capítulo 5).

Do ponto de vista da análise de sinais, a abordagem de Gabor sintonizada parece en-

contrar um campo de aplicação promissor no auxílio ao diagnóstico da epilepsia, conforme

evidenciado pelos experimentos aqui reportados. Em nosso trabalho futuro, tencionamos
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seguir explorando este campo, em particular visando estender a nossa análise de EEGs

para sinais multicanais. Com este objetivo, ampliaremos a nossa colaboração com a Dra.

Glenda Lacerda, e com o setor de epilepsia do Hospital Universitário Antônio Pedro.

Em uma vertente mais teórica, pretendemos explorar o conceito expandido de re-

presentação sintonizada de Gabor, que se obtém com o emprego da transformada fra-

cionária de Fourier [55, 56]. A transformada fracionária de Fourier de parâmetro α é

definida como

Iα(u) ≡ FRFTα{I(x)}(u) =

√
1− i cotα

2π
ei

cotα
2
u2

∫ ∞
−∞

dxI(x)ei
x2

2
cotα−ixu cscα (6.1)

onde x e u aqui são adimensionais

Verifica-se que, para k inteiro, quando α = 2kπ, Iα(u) = I(u), e quando α = (2k+1)π,

Iα(u) = I(−u). Assim, o sinal original, I(x), pode ser identificado como I0(x). Por outro

lado, para α = π
2
, obtém-se a transformada de Fourier,

Iπ
2
(u) ≡ Ĩ(u)√

2π
=

1√
2π

∫ ∞
−∞

dxI(x)e−ixu (6.2)

A FRFT equivale a uma representação intermediária entre espaço e frequência, cor-

respondendo a uma rotação de ângulo α no domínio espaço-frequência. A aplicação

de duas transformadas fracionárias de Fourier sucessivas, com ângulos α e β, equivale à

aplicação de uma única transformada com ângulo α + β, e a inversa de uma FRFT com

ângulo α é a FRFT com ângulo −α.

Em [57], demonstrou-se que é possível generalizar a abordagem sintonizada de Gabor,

definindo funções de representação cujos parâmetros são obtidos a partir da FRFT do

sinal de entrada. As duas funções de representação sintonizada consideradas aqui − no

domínio espacial e no domínio da frequência − resultam então como casos particulares

desta abordagem mais geral.

Toda a análise teórica e experimental da representação sintonizada estendida per-

manece aberta à exploração, assim como a possibilidade de uma extensão ainda mais

ampla do mesmo modelo, com base na transformada canônica linear [58], que tem a

transformada fracionária de Fourier como caso particular.

No que se refere a aplicações de síntese de sinais, continuaremos explorando as pos-

sibilidades de emprego da abordagem sintonizada na modelagem neural. Em particular,

pretendemos consolidar o nosso modelo para os campos receptivos dependentes do estí-
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mulo, tentando obter resultados quantitativos mais concludentes (quanto às dimensões e

ao comportamento das larguras de banda em orientação e frequência, por exemplo), que

permitam comprovar a adequação das nossas funções de representação.

No que diz respeito à aplicação à estereoscopia, continuaremos perseguindo o de-

senvolvimento de uma abordagem neurofisiologicamente plausível para a estimação de

disparidades. A abordagem biologicamente inspirada apresentada no Capítulo 5, embora

constitua uma pioneira e bem-sucedida proposta de estimação de disparidades fundada

na emulação dos estágios cortical e pré-cortical do caminho visual, pode ser aperfeiçoada

em vários aspectos. Em primeiro lugar, em seu formato atual, o nosso algoritmo cons-

titui uma abordagem do tipo Linear/Não-linear [59], com a saída do estágio linear do

pré-alinhamento alimentando a etapa não-linear do casamento propriamente dito. Uma

proposta mais elegante seria a de substituir a etapa de pré-alinhamento por termos lin-

eares adicionais de Volterra, no cálculo das respostas Yr(x) e Yl(x) − Equações (5.5) e

(5.6) −, do tipo ∫
Dr

1(x− x′)Ir(x′)dx′ +
∫
Dl

1(x− x′)Il(x′)dx′ (6.3)

onde se poderia assumir, como primeira aproximação, que os núcleos Dr
1 e Dl

1 seriam as

próprias funções de Green, Kk e K(−)
k . De forma semelhante, termos de auto-interação

não-linear das imagens de entrada poderiam ser incluídos, sob a forma∫
Drr

2 (x− x′)Ir(x′)Ir(x′)dx′ +
∫
Dll

2 (x− x′)Il(x′)Il(x′)dx′ (6.4)

onde, como antes, um dos sinais, em cada integrando, seria substituído por sua represen-

tação sintonizada, Ĩr ou Ĩl. Também numa primeira aproximação, poderíamos identificar

Drr
2 e Dll

2 a Kk e K(−)
k , respectivamente. Uma outra possibilidade seria empregar, para

todas as interações de segunda ordem, as funções de Green associadas ao campo de dis-

paridades linear (ver Apêndice E), reservando as do casamento uniforme para os núcleos

de Volterra lineares (Equação 6.3).

Finalmente, devemos observar que a nossa interpretação da função de Green como

emulando a segregação dos sinais no quiasma óptico requer a suposição de que os olhos

foquem consecutivamente em cada coordenada x do espaço, para a estimação da dispari-

dade naquele ponto.1 Um modelo mais realístico, talvez, consideraria a estimação da

disparidade em todos as coordenadas x, assumindo os olhos focados num ponto fixo x0,

que depois se faria varrer todo o plano-imagem. Neste caso, a Equação (5.5), por exemplo,
1A consideração das Equações (5.5) a (5.7), e da Figura 5.2, deve conduzir facilmente a esta conclusão.
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seria substituída pela forma

Yr(x) =

∫ [∫
Kk(x− x′)u(x0 − x′)Ĩl(x′)Ir(x′)dx′

]
dx0 (6.5)

onde u(x) denota a função degrau unitário.
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APÊNDICE A

Neste apêndice, demonstraremos algumas das identidades apresentadas no Capítulo 1,

para as duas abordagens de representação de sinais.

Primeira abordagem de representação

A identidade na Equação (1.3) pode ser verificada, mudando-se a variável de inte-

gração para ω′ e tomando a transformada de Fourier em ambos os lados da equação, para

obter

Ĩ(ω) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞
F
{
eiω
′x ∗ ei[ω′x+ϕĨ(ω′)]e

−x2

2σ2(ω′)

}
dω′ (A.1)

e, usando a propriedade da transformada da convolução,

Ĩ(ω) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞
F
{
eiω
′x
}
×F

{
ei[ω

′x+ϕĨ(ω′)]e
−x2

2σ2(ω′)

}
dω′ (A.2)

Ambas as transformadas no integrando são conhecidas, resultando em

Ĩ(ω) =

∫ ∞
−∞

δ(ω − ω′)σ(ω′)eiϕĨ(ω′)e−
σ2(ω′)

2
(ω−ω′)2

dω′ (A.3)

onde δ é a função delta de Dirac (sinal impulso unitário). Finalmente, usando a pro-

priedade de filtragem da delta, obtemos Ĩ(ω) = σ(ω)eiϕĨ(ω), o que está consistente com as

nossas definições para σ(ω) e ϕĨ(ω).

Explicitando a operação de convolução na Equação (1.3), esta pode ser reescrita como

I(x) =

∫ ∞
−∞

eiωxdω

∫ ∞
−∞

1

(2π)3/2
e−iωξei[ωξ+ϕĨ(ω)]e

− ξ2

2σ2(ω)dξ (A.4)

onde a segunda integral é identificada como o produto interno entre a função de base

exponencial complexa e a função analisadora de Gabor, demonstrando assim a Equação

(1.6).
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A fim de validarmos a Equação (1.10), nós a reescrevemos na forma:

I(x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

eiωxeϕĨ(ω)dω

∫ ∞
−∞

e
− (x−ξ)2

2σ(ω)2 dξ (A.5)

e como a segunda integral resulta em
√

(2π)|Ĩ(ω)|, ao calcularmos a transformada inversa

de Fourier de Ĩ(ω), obtemos o próprio sinal I(x).

Segunda abordagem de representação

Para demonstrar a identidade na Equação (1.15), mudamos a variável de integração

para x′ e tomamos a transformada inversa de Fourier em ambos os lados da equação,

obtendo

I(x) =
1

(2π)2

∫ ∞
−∞
F−1

{
e−iωx

′ ∗ e−i[ωx′−ϕI(x′)]e
−ω2

2Σ2(x′)

}
dx′ (A.6)

Novamente usando a propriedade da transformada da convolução, resulta

I(x) =
1

(2π)2

∫ ∞
−∞
F−1

{
e−iωx

′
}
×F−1

{
e−i[ωx

′−ϕI(x′)]e
−ω2

2Σ2(x′)

}
dx′ (A.7)

e, como ambas as transformadas são conhecidas,

I(x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

δ(x− x′)Σ(x′)eiϕI(x′)e−
Σ2(x′)

2
(x−x′)2

dx′ (A.8)

Finalmente, pela propriedade de filtragem da delta, obtemos I(x) = 1
(2π)3/2 Σ(x)eiϕI(x),

o que é consistente com as nossas definições para Σ(x) e ϕI(x).

Explicitando-se a operação de convolução, a Equação 1.15 pode ser reescrita como:

Ĩ(ω) =

∫ ∞
−∞

e−iωxdx

∫ ∞
−∞

1

(2π)2
eiΩxe−i[Ωx−ϕI(x)]e

− Ω2

2Σ2(x)dΩ (A.9)

onde a segunda integral é identificada como o produto interno entre a função de base

exponencial complexa e a função analisadora de Gabor, dessa maneira demonstrando a

Equação (1.19).
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APÊNDICE B

Neste apêndice demonstraremos as identidades apresentadas no Capítulo 2, para a primeira

forma da Transformada de Gabor sintonizada, T (ω, x).

Primeiramente, demonstraremos a Equação (2.10), obtida observando-se inicialmente

que a T (ω, x) pode ser reescrita da forma:

T (ω, x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

I(ξ)g∗(ξ)dξ (B.1)

para g(ξ) = ei[ωξ+ϕĨ(ω)]e
− (ξ−x)2

2σ2(ω) . E, de acordo com o teorema de Parseval [60],

T (ω, x) =
1

(2π)5/2

∫ ∞
−∞

Ĩ(Ω)G∗(Ω)dΩ (B.2)

onde G(Ω) ≡ F{g(ξ)} pode ser alcançado, conforme observado nos resultados anteriores,

como
√

2πσ(ω)eiϕĨ(ω)e−i(Ω−ω)xe−
σ2(ω)

2
(Ω−ω)2

(B.3)

Logo, obtemos

|T (ω, x)| = 1

(2π)2
|
∫ ∞
−∞

Ĩ(Ω)σ(ω)e−
σ2(ω)

2
(Ω−ω)2

ei(Ω−ω)xdΩ| (B.4)

e, verificando-se que σ(ω) = |Ĩ(ω)| e alterando-se a variável Ω → Ω + ω, obtemos a

Equação (2.10).

A seguir, apresentaremos as demonstrações das propriedades da transformada sin-

tonizada.

1. Transformada da delta de Dirac

Como a transformada de Fourier do sinal I(x) = δ(x− x0) é Ĩ(ω) = e−iωx0 , obtemos

σ(ω) = 1 e ϕĨ(ω) = −ωx0. A Equação (2.3) pode ser reescrita como

T (ω, x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

ei[ω(ξ−x0)]e
−(ξ−x)2

2 δ(ξ − x0)dξ =
1

(2π)3/2
e−

1
2

(x−x0)2

(B.5)
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usando-se a propriedade de filtragem da delta de Dirac.

2. Transformada do trem de impulsos

A Equação (2.3) pode ser reescrita na forma

T (ω, x) =
1

(2π)3/2

∑
k

∫ ∞
−∞

e−iωξe
− (ξ−x)2

2σ2(ω) δ(ξ − xk)dξ (B.6)

e, novamente usando a propriedada de filtragem da delta,

T (ω, x) =
1

(2π)3/2

∑
k

e−iωxke
− (x−xk)2

2σ2(ω) (B.7)

I(x) pode ser aproximado como um sinal periódico, e assim,

σ2(ω) ≡ |Ĩ(ω)|2 =

(
2π

L

)2

|
∑
l

δ(ω − ωl)|2 (B.8)

onde ωl = lω0 = 2πl/L.

A partir da equação acima, nós verificamos que σ2(ω) = 0, sempre que ω não for

um múltiplo inteiro de ω0. Neste caso, todas a Gaussianas na Equação (B.7), e também

T (ω, x), se anularão, exceto se x = xm, para qualquer inteiro m, quando obtemos:

T (ω, xm) =
1

(2π)3/2
e−iωxm , ω 6= ωn (B.9)

Por outro lado, sempre que ω for um múltiplo inteiro de ω0, σ2(ω)→∞. Neste caso,

as Gaussianas na Equação (B.7) irão todas tender a um, e iremos obter

T (ωn, x) =
1

(2π)3/2

∑
k

e−iωnxk =
1

(2π)3/2

∑
k

1, ∀x (B.10)

assim finalizando a prova da Equação (2.14).

3. Transformada da exponencial complexa

A transformada de Fourier de I(x) = eiω0x é Ĩ(ω) ≡ σ(ω) = 2πδ(ω − ω0), com

ϕĨ(ω) = 0. A Equação (2.3) então se torna:

T (ω, x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

e−i[(ω−ω0)ξ]e
− (ξ−x)2

2σ2(ω) dξ =
1

(2π)3/2
F
[
e
− (ξ−x)2

2σ2(ω)

]
(ω − ω0) (B.11)

e, ao computar a transformada de Fourier indicada, obtemos

T (ω, x) =
1

(2π)3/2

√
2πσ(ω)e−

σ2(ω)
2

(ω−ω0)2

e−i(ω−ω0)x = δ(ω − ω0) (B.12)
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4. Densidade de Energia, Correlação Espacial, Momentos da Frequência

Substituindo T (ω, x) no lado direito da Equação (2.4), obtemos

1√
(2π)

∫ ∞
−∞

e−i[ωξ+ϕĨ(ω)]I(ξ)dξ

∫ ∞
−∞

e
−(ξ−x)2

2σ2(ω) dx (B.13)

onde a segunda integral resulta em
√

2π|Ĩ(ω)|. A fórmula acima pode então ser reescrita

como:

|Ĩ(ω)|e−iϕĨ(ω)

∫ ∞
−∞

e−iωξI(ξ)dξ (B.14)

e, identificando-se a integral que restou como a transformada de Fourier de I(ξ), a equação

fica demonstrada. As Equações (2.5), (2.7) e (2.20) são imediatamente verificadas.

5. Translação Espacial

A transformada de Fourier de I2(x) ≡ I(x− x0) é Ĩ2(ω) = e−iωx0 Ĩ(ω). Logo, σ2(ω) =

σ(ω) e ϕĨ2(ω) = ϕĨ(ω)− ωx0.

A Equação (2.3) pode ser então reescrita como

TI2(ω, x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

e−i[ω(ξ−x0)+ϕĨ(ω)]e
− (ξ−x)2

2σ2(ω) I(ξ − x0)dξ (B.15)

e, fazendo-se a mudança de variável ξ′ = ξ − x0,

TI2(ω, x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

e−i[ωξ
′+ϕĨ(ω)]e

− (ξ′+x−x0)2

2σ2(ω) I(ξ′)dξ′ = T (ω, x− x0) (B.16)

6. Translação na Frequência

A transformada de Fourier de I2(x) ≡ eiω0xI(x) é Ĩ2(ω) = Ĩ(ω − ω0). Logo, σ2(ω) =

σ(ω − ω0) e ϕĨ2(ω) = ϕĨ(ω − ω0). A Equação (2.3) então se torna:

TI2(ω, x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

e−i[(ω−ω0)ξ+ϕĨ(ω−ω0)]e
− (ξ−x)2

2σ2(ω−ω0) I(ξ)dξ = T (ω − ω0, x) (B.17)

7. Primeiro momento condicional do espaço

Usando a definição de T (ω, x) na Equação (2.23), obtemos:

< x >ω=
1

(2π)3/2|Ĩ(ω)|2

∫ ∞
−∞

e−i[ωξ+ϕĨ(ω)]I(ξ)dξ

∫ ∞
−∞

xe
−(ξ−x)2

2σ2(ω) dx (B.18)

de onde obtemos

< x >ω=
1

2πĨ(ω)

∫ ∞
−∞

ξe−iωξI(ξ)dξ (B.19)
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com o uso da identidade∫ ∞
−∞

xe
−(ξ−x)2

2σ2(ω) dx = ξ

∫ ∞
−∞

e
−(ξ−x)2

2σ2(ω) dx = ξ
√

2π|Ĩ(ω)| (B.20)

Identificando a integral no lado direito da Equação (B.19) como∫ ∞
−∞

ξe−iωξI(ξ)dξ = i
d

dω

∫ ∞
−∞

e−iωξI(ξ)dξ = i
d

dω
Ĩ(ω) (B.21)

finalmente obtemos

< x >ω=
i

2π

d

dω
log Ĩ(ω) (B.22)

e a Equação (2.24) fica demonstrada.

8. Momento cruzado do espaço e da frequência

Usando a definição de T (ω, x) na Equação (2.26), obtemos:

< xω >=
1

2π

∫ ∞
−∞

ξI(ξ)dξ

∫ ∞
−∞

ωe−iωξ Ĩ∗(ω)dω (B.23)

onde a Equação (B.20) foi utilizada. A segunda integral é semelhante à da Equação

(B.21), e pode ser facilmente identificada como

i
d

dξ

{∫ ∞
−∞

eiωξ Ĩ(ω)dω

}∗
= i2π

d

dξ
I∗(ξ) (B.24)

Portanto,

< xω >= i

∫ ∞
−∞

ξI(ξ)

[
e−iϕI(ξ) d

dξ
|I(ξ)| − iϕ′I(x)I∗(ξ)

]
dξ (B.25)

e, através de uma manipulação direta, demonstramos a Equação (2.27).

9. Inversa

A transformada de T (ω0, x), em uma frequência ω, é obtida como

F [T (ω0, x)] (ω) =
1

(2π)3/2

∫ ∞
−∞

e−i[ω0ξ+ϕĨ(ω0)]I(ξ)F
[
e
−(ξ−x)2

2σ2(ω0)

]
(ω)dξ (B.26)

e, usando

F
[
e
−(ξ−x)2

2σ2(ω0)

]
(ω) =

√
2π|Ĩ(ω0)|e−iωξe−

|Ĩ(ω0)2|
2

ω2

(B.27)

obtemos

F [T (ω0, x)] (ω) =
1

2π
Ĩ∗(ω0)e

−|Ĩ(ω0)2|
2

ω2

∫ ∞
−∞

e−i(ω+ω0)ξI(ξ)dξ (B.28)

onde a integral é identificada como Ĩ(ω + ω0).
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Considerando a equação acima na frequência ω′ = ω − ω0, obtemos

Ĩ(ω) = 2π
F [T (ω0, x)](ω − ω0)

Ĩ∗(ω0)e−
|Ĩ(ω0)|2

2
(ω−ω0)2

(B.29)

que é a mesma relação da Equação (2.16).
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APÊNDICE C

Neste apêndice demonstraremos as identidades apresentadas no Capítulo 2, para a se-

gunda forma da Transformada de Gabor sintonizada, T (2)(ω, x).

1. Transformada da delta de Dirac

Como a transformada de Fourier do sinal I(x) = δ(x− x0) é Ĩ(ω) = e−iωx0 , podemos

reescrever a Equação (2.34) como:

T (2)(ω, x) =
1

(2π)2
e−iϕI(x)

∫ ∞
−∞

eiΩ(x−x0)e
−(Ω−ω)2

2Σ2(x) dΩ (C.1)

Considerando que Σ(x) = δ(x− x0)(2π)3/2 e I∗(x) = |I(x)|e−iϕI(x), e usando a pro-

priedade de amostragem da delta, podemos verificar que:

T (2)(ω, x) =
1

(2π)2
e−iϕI(x)

√
2πΣ(x)e−i(x−x0)ωe

−Σ2(x)(x−x0)2

2 = δ(x− x0) (C.2)

2. Transformada do trem de impulsos

A Equação (2.34) pode ser reescrita na forma:

T (2)(ω, x) =
1

(2π)2

∑
k

∫ ∞
−∞

eiΩxe
− (Ω−ω)2

2Σ2(x)
2π

L
δ(Ω− ωk)dΩ (C.3)

e, usando a propriedade de filtragem da delta,

T (2)(ω, x) =
1

(2π)L

∑
k

eiωkxe
− (ω−ωk)2

2Σ2(x) (C.4)

I(x) pode ser aproximado como um sinal periódico, e então

Σ2(x) = |I(x)|2(2π)3 = |
∑
l

δ(x− xl)|2(2π)3 (C.5)

A partir da equação acima, verificamos que Σ2(x) = 0, sempre que x for diferente de

xm, para qualquer inteiro m. Se, além dessa condição, ω não for um inteiro múltiplo de
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ω0, todas as Gaussianas na Equação (C.4), e também T 2(ω, x), se anularão, exceto se ω

for um inteiro múltiplo de ω0, quando obtemos

T 2(ωn, x) =
1

(2π)L
eiωnx, ω = ωn, x 6= xm (C.6)

Por outro lado, sempre que x = xm, para qualquer inteiro m, Σ2(x) → ∞. Neste

caso, as Gaussianas na Equação (C.4) irão todas tender a um, e iremos obter:

T 2(ω, xm) =
1

(2π)L

∑
k

eiωxk =
1

(2π)L

∑
k

1, ∀ω (C.7)

assim finalizando a prova da Equação (2.40).

3. Transformada da exponencial complexa

Como a transformada de Fourier de I(x) = eiω0x é Ĩ(ω) = 2πδ(ω−ω0), e ϕI(x) = ω0x,

a Equação (2.34) pode ser reescrita como:

T (2)(ω, x) =
1

(2π)

∫ ∞
−∞

ei[x(Ω−ω0)]e
−(Ω−ω)2

2Σ2(x) δ(Ω− ω0)dΩ (C.8)

e, usando a propriedade de filtragem da delta, considerando também que |I(x)| = 1,

obtemos

T (2)(ω, x) =
1

(2π)
e−

(ω−ω0)2

16π3 (C.9)

4. Densidade de Energia, Correlação Espacial, Momentos da Frequência

Substituindo T (2)(ω, x) no lado direito da Equação (2.42), obtemos:

1

(2π)3

∫ ∞
−∞

e
−(Ω−ω)2

2Σ2(x) dω

∫ ∞
−∞

ei[Ωx−ϕI(x)]Ĩ(Ω)dΩ (C.10)

onde a segunda integral resulta em 2π|I(x)|. A fórmula acima pode então ser reescrita

como:
1

(2π)2
|I(x)|

∫ ∞
−∞

e
−(Ω−ω)2

2Σ2(x) dω (C.11)

e, identificando-se a integral que restou como
√

2πΣ(x), a equação fica demonstrada. As

Equações (2.43), (2.45) e (2.46) são imediatamente verificadas.

5. Translação Espacial

A transformada de Fourier de I2(x) ≡ I(x−x0) é Ĩ2(ω) = e−iωx0 Ĩ(ω). Como ΣI2(x) =
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Σ(x− x0) e ϕI2(x) = ϕI(x− x0), a Equação (2.34) pode ser então reescrita como

T
(2)
I2

(ω, x) =
1

(2π)2

∫ ∞
−∞

ei[Ω(x−x0)−ϕI(x−x0)]e
− (Ω−ω)2

2Σ2(x−x0) Ĩ(Ω)dΩ = T (2)(ω, x− x0) (C.12)

6. Translação na Frequência

A transformada de Fourier de I2(x) ≡ eiω0xI(x) é Ĩ2(ω) = Ĩ(ω − ω0). Como ΣI2(x) =

Σ(x) e ϕI2(x) = ϕI(x) + ω0x, a Equação (2.34) pode ser reescrita como:

T
(2)
I2

(ω, x) =
1

(2π)2

∫ ∞
−∞

ei[(Ω−ω0)x−ϕI(x)]e
−(Ω−ω)2

2Σ2(x) Ĩ(Ω− ω0)dΩ (C.13)

e, fazendo-se a mudança de variável Ω′ = Ω− ω0

T
(2)
I2

(ω, x) =
1

(2π)2

∫ ∞
−∞

ei[Ω
′x−ϕI(x)]e

−(Ω′+ω−ω0)2

2Σ2(x) Ĩ(Ω′)dΩ′ = T (2)(ω − ω0, x) (C.14)

7. Primeiro momento condicional da frequência

Empregando a definição de T (2)(ω, x) na Equação (2.49), obtemos:

< ω >x=
1

(2π)2|I(x)|2

∫ ∞
−∞

ei[Ωx−ϕI(x)]Ĩ(Ω)dΩ

∫ ∞
−∞

ωe
−(ω−Ω)2

2Σ2(x) dω (C.15)

e, usando a identidade∫ ∞
−∞

ωe
− (ω−Ω)2

2Σ2(x) dω = Ω

∫ ∞
−∞

e
− (ω−Ω)2

2Σ2(x) dω = Ω
√

2πΣ(x) = (2π)2Ω|I(x)| (C.16)

obtemos

< ω >x =
1

|I(x)|2

∫ ∞
−∞

eiΩxĨ(Ω)Ω|I(x)|e−iϕI(x)dΩ =
I∗(x)

|I(x)|2

∫ ∞
−∞

eiΩxΩĨ(Ω)dΩ (C.17)

Identificando a integral no lado direito da equação acima como∫ ∞
−∞

eiΩxΩĨ(Ω)dΩ = −i d
dx

∫ ∞
−∞

eiΩxĨ(Ω)dΩ = −i2π d

dx
I(x) (C.18)

finalmente obtemos

< ω >x =
−i(2π)

I(x)

d

dx
I(x) = −(2π)i

d

dx
logI(x) = −(2π)i

d

dx
{log|I(x)|+ iϕ(x)} (C.19)

e a Equação (2.50) fica demonstrada.

8. Momento cruzado do espaço e da frequência

Aplicando a definição de T (2)(ω, x) na Equação (2.52), e utilizando a Equação (C.16),
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obtemos:

< xω > =

∫ ∞
−∞

ΩĨ(Ω)dΩ

∫ ∞
−∞

xI∗(x)eiΩxdx (C.20)

A segunda integral é semelhante à da Equação (C.18), e pode ser facilmente identifi-

cada como: {
i
d

dΩ

∫ ∞
−∞

e−iΩxI(x)

}∗
dx =

{
i
d

dΩ
Ĩ(Ω)

}∗
(C.21)

Logo,

< xω > = −i
∫ ∞
−∞

ΩĨ(Ω)

[
e−iϕI(Ω)

(
d

dΩ
|Ĩ(Ω)|

)
− iϕ′I(Ω)Ĩ∗(Ω)

]
dΩ (C.22)

e, através de uma manipulação direta, demonstramos a Equação (2.53).

9. Inversa

A transformada de Fourier inversa de T (2)(ω, x0), em uma posição x, é obtida como

F−1[e−i[ωx0−ϕI(x0)]T (2)(ω, x0)](x) =
1

(2π)3

∫ ∞
−∞

eiΩx0 Ĩ(Ω)dΩ

∫ ∞
−∞

eiωxe−iωx0e
−(ω−Ω)2

2Σ2(x0) dω

(C.23)

Resolvendo a segunda integral, obtemos

F−1[e−i[ωx0−ϕI(x0)]T (2)(ω, x0)](x) =
1

(2π)3

∫ ∞
−∞

Ĩ(Ω)eiΩx|I(x0|(2π)2e−4π3|I(x0)|2(x−x0)2

dΩ

(C.24)

e, finalmente,

F−1[e−i[ωx0−ϕI(x0)]T (2)(ω, x0)](x) = I(x)|I(x0)|e−4π3|I(x0)|2(x−x0)2

(C.25)

que é a mesma relação da Equação (2.35).
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APÊNDICE D

Neste apêndice demonstraremos a Equação (4.7) do Capítulo 4, Seção 4.3: Modelagem

das Células Centro-Periferia por Funções Sintonizadas.

Tomando a transformada de Fourier de ambos os lados da Equação (4.4) (com as

variáveis de integração devidamente mudadas para ω′x e ω′y), fazendo uso da Equação

(4.5) e aplicando a propriedade de filtragem da delta, obtemos

B̃(ωx, ωy)Ĩ(ωx, ωy) = 2π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

δ(ω′x − ωx, ω′y − ωy)ψ̃(ρ;ω′x, ω
′
y)dω

′
xdω

′
y =

2πψ̃(ρ;ωx, ωy) (D.1)

onde ρ =
√
ω2
x + ω2

y, e com B̃ e ψ̃ denotando, respectivamente, as transformadas de

Fourier do filtro de branqueamento e da função de representação. Esta última pode ser

obtida, a partir da Equação (4.6), como

ψ̃(ρ;ωx, ωy) = −2eiϕĨ(ωx,ωy)

{
1

ρ
− 1− cyl(ρ/2πσ)√

ρ2 − π2σ2
− cyl(ρ/2πσ)√

π2σ2 − ρ2

}
(D.2)

onde cyl(ρ/2πσ) = 1, caso 0 ≤ ρ ≤ πσ, e zero, caso contrário.

Usando o resultado acima na Equação (D.1), podemos resolvê-la para σ(ωx, ωy), ob-

tendo duas soluções distintas: uma se assumimos σ < ρ/π, e a outra para σ ≥ ρ/π.

Como já mencionado no Capítulo 3, a dimensão radial da periferia do campo receptivo

modelado por ψ(r;ωx, ωy) é dada por 3/2σ. Considerando que as células da retina e do

núcleo geniculado lateral apresentam, experimentalmente, periferias largas, escolhemos a

solução para σ < ρ/π (verificamos que o uso da outra solução não acarreta alterações

significativas em nossos resultados). Neste caso, as Equações (D.1) e (D.2) conduzem a

B̃(ωx, ωy)|Ĩ(ωx, ωy)| = −4π

[
1/ρ− 1

ρ2 − π2σ2

]
(D.3)

onde identificamos Ĩ(ωx, ωy) = |Ĩ(ωx, ωy)|eiϕĨ(ωx,ωy). A equação acima pode ser resolvida

para σ, resultando na Equação (4.7).
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É importante salientar que o modelo mais utilizado para a descrição dos campos

receptivos centro-periferia − a diferença de Gaussianas [61] − não foi utilizado neste

trabalho, já que esse modelo requer dois parâmetros (a largura das duas Gaussianas) para

a definição das funções de codificação, enquanto que a nossa abordagem provê uma única

equação para esse fim.
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APÊNDICE E

Aqui sumariamos o processo de estimação de disparidades via funções de Green de

equações de casamento, conforme introduzido em [11].

Em estereoscopia, assumindo-se que a geometria epipolar é conhecida, uma equação

de casamento assume a forma unidimensional

Il(x+ U(x), y) = Ir(x, y) (E.1)

onde U(x) denota o campo de disparidades, e onde Il e Ir representam as imagens de

entrada esquerda e direita. Tipicamente, uma equação como a (E.1), é empregada para

a estimação de U(x), dado o par estereoscópico, mas em [11] ela foi tomada como uma

restrição sobre as imagens a serem casadas, de forma que, dada Ir, o seu par perfeito de

casamento deve ser encontrado, assumindo-se formas simples para o campo de dispari-

dades.

Por exemplo, assumindo-se disparidades uniformes, U(x) = u, onde u é uma cons-

tante, podemos tomar a expansão de Taylor em segunda ordem da Equação (E.1), para

obter
u2

2
I ′′l (x) + uI ′l(x) + Il(x) = Ir(x) (E.2)

onde as plicas denotam diferenciação com relação a x (por simplicidade, passamos a

omitir as dependências em y). A Equação (E.2) pode então ser resolvida pela abordagem

da função de Green [62], fornecendo

Il(x) ≈ Ir(x− u) =

∫ ∞
−∞

Gk(x, x0)Ir(x0)dx0 (E.3)

onde

Gk(x, x0) ≡ Gk(x− x0) =

2k sin [k(x− x0)]e−k(x−x0), se x > x0

0, se x < x0

(E.4)

com k = 1/u, é a função de Green da Eq. (E.2), que corresponde à solução daquela
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equação quando o seu lado direito é a função impulso, δ(x − x0) (estamos assumindo o

domínio ilimitado x ∈ [−∞,∞]).

Pela Equação (E.3) verificamos que, até segunda ordem em u, a convolução da imagem

direita, Ir(x), com a função de Green Gk(x) provoca um deslocamento naquela imagem,

para a direita, de magnitude u. Similarmente, a convolução com Gk(−x) (mantendo u

como um parâmetro positivo) provocaria um deslocamento similar para a esquerda. De

forma mais genérica, podemos considerar um núcleo de Green complexo, introduzindo o

par de quadratura de Gk(x− x0), dado por

Hk(x− x0) =

2k cos [k(x− x0)]e−k(x−x0), se x > x0

0, se x < x0

(E.5)

que fornece uma solução homogênea para a Equação (E.2) − isto é, uma solução daquela

equação quando o seu lado direito é identicamente zero.

Assim, sendo

Kk(x− x0) = Gk(x− x0) + iHk(x− x0) (E.6)

o núcleo de Green complexo, obtemos, como a versão de Ir(x) deslocada para a direita,

Ir(x− u) =

∫ ∞
−∞

Kk(x− x0)Ir(x0)dx0 (E.7)

uma expressão que é correta até segunda ordem em u.

A abordagem de estimação de disparidades de [11] se baseia num núcleo de Green

similar ao da Equação (E.6), mas para uma equação diferencial que aproxima uma res-

trição de casamento linear, ou seja, uma para a qual o campo de disparidades assume a

forma U(x) = u+ vx, onde u e v são constantes. Mais especificamente, um deslocamento

para a direita é neste caso obtido com o núcleo complexo

K(x, x0) =

2ke[ik(x−x0)]e
−
[

(x+a)2−(x0+a)2

2σ2

]
, se x > x0

0, se x < x0

(E.8)

onde σ e a são constantes positivas, e k = a/σ2. O núcleo K(x, x0) é a função de Green

complexa da equação

1

2

(
σ2

a

)2

I ′′l (x) +

(
σ2

a
+
σ2

a2
x

)
I ′l(x) +

(
1 +

x2 + 2ax+ σ2

2a2

)
Il(x) = Ir(x) (E.9)

cuja solução homogênea é a função de Gabor eikxe−
(x+a)2

2σ2 .
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Quando |x| e σ são ambos muito menores que a, a Equação (E.9) pode ser aproximada

como
1

2

(
σ2

a

)2

I ′′l (x) +

(
σ2

a
+
σ2

a2
x

)
I ′l(x) + Il(x) = Ir(x) (E.10)

que, até primeira ordem em σ2/a, corresponde a uma equação de casamento para um

campo de deslocamentos linear

U(x) =
σ2

a
+
σ2

a2
x (E.11)

Similarmente ao caso uniforme, um deslocamento para a esquerda seria efetuado, neste

modelo linear de disparidades, pelo núcleo K(−)(x, x0) = K(−x,−x0).

Para a estimação das disparidades, inicialmente as imagens de entrada, Il and Ir, são

multiplicadas por funções de Gabor, e o resultado é então submetido à filtragem, respec-

tivamente, pelos núcleos K(x, x0) e K(−)(x, x0). Estes têm o efeito de produzir desloca-

mentos espaciais e mudanças de fase nas entradas moduladas por Gabor (ver abaixo).

O deslocamento espacial ótimo, em cada posição, pode assim ser obtido avaliando-se a

correspondência dos sinais gerados por funções de Green com diferentes parâmetros. Isto

fornecerá uma estimativa do mapa de disparidades codificado pelo par estereoscópico.

A relação da abordagem de Green com os modelos neurofisiológicos de estereoscopia

advém da seguinte propriedade dos núcleos de Green: ao filtrar um sinal modulado por

Gabor, eles produzem saídas similarmente moduladas, mas com versões espacialmente

deslocadas do sinal. Por exemplo, vamos considerar o resultado da filtragem do sinal

complexo

I1(x) = eiκxe−
x2

2σ2 Ir(x) (E.12)

pelo núcleo K(x, x0). Mostra-se que este é [11]

I2(x) = ei(κx+ψ)e−
x2

2σ2 Ir(x− u) (E.13)

onde Ir(x− u) é dado pela Equação (E.7), com u = σ2/a, e onde ψ = κu. Assim, filtrar

o sinal I1(x) pelo núcleo K(x, x0) essencialmente preserva o fator modulador de Gabor

(introduzindo uma fase), mas desloca espacialmente a imagem modulada.

Assumindo que, localmente − isto é, sob a janela Gaussiana da função de Gabor −,
a disparidade entre as imagens direita e esquerda seja bem aproximada por u, de modo

que Il(x) ≈ Ir(x− u), poderíamos reescrever a Equação (E.13) como

I2(x) = ei(κx+ψ)e−
x2

2σ2 Il(x) (E.14)
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Juntamente com a Equação (E.12), isto significaria que I1(x) e I2(x) correspondem, res-

pectivamente, a imagens estereoscópicas direita e esquerda, vistas sob os campos recep-

tivos de um par em quadratura de células corticais simples, de acordo com o chamado

modelo de deslocamento de fase para as respostas estereoscópicas [63].

Assim, operando sobre o equivalente à entrada cortical do olho direito (viz., sobre a

imagem retinal do olho direito como vista sob o campo receptivo de uma célula simples

associada àquele olho), o núcleo de Green K(x, x0) produz o equivalente à entrada cortical

do olho esquerdo (viz., a imagem retinal do olho esquerdo como vista sob o campo receptivo

de uma célula simples associada àquele olho).

Se trocamos direito por esquerdo e vice-versa, no desenvolvimento acima, ele se torna

igualmente válido para o núcleo de Green K(−)(x, x0). Especificamente, sendo

I
(−)
1 (x) = eiκxe−

x2

2σ2 Il(x) (E.15)

a imagem modulada por Gabor a ser filtrada por K(−)(x, x0), obtemos

I
(−)
2 (x) = ei(κx−ψ)e−

x2

2σ2 Il(x+ u) (E.16)

onde, novamente, u = σ2/a. Do mesmo modo, a Equação (E.16) pode também ser re-

escrita, similarmente à (E.14), como

I
(−)
2 (x) = ei(κx−ψ)e−

x2

2σ2 Ir(x) (E.17)

Assim, operando sobre o equivalente à entrada cortical do olho esquerdo (viz., sobre a

imagem retinal do olho esquerdo como vista sob o campo receptivo de uma célula simples

associada àquele olho), o núcleo de Green K(−)(x, x0) produz o equivalente à entrada

cortical do olho direito (viz., a imagem retinal do olho direito como vista sob o campo

receptivo de uma célula simples associada àquele olho).

Portanto, se agora computamos a correspondência local entre os sinais I2(x) e I(−)
2 (x)

− por exemplo, através da medida

|I2(x)− I(−)
2 (x)|2 (E.18)

− estaremos efetivamente avaliando o grau de correspondência entre duas imagens cor-

ticais, esquerda e direita, sob a hipótese de que a disparidade local entre elas seja 2u

(recordando as Equações (E.13) and (E.16)). Diferentes valores de u podem ser obtidos

variando-se o parâmetro a dos núcleos de Green, enquanto σ e κ se mantêm fixos, como
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proposto em [11]. Isto permite a estimação da disparidade local, por exemplo, como

d(x) =
2σ2

a(x)
(E.19)

onde a é o valor de a para o qual a medida de correspondência (Equação E.18) é mini-

mizada.
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