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 �� ������	 ��� �	����� �� ��	��������� � �	��� ���� k ��������� ���� ��
l �������� 
���� �� ��� (k, l)���	������ �	������ ����� ��� ���	���� �� �	������� ��
����	����� �� ���	� ����� ����� ��  ������ �� ���  ���	������ �	�����! �	������
�	�"� ����� ��"�� � �	��� G� �� �� #$��������� �� ���� �� G �� � (k, l)��	��� ��	 k ≥ 3 �	
l ≥ 3! �� ��	������	� �� ������	 � �������� �� ��	���� �	����% ������� ��	����	� �	�����
����� ������� �� �	���� �� ������	�� �������� &�"�	� ����� ���� ������� ��� "�	�����
��� ��� ���� ������'� �� �� �	����� � ���	����	������� �� ��� (k, 1)�(�) �� ��	�� ��
��	���� ����	����� �! �!� ������� ����	�������!

��������% (k, l)�$�	������� (������� ��	����	� )	����!
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��$ %�&����
� ��
#&#�
� ���� ����
� �#��'��#� (����#���#�� � � � � � � � � � � � � ��

���  ���
 ��
#&#�
 ���� �
���	(2, 1)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

��� �����	
 �� ��&����
 ��
#&#�
 ���� �
����
(2, 1)� � � � � � � � � � � � � � � �)

��� %�&����
� ��
#&#�
� ���� �� (2, 1)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*
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�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

"�� G1/ 2 ≤ j ≤ k/ i < j� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

"�� G2/ 2 ≤ j ≤ k/ i < j/ m < k + 1− j� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

"�" %�&����
 ��
#&#�
 ���� ��� (2, 1)/ �� ����
 �� ���,	#� G1 �
� j = 2/

i = 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

"�$ %�&����
� ��
#&#�
� ���� ��� (3, 1)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

"�) %�&����
� ��
#&#�
� ���� ��� (k, 1)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

"�0 1#2#�(���� �
� �3��#��� v1 � v5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

"�* 1#2#�(����� �
 �3��#�� v� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*

"�� �����	
 �� �
������4
 �� ��� S = Ta, Ta, Ta � Rotulos = {a, b, c, d}� � � � ��

"��! �����	
 �� �
������4
 �� ���
� �
� �	���� ���
� ��� m� � � � � � � � � �)

"��� �����	
 �� ���
� ���
	(#�
� ���� ��#�� 
 P3 �
� 
�������� �������� �


#�,�#
 �� �������#� �� 
��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0
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� ��� �������� �	���������� �� 	���� �� ���� ���� � � � � � � � � � ��

���� ��������� �����
 �� ��� ��������� ������
 �� !"(k, 1)� � � � � � � � � � ��

���� ����	
� ��� �������� �	���������� �� 	���� �� ���� ��#� � � � � � � � � � ��

���# ����	
� ��� �������� �	���������� �� 	���� �� ���� ��#� � � � � � � � � � ��

���$ ��������� �� ��������� ������
 �� !"(k, 1) �� III + IV � � � � � � � � � ��

���% ��������� �� ��������� ������
 �� !"(k, 1) " III � IV ��� 
�&���� � � � �#

���' ��������� �� ��������� ������
 �� !"(k, 1) ��� �	������ ���������

���� 2 ≤ j ≤ k� i < j� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

���� ��������� �� ��������� ������
 �� !"(k, 1) �� �	������ ���������

���� 2 ≤ j ≤ k� i < j� 0 < m < k + 1− j� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'
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����� �� !�"��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #

����� $�%&'�(�� � �����
��� ���� (�����&
�� � (������ � � � � � � � � � #

��) *����� � ���+�(�� ������!��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

��)�� �&���� (���(����	�
��� � ������ � ���+�(�� ������!��� � � � � � � ��

� �����	
��(k, l) � ������ � ������ ��

��� *����� (k, l) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� *����� (����� (k, l) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

����� �������� (k, l) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-

����� *����� (k, l) �� (������ � ������ (�� ��&(�� P4 � � � � � � � � � � � ��

����) *����� � ���+�(�� ������!��� (2, 1) � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����- M  �����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.

��� �� (�����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

� ����� � ��������� ����������(k, l) ��

)�,�� /���
��� 0�(������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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��� �����������	
� �� �����(k, 1) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������ �������� ��� �����(2, 1) � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�����  !�"����� �������� ��� �����(k, 1) � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �������	� �
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���� ��������	
� �������� � �������� �� �����	
��(k, l) �� ������ �� �������� �����

�������� ���� �������� ������� �� �������� �� � �������� ���������� �� ����  ���� ��

�������� !���������� G �� � ��"��� k ��#���� ���������� � � ��"��� l ����

$���% ����% �� G � (k, l) &�� �� ������ ��� (k, l)������	
�'� (��� �������� ���������

����� ������!�% ����������� ��� ���������)�	
� ���  ����� �� �������� !����������� (k, l)

��� ��� ����� ���������� *��� �����������% ���� ��������� ���������)� ��� ��� �����

��������� $���� �� ����  ���� �� �������� !���������� � (k, l)�

(��� �� ��� ��������� �+����� �� (�,��� �� (������	
�% -����� ��� ������ ��� ��

�+ ������ �� ����� ��+���� ����� $�� ��� ���� ���� �� ������ ���$����� � ��� ���� �
�

���������� ������ ���� �� ���������)���� � ������� .��� �� ���� ��+���� ����� ��������%

-����� ��� ������ ������  ���� �������������� �� ��������� �����% ������������ ��

��������� �� �����)�	
��

���� �������� ��������� �� �����)�	
� � ���������� $�� �"����� �� ������� ��������%

���� ������ ��)�� ��������� ��������� �������� ������� ���������������� ������������

��� �"� ���� ��� ����� ��� �� �������	
� ���� $�� �� ����!� � ���!�� ����	
� ��������

� ������������ �� ��� ����	
� ���� ����������� ����� �����% ��� ���������� ����

��������� ���� ��������� ��������� � ������ �� ������� ���������� ��  �����% �������

���� $�� �� �������� ������� ��#� ��������� ����������

/ �������� �����	
��(k, l) #� ��� ������� ��� �� �������� ������� �� 012032 �% �������%

��� ������	
� ���� � ������ ����� �������� � ������ �� ������ �������� �����������

�� �� ���� ���������� �� �������)�� � ����	
� ����� �������� �� ����� ������������

�������



��� ������	�
�� � �������� �

��� ������	�
�� � ��������

� �������� ����� �	������
�� ��� �����	���� �� ������ ������ ���������� �� �������� �

����� �	������� �� ����	
���� �����	��� ��	��� � ������ ��	�	����� ����� �	������
��� �

�������� � ������ � ������� ����� � �������� �� !���	
��"(k, l) �� �	 ����� ������� �� ���"

#��� � �������� $ ������ � � ����	
�� #����� �� �������� �������� � ���� � ��������	��
��

��� ������#�� ���	�	��� �������� ����� �	������
�� ��%� �� ������� ����
��� ��	�	���	��

� �������� & ���� �� ���������� �� ������'� ��� ���� ��������� ���� ������'�� #�������



�������� 	


���������

���� �����	
� �����	� ��������� �������� � ������� �
�� �� ��������� ����� �	�� �
�����

�� ������ ������� ��������� ���� �����
��� � �
���� ��� �������� � � �
���� ��� ������

�� �������� ������������

��� �����	
��

 ���� �� ������ ���� ���������!� �!� ����
�� � � ����� ����� � 	��
����� ���� �������

	� ����� ����
���

"� ����� ���	
�� G � 	� ��� ������� (V (G), E(G)) #�	 ����� (V,E)$� ��
 %	� V (G)

��������� � ��&	�� �� ������� � E(G) ��������� � ��&	�� �� �������� '��� ������ ��

��&	�� E(G) � ����������� ��� 	� ��� �� (������� �� G #������������� ��������$�

������� %	� �� (������� %	� ������ � ������ �!� ������������ ������ )������� � *����

�� (������� � �� ������� �� 	� ����� G ��� n(G) � m(G) #�	 ����
������ n � m$�

��������(������ +� e = (u, v) � 	�� ������ ��������� , E(G)� ��!� ������� %	� ��

(������� u � v �!� ���������� � ����� G�  ����� ������� %	� e � ��������� ��� (�������

u � v � (���-(�����

"� ����� ���	
��� G � 	� ����� ��
 %	� �� u � v �!� ���� (������� �������� �� V (G)�

��!� u � v �!� ��&������� )������� ��� Kn 	� ����� ����
��� ��� n (�������� "�

����� G � ��	������ �� ��	 ��&	�� �� (������� ���� ��� ����������� �� ���� ��&	��� X

� Y � ��
 %	� ���� ������ �� E(G) ����	� 	�� �.��������� �� X � �	��� �.��������� ��

Y / ��
 ������!� (X, Y ) � ���� ��	������� �� ������ � X � Y �	�� 	������ "� ����� �����
�

� 	� ����� ��������� ����
��� %	� ������ ��������!� (X, Y ) � |X| = 1 �	 |Y | = 1�

"� ������� �� 	� ����� � 	�� ��%	0��� �� (������� %	� ���� ��� ������� ��
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�
� 
�� ��
�� � ������� ������ �� ������� �������

���	 ��� ��� n ������
 �	
 ��� ��	� ����� � �
������ ��� Pn �Cn�� �� ����� ���	 ���

��� ����� �	 ��� ������
 � ������� �	�����

! 
��	 �
 	� ������
 � � �	�������
 �
 ��
�� �����
��
 � 
�
� �
������ ��� d(v)�

�� ����� G � ����� 
� ���� ���� �����"�� �
 ������
 
� ��� ����	��� ��� �� ��

X 
 Y � 
#��
 	�� ��
�� ��� 	�� 
#��
�����
 
� X 
 �	��� 
� Y $ ��� �����%��� �

����� � ���������

! ����������� G �
 	� ����� G � 	� ����� ��� � �
�� ����	��� �
 ������
 V (G)
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 ��
�� 
���
 � ������
 ��� �����
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� G�

��� ����� G 
 H �� ��������� 
 
#��
� &��
"'
( θ : V (G)↔ V (H) 
 φ : E(G)↔
E(H)�

�� ����� F � ���� �	�
���� �
 H �F ⊆ H� 
 V (F ) ⊆ V (H) 
 E(F ) ⊆ E(H)� �
�


��� �� 
�� �	
 F 
�% ������� 
� H 
 �	
 H ������ F � �� �	���
���� �
 G � 	�

����� H �	
 ������ G ���� 	&������

)
�� F 	�� ������� �
 	&����� �
 	� ����� G� �� �
�&�� F � �� ������� F � �

���� ������ 
 F ��� 
�% ������� 
� �
��	� �	��� 
�
�
��� �
 F � �� �
�&�� F � ��

������� F � � ���� ������� 
 F ��� ������ �
��	� �	��� 
�
�
��� �
 F � )
�� F � �������

�
 	&����� ���
#� �
 	� ����� G� � �
�&�� ��#���� �� ������� F �� ���� ������

������ ������ �
 G� *�� �
�
�� ����	���� ����
��� �
 +�#��������
,+����������



 +%#���,+����� ���������

�� ����� G � ���� �������� 
 
�
 ��� ������ ������ ���&�� ������� �
 ��������

�� ����� ���
#� �������� � ���� �������

��� %����
 � �
�������� ��������� 
 	� ������
 r � 
������� ���� 
� 	� ����� -���

������
 �����
��
 � ��� � 	� ����� ���
 ���� ���� ���
 
� �	 	�� %����
 
���� ���

�	 	�� ����� �	� .���� ������
�� �� 
�� �	
 	� ������
 t � ��������� �
 	� ������
 s

�	���� � ������� �
 s ��� � ��� ������
� t�

�� �	�
���� ���	���� H = (X, Y ) �
 	� ����� G� �
������ ��� G[X]� � 	� ����� ���

�	
 
�% ������� 
� G 
 � ����	��� �
 ��
�� Y �����
 
� ���� � ��
�� �	
 ������



��� �����	
�� �

�� ���� �����	
����� �	 X�

�	 �������� ���	
	��	��	 I �� �	 ���� G � �	 �������� �� ����
��� ��
� ��� �� u �

v � �	 ��� �� ����
��� �
��
���� �� I� ����� u � v ��� ��� ����������� �� 	��	� ���	��

�
��	�� ��� �	 �������� K � �	� �����	 �� ���� ���
����� ��� �� ����
��� u, v ∈ K�

����� u � v ��� ����������� ������	�� � ����
���
���� �� 	�
�� ��
��� �� G ��� ω(G)�

��	� �� ������� ��� ������	 �������� ����
����	�� ��� � �������� ����� ��
� ����
���

u � v � � ����
���
���� �� 	���� ��	
��� �������� u � v�

������	�� ��� N(v) � �������� ��� ����
��� ��� ��� ���������� �� ����
�� v � ����

	�	�� ���� �������� �� ���������� �� v� � ���������� �	����� �� v � �������� ���

N [v] = N(v) ∪ {v}� �� �	� ���	� ����
�� �
��	�� ��� � ���������� i����� �� v� ���

������ ��� N i(v)� � � �������� {w | dist(v, w) = i}� �� ����� ��� ����� �� ����
��� ����

�
�� ��
� ��� v � 
��� � i�

�
��	�� ��� ��
� ����
��� u � v ��� ���	� �� N(u)\{u, v} = N(v)\{u, v}� �	 ����
�

����� �� u � ��������� � v ���� ��� �
��� ���	� �	����	���� �	 ��� �� ����
��� !	���

��� ���������� ��� �
��� ���	� ����� �	 ����
�� u � �
�� ����
�� �������� �� v� ��

N(u) = {v}�

"��� �	 ���� G� ������	�� ��� e(v) � 	��	���������	 �� ����
�� v� ��#�
�� ��	� �

	�
�� �
�� ��
� �� v � ����� �� ������ ����
��� �� V � �� ����� e(v) = max({dist(v, w) | w �=
v, w ∈ V }� $ ���� �� ���� G � � 	�
�� �������
�
���� ����� �� ����
����

�	 ���� G � �
�� k��������	� �� ����	�� �������� V (G) ��	� ��
�� �� k ���������


������������� �� ����� V (G) = A1∪A2∪ . . .∪Ak ���� ���� Ai, 1 ≤ i ≤ k � �	 ��������


����������� %����
���	���� ���
�&� $ 	���� k ��� ��� � ���� G ���� k������'��� �

���	��� �� ���	�� ��������� � � �������� ��� χ(G)�

�	 ���� G � 
	��	��� �� ���� ���� ��(���� 
����
�� G′� ����� χ(G′) = ω(G′)� ����

��� G � �	 ���� �����
��� ����� G ��	(�	 � �����
���

)��� �
������
�*�� �� ���*+�� ���
����� �	 �
�������� ����� %�� ��������� �� ����
���&�


��
��	�� � ���� �	 ��� � �����*�� ���, ����� ���
����� )�� ���	���� ������ �����	��

�
������
�� �����*+�� ����
����� ��(�� ����� G � H� ��
�
����	�� � ��	��������� �� ����

��	� ��('��
��� distG(v, w) ���
� �	� �����*�� ��� ������� � �
�� ��
� ����� ��
� ����
���

v � w �� ���� G �������� distH(v, w) ����
���
� � 	��	� �����*�� �� ���� H�



��� ������	
���� �� ����
���� �

��� ������	
���� �� ����
����

��� ���� �� �	
��	� �� �������� ��� ���� �� ������ � ���	� �����	���� � ���	��

�� ��� �  ���� �� ���������	 
 �
���� � �����
���
 � �� ����	������  ��������	�

���� � ����	�� �� ����	��� �������	��	�� �  !��	� �� �����	�� ����� ���� �  ��

������� � ������"� �� �� ����� ��� ���� ��� �����	�� ������� �� �� ��������

�	�	���� ���� #������ ����$�� ���� �� ����� �����%��	�� ���	� �� �����	&����� ��

������	�� ��������� � ��� ���� �� �	&������� � 	������ 	�	�����

'���������� �� �� ���� ����%��	� π ���	��� �� �� ��!��� D �� ���� ��

���%��	� �������� ����  �� ����� �(���� �������� 
 ��	������	� � �� ��� ��
	��� Q

� �� ����� 	���)��	��� *������ �� �� ���� ����%��	� � ���������� �� ����	�� ��!�

������� � ��� 	���)��	� � �� ���� � ��!� ��%�� � ��� ������� + ������ � �� �����

�� �� ���� � �	� �� 
��	�� ����� � ������ �,	�� ��� ������� � �	� -./ �

01�� �� �,����� ��!� π  ����	��� �� ����2 34�� �� ���# G� ����(���� �� G �

�� ����#�5 � ��!��� �� 	���)��	�� �� π �  �	������  ��!��� �� ��� � ���#��

� �� ���� π ��� ��� ���	� ��������	"��2

.���)��	� �����	�� �� π2 �� ���# G�

6�����2 G � ����#7

'	�� ��	����� ���  �� ���� π ��	�� � �� �� ���� �� ���	��� �� ����	������ ��

�����
�� 
 �
����
���
���� *������ π �	��	&�� ��� ��� �� ����	�� �� ����(��	�

���� �� ����#��

4	"��� ��� �� ����	�� � ���������� ����� ��� �����,	���� �� ���� 8���	��

� ����� �� ����� ���  ����	�� �#����9 � ��� #���� ��	��	�� � �����( �� ���

�������� �� �� ����� �� ���	�� ���� � ���	� �,	���� ����	��� ��	��	�	� ����	����

� ������ :� ;�	� �� ����� �� �(����� ����������	�

�� �� ���� �� ���	�� � ����
�
�����	���� ���������� ����� �������� 	���)��	�

��� ����" ������� -./ ����	 �� �
������� ���	��� 	�� �� ��� �������� �� ���

� ������� -./ � �� #�� ���	&����� �� ���� ��	��	�� � �����( �� 	���)��	�� <���

������ �� �� ����� �� ���	�� � � ������ 0:�

= ������ ��0: � #����� ���� �� ����� ��� ������ �� ����	&��� ���	�� ����

�� 	���)��	�� ��� ����"�� ������� 01��

-�!�� π1(D1, Q1) � π2(D2, Q2) �	� �� ����� �� ���	��� ��� ����	�������� �



��� �����	�
 �

������� ��	
���
	 �� π1 �� π2 � ��� ���	
� f : D1 → D2 �� ��� �� ��������� �����	���

�
� ������������

� f ���� ��� ������� �� ����� ���������

� ���� ���� ��������� I ∈ D1� ������ ��� I ������ �������� ��� ���� π1 �� � �������

�� f(I) ������ �������� ��� ���� π2�

 � ���!��� �� �����
� π �������� " ����� �������	��� ������ �� ��������� ������

	��� �
� ������������

� π ∈ #$�

� ���� ���� ���!��� π′ ∈ #$ �%���� ��� ����������	
� �������� �� π′ �� π�

 � ���!��� ����������� " ����� �������	��� � �&����� �������	���� $��� ���'��

��� �� ����� ���!��� π � #$��������� !���� ������� ��� π ∈ #$ � ��� �%���� ���
����������	
� �� �� ���!��� #$�������� π′ �� π�

(����������� ���'���� ��� �� ���!��� �� �����
� π �������� " ����� ������

����	��� )�� ����� ����� π � ���� ����������	���* ������ π ∈ +��#$ � �%���� �� ����

!��� π′ )+��*#$�������� �� ����

� �� π′ � #$��������� �%���� ��� ���	
� f ��� ���� ��� ������� �� ����� ����

����� �� ��� ���� ���� ��������� I ′ �� π′� ������ ��� I ′ ������ ��� ���� π′ �� �

������� �� I = f(I ′) ������ #,- ���� π�

� �� π′ � +��#$��������� �%���� ��� ���	
� f ��� ���� ��� ������� �� �����

�������� �� ��� ���� ���� ��������� I ′ �� π′� ������ ��� I ′ ������ #,- ���� π′

�� � ������� �� I = f(I ′) ������ #,- ���� π�

+��� ����� �� �����.����� ���� ���� ��	
�� ��������� /01� 234�

��� �����	�


 �� ����� �� ������ ��������� !������� �������� � � ����� ��� ������� 56 ��� ������

���!���� ���7���� ����� ��� ����'���� �8����������� ����� ������ #�� ���� 70 ��'���

��� ������������� ��������� �� �������� ������������������ ����� ��������� ����������
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��������� ����� �
 ����� ������	� 	 ���
	 ���	 D∗� �������� �
 ����

�����	� �	
 ���	� ��� ��	  	����
 ������	� �������	� ��	
	��	� 	 P4� ��
����

�
 ��!�� 	� ��
	� �� ���	� "#� $������ �
 ��%� � ��&�� ����	����� 	 ���
	 �	���	 ��

�	
	 �'�����	 �� ���� �����	�� ���(����)� �����*	�*�� �
 ��	���
	  	���	
�� ��

���	�����
���	  � ���	� ���� ������ +	�����	�
���� �	�
 �����*	�*��	� ��	���
	�

��� ���	�����
 �� 	 ���	 , �
 �	���	 �
 ��
 	 ����� �!� -%� -&��

.	
	 �������	� *
	� ����� ��� �
 �	���	 , �
 ���	 G = (V,E) ��� ��	  	����

�
���	 �������	 �	
 ����	 *,������ /P40 �	
	 ������	 �������	� 	� ��1� , ��*�� �� P4�

����� ����	
�	�

2� �	���	� �	���� 	���
  �
 �������� �	� ���	�  ������	� �  	����
 �
 �� ������3

��	 ���� �
 4�*	��� ��� ������  ���	����	 �� ��*���	�  �	���
�� 5� �� ��������	

, ���	
��� ���������� 6
 �	34�*	�� T (G) , �
 4�*	�� �� ��������	 �
 �	���	

G� 	��� 	� �7� ��	 �	����	� �� 	 1 	� �� 	 0 � � �	��� �� ������
 	� *,������ �� G�

#	�� *,������ ��	 �1������ ��� � �	
���� ��� 	  ��
���	 ������� �	
�
 , �
 �7 �� 	

1� 6
 �	34�*	��  	���� �
 �����8��� ����� �7� �� 	 1 � �� 	 0� 	� ��1� �
 �7 �� 	

1 ���4  ��� ���	� �� 	 0 	� �	��� � �
 �7 �� 	 0 ���4  ��� ���	� �� 	 1 	� �	����

#�� �	34�*	��� �� ��������	 	 
��
	 ���	 ��	 ��	
	����  	����	  �	34�*	�� �� �


���	 G , 9���� : �4��� 	����*� ��� ��  �;� � �	34�*	�� �	� �
 �7 �� 	 0 	 ���	 ���4

����	��'	 � ��	 ��1 �
 �7 �� 	 1 	 ���	 ���4 �	��'	� .	����� �� ��  �	*	�� �
 �)��

��� �
 ���	 , �
 �	���	 ��� � �	
���� ���  	�� ��� �� �������	  	� �
 �	34�*	���

< =���� ��- 
	���
	� �'�
 �	 �� �
 �	34�*	�� � 	 ���	 �� �������	� +	��
	�

�	��  �����8��� ����� 	� �7� �� 	 1 � �� 	 0 � � �1�>���� �� �	��	 �	
 	 �������

�	
�
 
��  �7'�
	�

����� �������� �� ���	����� ��	� �����	���� �� ���	���

6
 �� �	�
�  � ����
	� �� �
 ���	 G , �
 �	���	 ����3�� �
 �
 �	�������	

�������*� 2� ��1� 	 ���	 G  	���� �
 ����>��� �� 	 ������ �	�������*� ��� 	

�	����7�� ?���
�  ����>��� �� 	 ������ �����3�� �	
 �
 *,����� ������ � �� �
 ��

	 ������  ����� ��� �
 ���	 �����
���4��	� ��� , �
 ������	 �������	� �  ���

	 ��� �� 	 ������ ����
	� 	 ���	 G� ?� 	 ������ �������� � ����>��� ��

	 ������ �	������ �
 ���� �	*	� *,������� ��� ��	 �>
�	� *�������	� 	� �>
�	� ���	�

�� ���
 *,����� �'������� �	 ���	 �����
���4��	� ?���
� � 	 ������ ��	 �	
���@
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������ ��	
 ������ � ��������  � ����� �� ��������

����� ����	��
��  ����� �	���

���������� ���� G′′  G′ ������ ������������� ��� G′ � ����� ��� ��� ���

��� � � G′′� ! ����� � ����� ����	��
�� �������� �� ������ v ������ �"�� w ���

�� V (G′) = V (G′′) ∪ {w}  N(w) = N [v]  � ����� � ����� �	�� �������� �� ������

v ������ �"�� w ��� �� V (G′) = V (G′′) ∪ {w}  N(w) = N(v)� ! ������ ��� ������

�� ����� � ���� ����� � ��#� � ������ a �� ������ $��� %���� � ������ b � �����

��� �������� ����� � �� ������ a� &�'��� �� w � ����������� � v� � � ������ w

��� ����� ��� ��� ����� � �� ������ v�

������ ���
 ������� � �����(� �� �������� � ��������
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����� '���
'��� ���
 (������
 ����������������� �� ������� �
��	����� ��

� �����& ����

�� ���� �� ��
������ ���������� G& 
� �-�
�� �� ������� ����� ���
 (������
 u, v �� ��


�+���� �������� H& ���*� �
�� ������� ��

�� � ��
�� ����������� �� H � �� G�

��.����
 �
�� �����������/*� �����	����� �� 0������ #�1�

������� ��	 �� �
��� G � �� �
��� �� ��������� 	�
�����
�� ��� � ������� ��� �
�

���� V ′ ⊂ V (G)� x ∈ V ′ � y ∈ V ′ ��� ������ �����	� ���
� x � y �� ����
��� �������� V ′�

����� distG(x, y) = distG[V ′](x, y)�

�
 ����
 ��� ���+�� ����� 
�� ���
���2��
 �����
�(������ ��� ��� 
�'�3����

�� �����/4�
� ��� 
�'�3���� �� �����/4�
 S ��	����� �� (������ ������	 v& '�� ��� ���

��
 �������������
 �

�� ���� ������& ���
�
�� �� �����/4�
 ����� ����	��
��& �����

�	�� � ���������

5� 6���� #�7 ��
�����
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 ���
 �����/4�
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 �� �	�

� ������ � �

�����/*� ���������

6���� #�79 �-���	�
 ��
 ��3
 �����/4�
 '�� ���
����� �� ����
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� 
�	����� ����
����� ��

�� ������	�� ����� ����	��
�� � ����� �	�� �
� �������� �� ������	�� ��������

���� ��������
� ��������� �� ������� � � ������
� �������� �������� �� ��������� ��

������� �������� �� ������ �� ����� � ������
� �������� �������� ����� �� ������� v

���� �� ������� w ��� ��� N(w) = {v}�  ���� ������!� �����"������ � �����
� S =

O1
v1
, O2

v2
, . . . , On−1

vn−1
� ���� ������� � �������� �� ������	�� ��� ������#� �� ����� $%&�

���� ������
� Oi
vi
���� ��� P '��������� T '����� ����	��
�� �� F '����� �	��� ��

(������ i ������� � ����� ��� �� ������	�� �
� �����"���� � vi � � ������� �� ���� �

������
� � �����"����

)��� ���������� ��� � �������� �� ������	�� ���� ��������� �� ����� G �
� � *�����

+�� �,������ ���� G �� ����� ��� ��� ������!� ������ ���� �������� v � w � ����� ����'

������ -K2.� ��� ������
� �������� �� v �� ��� ������
� ����� �	�� �� w ��������

�������� p � q� ���������������� ��� ��� ����� ������ ������ ���������� � v� ���� �� ����

������ ������� ������ ��������� �������� ���������� ��������� �� ������	��� /� �,��'

��� ���� ��������� � � ����� ����������� �� 0����� 1�2� ��� ���� ��������� ����������

���� ��� ��������
��

��� S = T1, F2, T2, T3, F1 ��� S′ = P1, P1, F1, T2, T2

0����� 1�23 $��� ��������� �� ������	�� ���������� ��� ��������� ���� ������ ����������

����� ����	
 �	�	�����	���
 �� ��	��
 �� �
����	 ��������	

���� �� �����!�������� ��� ��������
�� �� ������ $%& ����� ��� ���������"���� �������

�� ��������� ���������� 4��� ���������"��
� ��� �������� ��� 5������ � 6������ �� 7893

������� ��� ��������	 � 
��������� �� ����� G � ��� ��� � �����	� ��� ��� ������

����� ������� �����# � ����� ���� �������� ���� ���!

� ����� ���� � � ����� �������� ����� �������� {a, b, c, d, e} � ������� {(a, b), (b, c),
(c, d), (d, a), (c, e), (d, e)}�



��� �����	 
� 
�	����� ����
����� ��

� ����� ����	� 
 �� Ck 	�� k ≥ 5�

� ����� ����� 
 � ����� 	������� ����� �
���	�� {a, b, c, d, e, f} � ������� {(a, b), (b, c),
(c, d), (d, a), (c, e), (e, f), (d, f)}�

� ����� ����� 
 � ����� 	������� ����� �
���	�� {a, b, c, d, e} � ������� {(a, b), (a, c), (a, d),
(a, e), (b, c), (c, d), (d, e)}�

�� ������ ��� ��������� �� ������ �������� ���� ��� �� ����� G ���� ����

������ ��� !�������� �������� ���� ������ ���"�	�� #�����$����

%����& ��� �� 	���	����'�()�� ���	������ ��� �������� ���������� ���� �� ������

� ���"�	�� #�����$���& ����� � *������ ��+�

������� ��	 �� ��������� 	
��	��� ��� �����	�������

��� G � �� ��	�� �� ��������	 ����������	�

���� �	�	 ���� V ′ ⊂ V (G) x ∈ V ′ � y ∈ V ′ ��� �!���� �	����� ����� x � y �� ��"��	��

����#��� V ′ ����� distG(x, y) = distG[V ′](x, y)�

����� $	�	 "��	�� ����� � �����% ��� ��� ��"��	��� ����#���� �� G �&�& G � ����� ��

��	�	 "��	�� ����� �����%�'()�

���� *��� ����� ��� +��� ����� ����� �������� �� G +����� ��	� ����	� ��� �� ���#	�',-)&
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�
�� �� �	�������	� � ������� �� �������
 �� � ��	�� �� 
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	��
�	����� ����	
 ��������	��
 �� ����� 
�� ������	
 � ������	
 	�
 �������
� ��

�������	 �� 
� ��
��� ��
�� �������� � � �������	 �	 �	�������(k, l)�  
���� 	���
���

�	��
 � �������	 �	�������(k, l) � � �
�	�� �	 	��� �� �������	�

��� �����	
(k, l)

��	 ��	

� ���� ������	��� �	�	 �
�	 ��

���	��� � 	 ��	

� ��
 �������(k, l)� � 
���

���
����� (k, l)� !
�	 ��	

� ��� ��"���	 �� 1996� ��� #�	��
�$��%&'� �� ��	�� G � (k, l)�


� 
� ������� �� �������
 V (G) ���� 
�� �	�������	�� �� k �������
 ������������
 � l

�����
� (�
���� �� �
 ��	��
 (k, 0) 
�� �
 ��	��
 k������)���
� ���
 �
 ��	��
 �� �������

��� 	 �
�	 ��	

� ����� 
�� �	�������	��
 �� k �������
 ������������
 � ���� �����
�

!� %&' � %*'� #�	��
�$�� 	���
���� � 	�������� �"������ �	�	 �����+���� 	
 ��	

�


(2, 1), (1, 2), (2, 2) � ��
��� �� �����+���� ��	��
 (k, l) ��� k ≥ 3 � l ≥ 3 � � ����

����	 ,-�.�������� !

	 ��	

� � �	 �����	���	��� ��
 ��	��
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�� �	�������	��
 �� � ������� ������������ � �	 ������ � 
��	 �����
�

������ 	�
 ��	��
 (1, 1)� ��	��
 
���� ����� 
�� �����+�����
 �� ����� ��������	�%/0'�

.��� � �������	 �� �����+���� � ��	�� (k, l) � ,-�.������� �	�	 k ≥ 3 � l ≥ 3�

�����
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 ��	�	�+�
 ���	� ��
���������
 �	�	 �����+���� 
� � �	�� ��	�� G � (k, l) �	���
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	��	 �� �������

��� ��� �����
	��$�%&	� �� ����� ������ � ���	��� 	� ��� ��	� 	��	���� �	

���
��	�� ������� ��	
��� �� ��������� ���������  �$	�� ��	 �� ���
��	 v � �������

���� �	 G[N(v)] � ��� �����	 '�� �	�	�������	�
	 ��(����)�  	��� ����� �	�� σ =

[v1, v2, . . . , vn] ��� ��	��%� �	 ���
��	��  �$	�� ��	 σ � �� 	���	�� �	 	������%�

�	��	�
� �	 ���� vi � �� ���
��	 ���������� � ���� ����$�� G[vi, vi+1, . . . , vn]� *���� ��

���� � ����� �	� 	 ��	�
	 �	� ����� ��� ��	� �	 	������%� �	��	�
� +,,-� . �
���$���
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� ��	� �	 	������%� �	��	�
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	�� ���	���

� ����	�� �	 �	���� �� ����� ������/(k, l) �����
	 	� �	����� �	 �� ��� ����

����� G � (k, l) � ���  	��� ����� 
	�� �� 	�
���� � ����	�� �� ���� �����

G 	 �� ����� � �	���
� 0���1 � 0��1 ���� �	����
� 0G � (k, l)21�

�������� 	� 	�
��� 	�� ������ 
��	����(k, l)

�����	�� �� ���� ����� G�

���	�� 0G � (k, l)21�

�� ����� ������/(k, l) ���� 	�
����� 	 �����
	��$��� 	� !	�� 	
 ���+,3-� �� �����

������/(k, l) ���� �����
	��$��� �� �������� ������� �� �	��	4

������� ��� �� ����� ������ G � (k, l) ��� � ������ ��� �� ����� (l+1)Kk+1 ����

�
������ ��
����� ���� �� l + 1 ������ �������� �� 
� �������� ��� k + 1 ���������

*����� �� 	(	���� �� ����� G � (2, 1) �	� 	 ��	�
	 �	� �� ��
�� 2K3� * 5�����

6�, ��
��  ���� 2K3�

*��� ����� �
�� 
������� ���� �	�	������� � ��
	(
 �	 ���
�%� �	 ����� 	

�	 ���
�%� �� ���
�� �	 ����� ���� ����� ������ +,7� ,8-�



��� �����	
(k, l) ��

������ ��	
 ���� ������ ���� ������(2, 1)�

����� ����	
���(k, l)

�� ���� ��� � ������� �������� ������� � ������ ������� ����� ������� �����

���������� � ��������� ��� �� ������ !�� ���� ��� ����������� �� k ��"����

������������� � l ���!���� �#����� ���������(k, l)�

$ ������� �� ������ �� �������(k, l) ������� �� ������� �� �� ��� ����� G %

(k, l) � ��� &���� ����� ���� �� ������� � ������� �� ����� G � �� �����

� ������� '���( � '��( ���� �������� 'G % (k, l))(�

�������� 	� 	�
��� 	�� 
�������

�����	�� *� ����� G�

���	�� 'G % (k, l))(�

+��,� ������� � -���� ��������� ���� � �������(k, l) �� �������� ������� ��

./� 01�

2���� �� ���������� � ��������� ��� �� �������(k, l)� �� ��� ������3�� ������ ��

���� �����4�� ����� ������ 5�"�� G � H ��� ����� � J  ���� ���������� �� �������

� ������ 	�
�
 J = G + H ������ V (J) = V (G) ∪ V (H) � E(J) = E(G) ∪ E(H) ∪
{(v, w) | v ∈ G,w ∈ H}6 � � ������ ��
��
 J = G ∪ H ������ V (J) = V (G) ∪ V (H)

� E(J) = E(G) ∪ E(H)� $� ��"�� � ������ 	�
�7+8 ������� ���� �� ������� ����� �

,%������ �� ���������� ����� 7G � H8 ��!���� � ������ ��
��7∪8 � ����%� �������

9� .:1� +��, �� ��� �������� ��� ���� �������,� ���� �� ���� � ��������

������� ���� � �������(k, l)� 9��� ���� ��������� �� ����� ��� ����� (k+1)×(l+1)

�� ����� 2 ������ ���� �� ����� '�����( ,�������� � #�� ����� ��% !�� ����� ������

���#�� � ������� *� ���� ,������� ������ ��� ������ 	�
�7+8 � �� ���� #�� ����
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 � ����� ������� � ������ �� ������
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 � �
� 	����������
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������ �� & '!
�	�� �
 ��#���"� 	���#��� 	��� �����"�$(2, 1)�

������ 	��
��� ���
�	�
��� � "���� �������� ���� ��� "���� �
������� 
 �� ��#$

���"�� 	���#���� 	��� � �����"�$(k, l) �� ����� ������� �� �
����� � �
����&

�� ProibidoCografo− (k, 0) = Kk+1�

�� ProibidoCografo− (0, l) = Il+1�

�� ProibidoCografo−(k, l) = ProibidoCografo−(k, i−1)∪ProibidoCografo−(k, j−1)�
���
 i+ j = l + 1�

�� ProibidoCografo−(k, l) = ProibidoCografo−(i−1, l)+ProibidoCografo−(j−1, l)�

���
 i+ j = k + 1�

(��
 ProibidoCografo−(k, l) �
���� � "��)��� �
 ��#���"�� 	���#���� 	��� � �����"�$

(k, l)�

� #��
 �
��� �
����� �� �� ��#���"�� 	���#���� (k, 0) 
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 �
	�
�
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������ 
 ������� 
 �
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�	
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!
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�$�
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 � ���������� �� ������ �����������

����� �����	
(k, l) �� ��		�	 �� �����	 �� ����	 P4

��	�
�� ������� ��
 ������ P ′
4s� ���� ��
�� P4�������� � P4����	
��� ���
 ������
����

������������ �
 ������ � ��������(k, l)� � ������ �� 	���� P4�������� ��� �������

�������
���� �� ����	 �
  !"# ��
� �
 	��� G ��� ��� ��� ������� ��$���%����

Q ⊆ V (G) ��
 ����� �������� G[Q] ����� �� 
&'�
� �
 P4� ����	 ����� 
������ ��
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� ��$����� ��� ����� 	���� ��� 	���� ��������� (� P4�����)���� ���
 �����������

�� *�
���� � (����� �
  +!#� ��
� �� 	���� ���� ��� ���� ������ ������� � �� 
&'�
�

�
 P4� , �&��� �� ��� � ������ P4�����)��� �����
 � ������ ��� ��	����� ���� �� ��	����

��� ������
 P4 ���������- �� 
��
� ��
� � �&��� �� ��� �� 	���� P4�����)���� �����

�������� ��� 	���� P4�.������� ���� ���������
 � �������� �� ��� ��� ������� ���%����

��
 ����� ������� �'���� �� 
&'�
� �
 P4� /�	��

cografos ⊂ P4 − redutivel ⊂ P4 − esparso

0��� �� ���� �
  1#� ����� ��� �� ��$	���� ���$���� ��� P4��������(k, l) ���

�'���
���� �� 
��
�� ���$���� ��� �� ��	����� (k, l)�

����� �����	 �� ��	����� �����������
(2, 1)

2
� ��$������ �� 	���� �������� ��� ������ ������� �
 ������ �� ���������
����

�� ��� ���%���� �� ������� � � ������ �� 	���� �� ����3���� ������&��� ����������

�� ���)���� ������� 4���� ��$����� ��
�� ��
���� � ������������ ��� 	���� ��

����3���� ������&�� ��� ����
 �� ������������ �
 ���� ���%����� ������������� �

�
� ������� ���
���� ����(2, 1)� ($���� ��� ����� 	���� ��� �'���
���� �� 	����

5�6 ��� ������
 �
� ������ ��� ���� ����� �� ������ ��
 ����� �� 	����

.
  7#� ��� ������ ��� �
 	��� � 5�6�(2, 1) ��� � ��
���� ��� � ���� �� (G1, G2, G3, G4)�

(� 	���� G1� G2� G3 � G4 ��� ����������� �� 8�	�� 7�7�

.��� ������ ���� �� �$%����� ��������� �� 	���� 5�6 ��� ������
 ������� ���

�����
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��� �����	
(k, l) ��

��� G1 ��� G2 ��� G3 ��� G4

������ ���	 
������� ������� ���� ����(2, 1)�

��� ����������� �� ���� ��� � ��������� � ����� ����� ����� �� ������

� ������ ����� ����  �������� �� ��� � ����� ������� ���� ���� (2, 1) �  �

����� (G1, G2, G3, G4)�

������ � ����� ����� �������� ! ������������ ������� ��� ������ G4 �  ! ��

���� ������ ����  ������"#�$%� ��� !  &��� ��� �  ! ������ ����� �� �������

��� ������ � ������  ���� ��'��(  �� ������� ���� ������(2, 1)�

� G1 = ProibidoCografo− (2, 0) ∪ ProibidoCografo− (2, 0) = 2K3

� G2 = ProibidoCografo− (0, 1)+(ProibidoCografo− (1, 0)∪ProibidoCografo(1, 0)) =

I2 + 2K2

� G3 = ProibidoCografo− (0, 1)+ProibidoCografo− (0, 1)+ProibidoCografo(0, 1) =

I2 + I2 + I2

) ���� ����������� �� *�+ ����� � ��� ��� ��� ����(  �������� �  ���� ���

������ ������ �  ��� ��� � &����� ����(  �� ����,���� �� ����(-�� �� �� ������

������� G� )����� ����� �������� � ���� �� ��� � &����� ����(  ! ����	 
�������	

� ����	 ����	� .���������  ��� �� ��� ��  ���� G ! �� ������ �������� ���  

���� G′ = G[V (G)\{y}] "��� y !  �!����� ����� �� &����� ����( % ! �� ���� ���

���!� ��� ������ ��� ��� ��� � ������ ��� y !  �!����� ����� �� &����� ����( 

�� ����,���� �� ����(-���

/ ��� �� ��� � &����� ����( � �������� � �!����� x ������  �!����� y� !

����	 ����	� ��������� ��� x ���� ����� �� ������ Q ��� ��� ��� � ����� �� G′�

��� ������� y �  ������� ���0�� �� ���� �  ���� �� Q� /����� ������ ����

����(  ������� �� ����� G2, G3 � G4� �� ���������� �����

/ ��� �� ��� � &���� ����( � �������� � �!����� x ������  �!����� y� ! ����	


�������	� ��������� ��� x �  ���� ����� �� ������ Q ��� ��� ��� � ����� ��
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(k, l) ��

G′� ���� �����	�
� G[Q ∪ {y}] ���
� ��
�� � �����
� ����� �� ����� �
���� ��
����� ������

������� � �������� �����
� ��� ������ G1, G2 � G4� �� �
�������� ������

����� M ����	
��
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� ����� �� ����
��� �� ������ � � M ��������	� � M �����
��� ��
 
�
�
���

����� 
�������
�� ��� ����� �� ��� ��  !"# ����$ %�&� M ��� ����
� �
����
�� m ×m

��� ������� Mij ∈ {0, 1, ∗}� ��� M �'���
��� �� �� ����� G � ��� ����
��� �� ����
���

�� m ������� 
���(��� ����� �
�)�� *� �������+ �� ����
� M � ��� ��� ���� ����
��� �
��
��

��� x � y �� ����� G� �������� �� ���&����� i � j *����
�������� i = j+ �������
��������

�����$

� �� M(i, j) = 0� ����� (x, y) /∈ E(G)�

� �� M(i, j) = 1� ����� (x, y) ∈ E(G)� �

� �� M(i, j) = ∗� ��� 	�
���� ���� �
 �����  ��������� �� ��� 
 ���� �����

�� ��������� i � j �� ���� G�

������� ��� �� ������ 	������
�� 
 
����� 
�����  ����������� 
� ���������

1 ��	��� 
���� ��� � �������� � �� ������� 0 ��	��� 
���� ��� � �� �������� ��
�	�� 


����� � ∗ � �� �������� ��� ������!"�� �������# $��� 
�� ��������� 
 
����� 	�����	�

����� �� ��������� ��� ��� ����� � 
����� 	�����	� 
� M ��� � ��� �%���� 
�

������!"�� �������� 	��� ������ � 
������� ����� �� 
��������� ���������#

&� ����'��� 
� 	������ 
� M  	���!�� � �� ���� G �  ����!�� � �� �����

M ��� 	�������� G# (� ������� ���� ��������) M1� �� ����� ��� 	������� �

���� �� 
�� ������� � �� �������� ��
�	��
���� � ��� 	����� ������!"�� ������� �����

�� ���������� M2� �� ����� ��� 	������� � ���� �� 
�� ������� � �� ��������

��
�	��
���� � ��
�� �� �������� 
� �������� ��
�	��
���� ��� 
�������  ��
�� ��

�������� 
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�� �������#

M1 =

⎡
⎢⎢⎣
1 ∗ ∗
∗ 1 ∗
∗ ∗ 0

⎤
⎥⎥⎦

M2 =

⎡
⎢⎢⎣
1 ∗ 1

∗ 1 1

1 1 0

⎤
⎥⎥⎦
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��� �������	
��� �

p������������� 	�
 � 	����� 	�
 ��		�� ��� ����� M �p× p� ��� �������	 �� ��������

Mii ∈ {0, 1} ��� ��������� G� ���	
 	� ���	� ��� ����� M 
 	������� p × p
 ���

�������	 �� �������� 0 �� 1
 ���� ����� ��� ���	 i �������	 �����������	 � j ������	

�� ��� i + j = p
 � ���� ���� �� ����	 ���� ������� ��� ��� � ���	 ��� ������������

���� G�  � ���	 ��� ������������ ��� p ����	
 ���� ���	 i �������	 �����������	

�� G � j ������	 ��������	 �����������	 �� G�
 ��� ����� 	�� �����	�����	 �� �����

M 
 	������� p× p
 ��� �	 ��������	 i �������	 �� �������� ��������� ��� ����� 0
 � �	

��!����	 j �������	 �� �������� ��������� ��� 1
 � ��	��� ��	 �������	 �� M ����

	�� ∗ 	�� �������� 	��"�����

#�		� $����
 �������� � �%���� �������&��� �� G
 	����'����� ��	����� �� ��������

�� �����������
 ��� �� M �������� 	����'����� �������� � ����� ����� �� m
 �� ���

	���� ��		���� �����	���� � ���$� �� $���� �� ����� ��� �������� ��������� �������

�����	 {0, 1}( � �� ��������(k, l) 	����'����� �������� � ����� ����� �� 	��� k + l
 ��

��� 	���� ��		���� ���������� � ���$� �� k �������	 �����������	 � l ������	� )���� �

$&��� ���
 ��� �� ���$� G � p�������������
 	� ���	� k + l ≤ p �� ��� � ���$� ��	���� �

��������(k, l)�



�������� 	


���� � �������� �����������(k, l)

����� �����	
� ���� ����	��� �� ������ �� ��������� ������������(k, l)� ���� ����������

����� ���	������ � ����
�� �� ������������ ��� ������ �� ��������� ����������� �

����	���� ������������� � �
��	��� �������� ���� �����	
� ������������ �
�	�� ������

 !�� ����������� ���� � ��	 ������������ ������� ����
���� � ����
�� �� ��� ��

����������� 	� ���������"� #� ��� �	������� ���������� ���$ ������� �� �����	�

 !��� ��� ������ �� ��������� ������������(k, 1)�

����� ����	
�� ���������

�� �����%�� �� �
��	�� � ��"����� �� � ���� #� Qk+1(v) ������ � ����	��� �� ����� ��

�
��	�� �� ������ k + 1 �	� �������� � �$����� v� &���� �������� 	 �
����� ��

����	��� Q ∈ Qk+1(v) ��� Kk+1[v]�

'�"��� �	� 	 ����� G $ (k, l)�������������
 �� V (G) ���� ��� ������������ � k

����	���� ������������� � l �
��	��� ����� �����
�� ����������� l = 1�

(�� ��������� ������������� � �
���� ��� �������� ���� ������� �� �
���� ��� ������

�� ��������� ������������ (��������(k, l) �� ���� ���������"���� � )*� +,� �� �	� ���	��

���� ���������� �� ������ �� ��������� ����������� �	� �#� ���� ��������� -�
 �
���� ����

�������� ��� .'/0 1������ ��������� �� ��������� �����������2� &���� .'/0 3 '/0

\ (������� �	 ����� �#� �� ������ �� ��������� ����������� �	� ����4 P4 ��� �	������

���	"���� '��	� � ������� � ���� 5�����	 #� ����
 .'/0�(k, l)6 ���� 	��
�"��� ����

�������� 	� �����	 #� ����
 ���� � �
���� .'/0�(k, l)� �	� �#� �� ������ .'/0 �

�#� (k, l)����������������

7��� G 	 ������ '�"��� �	� 	 ����	��� C ⊆ V (G) ���������� 1����2 �	���



��� �����	
� �� ������� ��

�������� H ⊆ V (G)� ��	�
� C ∩H �= ∅� �� ��	� C ���	 H � ���� 	���� ������� ���

�	���� ��� �� H�

���	 G �� ��	��� �� Kk+1 ��	����	� T 
� G ������ ��� �������� 
� �������

��� ��
�� ��	 ������ �� G � ���������	 ��
	 	 ������ 
� �	�	��� k + 1 
� G� �����

G′ = G[V (G)\T ] ��� ������ ������ 
� �	�	��� k + 1� ������ ��� �� �	� �� ��� G

� ��������� G′ = G[V (G)\T ] ��� �� ��	�� k������ ����

!	�	 �	�����	� � �����
������ 
��� ��	�	���� �	���� �� 
� ��������	"#� ���$�	

�	�	 �%������ 	 ���	"#� 
� 	
�	�&���	 ����� 
�� �������� 
� ������� A,B ⊆ V (G)


� �� ��	�� G� '�	�
� �	�	 ��
� �	� 
� ������� v ∈ A � w ∈ B� (v, w) /∈ E(G)�

��������	���� �	� ���	"�� 
� 	
�	�&���	 ��� 
�� � ����� �� 	���	 ����� ��� (A �

B)� �������
� A ∪ B* ��	�
� ��� ��
���� 	$��	� 	 �����"	 �� ��� 
� 	���	 �����

� ������� 
� A � B ������	���� ��	 ����	 ����� ������	�
� � 
�� �������� �


����	�� ��� A · · · B �	� ���	"��* � ��	�
� �	�	 ��
� �	� 
� ������� v � w� v ∈ A �

w ∈ B ������	� �� (v, w) ∈ E(G) ��
��	���� 	 ���	"�� 
� 	
�	�&���	 ����� A � B ���


�	 ����	 �	�	���	 ������	�
� � 
�� ��������� 
����	�
� ��� A + B� + ,����	 -�.

����	 	 ����	 
� 	
�	�&���	 ���	
	 	���	�

��� A+B ��� A · · · B ��� A ∪B

,����	 -�./ +
�	�&���	 ����� ���������

��� �����	
� �� �������

0� �	� ���� 	������� ����	�� 
����	 ��	� 
� ��	�� �	 ��	� � ��	��� (k, l) ���	�

�	�	������	
�� ��	 ����	 ����� 	������	
	 ��� 	 �	�	������	"�� 
� ��	��� (k, l) ���

����	�� ������
��

0��� �	� ���� �	�� ������ ��	 �	�	������	"�� ��� ����	�� ������
� �	�	 ��	��


� 
��1���	 ����
�����	�(k, 1)� �� ��	� �	�� 
�$��� ��	 �	� ��	 F 
� ��	�� �	� ���/

������� ��	 ���� �� ���	� �
 �������� �
�
������ G� G � (k, 1)�����������
� �
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���
�
 �
� � ����
 �
 ���	�� �� 	������ F �

� ����	�� ������
� �	�	 � ����	���(k, l) ���	� 
�$��
� �� 23� 45� 6��� ����	��

⊂ 789� � ����	�� ������
� �	�	 � ����	���(k, l) �	���� �� ����	�� ������
�



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

���� �� ������ �	 �
����
� �	�	�
���
��(k, l)� �	��� ����� ����� �� ��	� � ������	�
���

��� ��������� ���
�
��� �� ������ �����(k, 1)�

��� ������	�
���� �	 �����(k, 1)

�	��� �	��� ���	�	����� � �	������� ��
�
��� �	��� �
��	������ � �	��	�� �	 ������	�
�

����� ��� ������ �����(k, 1)� !���� ������ �	��� 	 �	��	��� � "� �	 �	"
� ���#�
�� �	

������ $�	 ��� �������%	� �

��
� �����(k, 1) �� �	&� ���#�
� �	 ������ $�	 �� ���	�

�	� ����
�
����� 	� k ��&���� 
�	�	�	�	� 	 ��� ��
$�	� '
�� ���	��� �
�	� $�	

$���$�	� ��������� ����(k, 1) ���(� ����� �	��	� ������ ���� �������� 
���
�� ��

�����
 ��� ��������� �

��� �	 ��������

������� ��	 ���� G �� ���	
 ���� ����
 G � (k, 1)��������
����� ��� � �
����� ���

G � ����� �� G1 � G2�

)
���� *�+, G1 2 ≤ j ≤ k i < j�

)
���� *�-, G2 2 ≤ j ≤ k i < j m < k + 1− j�

���	 $�	 G1 ����	����	 � �	����	 � ��� ���#�
� �	 ������ 	 ���� 
����
� $�	

�	��	
�	 �� �	���
�%	� �	��	�	�� ��� ��������� �

��� �����(k, 1)� . �	��� ���	 ����

G2�



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

��� ��������� � ��	�
� ����� � ����� ����� ������� �������� �� 	����� ��� �����
���

�� ���������� �� G1 � G2 ���� �
�������� ������� �� k�

����� ����	
 ��	���	
 ���� �����(2, 1)

�� �������� ����� ����� ��������� �� ���	����� ���
�
��� ���� ��  !"#(2, 1)�  �����

�� ���
�
��� ���������� ������ � 	���� ������ �� $
	��� ��� ������%� � %����� & !"�

'������� ��� ( � )�
%� 	���� ���
�
�� ���� � %����� & !"#(2, 1)�

* �+%
� ��� ��� � ���	���� �� $
	��� ������ ( �� 	���� �� ���,�
� G1� ��� ��� j = 2

� i = 1� '������ ��� ��� ���� %��-	������ �j = 2 � i = 1� ( � )�
%� %��-	������ ���

���
���. �� �����
���� �� ���,�
� G1 # �2 ≤ j ≤ k � i < j�#/ � ��� ( ����,��� ���
���.�� ��

�����
���� �� ��������� �� G2� �������� � ���	���� �� $
	��� ������ ( � )�
%� ���	����

���
�
�� ���� & !"#(2, 1)�

$
	��� �0 1��	���� ���
�
�� ���� & !"#(2, 1)� �� 	���� �� ���,�
� G1 %�� j = 2�
i = 1�

����� ������	
 ��	���	
 ���� �����(k, 1)

����� �������� ����� ���������� ��	��� ���	����� ���
�
��� ���� & !"# (k, 1)� %�� �
#

�������� ������� �� k� 2 $
	��� �3� ��� �������� ������ ����� �� ���	����� ���
�
���

���� �� 	����� & !"#(3, 1)� 4��� �� ��� ���	����� ������������ �� $
	��� �3 ���
���.

�� �����
���� �� G1 �� �� G2� 5 ���	���� �3��� ( �� �������� �� ���,�
� G2 %�� %��-#

	������ j = 2� m = 1 � i = 1/ � ���	���� �3��� ( �� �������� �� ���,�
� G1 %�� j = 2

� i = 1� ������� ��� ����� %��� � ���	���� ���
�
�� �� %�	���� ��� ���+ %���
�� �� II ( �

���	���� 2K2/ � ���	���� �3�%� ( �� �������� �� ���,�
� G1 %�� j = 2 � i = 1� �������

��� ����� %��� � ���	���� ���
�
�� �� %�	���� ��� ���+ %���
�� �� II ( � ���	���� I2+ I2/

� ���	���� �3��� ( �� �������� �� ���,�
� G1 %�� j = 3 � i = 1/ � � ���	���� �3��� (

�� �������� �� ���,�
� G1 %�� j = 3 � i = 2/

'��� ������
-%�� ���6�� �� ���
����� ��� ���
+��
� ��� ���������� ��� ���,�
�� G1 �

G2� 2 $
	��� �7 ������ ��	��� ���	����� ���
�
��� ���� ������ ������� �� k� 5� �������

�� k ����� ��%��6
��� �� ����� ��� ������� ������� ���
����� ��� ������� �� i� j � m�
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���� �	 �����(k, 1) ��

��� k = 3; j = 2; i = 1;m = 1 ��� k = 3; j = 2; i = 1 ��� k = 3; j = 2; i = 1

��� k = 3; j = 3; i = 1 ��� k = 3; j = 3; i = 2

������ ��	
 �������� ��������� ���� �����(3, 1)�

� ������� ������ � ��� ��������� �� �� !�� G2" #�� j = 3" i = 2 $ m = 1" ���� �

#!���$ �����(4, 1)% � ������� ������ � ��� ��������� �� �� !�� G2" #�� j = 3" i = 2

$ m = 2" ���� #!���$ �����(5, 1) � ���$�&$ '�$ ($��$ #��� � &�!�� �$ m ���$ �$� 1 ��

2% � ������� ����#� � ��� ��������� �� �� !�� G1" #�� j = 3 $ i = 1" ���� #!���$

�����(4, 1)% � ������� ������ � ��� ��������� �� �� !�� G1" #�� j = 3 $ i = 2" ����

#!���$ �����(4, 1)�

��� k = 4; j = 3; i = 2;m = 1 ��� k = 5; j = 3; i = 2;m = 2

��� k = 4; j = 3; i = 1 ��� k = 4; j = 3; i = 2

������ ���
 �������� ��������� ���� �����(k, 1)�

������ �⇒� �$��$ ���$���$(�$ �� ��� �$ '�$ ����� �� $��������� �G1 $ G2� (��

�$����$� Kk+1 ���(�&$���!�
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���� H �� ���	
 �
� �� ������������� �� G1 
� G2� ���
 ���� ������� �� ������

�� ������ �� H� 
 ������	
 �������
 �����
 ����� Kk+1 ����������� �
���
� ��

�������� �
�����
���� � 
�������� �������� �� !"(k, 1)�

#⇐$ %��
� ��
��� &�� 
��� �� 
�������� �������� ��
 �� 	
��� �� G1 � G2� ' �
����


�� ����� � �
�
�(��
� � ������ �� �
� 
�����
 �
���� &�� �� 
�������� �������� �� !"

(k, 1) �� ������� �
� ���	
� &�� �������� �� �������� G1 � G2�

���� ��� ���� H = (V,E) ��� ��	
���� ������� �����(k, 1)� ��
�� 
��� v ∈ V

���
���� � ���� ����	 ��� ������ �� 
������ k + 1�

�	
��� ���
�)� &�� �*��� v ∈ V &�� ��
 ��( �� ���)��� ���&�� �� ����)
 k +

1� ���
� �
� ������������� H ′ = H[V (H)\{v}] � (k, 1)"������
�(��� �� �
���
� H ′

�
��� �� Kk+1 ���������� T � ���
 &�� v ��
 ������� � ���)��� ���&�� �� ����)


k + 1� T � ����� �� Kk+1 ���������� ���� H� '�����
�
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 ��� ���� H ��� ��	
���� ������� �����(k, 1)� ��
� H �� ���
�� P5

���� 	������� ���� ����

�	
��� ���
�)� &�� H �
���)� �� P5 �������
 �
� 
 �
����
 �� ������� {v1, v2, v3,
v4, v5} � &�� v1 � v5 ����� ���� �*���
�� ����� S = N2(v1) � S ′ = N2(v5)� �����
�

&�� S ∩ N(v5) = S ′ ∩ N(v1) = ∅� �( &�� H � �� ���	
 �� ���+���� )�����(��� #�

,����� -�. �
��� � �����)���� �
� ������� v1 � v5$� �
���
� ���
 /��� -�0� H
′ =

(V \S∪S ′, E) �
��� ���� �1���� ������������ �� Kk+1� &�� ��
 �
��� ��� ������
�����
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�� ���
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� H ��� 
������
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 �� �	� �
����
��

T � ���
��� .�	/� �����
 � �
����
�� �
��!	 ������ ,�&
� ��� �#
 �
�&��+ ���
���

.�#
/� ���
 �
�����
+

� ��������	�
��� T �)) *��� 
�����#
 ! ����%��� �
 �� �	� �
����
�� T � ���
��� �	

��	
 ��� �#
 ! �
�&�+

� S : S ′ )) *��� 
�����#
 ���� �
��������#
 ��� ����� S � S ′� 
� ��-�� 
� ���	���
�

�� S �#
 ��� �����
� �
� ���	���
� �� S ′ �� 	��	� 
���	 ��� �������	 �	 S �

S ′+

� V (i))) *��� 
�����#
 ! ����%��� �
 �� �	� ���� V � ���
��� 
 ���	���
 ��� ����

�� �
��#
 i+

� ����������	�
��� T �)) *��� 
�����#
 ! ����%��� �
 �� �	� �
����
�� T �� ������

�
� � ���
��� �
��� �� �
�&��+

� �������������������	�
��� T �)) *��� 
�����#
 ! ����%��� �
 �� �	� �
����
�� T

�� ������ �
� � ���
��� � �
�&� 	�� 0 �����+

� ������ rt�)) *��� 
�����#
 ! ����%��� �
 �� �	 �� rt � ����� �� ! �	 �� ��
 1 
�

��
 0�

1�-� G �	 �
����
 � T �	� �
����
�� �������� �� G� �
������ �	 �� nd ��� ���

�
�
� ���� ,�&
� �#
 �
�&��� 2
��	
� ���
�&�� � �
�&� 	�� 0 ������ ���
���� �
� a� �� nd



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

���� ����� �	� 
���� �� �	
��� ����� ��� �	 ������ ����������� �	 ����� �� a� ���� �	�

nd ���
�� ������ a � ��	� ������ ����������� ��	 ������ ���� ������ ������� ���������

� ���� ������ ��� nd � ��	� ����� ���� ������ � ���
��� a � ��������� �	 |f olhas(nd)−1|
��������� ����� ����	��
�� �	 |f olhas(nd)−1| ��������� ����� �	�� �� ���	����� ��

����������  �� � ��
����� �� ���
�� �� �!
	��� ��� ���
����� � ������
�� �	���� �� �!
	���

�� ���� 	� ��� ���
���� ����������� �� ����� �� �������� "��
��
�� �� ����� � ������
��

��
���� �	�� ���
��� � �������� ��� � ���	����� �� ��������� S = O1
v1
, O2

v2
, . . . , On−1

vn−1
� �

���	��� ���
�� � ���
��� ������� � i#����� ���
��� ������ �� �������� Oi−1
vi−1

� $ %��	�� &�'

���
�� � ���������� �� 	� �! �� 	�� (���� �����

%��	�� &�') *+����� �� ���������� �� �	� S = Ta, Ta, Ta � Rotulos = {a, b, c, d}�

,-�������� ��
� �-�������� 
���� �	� ���� 
��� .����� ��� n ���
���� � ��
	�� �����

� ������
�� ������� n − 1 ��������� ���� ��������� n − 1 ���
����� $ ���� �+��	��� ��

	�� ������� ���	������ �������#�� k − 1 ��������� ���� ��������� k − 1 ���
����� ����

k � � �(���� �� ����� ���
���� �� .������ $���� � .��� ��� �	� � $������� ����	�

������+����� O(n)�

$ ���	��� ���
����� ��� ���	���� �	� � $�����
�� / ��� ������� 	�� ���	����� ��

��������� �	� ����
�!� � ������ G� ���� �	� ��#.����� T �

������� ��	 � �������	� 
 ����	 	� �������� �� ��������� ���� ��������� �� 	

������� G�


�����

0�1� G 	� ������ � T 	�� ��#.����� �� G ��� ��
	�� 2� 0� � ��2� �� T � 	�

�! 
��� 1� ��
�� T ��������
� 	� ���� �	� � 	�� ����	�� ���� ���
�.��� T ��������
�

	� ���1	�
� ����������
�� $� ���������� � ������
�� � 	�� ��#.����� T �� ��
	�� 2�



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

��������� 	 ������� �	
 �������
 �� ����
���� �
�
 ��������� �� ����
��

�� PROCEDIMENTO :: sequenciaOperacao(co− árvore T )
�� rt← ráiz(T )
�� S ← ∅

�� V ← ∅

�� 
������ ∼ contémApenasFolhas(T ) ����
�� node← ramo(T )
�� (S ′, V ′)← sequenciaOperacao(node)
	� S ← S ′ : S

� T (node)← V ′(0)

��� V ← V ′\{node} : V
��� �� 
������

��� vec← folhas(T )
��� v ← folhaMaisDireita(T )
��� vec← vec\{v}
��� �
 tipo(rt) = 1 
����
��� ���� i← 0 : |vec| − 1 ����
��� S ← {Tv} : S
�	� V ← {node(i)} : V
�
� �� ����

��� �
���

��� ���� i← 0 até |vec| − 1 ����
��� S ← {Fv} : S
��� V ← {node(i)} : V
��� �� ����

��� �� �


��� V ← {v} : V
��� Retorna : (S, V );
�	� ��� ������������



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

������� ������	� 
�� T ����� 	���	� ����	� �� ����	���� � 	������� ��������� 	 ����	

�	� � ����	 �	�	 	����� � �	����� v� � 	 ���	 vec ������ �� �	 ��
	���	� ������� ���	�

	� ���	� ����	�� ����� �	�	 �	�	 ����	 �� vec ���� 	����	�	 ��	 ����	��� �����

����	��
�� �� ����� �	�� ��� 	����� ��� � ��� �	 �	��� �� S �� 	�  �	� �� 	��������

V �� ������ ���	� 	� ����	� �� T � !���	��� |S| = n− 1 � |V | = n� � �� 	 �	�� �� T ��� ��

�" �� ��� 1� ����� S ����#� 	���	� ����	�$�� ����� ����	��
�� � � ��	�� ������	���

# ��	 ��
�� ��� n �#�����% �	�� �������� S ����#� 	���	� ����	�$�� ����� �	��

� � ��	�� ������	��� # �� ���&���� ����������� ��� n �#������ !���	��� � 	�������

# ����� �	�	 ��	 ������ �� �	�	��� 2� ��� ������	 ��	 ��
�'��	 �� ����	�$�� 
��

������" � ����	�� �	�	 ��	 ��(������ T �

)�����	 
�� � 	������� ��&	 ����� �	�	 ���	 ��(������ ��� 	����	 ����� �� ��	�

	 m− 1� *	��� �����	� 
�� �	��#� # ����� �	�	 ������� ��� 	����	 m�

)�&	 T ��	 ��(������ �� 	����	 m � ��� �	�� rt� ����� ���� �	�� �� rt� 
�� ��� #

����	� # ��	 ��(������ ��� 	����	 ����� �� ��	� 	 m − 1 � �+��� ��	 ��
�'��	 ��

����	�$�� 
�� ������" � ����	�� �������������� 	 ���� �	�� �� 	����� ��� � ��������

,� ���	 ��"���� �� �������

-����� � 	������� # ��	�	�� �������	����� �	�	 �	�	 �	�� 
�� ��� # ����	� �

������ ���� �������	 ��	 ��
�'��	 �� ����	�$�� 
�� ������" � �	��� !�� ��"���� ��

������� ���	 ��
�'��	 �� ����	�$�� # ����	� ��� ���� �	�� ����� 	����	 ����� �� ��	�

	 m−1� !	�	 
�	�
��� ��	� ��
�'��	� �� ����	�$�� S ′ � S ′′ ������	� ���� �������	 �	

��������� ��&	� Oi
vi
∈ S ′ � Oj

vj
∈ S ′′ ��� 1 ≤ i ≤ |S ′| � 1 ≤ j ≤ |S ′′|� .��� vx �= vy �� ����

/��	 0�1� ������� ����	���	� S � S ′ ��� 	���	� � ������	��  �	� �	 ����������� ��"�

����	���	� 	� ��
�'��	� �� ����	�$�� �� �	�	 �� ��� �	��� �	 ��
�'��	 �� ����	�$��


�� �	 ��� ������	�	 	�  �	� �� 	������� S� � 	������� ������� � �	�� ���� �#����

��	� �	 ��
�'��	 �� ����	�$��� ����	��� 	 ���������� 	�������	�	 �	 2���	 0�3� �

�	��#� 	��	���	 �� �"����� 	�������� 	 �	�	 �� ��� �#������ � 2���	 0�,4 �+���� �	

	 ���������� �� ��� �	��� 
�� ������� ���� ����	� �	� � ����	 a � b�

��"� 	� ��������$�� ��	��	�	�� 	 ��(������ ����� 	����	 2� .��� &� �����	��� ���

����� �	�	 	����	 2� � 	������� �	��#� # ����� �	�	 ��(������� ��� 	����	 m�



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

������ ��	
� ������ �� ���������� �� ����� ��� ������ ����� ��� m�

���� ��� ���� ������� 	
� ������� � ��	��� G ���� ��� ��	������� ��� ��� �����	���

�� ��������� �� ����� S = Pvx , Pvy , O
3
v3
, . . . , On−1

vn−1
��	�� ���� Oi, i ≥ 3 � ��� ������
�

����� ����	��
�� �� ����� �	���� ���� �� ������ � ������� �	����� ������� �����	���

�� ��������� ��� ���� ��������� �������� ��� ����� �� P3�

��	
�� � ����� ��� ��� � ��������� �������� ���� ��� ��������� �� ������ �� ��� ����!�

������ ������ �� ����� ����	��
�� � ����� �	��� "��� G ��� ! ��������# �������

�����$�� ���� �!������ ��� ������ �� P3 ����%��� �� G� &��������� ��� ���� P3 ����

��� �������'�� ��� �� ���� ��������� ������ �� �� ��������� �� ������ ��# ����� ����

������ �� ���������

(�)� T � ��*������ �� G� ����� � ��'% R �� T ! �� �+ �� ���� 1# ���� G ! ������ ,���

���� �� R �� ! ��-������ ��� ��'% �� ! ��� ���$�� �����$� �� ���� �� R# ��� ��'% ���� 0#

� ������*� endV erticesNode � �����$� �� ����� ���� � ������*� midV ertexNode� (�)��

mostLeft � mostRight �� ����� ���� � �������� � ���� � ������� �� endV erticesNode

�����$��� �������������# ���������������� . ������ ��		 ������ �� ������ �� ��*������

T � �� �+� �����$�����

(�)��

(mvdS,mvdV ) = sequenciaOperacao(midV ertexNode)

(mlS,mlV ) = sequenciaOperacao(mostLeft)

(mrS,mrV ) = sequenciaOperacao(mostRight)

/������ ���# ���� 0��� ��1# ������� ������� � ����� �� ���� ������ �� ����� ���

��)�� ��������� � �!������ ���������� �� ������ &������� �� ������ �� ����������� ��



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

mvdS� mlS � mrS ����� ��� 	�
	���
���� �� ������ ������

���� mlV (0),mrV (0) ������� �� 
� ���� 0 	��� �������� �
	������ 	���� �� T

� mlV (0), mrV (0),mvdV (0) ������� �� 
� ���� 1 	��� ������� �
	������ 	���� ��

T � �
��� G[{mlV (0), mrV (0),mvdV (0)}] � �� P3 � ����� �� ������ �����	�� �� G ���

	������ �� ������ �������� �� ����� ��� �� ����

�� 	�������� � ��������� sequenciaOperacao ���� 	��� ���� 
�� ��	������ �� R

�endV erticesNode�� ������� 	�������� ���� ���� ���������
���� ���� �����	� �
�	��� ��

����� �� �����	�� �����
��� ���� ��
����  ���� ������ ����� �� �����	�� 
�� ��	������� ���

�!���� ����������� �� �!���� ������ �� mrV (0),mlV (0) �� mvdV � ������� ������ �����

	����� " #����� $�%% ������ �� �&����� �� 	��'����� T � �� 
�� � �����	�� ��	��������

#����� $�%%( )&����� �� ����� ��	������� ���� 	���� � P3 	�� ������*�� �������� 
�
�
+	�� �� ���!
	�� �� ������*���

���� ������ ������� ��� �� P3 = G[{mlV (0),mvdV (0),mrV (0)}] 
� 	����� ��
���!
	�� �� ������*�� � �&���� ��� ���!
	�� �� ������*�� S ′ �	����
�
�� mlS,mrS �

mvdS� �� 	��� ����� �� ������ �����	�� �� ����� G� � �'	�� ��� �� ������� 	�
������ ����

P3 	�� ���� ������*�� ��������� �����
�� S = PmlV (0), PmvdV (0), S
′ � ��� ���!
	�� ��

������*�� �� 	�
���� � 	������ G� �
�	��
����� ��� ���� ������*�� ���������

���� �������� �
�������
��� �� 	������ H ���� ��� 	�
����+�� ������� �� ���

���!
	�� �� ������*�� S ′′� ��� �� S ′′ 	�
��� � �������� �� �� P3 �� ���� ���� ���������



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

���������	 � �� �
���� ��������� ��� ����� ����	��
�� ��
 ����� �	��� ����� �����	

���� G 
�� �����
��� ������� �����(k, 1)� ������� �
� � �������� P4 �� G �������

�� � 
�� �������� �������� �� ��!
� �"����� #v3$ �
� ��� �%��������� �� P3 ��	 ��"

�����	 ��!����� &��� �
� ����� �� �������� ��������	 � !���� ����� ��� ����� �� P4�

'���� �����(�� ���� �"������ v1 � v2	 ����������������	 ���� �
� ������ 
� P3 � ������

��� ������� �� ������ �� ���
)���� ���������� *������ �+���� �
�,

S(G) = S ′′, Pv3 , O
i
vi
, . . . , On−1

vn−1

S ′′ = Pv1 , Pv2 , {(Tm
vm)

∗, (F j
vj
)∗}∗

���� O∗ ������ 
�� ���
)���� �� 0 �
 ���� ��������� O	 S∗ ������ 
�� ��������� ��

��������� S � O+ ������ 
�� ���
)���� �� ���� ����� 
�� �������� O�

S(G) = Pv1 , Pv2 , {(Tm
vm)

∗, (F j
vj
)∗}∗, Pv3 , O

i
vi
, . . . , On−1

vn−1

-��� �������� �� .��� /�0	 ������� ������ � ����� �� �
����
�� �
�� ���������

������
����� �
� ��� �����1���� �� �"������ ���������� �	 ��������	 ������� ������ � �����

��� ��������� �� ���� �
� ����� �� ��������� �
� ��� ��������� ������ �� Pv2 � ����� ��

Pv3 � ��� ��� ��������� �� �"����� v3 ����� ��� �����1���� �� � Pv3 	 ��!�,

S(G) = Pv1 , Pv2 , {T ∗
v3
, F ∗

v3
}∗, Pv3 , O

j
vj
, . . . , On−1

vn−1

2
���(� �
� �%���� 
�� ���
)���� F+
v3

����� �� ��!
�� �������� Tv3 	 ����� ����"�

�� Pv3 � ����� � ��1��(���� �� ���� 
� ��� �"������ ������� ����� ��������� F+
v3

����"�

������ � �"����� v2 � ���� 
�� ��� ��������� ������� ��� �������� ���� Pv2 �	 ��������	

��� ������ ���� ������ �� Pv3 	 ��1����,

S(G) = Pv1 , Pv2 , Tv3 , {T ∗
v3
, F ∗

v3
}∗, Pv3 , O

m
vm , . . . , O

n−1
vn−1

�
 � ���
)���� {T ∗
v3
, F ∗

v3
}∗ " ��1�� � �����,

S(G) = Pv1 , Pv2 , Pv3 , O
j
vj
, . . . , On−1

vn−1



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

���� ��� ���� G �� ���	
 ��� ��� 
�������
 ����(k, 1) H �� G 	
����� �
� ���

��������� S = Pv1 , Pv2 , Tv3 , {T ∗
v3
, F ∗

v3
}∗, Pv3 , O

i
vi
, . . . , On−1

vn−1
� 
��� �� 
�������� Pv1 , Pv2 �

Pv3 ����� 
�  !������ v2� v3 � v4 �������� ������� ��
 ! ��� 
�������
 ������" ����

(k, 1)�

�	
��� ���� G �� ���	
 ��� ���
��� H ��� 
�������
 ������� ����(k, 1) �
���

������ �
� S� ���� v 
 ������� �����
 ���� 
������
 Tv3 ������������� �� � � 
������


Pv2 � ! ������� v � ��������� � {v2, v3} � � �
�
� 
� ���� ������������ �����
� �
� ���

��"�#���� �� 
�����$�� ����� ����	��
�� � ����� ���	� ������ ��� ��	 ��
� ������

����� �� �� ������� ����	 ����	 �� v  	������ ��� 	� ������������ �	� 	�������� �����


�������� � ����� ���	� �� v ������ ��	 ������������ �� {v2, v3}�� ������ � �����	

������� ��� ���� �	�������	 v ��	 � ��
������ � v1 � v4 � ��� �� �� ���� �������������

!	� ������������" H ′ = H[V (H)\{v}] � (k, 1)�������	����� � �	���� ��� ������ C

��� ���������� �	��� �� ������� �� ����� 	 k+1� #	�	 (v, v1) /∈ E(H) � (v, v4) /∈ E(H)"

����	 v1 � v4 ��������� � ������� �� ����� 	 k + 1 �� H ′ � � ������ C" ���	 $���

%�&" ���� ����� �	����� �	� �	�
���	 �� �������� ��� �	���� �'������������ 2� (� ��
�"

C ���� �	����� �	� ������������ �� {v2, v3} ��� �	��� �	�����)�	� �	� ��������� ��

	�������� ����� 
�������� � ����� ���	�" �	�� �	�	� 	� ������������ x �� {v1, v4}
�	����� e(x) ≥ 3 � 	� ������������ y �� {v2, v3} ��� �����*�� 	������	 �������� ������

�	����� e(y) ≥ 3�

!	���" �'���� x ∈ C ��� ���(v, x) /∈ E(H)" ���	 �	������	 {v} ∪ C ����� ������ �

������������� �	��� �� ������� �� ����� 	 k + 1 ������� �	� � ���������	 �� v� $	�	 C

�	���� �� ������� x ����������� �� �� ������� ����	 ����	 �� v" �	�� �� �������� 	���	

���	" v � ��
������ � �	�	� 	� ������������ �� {v2, v3}� +��� ������,�������" �'���� ������

C ′ ��� ��� C ′ ⊂ C" 	��� C ′ = {y | y ∈ C, (y, v) /∈ E(H)} � � ������������� �� C ′ � ������	�

� k+1" ���	 �	������	 ���)��	� ���� �-���� ������������� �� Kk+1� #��	 �	��� �� �������

�� ����� 	 k+1 �� ��� C ′ ������� �	����� ������ ����
�� �	������ �� C" ����	 C\C ′

� Kk+1 ����������� ���� H ′ � (C\C ′) ∪ {v} � Kk+1 ����������� ���� H� $	�	 C ′ �	����

������ �� ����� 	 k + 1 ��� ��	 ���� ������������ �	����� �� C� . /����� %�0& �	����

	� �	�
���	� � �� �������� �� ��
�������� �������	� ������ ���	��

1�
�� Q ∈ Qk+1(v) � Q
′ ∈ Qk+1(y)" 	��� y ∈ C ′� 1��	� � ��� v ��	 ��
� ��
������ �

��� �� ������� �� Q′\C ′2 ����	 ���)��	� ���� �-���� ������������� �� Kk+1" �	�� Q\{v}
� Q′\C ′ ��	 �	������ �	����� ��������������� �������� w � z ��� �	���� ��
�������" ���	

�	������	 ���)��	� �� �����	 ����*��	 ���	 �	�
���	 {c, v, w, z, y} ��� ��� c ∈ C � c /∈ C ′�

$	�	 v � ��
������ � ���	 ���	� �� ������� �� Q′\C ′� 1��	� � |Q′\C ′| > 1 � ��� �'����



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

������ ��	
� ������ �� ��������� ������������ �� ����� �� ���� ���� ���� j < k + 1�

������� w ∈ Q′ � w /∈ C ′ � (v, w) /∈ E(H)� ����� �������� ��� ���� ���� ��� ���� ��������

{c, v, z, w, y} ������ ��� c ∈ C! ���� c /∈ C ′!����� (v, w) ∈ E(H)! � ���� w ∈ Q′ "��#���� $��

w ����� ���� v � ��������� � ���� ����� �� ������� �� Q′%� ���� v � ��������� � �����

�� �������� �� Q′ $�� ��� ����� �� C ′ "�#����� $�� ���� ����� ������� ���� ��������� �

{v, v2, v3} � ������������� � ���#�� ���� ��������� � ����� ������� �� Q′\C ′� ����� ���

���#�� � ��������� � ����� �� �������� �� Q′\C ′%� &���� '���� v ������� ����� �����

���$��� �� �����(� k + 1 ��� �������� �� Q′� � $�� � �#������ ���� ����� ���� � ���'�

���� ��� ��� Q1 ∪ Q ∪ Q′� ���� Q1 ∈ Qk+1(v1)� ����� ��� �#����)�� �� ���� G1 ���

� �������� ������#��)�� �� �������� ��� ������ �� ������ ��
� ����� *� Q′\C ′! ����� **�

(Q\Q′) ∪ C ′! ����� ***� Q1 ∩ C! � ����� *+� Q1\C! �� v ������� '����� ��� ���$�� ��

�����(� k + 1 $�� ������ �������� ��� ���������� � Q′\C ′ � $�� ���#�� ����� �#������

���� Q1 ∪Q∪Q′ ���� ��� �#����)�� �� ���� G2 ��� � �������� ������#��)�� �� ��������

��� ������ �� ������ ��,� ���� F � �������� ������� �� Q ���� $�� ��� ���������� �

Q′\C ′� ����� *� "Q′\C ′)∪ (Q\F %! ����� **� F ∪C ′! ����� ***� Q1 ∩C! � ����� *+� Q1\C�

- ������ ��	, ������ �� ��������� � �� ����).�� �� �����/����� ��������� ������ ������



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

������ ��	
� ������ ��� ��������� ������������ �� ����� �� ���� ����

��������� ��	 ���� �����	
�� ����� �����(k, 1) � ������	��� ��� 	�� ���	���� ��

�����
��� �� ��� S = Pv1 , Pv2 , Pv3 , O
j
vj
, . . . , On−1

vn−1
�


����� � ��������� ����� ����������� �� ���� ��������� ���� S = Pv1 , Pv2 , Tv3 , {T ∗
v3
, F ∗

v3
}∗,

Pv3 , O
m
vm , . . . , O

n−1
vn−1

��� ���� ������ !�� �������� �"#$%(k, 1)� ���� {T ∗
v3
, F ∗

v3
}∗ & ��'��

� ������ S = Pv1 , Pv2 , Pv3 , O
j
vj
, . . . , On−1

vn−1
���� ������ !�� �������� �"#$%(k, 1)�

(��� G ��� ������ �� ������� �"#$%(k, 1) �������)�� ��� ��� ��*�+���� �� �����%

 !�� S = Pv1 , Pv2 , Pv3 , O
j
vj
, . . . , On−1

vn−1
� � �������� �� �&������ �� G ���� ��� ��������)�� ��

*����� ��������� I, II, III, IV � ,�������� � ������� �� ��� ������ ��� �� ���������

*����� �&������ �� P4 ������� -v1, v2, v3 � v4� *�� ��� � �&����� ������� � �� ��+� �&������ ���%

���� ��� �� ����� !�� Pv1 , Pv2 , Pv3 � ���������������. ��������� �� ���� �� ��� �������

v1 ∈ I; v2 ∈ II; v3 ∈ III; v4 ∈ IV � ����� ���� ���� ����� �� ����� ����	��
�� ��

����� �	�� � �&����� ������ ��� ��������� �� ����� ����� �� �&����� �� *��� � ���%

�� �� /�� �����'���� 0�� ������� �� /�� �����'��� ��� ����� �� ����� ����	��
�� ��

����� �	�� �� v2� ����� � �&����� ������ ��� ��������� �� ����� II� ,��� ��� �������

��� ����� !�� �������� ��� ������ I � IV -���� ���)���� P5 ����'���. ������� ������

���������� ����� !�� �������� ��� ������ II � III� "���� /���� �� �&������ �����������



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

��� ������	�� ��
��
�� ��������� ����� ����� ������ ����� �������� 
�� ������ I � IV �

�����������
��� ���� ��� ��
�� ����� 
�� ������ � ����� ������ ���
�� �����
�� �

����
���� I, II, III, IV � � �� ���� ������ P4 = v1, v2, v3, v4 ���������� ��� v1 � v4

��� �� ������������ � ����� ���� ������ � ��������� 
��� �� ��� ��������� �
���

 �!"#(k, 1)�

����� ����$  �������� 
��� �� ��� ��������� �
���  �!"#(k, 1)�

���� ��� ���� G �� ���	
 ��� ����
��
 �
� �
�����
� I, II, III � IV �
�
 ��������

���
 ������
������ �� ������ ������ J ⊂ II ��� � Kk+1 ����������� ���� I ∪ II� � ������

������ J ′ ⊂ III ��� � Kk+1 ����������� ���� III ∪ IV � ����
 J ∪ J ′ � Kk+1 �����������

���� G 
� G ��
 � 
����� �
 ������� ����(k, 1)�

�	
��� %���
&� ��� ����� ������ ����� Q �� ����
&� k + 1 �� II ∪ III ��� ���

���� ���� v ∈ Q� ����� v /∈ J � v /∈ J ′ '�� �������� ����� ���� J ∪ J ′ 
���������� Q �

��
�����
����
�� ���� ��� Kk+1 ���
������� ���� G(� )�� ��� ��� J � J ′ 
���������

����� �� ������ �� ����
&� k+1 �� I∪II � III∪IV � �����������
��� ��*�� C = Q∩II
� C ′ = Q∩III�  
��� |C| < |J | � |C ′| < |J ′| ���� ��
��+�� C∪I �� C ′∪IV ������ ��
���

����� Kk+1� � ����� ���, ������
�� �� ��
*�
��� �������� � �� �����	�� �� ��*��-
���

������ ������

%� C, J � C ′, J ′ ��� ���� �����
�
��� �����
���� �� II � III� �����������
��� �
���

����� ��� ��������� �� ������� 
����� ��� J ∪ J ′ ∪ C ∪ C ′� .�� �������� �� j = |C|�
i = |C ′| � i+ j ≥ k + 1� ����� � ��������� 2Kj + 2Ki� ���� ������ B ⊂ J 'B′ ⊂ J ′( �

D ⊂ C 'D′ ⊂ C ′( ��� ��� B∪D 'B′∪D′( / ������ %� |J\B| ≥ |C| '|J ′\B′| ≥ |C ′|(� �
���
�
�� ����� � ��������� �� ������� 
������ ����� ��� ��� ����� � ����� �� ������$ �(

J\B 'J ′\B′( 
�� ����� ����� �� ����
&� k+1 ��� I � B∪D 'B′∪D′( /Kk+1 ���
�������

���� I∪II∪Q 'III∪IV ∪Q(� ���� B∪D∪J ′ 'B′∪D′∪J( ���� �� Kk+1 ���
������� ����

G0 �( (J\B)∪ I � (J ′\B′)∪ IV ��
�-� ����� �� ����
&� k+1� ���
��� �� �� �/����

��
��
��� � 
�� ���� ��� 
���������� ��� B � B′� ��� G[I ∪ (II\B) ∪ (III\B′) ∪ IV ]


��� ��� ��������� �� ���1�� G2 ��� � ����
�� ��������� �� �/���� ����� ������

�� ����� ��2� �
�� Q1 ∈ Qk+1(v)� ��� ��� v ∈ J\B0 Q′
1 ∈ Qk+1(v

′)� ��� ��� v′ ∈ J ′\B′$



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

������ ��	
� ������ ��� ��������� ������������ �� ����� �� ���� ����

����� �� (Q′
1 ∩ IV )∪C� ����� ��� C ′ ∪ (Q′

1 ∩ III)� ����� ���� Q1 ∩ II� � ����� ��� Q1 ∩ I�

� ������ ��	� ��������� �� ��������� ��������� � �� ���� !�� �� �����"����� ������ ������

������ ��	�� ������ ��� ��������� ������������ �� ����� �� ���� ����



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

��������� ��� ���� G ��� ��	
���� ������� �����(k, 1)� ��
� ���� 
��� v ∈ III �

v′ ∈ IV � (v, v′) ∈ E(G)�

	��
�� ������� G ��� �	
����� ������� �����(k, 1)� ���� V (G) = I ∪II ∪III ∪IV
��� ��� I � IV ������ �������
 v � v′ ������
 ��� ������� �������� �� ����� ������� ��


�����
 II � III ��
������������� ����� S = Q1 ∩ I � S ′ = Q′
1 ∩ IV  ���� Q1 ∈ Qk+1(v)

� Q′
1 ∈ Qk+1(v

′)� !�� ������������ H = G[V (G)\S ′] ��

�� �� Kk+1 ����
���
�� Q �

H ′ = G[V (G)\S] ��

�� �� Kk+1 ����
���
�� Q′ ��
 J = Q ∩ II � �� Kk+1 ����
���
��

���� I ∪ II" �

�� ���� J ′ = Q′ ∩ III � �� Kk+1 ����
���
�� ���� III ∪ IV � !��� #���

$�% G ��

�� �� Kk+1 ����
���
�� �� G ��� � ��� �	
����� ������� �����(k, 1)�

&	
���� ���
 
�����
 G ��� �	
����� ������� �����(k, 1)�

'��� ��� 
�� ����

(���
 �����)�
 �������� ��
 �����
 II � III ���� ���
�����

��� �	
����� ������� �����
 �

���� ����� ���� *����� ��� III ��� ��

�� �����)�


�������� ��
 ������� � �� ���*� ���� �� +����� $�,-�

+����� $�,-. �
������� �� �	
����� ������� �����(k, 1) ��� III + IV �

��� ��� ���� G ��� ��	
���� ������� �����(k, 1) � 	�� 	�������� �� ��������	 S�

��
� �� ���	
� ������� ������� ����	 
��	 �� S �������� � �� �� !"�
��� v ∈ I�

	��
�� ������� ��� �/�
�� v ∈ I ��� ��

�� �� ����	 
��	 v′ �� V (G)� ����� Q

� Q′ �
 ������
 ������
 ����0���
 �� ��� v � v′ �
��� ��
������������� �� |Q| ≤ |Q′| 
�
����� v ��
� �����(��� �
����� v′ � � ������ �� ���*�� ����� ��� ������������ � ���*�

G′ = G[(V (G)\{v}] � (k, 1)����������(��� � �/�
�� �� Kk+1 ����
���
�� C ��� ����������

����
 �
 ������
 �� ������� k + 1 �� G′� '��� �
 �������
 v � v′ ��

��� � ��
��

��0������ �� II ����� ���� ������ �� ������� k+1 ��� *�� ������ ��� � ����
���� ��

v �� G′ �( 
��( ������ ��� C � �������� ��� ��� ����� ������� ������ �� ������� k+1

��� ��� �
���� ��	���� ��� C� #��� C � Kk+1 ����
���
�� ���� G[I ∪ II] � �

�� �/�
��

�� Kk+1 ����
���
�� ���� G� &	
���� ���
 
�����
 G �	
����� ������� �����(k, 1)�



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

���� ��� ���� G ��� ��	
���� ������� �����(k, 1) � S 	�� 	�������� �� ��������	�

����� i � j � 
������ ��	 ������	 ������	 ��������	 �� I � IV � ��	���
� ����
�� ��
�

i ≤ k � j ≤ k�

�	
��� ������� i > k �j > k	
 ���� I �IV 	 ������ Kk+1 � H = G[I ∪ III ∪ IV ]

������ ���� ������ Kk+1 �������������� ���� ���� ������� �� IV �I	 ���� �� �� �����

��� ������ Kk+1
 �������� ���� ������� G �������� ������� �� !"(k, 1)


���� ��� !��� ��	
���� ������� �����(k, 1) ��		�� ��� ������ �� III ��� " Kk+1


���	 ��	�� ���� III ∪ IV �

�	
��� ��#� G ��� �������� ������� �� !"(k, 1)
 ������� ��� �� �$���� Kk+1

����������� ������� �� III ���� G[III ∪ IV ]
 %�� ������������ �$���� ��� Kk+1 �����"

������ C ⊂ III ∪ IV � ��� ��� C �⊂ III


��#� H = Q ∪ III ∪ IV � ���� Q ∈ Qk+1(v1)
 %��� �������� H ������ ��� ������ C

��� ����� ����� �� ������� �� ������� k+1
 %���� ������� ��� H ����& ��� ��������

�� !"(k, 1)� ���� ���� ������ �� ������� �� ������� k+1 �������� �� III ∪ IV � ������

C ������� ������ x ��� ��� x ∈ IV ' �� ���� (��� )
*� � ������� �� ���� ��� �$������������

3 � ��������� � ������ ��� ����� � +��,�
 %����� I ∩ Q � II ∩ Q �� ������� � �������

�������� �� ���#����� �� ��+����� ,����- I ����� � ��� IV ' II ����� � ��� III' III

����� � ��� II' � IV ����� � ��� I
 .��� � ����/��� ���� �� �$���� ������� �������� �� I

� �� ������0�� �����&���� �� ����������
 %�������� �� III ������ �� Kk+1 �����������

���� G[III ∪ IV ]� �� II ������ �� Kk+1 ����������� ���� G[I ∪ II] � ������� ������

�����+������ �� ���� �� ��� III ������ �� Kk+1 �����������



	
��	�
 ��� ���� G ��� ��	
���� ������� �����(k, 1)� ��
� �� �#�	
� �� Kk+1


���	 ��	�� ���� G[I ∪ II] ��� 	��� 	��������
� �� II�

�	
��� ������� ��� �$���� C ⊆ II ��� � Kk+1 ����������� ���� G[I ∪ II]
 %��� (���

)
1� �$���� ������ C ′ ⊆ III ��� � Kk+1 ����������� ���� G[III ∪ IV ]
 �������� ����

��������� �� +��,� G� ��� C ∪ C ′ � ������� � ���� (��� )
2 G �� ������� ��� ���

�������� ������� �� !"(k, 1)
 �������


��#� G ��� �������� ������� �� !"(k, 1)
 3��� II �� ������ Kk+1 �����������

���� G[I ∪ II]� � III ������ Kk+1 ����������� ���� G[III ∪ IV ]� ������� ������� ���



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

G[III ∪ IV ] � ��� �����	 	
 �	� �	�� �	 �	�	������	
 III � ��� �����	 	 IV ������ �

��� �����	� �	��� ����
 �� ����� III 	 IV ��� ������� �� ��	��� ��	���	� �����

����	��
��� �����
 ���� ���	��� ��	 � �����	 v4 	��� 	� �����	 �	 ������� k + 1


���	��� ��	 � ���������	 �	 ��	���	� ����� ����	��
�� 	� III 	 IV �	�	 �	� ���

�����	 �	 ������� k + 1
 ������� �	�	�������� �	 k − 1 ��	���	��

�����
 ���	��� ���� ��	 � �����  �!" ��	�	��� � ���������� ��� �� �������	�

�������� #�$%&(k, 1)'

�����  �!"' #������ �� �������� ������� #�$%&(k, 1) & III 	 IV ��� �����	��

���� ���� ���� G ��� ��	
���� ������� �����(k, 1)� ��
� ���	
� �� ����	 ���

������� ����� ����	��
��� �� 	�������� �� ��������	 �� G� ��� � �������� ��  ��
���

v1�

	
���� (������ ��	 ��� �	)� �������� �	����� ��	���� ����� ����	��
�� � v1� *	��

+	��  �! v1 	��� 	� �� �	��� ��� Kk+1� ,��� 	��	������	��	 	-���	 Q ⊆ II ��� ��	

{v1, x} ⊂ Q
 ���	 Q ∈ Qk+1(v1)�

(	 Q = II
 	���� � II �	�	� �	 ��� �������� (k − 1, 1) �	 ������� .� ����

II ����/ �� ������
 ���� 	��	 ���� � ������0�� �� ��	���	� ����� ����	��
�� 	

����� �	��1� *��� {v1} ∪ II ∪ {v3} ����/ ��� �������� �� �����	 ������&(k, 1)

.ProibidoCografo− (1− 1, 1)+ProibidoCografo− (k− 1, 1) = I2+ProibidoCografo−
(k − 1, 1)1
 ������� ��� � �������� ������� #�$%&(k, 1)�

(	 Q � II
 �	)� S = II\Q
 �	�	��� ������	� ���� ������������	�' �1 �� �����	�

�������� 	� S �����	� ��	��� �����	� �	 ������� k + 1 ��	 ������ �����	� �	 III

.{Q | Q ∈ Qk+1(x), x ∈ S} ⊂ {Q | Q ∈ Qk+1(y), y ∈ III}1� *� �����������	
 � ����

����/��� �� G[V (G)\S] � (k, 1)&����������	�
 	���� 	-���	 ��� �����	 C 	� II ∪ III

��	 ���	�	��� ����� �� �����	� �	 ������� k + 1� *	�� +	��  �2
 ���	��� �	 ��	 C �

�������� ��	 �
� �	�� �� �������
� (k−1, 1)� ���
� �	�� �� �����	 C ∈ II ��	 ���	��	��� �����

�� �����	� �	 ������ k� 	 ����	��	��		��	� ����� �� �����	� Kk+1 �� v1 �	��� ���	��	������ ��� C�

���� � �������� ���� III ������ �����	 C ′ ��	 ���	��	��� ����� �� �����	� 	 G[III ∪ IV ]� 	 ��� �� ��	

G[C ∪ C ′] �	�� � Kk+1 ������	���� ���� G�



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

Kk+1 ����������� 	��� G
 	��� C 	�� ��� 	���������� �� C ′ ⊆ II � C ′′ ⊆ III ��� ���

����� ������ ���� �� ������� ������� �� G[I ∪ II] � G[III ∪ IV ]
 ���	������������ ��

�� � �������� � �������� S 	����� ������ Q′ � ������� k + 1 ��� ��� ������ ��������

�� III
 ����� G[Q ∪ {v3} ∪ Q′] � ������ ��� � ���	� IV � ��� ��������� �� �������

G2�� ������
 	��� ��	���� G ��������� �������  !"#$(k, 1)�

���� ���� ���� G ��� ��	
���� ������� �����(k, 1) � � �������� P4 = {v1, v2, v3, v4}�
����� S � S ′ ���	 ������	 ������	 ��� ���
�� v1 � v3 � �	
� ���
���	 ��	 �����	 I �

III� ��	���
� ����
�� ��
� j > i� ���� j = |S|, i = |S ′|�

�	
���

� 	���� ���� %��� � ��&���� � 	���� � %��� '�()�

*���� S ⊆ I � S ′ ⊆ III ������� �&+���� ������� v1 � v3
 ���	�����������
 � j = |S|
� i = |S ′|� *�	���� j ≤ i� , ������� v1
 	��� %��� '�(
 ���& �� �� ����� ��� Kk+1�

-��� ��	���.������� � ������ S ���& �� �� ����� ��� ������ � ������� k + 1� /���

j ≤ k
 � ������ � ������� k + 1 ��� ������ S 	����� �������� ��� ����� �� II
 ����

�� ∀x ∈ II ����� �+���� y ∈ S ��� ��� x ∈ Q1
 ��� Q1 ∈ Qk+1(y) �S 	����� ������ �

������� k + 1 ��� ���� �� �������� � II�� �� �+����� �������� x ���� ��� 	��� ���

y ∈ S � ��� �+���� Q′
1 ��� ��� y ∈ Q′

1
 ��� Q′
1 ∈ Qk+1(y) �S 	����� ������ � �������

k + 1 ��� �� ����������� � �������� � II��

*� S 	����� Kk+1 ��� ���� �� �������� II
 ����� � II ����& ��� ��� ���������

(k − j, 1) 	��� �� ��������� �� ���	� II � �� �������
 	��� ���� ���	� � ��������� 	��

�	����0�� ����� ����	��
�� � ����� �	���
 	���� S ∪ II ∪ S ′ ���1 ��� ������$

��� � �������$(k, 1)�ProibidoCografo − (j − 1, 1) + ProibidoCografo − (k − j, 1) =

(ProibidoCografo− (j, 0)∪ProibidoCografo− (j, 0))+ProibidoCografo− (k− j, 1) =

2Ki + ProibidoCografo− (k − j, 1)�
 	������� ��� � ��������� �������  !"#$(k, 1)�

*� S ��� ���& �� Kk+1 ��� ���� �� ���������  ���� �+���� �� �������� H ��� ���

	����� Kk+1 ��� S
 ����� ������ ��������� ��� 	�����������2 �� H 	����� �	����

Kk+1 ��� III �
 	�� ����������
 G[V (G)\S] 	����� ��� ������ C �� III ��� �������	��

���� �� ������� Kk+1 �
 	�������
 G[C ∪ (Kk+1(v1) ∩ II)] � Kk+1 ����������� 	��� G� ��

�� S 	����� ��� ������ Q � ������� k + 1 ��� ��� ������ �������� �� III
 �����

�������� ��	 �
� �	�� �� �������
� (k− j, 1)� 	��
� �	�� �� �����	 C ∈ II ��	 ���	��	��� �����

�� �����	� �	 ������ k− j + 1� 	 ����	��	��		��	� ����� �� �����	� Kk+1 �� S �	��� ���	��	������

��� C� � ��	 � �������� ���� III ������ �����	 C ′ ��	 ���	��	��� ����� �� �����	� 	 G[III ∪ IV ] 	 �����

�� ��	 G[C ∪ C ′] ����	 �� Kk+1 ������	���� ���� G�



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

G[Kk+1[v1] ∪ v3 ∪Q] � ������ ��� � ��	
� IV � 	�� ����	��� �� ������� G2� ��	����


��� �	
���� G ����	��� ������� �����(k, 1)�

���� ���� ���� G ��� ��	
���� ������� �����(k, 1) ��� ��		�� �� ������
� ������

������� S ⊂ I� 
�� ��� S ���
�� �� ���
��� ��� ��� ������ ��� ��� ������� ��������

 �������� �� v ∈ II!" ��
� ���� 
��� x ∈ Q1\{v} � x ∈ I� 
���	 x ∈ S� ����

Q1 ∈ Qk+1(v)"

	
���� �	
�� � !	� �"���� Q = Q1 ∩ I �⊂ S� ��#� H = G[V (G)\S]� 
�� �������������
�"���� C !	� � Kk+1 �����$����� 
��� H[I ∪ II] � � �	%��#	��� �� II� ����� v ∈ C �	

���	� $����%� v′ !	� � �&��� $��������� �� v ���' �� C �
��� � %��!	� Q� !	� %����� v�

��$� ��� �����%�
������ �� v ∈ C� ����� C � � Kk+1 �����$����� 
��� G[I ∪ II]� �� v /∈ C�

��� v′ ∈ C� ����� (C\{v′}) ∪ {v} � Kk+1 �����$����� 
��� G� ��	���� 
��� �	
���� G

����	��� ������� �����(k, 1)�

���� ��� ���� G ��� ��	
���� ������� �����(k, 1) ��� �� ������
� ������ ���

����� S ⊂ I 
�� ��� S ���
��#� �� ���
��� ������
�  ������� �������� �� v ∈ II!"

��
� �� ���	
� ��
�� ������
� ������� S ′ ⊂ I ��� ���
��#� ��
�� ���
��� ��	��
��
� ��

������� ��������  �������� �� v′ ∈ II!"

	
���� ( �'%�� $�� !	�� %��� v � v′ ��� 
���	�� Kk+1 ��%�	���� v1� 
��� )��� *�+,�

����� Q1 ∪ Q2 ∪ III ∪ IV ���	- 	�� ����	��� �� ������� G2� ���� Q1 ∈ Qk+1(v1) �

Q2 ∈ Qk+1(v)� ��	���� 
��� �	
���� G ����	��� ������� �����(k, 1)�

.�	����� ����� �� ������ 
������ ���	��� !	� ����� �	�� ����	�	��� 
��� 	��

����	��� ������� �����(k, 1) H/ �� �!	��� !	� ��� 
���	� �
������ �������� ��

��!	&�%�� �� �
����0��1 � �!	��� !	� 
���	� �
������ �������� �� ��!	&�%�� �� �
����

�0���

�� 2��� 3����'��� *�4� ��� 
������ ��� 	� Kk+1 �����$����� 
��� I ∪ II ������������

%������ �� II� 
��� ��� �������� ����	��� ����� %���� 5 %��#	��� I � 	�� %��!	� 
���

��� ����� �
������ �������� �� II� ��� � �
��%��� �
������ ����	 
��	 �� I� 
���

)��� *�6� 2�������� ��#� j = |I|� %��%�	���� !	� II � 	�� (k−j, 1)�����	��� ������� ��

%������� 
��� II � %������ � 
��� )��� *�+7 � )��� *�++ ����� �� $����%�� ��$�� ����� ��



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

��� ������ 	� 
����� k+1 �� ����� 	� ���
���� 	 �����
 I� ��
��
 ��
����

��� 
	� ��
���� ������� �����(k, 1)� ��� �� ����� ������ ��������� ����� �

��
��
��� 	�  ����� !�"#�

 ����� !�"#$ ��
��
��� 	� ��
���� ������� �����(k, 1) ��� ������ ��������� �	�
2 ≤ j ≤ k� i < j�

�% &���	 �������� � ������ �������� �� v �����	 �� ���
��� v′� ��
 �������

��� �� ���� ��������� ������� � ������ �������� �� ��� '��� !�"(� �� �)��
� v′ ∈ I


�� ��� v ∈ Q1� �	� Q1 ∈ Qk+1(v
′)� ����� ��� '��� !�"� v1 	��� ��
�� �� ������

Kk+1� *���� Q ∈ Qk+1(v1) � Q
′ ∈ Qk+1(v

′)� � ������ Q∪Q′ ∪ III ∪ IV � ��� ��
�����

��� �� �	��� 
�� �� Kk+1 
���������� ���� Q1 ∪ Q′ ��� ��
��� ��
�	� �� II� ���

�� 	��� ������� �� ������ ���
���� �� ���� � � ���
���� ��� �� �	�����
�� � v1 �

��
� �� II �� �� �	�����
�� �� ���
���� ��� �� �	�����
�� � v′ � ��
� �� II� ��
�


	� ��
���� ������� �����(k, 1) ��� ����� �� ���
��� ���	��
� ����� � ��
��
���

	�  ����� !�(+�

 ����� !�(+$ ��
��
��� 	� ��
���� ������� �����(k, 1) �� ������ ��������� �	�
2 ≤ j ≤ k� i < j� 0 < m < k + 1− j�



��� ������	�
���� �	 �����(k, 1) ��

���� �����	�
�� �� �������
� ����� ��� �������� ��������� 	�� ������ ���� �

���� � �� �����
�� ��	���� ��� !(k, 1)� "���� �����	���� � #��$� �� %������ ���

� ��������� �� � ����� � (k, 1)!#�������	&$�� ��' � ����	�� ��' 	�� ��	��� G1 � G2

�	�(�����



�������� 	

��
�����

���� ��������	
� ��������� �� ������ ����� ��� ��������� ���������� �� ������ ����������

��� ����� �� ������ �� �������� ������������ ��������� �� �������� ��� � ��� �������

����� ������� � ������ ��� �������� ���!� ����� �������� � ������ ������� �� �������

������"� ������ �� �������� ������������ ����� ��� �����"���� �� ����� ����������

# ����� ��������	
� ����� ��������	
� ��� � ���������$�	
� ��� ��������� ���������

�� ����� �� �������� ������������(k, 1)� ���� ���� ����� ����"��"���� "����� ����������

%��������� ������ ����& ��� ��������� � ���������$�	
��

# ������ ��� ���������� �������� ������� ������ ���'���� �� ��������� ��������� ����

�� ������ �� �������� ������������(1, l) %�����$��� �� ����������� ��� ������ �������

��� � ���'��� G1&� (��'���� ��� ����������� �� ��������� �������� � )� �� �������$��

�� ���������� ��������� ���� ��������	
��

����� �����	
�� ������

�  ��������$�� �� ������ �� �������� ������������(1, l)*

�  ��������$�� �� ������ �� �������� ������������(k, l)*

� ���������� �����"�� � �������� M ������	
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