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Resumo

Métodos multinivel, ou multigrid, utilizam vérios niveis de refinamento de malhas com-
putacionais sobrepostas, e que cobrem uma regiao, o dominio do problema, para acelerar
a convergéncia dos métodos iterativos empregados na solucao de sistemas de equacoes
lineares. Estes surgem da discretizacao de equacoes diferenciais parciais que descrevem os
problemas abordados. O método dos Volumes Finitos é um dos mais empregados na dis-
cretizagao, especialmente quando se tratam de problemas envolvendo leis de conservagao.
O refinamento adaptativo de malhas produz a obrigatoriedade de se resolverem sistemas
que mesclam vérias escalas de comprimento, o que deteriora a taxa de convergéncia dos
resolutores de sistemas. Este trabalho apresenta duas abordagens multinivel na resolucao
de equacgoes diferenciais com refinamento adaptativo da malha geométrica discretizada
por volumes finitos. A primeira utiliza um método multigrid geométrico para refinamento
adaptativo de malhas. Para tanto, uma estrutura de dados adequada foi desenvolvida.
Essa abordagem permite que a diferenca de nivel de refinamento entre elementos vizi-
nhos seja maior do que um, uma regra imposta a diversas estratégias encontradas na
bibliografia. A segunda abordagem utiliza um método multinivel algébrico na resolucao
do sistema linear obtido pela estratégia definida pelo Autonomous Leaves Graph (ALG).
Um estudo sobre os autovalores das matrizes geradas pela estratégia definida pelo ALG
também foi realizado. Resultados numéricos demonstram um ganho de eficiéncia das
abordagens aqui propostas quando comparadas ao ALG implementado com o método dos
gradientes conjugados para resolucao dos sistemas de equagoes lineares.



Abstract

Multigrid methods employ multiple coexisting computational meshes for the same region,
each with its level of refinement, and help improve the convergence of iterative methods
used to solve systems of equations. These systems often arise from the discretization of
differential equations used to study scientific problems on continuum domains, by means
of a mathematical model. The method of finite volumes is often used for the discretization
of such models, in particular for those dealing with conservation laws. This work aims
to present an adaptive scheme for the multigrid method on non-uniform meshes arising
from the discretization by the finite volume method and linked to adaptive mesh refine-
ment. One of the contributions of this work is the development of a geometric multigrid
algorithm for problems with adaptive refinement, coupled with an infrastructure based on
the autonomous leaves graph (ALG). Another new contribution is the coupling of ALG
infrastructure with the algebraic multigrid method - AMG. Results show a gain of effi-
ciency when both approaches are compared to the first versions of ALG, for which the
numerical solution employs the conjugated gradient method.
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Capitulo 1

Introducao

A simulacao computacional tem papel fundamental na compreensao de fendmenos
fisicos de problemas reais oriundos das mais diversas areas. Quando comparada com mé-
todos analiticos e experimentais ela apresenta vantagens significativas, pois permite que
diferentes cenarios e variaveis do problema sejam avaliados, sem um alto custo e sem
comprometer a regiao ou material de estudo. A simulagao se aplica a problemas de aero-
dinamica, transporte de contaminantes, propagacao de ondas, entre outros. No contexto
de transporte de contaminantes, ela permite que diferentes cenérios sejam avaliados sem

comprometer o meio ambiente.

Os modelos matematicos adequados para o estudo de tais problemas podem ser des-
critos por meio de equagoes diferenciais parciais (EDP’s). Essas EDP’s s@o definidas em
um certo dominio continuo de interesse com condi¢oes de contorno e inicial apropriadas.
A solugao numérica dessas EDP’s ocorre pela aplicacao de diversos métodos numéricos,
por exemplo, o método dos volumes finitos. Nesse método o dominio continuo é dividido
(discretizado) em elementos menores, denominados volumes de controle. A unido dos

volumes de controle forma a malha discreta do problema.

No dominio discreto a EDP ¢é transformada em uma equagao discreta, que é utili-
zada em cada um dos elementos da malha, gerando um sistema de equagoes algébricas
que, quando solucionado, fornece uma aproximacao para o valor da solu¢ao do problema
original em um ntmero finito de pontos discretos do dominio. Na abordagem utilizada
neste trabalho, esses pontos estao geometricamente localizados nos centros dos volumes

de controle.

Teoricamente, a precisao dessa aproximacao é tao boa quanto a discretizacao do do-
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minio. Isto significa que quanto menores os volumes de controle, maior a quantidade de
pontos e melhor torna-se a solugao obtida, a menos de erros de arredondamento e trun-
camento. FEm contrapartida, maior torna-se o sistema algébrico a ser resolvido e maior o
custo computacional desse processo. Assim, aumentar a quantidade de pontos de maneira
que esses pontos sejam uniformemente distribuidos por todo o dominio e assim todas as
regioes possuam a mesma quantidade de pontos implica num esfor¢co computacional muito
alto na solucao do problema. Todavia, observa-se que os fenémenos fisicos, em muitos ca-
sos, desenvolvem uma dindmica natural, em geral dependente do tempo, em que ocorrem
mudangas rapidas na solu¢do ou na sua derivada em certas regies do dominio (Burgarelli
et al., 2006). Dessa maneira, torna-se importante o uso de técnicas que considerem esse
comportamento na solucao do problema. Uma alternativa é o uso de técnicas adaptativas

que oferecem certo grau de robustez e eficiéncia (Burgarelli et al., 2006).

Métodos adaptativos tém como objetivo aumentar a precisao da solugao aproximada
em certas regioes do dominio espacial ou em certos instantes de tempo do problema. A
representacao computacional desse dominio discretizado, denominado malha computaci-
onal, requer a utilizacao de estruturas de dados especiais. As estruturas de dados do tipo
arvore sao as mais utilizadas por esses métodos; entretanto, elas enfrentam uma limitacao
chamada de regra 2 : 1. Nessa regra a diferenga entre o nivel de refinamento de células
vizinhas nao pode ser maior do que 1, caso contrario os algoritmos de refinamento e des-
refinamento tornam-se de dificil manipulagao. Contudo, alguns problemas necessitam de
diferengas maiores e, assim, ocorre uma propagagao do refinamento para células vizinhas,

aumentando o custo computacional.

Mesmo que técnicas adaptativas sejam empregadas, o nimero de variaveis a serem
determinadas no problema ainda é grande e por isso torna-se necessario o uso de mé-
todos eficientes na solugao do sistema algébrico. Dentre estes, os iterativos sao os mais
eficientes para problemas esparsos de grande porte. Todavia, tais métodos tém sua ve-
locidade de convergéncia comprometida quando a matriz do sistema a ser resolvido é
mal-condicionada. Uma alternativa para esses problemas sao os chamados métodos Mul-
tigrid. Estes sao mais competitivos quando comparados aos métodos iterativos pois,
apesar de produzir um “overhead” nas operagoes de prolongamento e restri¢ao (explicadas

no Capitulo 2), ele possui custo computacional assimptoticamente 6timo.

O método Multigrid tem relagao direta com o comportamento de convergéncia dos
métodos iterativos estacionarios. Tais métodos tem caracteristicas de suavizarem as com-

ponentes de alta frequéncia do erro da aproximacao da solucao de maneira mais rapida



1.1 Contribuigoes 3

do que as componentes de baixa frequéncia. As componentes de baixa frequéncia do erro
em um dominio mais discretizado (malha fina) quando observadas em um dominio menos
discretizado (malha grosseira) se comportam como componentes de alta frequéncia.Tal
comportamento permite que os métodos iterativos estacionarios sejam novamente aplica-
dos suavizando essas componentes. O método Multigrid consiste na aplicagao recursiva

desse procedimento.

A caracteristica mais importante do Multigrid é que sua convergéncia é independente
do tamanho do problema. Além disso, o custo computacional de cada etapa do método
¢ proporcional ao nimero de incognitas do problema, sendo superior a outros métodos
iterativos nao-classicos, por exemplo, o método dos gradientes conjugados. Outra carac-
ter’istica do método Multigrid é ser facilmente paralelizédvel, com excecao da sua fase de

construgao. No entanto, tal caracteristica nao serd abordada no ambito deste trabalho.

Este trabalho tem como foco a resolucao de problemas mal-condicionados oriundos
de uma abordagem adaptativa em volumes finitos. O objetivo é reduzir o tempo gasto
na fase de resolucao do sistema linear que surge dessa abordagem. Para tanto, foram
utilizados dois algoritmos Multigrid. O primeiro utilizou uma estrutura de dados baseada
no trabalho de (Burgarelli et al., 2006) para desenvolver um método Multigrid Geométrico
Adaptativo. J& o segundo utilizou a metodologia desenvolvida em (Burgarelli et al., 2006)
acoplando a ela um Multigrid Algébrico na resolucao do sistema linear. Os resultados ob-
tidos mostram que ambas as abordagens apresentam uma reducao consideravel no tempo
de computacao quando comparados com a estratégia original (Burgarelli et al., 2006). No
entanto, a primeira abordagem proposta apresenta um custo maior de memoria pois man-

tém em memoria diferentes niveis de refinamento simultaneamente.

1.1 Contribuicoes

Este trabalho tem como contribui¢ao principal o desenvolvimento de uma abordagem
Multigrid para esquemas centrados nas células com refinamento adaptativo. Para tanto,
uma estrutura de dados baseada nas ideias da estrutura de dados ALG proposta por
Burgarelli et al. (2006) e da quadtree (Samet, 1990) foi desenvolvida. Essa abordagem
permite que o método Multigrid desenvolvido atinja uma convergéncia mais rapida do
que a obtida pelo ALG. Além disso, essa estrutura de dados gera uma quantidade menor
de elementos na malha do que a quadtree, pois permite que a diferenca entre os niveis

de elementos vizinhos seja maior do que 1. Todavia, tal estrutura tem um custo de
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armazenamento mais alto do que as outras duas.

Também é apresentada uma anéalise do custo de memoria do armazenamento do ALG,
tanto para o caso de refinamentos uniformes quanto para o caso adaptativo. A partir dessa
analise uma proposta de modificagao na estratégia de simplifacacao do ALG é realizada.

Com essa modificacao o custo de armazenamento é reduzido.

Estudos sobre as matrizes de discretizacao que surgem pela estratégia empregada
pelo ALG também sao realizados aqui. A partir desses estudos uma estratégia baseada no
Multigrid Algébrico (AMG) é apresentada. Isto significa que o AMG é combinado ao ALG
gerando um esquema mais eficiente em relagao ao tempo de execugao quando comparado
ao ALG tradicional. Tal estratégia também permite que problemas de geometria complexa

sejam abordados sem modificagoes significativas no resolutor do sistema linear.

As abordagens apresentadas sao avaliadas por meio dos problemas de Laplace e Pois-
son. Tais avaliacoes demonstram a viabilidade das mesmas e apresentam uma maior
eficiéncia quando comparados ao ALG tradicional. Por fim, o problema da camada limite

aplicado a um aerofélio é solucinado utilizando a combinacao ALG+AMG.

1.2 Trabalhos Relacionados

Nesta secao sao apresentados alguns trabalhos relacionados a este projeto. Primeira-
mente sao abordados os métodos Multigrid para malhas adaptativas, em particular para
esquemas centrados nas células. Em seguida, sao apresentados alguns trabalhos sobre es-
truturas de dados para refinamento adaptativo de malhas; novamente, um enfoque maior

¢ dado as que abordam esquemas centrados e o método Multigrid.

1.2.1 Multigrid para Malhas Adaptativas

Existem duas abordagens possiveis para métodos Multigrid Geométrico em malhas adap-
tativas: estatica e dindmica. Na primeira abordagem, o refinamento é pré definido, a
malha é refinada antes do processo de solugao. Na abordagem dinadmica, o refinamento
da malha ocorre de acordo com a evolucao da solucao do problema, em geral, busca-se
que o erro da aproximagao da solugao seja minimo em alguma norma (Briggs et al., 2000).
A combinagao dessas duas abordagens também é possivel. Os algoritmos existentes para
métodos Multigrid adaptativos, em geral, partem da ideia de refinamentos estéticos para

refinamentos dindmicos simplesmente acrescentando controladores de erro ao processo
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adaptativo (Trottenberg et al., 2001).

A estratégia mais conhecida para métodos Multigrid em malhas adaptativas é a Mul-
tilevel Adaptive Technique (MLAT) proposta por Brandt (Brandt, 1977). No esquema
MLAT um nivel da malha é composto por todas as células de um mesmo tamanho. Por
exemplo, a regiao hachurada na Figura 1.1. Como resultado malhas mais refinadas em
cada instante da simulacao sao compostas por subregioes mais refinadas que cobrem par-
tes do dominio. Quando a suavizagao é aplicada sobre um nivel [, condi¢oes de contorno
temporarias do tipo Dirichlet sao aplicadas na interface de um elemento no nivel [ e um
outro elemento no nivel [ — 1, ou seja, os elementos do nivel menos refinado vizinhos aos
elementos de nivel [ sao considerados como valores de contorno (Brandt, 1977; Briggs et al.,
2000; Trottenberg et al., 2001). Isto significa que a suavizacdo ¢é realizada somente sobre
subdominios uniformes. Com essa abordagem torna-se desnecessario realizar mudancas
nos procedimentos de suavizagao. Os operadores de prolongamento e restri¢gao sao esco-
lhidos de forma a manterem constantes os pontos de contorno entre os niveis, durante a
suavizacao da malha mais refinada. A solucao do problema sobre todo o dominio é obtida
de forma implicita sobre todos os niveis da malha. Quando o MLAT é formulado como
um método de correcao de defeitos, as suavizagoes da malha mais refinada sao realizadas

de forma a aumentar a precisao do método de solu¢ao na malha menos refinada.

Levell L ¢ Levell—1 Level1-2

Figura 1.1: Niveis multigrid em uma malha nao uniforme. As regioes hachuradas mostram
os elementos que fazem parte do nivel definido (Jones e Jimack, 2000).

Outra abordagem muito utilizada foi apresentada em (McCormick e Thomas, 1986).
Nesse trabalho foi desenvolvido o esquema Fast Adaptive Composite (FAC). A teoria de
convergéncia daquele método pode ser encontrada em (McCormick e Rude, 1994), enquanto
varias aplicagoes sao apresentadas em (McCormick, 1989; Hart et al., 1986). O FAC define
o nivel em uma malha hierarquica de forma similar ao MLAT, mas os operadores de
discretizacao sao definidos em uma composicao do dominio que também inclui o domi-
nio inteiro. Essa composi¢ao é composta por células mais refinadas de cada subdominio

sendo portanto nao uniforme. Toda a suavizacao ¢é realizada sobre malhas uniformes e
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subdominios dessas malhas. Apesar disso, todos os resultados sao obtidos explicitamente
sobre a composicao da malha, sendo esses transferidos para os niveis dos subdominios de
maneira a calcular as correcoes referentes a cada subdominio. Para evitar a inconsistén-
cia nos pontos de contorno interniveis, os operadores de discretizacao definidos para a
composigao da malha em tais pontos sao utilizados para calcular o residuo nestes pontos.
Os operadores de transferéncia intergrid sao escolhidos de maneira a nao interferirem na

obtenc¢ao do termo residual e na transferéncia da solucao.

Um método adaptativo multinivel iterativo foi introduzido em (Riide, 1994). Ele
emprega um método de ‘“refinamento global virtual” no qual, embora todos os pontos de
uma malha uniforme estejam presentes, somente um conjunto de pontos ativos é utilizado
no processo de suavizacao. Um ponto é removido do conjunto de pontos ativos se o
calculo da correcao para aquele ponto é menor que uma certa tolerancia pré fixada. Assim,
conforme o processo de suavizagao aumenta, o conjunto de pontos ativos diminui. Quando
¢ calculada a correcao em um ponto, sua vizinhanca é adicionada ao conjunto de pontos
ativos e o valor residual é atualizado. Quando aplicado como um suavizador de um método
Multigrid este processo é algebricamente equivalente ao método FAC. Entretanto, sua
diferenca em relagao ao FAC deve-se ao fato de que, para o método introduzido em (Riide,
1994), os pontos da malha sao divididos em ativos e inativos sobre uma regiao individual

sendo, entao, agrupados em grupos (patches).

Esse conceito de patches é utilizado em diversos trabalhos (Martin e Cartwright, 1996;
Thorne, 2003) que utilizam esquemas centrados nas células. Nestes trabalhos sao criados
elementos temporérios nas interfaces de elementos de diferentes niveis de refinamento e
seus valores sao determinados por interpolagao. Assim operadores especiais sao desen-
volvidos de maneira a atenuar a descontinuidade entre os niveis. Essa abordagem acaba
gerando refinamentos em regioes de forma desnecesséria, pois busca gerar patches mais
abrangentes, evitando assim a necessidade excessiva de tratamentos nos contornos dos

elementos de niveis diferentes.

Uma abordagem diferente para o método Multigrid foi apresentada por (Hartmann
et al., 2008). Neste trabalho os autores desenvolvem o método Multigrid por meio do
chamado método de malhas cartesianas. Tal método permite a geracao da malha de
forma automaética, o que, facilita a sua utilizacao em esquemas adaptativos. O método é

aplicado na resolucao das equagoes de Euler e Navier-Stokes.

Uma semelhanca nesses trabalhos é a utilizagao de estruturas de dados baseadas em

arvores para armazenamento das informacgoes do problema. Por exemplo, uma arvore
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ternaria ¢ utilizada no software PLTMG, para o qual o nivel de um elemento triangular
corresponde ao seu nivel na estrutura da arvore. A seguir outras estruturas de dados para

métodos adaptativos sao discutidas.

Uma outra possibilidade de utilizacao do Multigrid para malhas adaptativas é a sua
versao algébrica (AMG). Esta versao avalia somente as informagoes da matriz do sistema.
Os primeiros trabalhos sobre o AMG foram desenvolvidos em (Brandt et al., 1982; Ruge e
Stiiben, 1986). Sao intmeros trabalhos que utilizam o AMG em problemas adaptativos
(Wu e Elman, 2006; Tang e Yuan, 2010; Brezina et al., 2012); todavia, nenhum deles utiliza a

mesma abordagem que é apresentada neste trabalho.

1.2.2 Estruturas de Dados para Malhas Adaptativas

O que resulta do refinamento da malha em processos adaptativos sao malhas nao uniformes
que se modificam em cada passo de tempo. Uma estrutura de dados para armazenar
esse os dados desse tipo de problema deve facilitar a busca por informacgoes referentes a
geometria, conectividade, etc. Existem intimeras maneiras para essa representagao(Samet,
1990). Uma abordagem padrao seria organizar a informacao em vetores (Briggs et al.,
2000). Outra possibilidade seria a representagao da malha de forma hierdrquica. Nessa
representacao sao utilizadas as estruturas de dados em forma de arvore, denominadas

quadtree (ou octree) (Samet, 1990; Wirth, 1985).

Uma quadtree é uma estrutura de dados hierarquica usada para representar uma ma-
lha, onde cada n6 da estrutura representa uma célula. Para melhor elucidar essa defini¢ao,
suponha que o dominio de interesse seja o quadrado unitario. Este quadrado unitério é
representado por um elemento da estrutura denominado raiz da mesma. Esta célula pode
ser decomposta em 4 novas células iguais, que por sua vez podem ser subdivididas também
até que um certo critério de parada seja alcancado. Os nés da estrutura que represen-
tam quatro partes de uma célula sao denominados filhos do n6 que representa esta célula
(nodo pai). Os nos filhos sdao nomeados de acordo com sua posi¢gdo no elemento pai:
nordeste(NE), sudeste(SE), noroeste(NO) e sudoeste(SO)}, veja Figura 1.2.

Um elemento é denominado folha ou terminal se nao tem filhos. Dois elementos sao
chamados de vizinhos ou adjacentes se eles tém uma aresta em comum. O nivel de um
elemento é igual ao nimero de decomposi¢oes que foram necessarias para obté-lo. O nivel
da raiz é zero. Como pode ser visto, as informacoes relativas a uma quadtree constituem
uma arvore. Na Figura 1.3 sao apresentadas uma malha quadrangular e sua representagao

em forma de arvore quadtree; observe que, internamente, cada nodo possui um ponteiro
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Figura 1.2: Representacao de uma quadtree.

para seu pai. A altura desta arvore é dada pelo nivel maximo de qualquer né.

1213 10 11

Figura 1.3: Representacao de uma quadtree e sua representagao em arvore.

O emprego de uma estrutura de arvore permite que informagoes como nivel de refina-
mento, conectividade, ancestral, vizinhos e filhos de um elemento sejam obtidas facilmente.
Com estas informagoes outros dados que forem necessarios, como por exemplo o exemplo
o vizinho de um dado elemento, podem ser obtidos facilmente. O custo de armazenamento

4n+1

4" =1 nodos onde n é a

PRI . =n i __
dessa estrutura em memoria é, no pior caso, dado por ) ,—j 4" = *—

altura da arvore.

Khokhlov (1998) apresentou uma modificacdo na quadtree de forma que elementos
de niveis diferentes tenham uma comunicacao direta. Ele organizou células provenientes
do mesmo pai em uma estrutura denominada FTT (Fully Threaded Tree). Entretanto,
o gerencimento de uma FTT é complexo quando a diferenca entre niveis de refinamento
de células vizinhas for maior do que 1 (regra 2:1). Baseado neste trabalho, em (Ji et al.,
2010) foi apresentada uma modifica¢do na estrutura de dados FTT de forma a prover um
maior paralelismo da mesma. Entretanto a observancia a regra (2 : 1) foi mantida, ou

seja, a diferenca de nivel entre duas células vizinhas pode ser no maximo 1.
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Como as arvores apresentam essa estrutura hierarquica e os métodos Multigrid tam-
bém apresentam essa caracteristica, as arvores sao as estruturas de dados mais utilizadas
na implementagao do Multigrid. Sao inimeros os trabalhos envolvendo arvores na imple-
mentagao do Multigrid (Bank, 1990; Riide, 1993; Jones e Jimack, 2000; Hartmann et al., 2008;
Li et al., 2005; Unfer et al., 2010; Ji et al., 2012).

Entretanto, existem outras estruturas de dados capazes de representar de forma sa-

tisfatoria malhas adaptativas.

No escopo de métodos Multigrid, Rivara (1984) implementa estrutura de dados base-
ada em listas para refinamentos adaptativos em malhas de elementos finitos triangulares
e conformes. Ela implementa uma lista molecular, onde cada item representa um ponto e
armazena o conjunto ordenado de pontos vizinhos, bem como, se ele ¢ um ponto de con-
torno. A partir disso uma nova lista contendo a sequéncia de triangulagdes que surgem

de acordo com os refinamentos adaptativos é armazenada.

Todavia o foco do presente trabalho sao malhas com elementos quadrangulares e com
discretizagao centrada. Neste escopo, Burgarelli et al. (2006) propuseram uma estru-
tura de baixo custo computacional para representar refinamento de malhas na solucao de
equagoes diferenciais, que empregava o método dos Volumes Finitos com volumes qua-
drangulares. A estrutura consiste em utilizar um grafo de folhas auténomas, denominado
ALG, sendo a ordenacao dos volumes da malha feita através de uma Modificacao da
Curva de Hilbert. Oliveira e Kischinhevsky (2009) propuseram uma modifica¢do nessa
estrutura para aplicé-la em volumes finitos triangulares, utilizando a curva de Sierpinski
na ordenacao dos volumes. Em 2010, Robaina et al. (2010) estenderam o ALG para o

caso de visualizagao cientifica em 3D.

Uma simplica¢ao do ALG foi apresentada em Unfer et al. (2010) e aplicada na analise
da interagao do plasma com fluxo de gas. Ja em Oliveira et al. (2011) o problema da
camada limite utilizando o ALG é simulado. Oliveira et al. (2012a) utilizaram o ALG
na solugao de problemas da modelagem elétrica do coragao. Ja em (Oliveira et al., 2012b)
uma versao que implementa o método dos gradientes conjugados em paralelo é associada

ao ALG de maneira a aumentar a eficiéncia da simulagao.

A principal vantagem do ALG esta na nao limitagdo a regra (2 : 1). Ele foi construido
de maneira a facilitar o refinamento e desrefinamento da malha. Assim diferencas entre os
niveis de células vizinhas podem ser de qualquer ordem, sendo especificados pelo problema
a ser resolvido. Outra caracteristica importante é que células vizinhas oriundas de pais

diferentes sao diretamente conectadas. Essa caracteristica permite uma comunica¢ao mais
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rapida quando comparada as implementagoes tradicionais das quadtrees. Outra caracte-
ristica importante é a representagao somente das células existentes na discretizagao da
malha, enquanto nas quadtrees elementos de diferentes niveis de refinamento estao todos
presentes mesmo nao compondo o dominio computacional do problema naquele instante
de tempo. Isto significa que um elemento pai refinado ainda se encontra armazenado em

memoria.

1.3 Estrutura do Trabalho

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: a estrutura de dados denominada
ALG (Autonomous Leaves Graph) é revisada no capitulo 2, bem como uma anélise do seu
custo de armazenamento; uma modificagao no processo de simplificagao é introduzida,
uma discussao sobre o condicionamento da matriz da discretizagao utilizada por essa
abordagem também é apresentada. O capitulo 3 apresenta uma introducao sobre alguns
aspectos do método Multigrid, os elementos que constituem este método sao discutidos.
No capitulo 4 uma estrutura de dados baseada no ALG e na quadtree é apresentada,
bem como o algoritmo Multigrid Geométrico desenvolvido para malhas adaptativas. No
capitulo 5 o método Multigrid Algébrico é apresentado e sua integracao com o ALG é
discutida. Os resultados das duas estratégias aqui abordadas sao apresentados no capitulo

6. Por fim, os trabalhos futuros e conclusoes sao discutidos no capitulo 7.



Capitulo 2

Revisao sobre o Grafo de Folhas Autono-
mas

Neste capitulo sao revisadas algumas defini¢oes sobre a estrutura de dados proposta
em (Burgarelli, 1998; Burgarelli et al., 2006) e suas variagoes (Unfer et al., 2010; Brandao et al.,
2009; Robaina et al., 2010). Uma anéalise do custo de armazenamento dessa estrutura é
apresentada, bem como uma discussao sobre o condicionamento da matriz que surge pela

estratégia empregada.

2.1 Grafo de Folhas Autonomas (ALG)

O ALG é uma estrutura de dados que foi proposta em (Burgarelli, 1998). Ele consiste
basicamente de dois tipos de vértices ou nodos: pretos ou nodos células e os brancos ou
nodos de transicao. Para uma melhor compreensao de tal estrutura, torna-se interessante
uma interpretacao por meio de uma analogia com o problema geométrico. Assim, consi-
dere um dominio bidimensional formado pelo quadrado unitario, 2 = [0,1]%. Dividindo
esse quadrado em quatro quadrados iguais obtém-se quatro células quadradas de aresta

medindo %

Cada um desses quadrilateros é representado por um nodo preto ou nodo célula que
pode ser ilustrado como um ponto preto no centro da célula correspondente. As informa-
goes referentes a geometria e a fisica do problema (as grandezas a serem avaliadas) sao
armazenadas nesses nodos. Esses nodos s@o os vértices de um grafo orientado (Figura
2.1). Acrescentam-se a essa estrutura os chamados nodos brancos ou nodos de transicao.

Eles representam tanto a fronteira do dominio quanto uma mudanca de nivel entre os ele-
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Figura 2.1: Representagao geométrica e estrutura de dados do ALG para uma malha quad
simples.

mentos do dominio (Burgarelli et al., 2006) . Cada nodo preto possui 4 arestas (ponteiros)
para seus vizinhos, tais arestas sao nomeadas de acordo com as direcoes: norte, sul, leste

e oeste.

Ja os nodos brancos possuem trés arestas ( d1, d2 e h), conforme a Figura 2.2. As
duas primeiras apontam para os nodos pretos referentes ao “cacho” que elas pertencem e a
tltima aresta (singleconnector) que aponta para um vértice especial, denominado vértice
terra que estd presente nas fronteiras do dominio. Cada linha na Figura 2.1(direita)

representa duas arestas opostas.

D1

D2

Figura 2.2: Descricao da estrutura do nodo branco com as respectivas arestas.

Assim como na quadtree, a definigao de nivel para esses vértices esté ligada a defini¢ao
de profundidade. Neste caso, a profundidade de uma célula pode ser vista como o ntimero
de passos realizados para sua obtencao, sendo convencionado que as células de uma malha
composta, no quadrado unitario, por 4 células iguais, estao no nivel 1 de profundidade. A
partir desse ponto novas células sao obtidas com niveis de profundidade sendo acrescido

de uma unidade.

A diferenca entre os niveis pode ser determinada pelos vértices brancos. Nodos brancos
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conectam um nodo preto ou um branco de profundidade n com dois nodos pretos ou

brancos de profundidade n + 1.

2.1.1 Refinamento e Desrefinamento

Apo6s o refinamento, uma célula de nivel n de profundidade é substituida por 4 células
de nivel n + 1 de profundidade. O nivel de profundidade de uma célula esta diretamente
relacionado com o tamanho do lado da célula. Assim, uma célula de lado 2% tem nivel de

profundidade n.

Sempre que uma célula é refinada substitui-se o nodo preto correspondente por uma
estrutura similar & Figura 2.1, onde as células da malha inicial sao identificadas de acordo
com as posigoes cardeais nordeste, noroeste, sudoeste e sudeste. A Figura 2.3 representa
a malha inicial com um refinamento do elemento noroeste (NW). Doravante, os vértices

chamados de terra serao omitidos.

Figura 2.3: Representacao da estrutura de dados com o refinamento da célula noroeste.

A estrutura formada por 4 nodos pretos ligados aos nodos brancos representada na
Figura 2.1 é denominada cacho. Sempre que uma célula for refinada, o nodo preto cor-
respondente serd substituido por um cacho. Nesse novo cacho cada nova célula, isto é,
cada novo nodo preto armazena algumas informagoes que permitem determinar quem era
o seu pai, sem a necessidade de manter este armazenado. Com essa informagao é possivel

obter o nodo pai no caso de um desrefinamento.

O ALG também realiza algumas simplificagoes dos chamados vértices de transicao.
Se, ap6s um refinamento, vértices de transicdo de mesmo nivel estiverem conectados,
eles podem ser simplificados (Fig.2.4). Essa simplificacao possibilita um funcionamento
eficiente do algoritmo de busca dos vizinhos de um nodo preto. Neste caso, nodos pretos

que possuem pais diferentes mas estao no mesmo nivel e sao geometricamente vizinhos
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sao diretamente conectados (Fig. 2.4). Essa é uma das principais diferengas em relagao

as quadtrees tradicionais.

Figura 2.4: Simplificagdo da estrutura ALG pela eliminagao de dois nodos brancos adja-
centes de mesmo nivel.

O processo de desrefinamento no ALG s6 pode ser realizado se houver quatro nodos
pretos com mesmo nivel de profundidade formando um quadrado. Portanto, tais células
pertencem ao mesmo cacho, a menos dos nodos brancos. Isto significa que quatro células
de nivel n+ 1 sao substituidas por uma tnica célula de nivel n (Figura 2.5). Essas células
devem ser oriundas do mesmo pai, o que garante a reversibilidade configuracional da

malha sob as operagoes de refinamento e desrefinamento.

As etapas necessérias ao desrefinamento sao as seguintes (Burgarelli et al., 2006):

1. Criacao de um novo nodo preto;

2. Atualizacdo das informagoes (espaciais, profundidade e etc.) do nodo preto criado;
3. Ligagao do nodo preto com seus vizinhos;

4. Ligacao dos vértices vizinhos com o nodo preto;

5. Ordenacao da malha pela curva de Hilbert;

6. Liberagao da area de memoria dos nodos brancos e pretos que passam a nao existir.

O passo (1) se da pela transformagao do vértice noroeste, em rela¢ao aos 4 vértices em
questao no vértice resultante do desrefinamento. Assim como no processo de refinamento,
o processo de desrefinamento pode acarretar a destruicao de nodos brancos uma vez que
nodos brancos de mesmo nivel de profundidade nao devem coexistir e nodos pretos filhos
de mesmo pai devem ser conectados diretamente. Os casos de simplicagdo de nodos

brancos podem ser verificados em (Burgarelli et al., 2006).
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(b)

Figura 2.5: Esquema de desrefinamento.

O passo (5) apresentou um conceito ainda nao discutido, a ordenagao da malha. Em
problemas que envolvem uma discretizagao de um problema continuo é importante que
exista uma forma de ordenar os elementos que surgem. Essa ordenagao permite que seja

empregado um método computacional para resolucao do sistema linear obtido.

2.1.2 Ordenacao da Malha

O ALG utiliza uma curva de preenchimento de espaco (space-filling curve) para garantir

a ordenacao da malha.

Uma curva de Hilbert é o limite de uma sequéncia de curvas Hy, Hs, Hs, ..., ilustradas
na Figura 2.6, onde sao os trés primeiros passos da construgao. Assim, uma curva de
Hilbert de ordem ¢ é dita uma aproximagao da curva de Hilbert de preenchimento do
espago, portanto as curvas H; sao aproximacoes e nao a curva em si. O processo de
obtencao da curva de Hilbert de ordem ¢ se da pela substituicao dos vértices de H; por
curvas de ordem ¢ — 1 devidamente rotacionadas ou refletidas. O algoritmo de construgao

da curva de Hilbert encontra-se disponivel em (Burgarelli et al., 2006).
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Figura 2.6: Sequéncia da curva de Hilbert bidimensional.

A estrutura definida anteriormente faz analogia com a curva de Hilbert para realizar
uma ordenacao da malha. Em cada nodo preto definido anteriormente existem mais
dois ponteiros. Uma lista duplamente encadeada ¢é utilizada para ligar todos os vértices
pretos da estrutura. Toda vez que uma célula é refinada, um nodo preto é substituido na
estrutura. Observe que a curva de Hilbert apresentada na realidade foi modificada, para
nao se restringir somente a refinamentos uniformes e, por isso, foi denominada curva de

Hilbert Modificada (Figura 2.7).

L
]
1

1 | 1

’__\

Figura 2.7: Curva de Hilbert Modificada bidimensional.

2.2 Analise do Custo de Armazenamento da Malha

A quantidade de memoria necessaria para o armazenamento da malha discretizada é
determinada pela configuracao final da malha. Todavia, em um problema adaptativo,
a previsao dessa configuracao ¢ uma tarefa muito complexa. O processo de refina-
mento/desrefinamento de uma determinada célula ou regiao é determinado pelo programa

de acordo com algum critério previamente escolhido (fluxo, energia, erro, etc).
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Aqui sao discutidas duas possibilidades para a configuragao final da malha. No me-
lhor caso, admite-se que todo refinamento ocorre de forma uniforme. Isto significa que
todos os volumes estao no mesmo nivel e consequentemente todos os nodos brancos foram
simplificados e nao estao presentes na estrutura de dados final, com excecao dos nodos
brancos referentes ao contorno. O pior caso sera dividido em dois problemas. No primeiro
caso nenhum nodo branco sera simplificado. No segundo, a partir de alguns refinamentos
uniformes aplica-se a restricao do primeiro caso; isto significa que nenhuma simplicagao

de nodo branco serd permitida a partir de um dado refinamento de nivel k.

2.2.1 Refinamento Uniforme

Neste caso a discretizacao inicial da malha contém 4 volumes. A estrutura de dados
representativa dessa malha possui 4 nodos pretos e 4 nodos brancos. Admite-se que a
cada novo refinamento todos os volumes serao refinados, gerando 4 novos volumes. Isto
significa que no nivel 2 a estrutura passa a ter 16 nodos pretos e mais 8 nodos brancos,

além dos 4 iniciais referentes ao contorno (Fig.2.8.a).

(a) Com 1 refinamento uniforme (b) Com 2 refinamentos uniformes

Figura 2.8: Estrutura do ALG com refinamentos uniformes

No préximo refinamento, referente ao nivel 3, a estrutura teré 64 nodos pretos e, além
dos 12 nodos brancos referentes ao contorno, mais 16 novos nodos brancos (Fig.2.8.b).

Esse processo continua até o nivel n conforme pode ser visto na Tabela 2.1.

Dessa forma, a malha terd um total de 22® nodos pretos e Z?;(} 2t = 22 _ 4 nodos
brancos no n-ésimo nivel. Totalizando sao 22" 42"*2—4 nodos para representar uma malha
com 2%" volumes. Neste caso a quantidade de nodos pretos exibe taxa de crescimento (2%")

maior que a de nodos brancos (2"). O custo computacional do método é determinado pelo
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Tabela 2.1: Quantidade de nodos para o caso de refinamentos uniformes no ALG.

Nivel | Nodos Pretos Nodos Brancos
1 4 =92? 4 =92?
2 16 =24 12=22+2°
3 64 = 26 28 =22 423 4 24
4 128 = 28 60 = 22 +23 + 24 +2°
n 22n Z?:l 2i+1

ntmero de volumes na malha, além do método numérico empregado.

2.2.2 Refinamento Adaptativo

Para que nao ocorram simplificacoes dos nodos brancos em nenhum momento do refi-
namento seria necessario que o refinamento ocorresse sempre em uma das diagonais do

dominio. Considere o refinamento hipotético da Figura 2.9.a.

_|_

+

+

_|_

+

_I_

(a) Malha Refinada sem Simplificagao de (b) Malha Refinada com uma Simplifica-
Nodos Brancos. ¢ao dos Nodos Brancos devido a um Re-

finamento Uniforme.

Figura 2.9: Malhas Refinadas Adaptativamente a partir da diagonal

Para o primeiro caso, como os refinamentos s6 ocorrem na diagonal principal, a quan-
tidade de nodos pretos para o nivel 2 é dada pelos 2 elementos do nivel 1 que nao foram
refinados, mais os 4 novos elementos que surgiram. J& a quantidade de nodos brancos é
dada pelos 4 nodos brancos do nivel 1 referentes ao contorno, mais 8 que sugiram pela

substituicao de 2 nodos pretos do nivel 1 por dois cachos de nivel 2. Esse procedimento
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continua para o proximo nivel e as quantidades de nodos brancos e pretos sao apresentadas

na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Quantidade de nodos no caso de refinamentos nao uniformes para o ALG.

Nivel | Nodos Pretos | Nodos Brancos
1 4 =22 4 =22
2 248 448
3 244416 44+8+16
4 24+4+8+32 |4+8+16+ 32
o [reasry | s

Dessa forma, o nimero total de nodos pretos na malha ¢ dado por 27! + 27 — 2
enquanto o nimero de nodos brancos ¢ dado por 272 — 3. Assim, observa-se que o

crescimento dos nodos brancos ocorre a uma taxa superior a de nodos pretos.

Esse ¢ um exemplo onde o nimero de nodos brancos é grande, todavia existem casos
onde esse crescimento ¢ ainda maior. Para tanto, deve-se avaliar a configuracao inicial do
problema. A Figura 2.9.b representa uma situagao hipotética em que a malha sofreu 1
refinamento uniforme e posteriormente os refinamentos ocorreram somente nas diagonais
do dominio. A Figura 2.10 apresenta a estrutura do ALG referente ao refinamento que

acaba de ser descrito.

Figura 2.10: Estrutura do ALG com 1 refinamento uniforme seguido por 1 refinamento

sem simplificacao de nodos brancos.
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A Tabela 2.3 apresenta os resultados quando ocorrem refinamentos uniformes seguidos

de refinamentos adaptativos.

Tabela 2.3: Quantidade de nodos no caso de k refinamentos uniformes seguidos de n — k

refinamentos nao uniformes para o ALG.

Nivel Nodos Pretos Nodos Brancos
1 4 =22 4 =22
2 16 448
3 64 448416
L 92k Z{f_l i+l
k41 2261 % 10 SR 2 4 92k
n 92k—1 (5 % 2n7k) Z’?_l Qi+l | ontk+l _ 92k+1

Assim, para representar 22*~1 x (5 % 2"7%) nodos pretos a malha apresenta 282 — 4 +
ontht+l _ 926+l nodos brancos. Analisando o crescimento dessa funcio em relacao a n
percebe-se que o maximo ocorre quando o ntimero de refinamentos uniformes k é igual a
n — 1 e somente o ultimo refinamento é realizado nas diagonais do dominio discretizado.
Apesar do nimero excessivo de nodos brancos, o custo de armazenamento destes é menor
do que o custo de armazenamento dos nodos pretos. Esse baixo custo de armazenamento
dos nodos brancos é que viabiliza a utilizacao do ALG. A caracteristrica mais atrativa dele
¢ a simplicidade do algoritmo de busca de vizinhos quando comparado com as quadtrees
tradicionais. Por isso, uma estratégia de reducao da quantidade de nodos brancos é

definida a seguir.

2.2.3 Modificagao do ALG

Como analisado, o custo de armazenamento dos nodos de transicao é elevado. No caso dos
nodos brancos referentes ao contorno do dominio, eles acabam perdendo sua finalidade de
indicar a transicao de nivel entre os elementos e passam a simplesmente ocupar memoria de
maneira desnecessaria. A anélise apresentada na secao anterior demonstra que o consumo

para estes nodos especificamente ¢ de 22" onde n é o nivel do grafo.

Uma simplificacao na estrutura pode ser feita substituindo os nodos brancos de con-



2.2 Analise do Custo de Armazenamento da Malha 21

torno por um tnico né especial, aqui denominado de nodo amarelo. Ele possui 3 infor-
magoes: o nivel, o tipo (amarelo) e um tnico ponteiro (singleconnector) que aponta para
NULL. Todos os nodos pretos do contorno apontam para ele. Para utilizar esse nodo basta
uma simples modificacao na fase de refinamento. Essa fase apresenta um momento de
simplificacao dos nodos brancos, onde nodos brancos que ligam elementos de mesmo nivel
sao simplificados (ver, por exemplo, Burgarelli et al. (2006)). Nessa fase de simplificagao,
verifica-se se 0 nodo branco em questao esta ou nao no contorno. Em caso afirmativo, ele

pode ser apagado da malha e seus vizinhos (nodos pretos) sao ligados ao nodo amarelo.

O Algoritmo 1 descreve o procedimento apresentado. Observe que a variavel Con
representa a célula branca que esté sendo analisada, enquanto que a variavel V' representa
a célula vizinha dela. As propriedades das células brancas dI e d2 sao os ponteiros ja

descritos na Figura 2.2.

Algoritmo 1: Algoritmo para Simplificacao do Contorno

SimplificacaoContorno(Célula *Con, Célula *V, Char Direcao)

1: if (Y.tipo =="amarelo") then

2:  if (Direcao=="L") then
3: Con.d1.leste = V;

4: Con.d2.leste = V;

5. end if

6:  if (Direcao=="0") then
7 Con.d1l.oeste = V;

8: Con.d2.0este = V;

9: end if
10:  if (Direcao=="N") then
11: Con.d1.norte = V;
12: Con.d2.norte = V;
13:  end if

14:  if (Direcao=="S") then
15: Con.dl.sul=V;

16: Con.d2.norte = V;
17.  end if

18:  delete X

19: end if

Com essa pequena modificagdo ao final dos refinamentos a estrutura de dados possuira



2.3 Algoritmo de resolugao utilizando o ALG 22

apenas 4 nodos amarelos representando o contorno em lugar dos 2"*2 nodos brancos da
estrutura original. A Figura 2.11 apresenta a estrutura ao final das simplificacoes. Essa

modificacao apresenta um ganho significativo de memoria.

(a) Refinamentos Uniformes (b) Refinamentos Adaptativos

Figura 2.11: Estrutura de dados com modificagao dos nodos brancos do contorno.

2.3 Algoritmo de resolucao utilizando o ALG

O Algoritmo 2 apresenta uma estratégia que utiliza o ALG para resolver um problema.
Apesar de ser uma versao simplificada ele representa os passos principais da estratégia
utilizada para resolucao de problemas diferenciais evolutivos. O algoritmo constréi uma
matriz dita esparsa. Por isso, s6 sao armazenados os elementos nao nulos, o que permite
uma redugao consideravelmente do consumo de memoria. Jé a fase de resolucao do sistema
linear é descrita na proxima sessao. A fase de refinamento e desrefinamento é baseada

nas estratégias ja descritas para o ALG.

Algoritmo 2: Algoritmo para Solugao Adaptativa utilizando o ALG

1: Inicializacao da Malha;

2: Definicao das condigoe Iniciais;

3: while (tempo<tempoFinal) do

4:  Definicao da Matriz do Problema;
Resolugao do Sistema Linear;
Refinamento-Desrefinamento;
Atualizacao do tempo;

Atualizacao das Condigoes Iniciais;

end while
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A Tabela 2.4 apresenta o percentual do tempo gasto pela fase de refinamento e des-
refinamento em relacao ao tempo total de simulagao para o problema de propagacao de
calor. Observe que o tempo necessério para essa fase ¢ menor quando comparado as fases
de definigao do problema e resolugao do sistema linear. Segundo Burgarelli et al. (2006),

a fase do ALG que mais consome tempo é a resolugao do sistema linear.

Tabela 2.4: Tempo de execucao do ALG para o problema da equacao do calor. Adaptado
de (Burgarelli et al., 2006)

’ Condigao de Contorno ‘ Nivel ‘ Células ‘ Tempo Total ‘ Perc. TempoRef. ‘

6 3529 4.7 2.0
gz, y) = 2% —y? 7 12442 28.6 0.7
8 5H414 169.9 0.8

2.3.1 Resolucao do Sistema Linear

A matriz obtida pelo esquema de Volumes Finitos utilizado pelo ALG é simétrica e dia-
gonal dominante no caso de problemas elipticos e paraboélicos, conforme demonstrado em
(Burgarelli et al., 2006). Além disso, todos os elementos da diagonal principal sdo positivos
e os demais, negativos. Uma matriz com essas propriedades caracteriza-se como uma

matriz positiva-definida (Briggs et al., 2000).

Para este tipo de matriz o método dos Gradientes Conjugados (MGC) é considerado
um dos mais eficientes (Golub e Van Loan, 1996; Burden e Faires, 2004). Ele realiza uma
minimizacao do funcional quadratico definido pelo problema por meio de uma busca que

ocorre nas diregdoes conjugadas do residuo (Golub e Van Loan, 1996).

O Algoritmo 3 apresenta o MGC de forma detalhada. Os vetores p; representam as
dire¢oes conjugadas dos residuos r; para cada iteracao i realizada pelo algoritmo, ou seja,

eles determinam a direcao de busca do algoritmo.
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Algoritmo 3: Algoritmo do Método dos Gradientes Conjugados

—_

. estimativa inicial xg
. calculo do residuo inicial rg = b — Axyg
k=1

. calculo da direcao da busca p; = g

(rgro)
P} Ap:

: proximo valor da solugao xy = xg + a1p;
: novo valor do residuo r; = rg — ay Ap;

2
3
4
5: calculo do passo na direcao de busca oy =
6
7
8: while residuo r; # 0 do

9

. numero de iteragoes k = k + 1
. _ T]tcflrk—l

].0. /Bk — <T272AT]€,2

11:  calculo da direcao de busca pr, = rx_1 + BrPr_1

12:  calculo do passo na direcao de busca ay = <r’“‘klrkfl)
13:  atualizacao da aproximacao xp = Tp_1 + QgPk

14:  atualizacao do residuo r, = rp_1 — apApy

15: end while

16: solucao x = xyp

A convergéncia do MGC pode ser obtida em uma quantidade fixa de passos. Essa
quantidade é definida pelo nimero de autovalores distintos presentes na matriz de discre-
tizagdo (Golub e Van Loan, 1996). Todavia, os erros de arredondamento influenciam nesse

processo e, por isso, a velocidade de convergéncia é dada por Eq. 2.1.

2
P 2K - )R >

onde K é o ntimero de condicionamento da matriz de discretizacao, dado por:

max {|\| : A € g(A)}
min {|A| : A € 0(A4)}

K = cond(A) =

com o(A) o conjunto de autovalores da matriz A.

A anélise da Eq. 2.1 demonstra que a velocidade de convergéncia do MGC quando o
ntmero de condicionamento da matriz se afasta do valor 1 sofre uma reducao. Neste caso

o problema matricial é dito ser mal condicionado.

Essa analise precisa ser realizadas nas matrizes de discretizacao obtidas na estraté-
gia empregada pelo ALG. Caso tais matrizes sejam mal condicionadas, métodos mais

eficientes devem ser utilizados no lugar do MGC.
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2.3.2 Anilise Computacional da Matriz de Discretizacao

Os problemas abordados neste trabalho consistem em problemas elipticos e parabodlicos.
Eles consistem basicamente na discretizacao do laplaciano pelo método dos Volumes fi-
nitos. No caso da Equagao do Calor, a informacao referente a discretizacao do termo
evolutivo é acrescida a matriz discretizada do laplaciano. Os problemas a seguir apresen-

tam os autovalores e numero de condicionamento dessas matrizes.

Problema 1 Considere o problema descrito por:

Viu =0 Q=10,1] x [0,1] (2.2)

com condigoes de contorno dadas por:
u(z,0) =u(0,y) =0

u(z,1)=z+1

u(l,y) =14y

A solugao exata deste problema é dada por u(z,y) = + y.

A Figura 2.12 apresenta o comportamento do numero de condicionamento das ma-
trizes do problema 1. Apos sucessivos refinamentos, as matrizes ficam progressivamente
mais mal-condicionadas. Como explicado, tal comportamento prejudica a velocidade de

convergéncia do MGC.

900 T T T

T T
Condicionamento da Matriz —+—

800
700 -
600 -

500 -

Cond(A)

400

300 |

200

100

0

L L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Dimensao da Matriz

Figura 2.12: Comportamento do nimero de condicionamento da matriz do Problema 1

com diferentes niveis de refinamento.
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A Figura 2.13 apresenta os autovalores deste problema para uma malha com 3328
células e critério de refinamento de 0.00725. Apesar de os autovalores estarem espacados
no intervalo no qual estao contidos, percebe-se a formacao de alguns grupos. Esse com-
portamento tende a reduzir ainda mais a velocidade de convergéncia do MGC (Forgsgren,
2006; Liu, 2012).

T T
Autovalores  +

05 4

e e e SRR

Parte Imaginaria
o

05 | m

4 L L L L L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Parte Real

Figura 2.13: Espectro dos autovalores da matriz do Problema 1.

A Figura 2.14 apresenta os autovalores das matrizes dos diferentes niveis de refina-
mento do Problema 1. Observe que o valor dos autovalores vai diminuindo de acordo
com o aumento do nimero de volumes no dominio. Esse comportamento pode ser anali-
sado devido a suavizagao das componentes que eram de alta frequéncia na malha menos
refinada e passam a ser de baixa frequéncia na mais refinada ou como consequéncia da

caracteriza¢do minimax para os autovalores do laplaciano (Jost, 2002).
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Matriz com 3328 elementos ——
Matriz com 1024 elementos -
Matriz com 256 elementos ------
0.5 | o
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Figura 2.14: Comparagao dos autovalores com diferentes niveis de refinamento.

Problema 2 Considere o problema de conducao do calor no caso bidimensional:

uy = Vu (x,y) € Q=1[0,1] x [0,1] (2.3)

Com condigoes de contorno e inicias dadas por:
u(z,y,t) =10 V(z,y) €02 t>0
u(z,y,0) =0

A Figura 2.17 apresenta o comportamento do condicionamento das matrizes que sur-
gem em cada nivel de refinamento do Problema 2. O problema contém 4096 células
que foram refinadas de acordo com um critério de 0.00125 com 10 instantes de tempo
para At = 0.08. Assim como no problema anterior, a medida que a malha se torna mais

refinada maior é o seu numero de condicionamento e mais lenta ¢ a convergéncia do MGC.
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Figura 2.15: Espectro dos autovalores do problema 2 com 4096 elementos.

Os autovalores se comportaram como no problema anterior. A medida que a malha era
refinada eles eram atenuados. A Figura 2.16 apresenta esse comportamento. O ntmero
de iteragoes do MGC aumenta consideravelmente. Isso ocorre devido a formagao de
grupamentos dos autovalores (Forgsgren, 2006; Liu, 2012). A Figura 2.16 apresenta os
espectros dos autovalores no caso de 4096 elementos, podem ser observados 3 grupos de

autovalores.

0.4

Matriz com 4096 elementos ———

Matriz com 1024 elementos -
Matriz com 256 elementos ------

0.3 | ,

0.2 | : o

01 3 |

Autovalores

01 F 4

-0.2 B

-0.3 B

-0.4 I ! ! | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

Dimensao da Matriz

Figura 2.16: Comportamento do nimero de condicionamento da matriz do Problema 2

com diferentes niveis de refinamento.

Como pode ser observado nos problemas discutidos, a abordagem utilizada pelo ALG

por meio do método dos Volumes Finitos apresenta matrizes mal-condicionadas. Tal com-
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portamento é comum em matrizes oriundas do MVF (Shi et al., 2004) e prejudica a con-
vergéncia do MGC. No caso de outras estratégias adaptativas esse mal-condicionamento
pode se controlado. Por exemplo, no caso do método dos elementos finitos em malhas
triangulares basta que os triangulos sejam equilateros ou bem proximos disso para que o

mal-condicionamento seja atenuado (Roseberg e Stenger, 1975).

No caso do MVF, duas solugoes sao possiveis para resolver um sistema mal-condicionado.
A primeira seria a utilizagao de pré-condicionadores. O sistema obtido pela aplicagao do
MVF é modificado por meio de uma matriz de pré-condicionamento gerando um sistema
linear equivalente ao primeiro, todavia com um nimero de condicionamento melhor que

o primeiro (Axelsson, 1996).

T
Autovalores  +
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+
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Figura 2.17: Espectro dos autovalores do problema 2 com 4096 elementos.

A segunda seria a utilizacdo de métodos que utilizam estratégias baseadas em multi-
plas malhas, os chamados métodos Multigrid. Esse métodos apresentam um comporta-
mento assintético 6timo. Neste trabalho optou-se pela utilizacao da segunda, visto sua
eficiéncia e eficicia para resolucao de problemas mal-condicionados oriundos da discreti-
zagao pelo MVF (Shi et al., 2004).



Capitulo 3

Aspectos do Método Multigrid

Neste capitulo sao apresentados os conceitos fundamentais para a compreensao do
método Multigrid, tanto em sua versao geométrica quanto algébrica. Em ambos os casos,
sao discutidos alguns dos elementos que os compoem: a equagao residual, a propriedade
de suavizacao dos métodos iterativos, os operadores de restricao e prolongamento. Por

fim, sao apresentados os algoritmos implementados nesta tese para ambas as abordagens.

3.1 Correcao de Defeitos

Considere o problema de valor de contorno dado pela Equagao 3.1.

—U'(x)+oU(z)=f(z), 2€QcR%e>0 Ux)=0 zcaN (3.1)

Apesar de esse problema especifico poder ser resolvido analiticamente, aqui ele sera
tratado por meio de métodos numéricos. Muitas abordagens poderiam ser escolhidas,
tendo-se optado aqui pelo método dos volumes finitos, devido a integracao de tal método
com a estrutura de dados que sera utilizada. Ademais, é um dos métodos mais apropriados

para a representacao de leis de conservacao.

A ideia fundamental do método dos volumes finitos é que o problema continuo seja
particionado em intervalos menores denominados volumes de controle, a uniao de todos
os volumes de controle constitui a malha computacional. Em cada um desses volumes
de controle sao empregadas as leis de conservagao. Surge assim um sistema de equagoes
lineares, sendo as incognitas as grandezas de interesse (pressao, massa, densidade, etc),

estipuladas no centro de cada um dos volumes de controle da malha computacional. Para
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mais detalhes consulte (Maliska, 2004). Assim, a partir da discretizagao do problema 3.1

obtém-se um sistema linear dado pela Equacao 5.1.

Au=f (3.2)

Suponha que o Sistema 5.1 tenha solucao tnica e que v seja uma aproximacao da

solucao discreta u. Define-se o erro ou erro algébrico pela Equacao 3.3.

e=u—v (3.3)

Entretanto, pode-se observar que a definicao do erro depende da solu¢ao do problema,
a qual geralmente é desconhecida. Computacionalmente adota-se uma estratégia para
estimar o quanto longe a solugao encontrada estda da solugao real do problema. Tal

estratégia define o residuo do problema (Equagao 3.4).

r=f—Av (3.4)

O residuo pode ser entendido como o quanto a solugao v falha ao tentar satisfazer o
problema Au = f. Pela unicidade da solucao tem-se que r = 0 se, e somente se, e = 0.
Pelas definigoes do erro (Equagao 3.3) e do residuo (Equagao 3.4) pode-se definir uma

relagao entre eles denominada equagao residual (Equagao 3.5).

Ae=r (3.5)

Essa relagao mostra que o erro satisfaz o mesmo conjunto de equagoes que a solugao
u quando o vetor f é substituido pelo residuo r. De maneira geral, suponha que uma
solugao aproximada v tenha sido obtida na solugao do sistema linear 3.2. A partir dessa
aproximacao obtém-se o residuo r = f — Av. E assim uma atualizacdo para a solugao
aproximada pode ser realizada, sendo somente necessario calcular e a partir da equacao

residual e por fim, calculando u = v + e.

Esse processo é denominado processo de correcao de defeito, sendo utilizado pelo
método Multigrid. Entretanto, torna-se necessario entender um pouco o funcionamento

dos métodos iterativos cléssicos que também sao utilizados pelo Multigrid.
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3.2 Suavizadores

O sistema 5.1 que surgiu apoés a discretizagao da equagao diferencial poderia ser resol-
vido por um método iterativo estacionario (método de Gauss-Seidel, Gauss-Jacobi, etc).
Entretanto, observou-se que a convergéncia de tais métodos torna-se lenta & medida que a
dimensao da matriz aumenta (Briggs et al., 2000). A Figura 3.1 demonstra que a partir de
um certo namero de iteracoes do método iterativo classico a convergéncia para a solu¢ao
do sistema linear, definido em (Briggs et al., 2000) pela discretizagdo de um problema de

Poisson pelo método das diferencas finitas, torna-se cada vez mais lenta.

1.0
0.8}

06F T

Norma do erro
v {

04} T

0.2+

20 40 s 80 100

Numero de iteragdes

Figura 3.1: Norma do méximo do vetor erro para 100 primeiras iteragoes do método de
Gauss-Jacobi (Briggs et al., 2000).

E possivel demonstrar que os autovalores e autovetores da matriz de discretizacao
sao os mesmos que os da matriz de iteracdo do método iterativo estacionéario (Briggs
et al., 2000). Com isso obtém-se uma expressao para o erro onde as componentes de alta
frequéncia e de baixa-frequéncia estao bem definidas. Pode-se observar que, conforme
o numero de iteracoes do método aumenta, as componentes de alta-frequéncia tém sua
amplitude reduzida consideravelmente, enquanto as de baixa frequéncia sao muito pouco
afetadas (Fedorenko, 1964). Assim, os métodos iterativos estacionarios sdo conhecidos
como suavizadores, pois eles suavizam o erro eliminando componentes de alta frequéncia,
conforme pode ser observado na Figura 3.2. Uma importante propriedade de tais métodos

é que o fator de suavizacao independe do espagamento entre os pontos da discretizacao.

A ordem de convergéncia dos métodos iterativos estacionarios é proporcional ao espa-
camento da malha (h?) do problema discretizado (Tabela 3.1 ). Dessa forma, torna-se-ia
interessante reduzir o tamanho de h para melhorar a convergéncia de tais métodos. En-

tretanto isso nao é observado de fato, o que acontece é que os autovalores associados
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Figura 3.2: Suavizagao do erro do problema definido em (Briggs et al., 2000) por meio do
método de Gauss-Jacobi.

ao erro se aproximam de 1 e a ordem de convergéncia é degradada. Quando o valor de
h é aumentado os valores dos autovalores associados as componentes de baixa frequén-
cia do erro sao reduzidos permitindo que estes sejam minimizados pelo método iterativo

estacionario(Briggs et al., 2000).

Assim, os métodos iterativos estacionarios sao utilizados de forma fundamental no

contexto do método Multigrid. Pode-se sintetizar esta utilizagao de duas formas:

1. suavizacao do erro por meio de um método estacionario;

2. modificagao do espacamento da malha, aumentando o valor de h, para novamente

aplicar o método iterativo, conseguindo atingir os autovalores desejados.

Esses dois passos sao aplicados de forma irrestrita até que o erro seja minimizado da
forma desejada. O item 2 torna necessaria a defini¢ao dos operadores de transferéncia,
isto é, operadores que permitem a reescrita do problema discreto de uma malha menos

refinada para uma malha mais refinada e vice-versa.

3.3 Operadores de Transferéncia

Esta secao define os operadores de transferéncia: prolongamento e restricao. Para
tanto, definem-se duas malhas: 2, uma malha refinada com espacamento h e {2y, uma

malha menos refinada que €25, dita malha mais grosseira, na qual o espagamento é de 2h.

O operador de transferéncia entre a malha mais refinada §2;, e a malha menos refinada

(255, € conhecido como operador de restrigao e definido de acordo com a fungao 3.6.
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I R(Q) — R(Qap) (3.6)

O operador de prolongamento, definido como o operador que leva os pontos da malha

em {29, para a malha €2, é dado por 3.7.

10 R(Qap) — R(Q) (3.7)

Os operadores de restrigao mais conhecidos e utilizados sao os operadores de injecao
e o full weighting. No primeiro os valores dados em uma malha mais refinada sao apenas
transferidos para as respectivas posicoes na malha menos refinada. Ja o operador full
weighting calcula uma média de acordo com os vizinhos na malha mais refinada e leva

esse valor para o termo equivalente na malha menos refinada (Trottenberg et al., 2001).

O operador de prolongamento consiste numa interpolacao em que, a partir dos valores
definidos nos pontos na malha menos refinada sao calculados os valores de todos os pontos
da malha mais refinada. O operador mais utilizado é o operador de interpolagao bilinear,
pois ele é uma transposi¢ao do operador de restricao full weighting. Dessa forma, basta
armazenar um dos operadores e, por meio do calculo da matriz transposta obtém-se o
outro operador. Essa manipulagao algébrica permite um aproveitamento eficiente do
codigo na implementacao do Multigrid, pois requer menos memoria no armazenamento

dos operadores.

Dispoe-se, portanto, das técnicas necessarias para a construcao do método Multigrid.

3.4 Meétodo Multigrid Geométrico

Este método é considerado o mais rapido na solucao de sistemas lineares ou nao-lineares
esparsos oriundos da discretizagao de equacgoes diferenciais. A complexidade do método
denominado FMG (Full Multigrid), por exemplo, pode chegar em alguns casos a O(N),

conforme demonstrado na Tabela 3.1, onde N é o total de incégnitas do sistema.

Conforme observado anteriormente, os métodos de suavizagao conseguem atenuar as
componentes de alta frequéncia do erro de maneira rapida enquanto as de baixa frequéncia

sao pouco alteradas.

Assim o método Multigrid na sua versao TwoGrid usa duas malhas para obter a

solucao do sistema, uma mais refinada onde define-se uma aproximacao para a solugao do
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Tabela 3.1: Comparacao de complexidade de diferentes métodos para resolucao de siste-
mas lineares com precisao €

’ Método \ Numero de Operagoes ‘
Eliminagao Gaussiana O(N?)
Métodos Iterativos Gauss-Seidel ou Jacobi O(NZloge)
Successive Over Relaxation (SOR) O(Nzloge)
Método dos Gradientes Conjugados O(N %loge)
Método Multigrid Iterativo O(Nloge)
Multigrid (FMG) O(N)

problema e o residuo dessa aproximacao. Posteriormente, tal residuo é transportado para
uma malha mais grosseira, em que as componentes que eram de baixa frequéncia passam
a ser de alta frequéncia e entao um esquema de suavizagao é aplicado até que uma solucao
seja encontrada. Por fim, a solugao é transferida para a malha mais refinada. Neste ponto
um operador de prolongamento é aplicado, e a solu¢ao aproximada inicialmente definida

na malha mais refinada é atualizada com a contribui¢ao oriunda da malha mais grosseira.

O algoritmo TwoGrid pode ser observado no Algoritmo 4. Trata-se do método de

corre¢ao sendo aplicado a duas malhas.

Algoritmo 4: Algoritmo do TwoGrid.

1: Aplique 7, passos da relaxacdo em A"u" = f com estimativa inicial vo;

2: Calcule v = fP — Ahyh e p2h = 2Ryl

3: Resolva A%e?! = v em O2h,

4: Calcule e = I}, e

5: Corrija a solucdo aproximada v" em Q" da forma v « v" + €"

6: Aplique v, passos da relaxacio em A"u" = f* com estimativa inicial vy,

Conforme pode ser observado no Algoritmo 4 as quantidades de passos de suavizacao
Y1 € Y2 nao sao conhecidas, pois o vetor erro é desconhecido, assim como a solugao do

problema. Na pratica, os valores para v; e v, sao 1, 2 ou 3.

A matriz A" é obtida pela discretizacdo em volumes finitos, enquanto a matriz A"
pode ser obtida aplicando-se os operadores de transferéncia sobre A" conforme demons-
trado em (Briggs et al., 2000). Os operadores de prolongamento e restrigao sdo de acordo
com os definidos na Sec¢ao 3.3, e sua escolha deve-se tanto a simplicidade quanto a quali-

dade da solugao produzida por eles (Giraud et al., 2003).
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A etapa final, que consistiria na resolucao da equacao residual em Q%" pode ser feita
de diferentes maneiras. Um solugao seria a aplicacao de um método direto. Entretanto,
isso pode ter um alto custo computacional dependendo da dimensao do problema. Outra
solugao seria a utilizagao de um método estacionario, nesse caso a qualidade da corre¢ao
torna-se dependente tanto da interpolacao quanto da precisao obtida para a solucao da

equacao residual em Q%"

Algoritmo 5: Algoritmo do Esquema V-Ciclo
V", f*)

1: Aplique 7, passos da relaxacio em A"u" = f" com estimativa inicial vy,
if Q" = malha menos refinada then
Va para o passo 10
else
FHo I2h( P — Ahyh)
v 0
V2 Y2k f2h)
end if

Prolonga v" <

h 2k
I5v

. Aplique 7, passos da relaxacao em A"u" = f* com estimativa inicial v,;

[
o

Uma terceira solucao seria levar o problema para uma malha menos refinada, por
exemplo, Q* e tentar resolver o problema nessa malha por meio do Algoritmo 4. Observe
que isso introduz uma nova estratégia denominada grids aninhados. Nesta, novas malhas
mais grosseiras sao criadas recursivamente até que o problema possa ser resolvido por um
método direto em uma malha Q%" com p > 1. Sdo esses conjuntos de operacoes com
suavizadores, operadores de transferéncia e diferentes niveis de malhas que caracterizam

o método Multigrid (MG).

O esquema mais conhecido do MG ¢é o denominado V-ciclo, sendo este um caso parti-
cular dos algoritmos chamados W-Ciclos (Trottenberg et al., 2001). O V-ciclo é representado
pelo Algoritmo 5 em versao recursiva. Essa nomenclatura é devida ao padrao V determi-

nado pelas operacoes sucessivas de interpolacao e restrigao.

A Figura 3.3 apresenta um exemplo do Multigrid para o caso bidimensional, as setas no
sentido descendente representam a restricao enquanto no sentido ascendente representam
o processo de interpolagao ou prolongamento. Outros tipos de ciclos também sao possiveis,

para mais detalhes consultar (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001).



3.4 Método Multigrid Geométrico

37

>\

/
\/\/
/ // MalhaNgr?s‘Ismra \\ //

1

W Ciclo e V Ciclo
T Nivel 2 l

T T TTIITFIIIITITFITIP,

- b

Restricao

Prolongamento

Nivel 3

IIIIIIIIIIIIIIIIIIII Malha Refinada

WITITS T IS ST TSI TSI IIII

Figura 3.3: Representacao do Multigrid para o caso bidimensional com os ciclos V e W.



Capitulo 4

Multigrid Geométrico em Malhas Adap-
tativas

Este capitulo apresenta uma estrutura de dados baseada no ALG e na quadtree que
possibilita a utilizacao do método Multigrid na resolugao do sistema linear oriundo da
discretizacao pelo método dos Volumes Finitos. Essa estrutura mantém as facilidades
de busca de vizinhos fornecida pelo ALG, permitindo que a diferenca entre os niveis de
refinamento seja maior do que 1. E ainda, associa as caracteristicas de uma quadtree por
manter os nodos refinados de diferentes niveis. Assim, optou-se por reduzir o tempo de
execugao com um aumento do custo de armazenamento em comparac¢ao com as estruturas
tradicionais do ALG e da quadtree. No decorrer deste capitulo sao apresentadas a estru-
tura de dados utilizada e os algoritmos do método Multigrid Geométrico para Malhas

Adaptativas que foram desenvolvidos.

4.1 Estrutura de Dados

Conforme apresentado no Capitulo 2, o ALG é uma estrutura de dados formada por dois
tipos de nodos: pretos e brancos ou de transicao. Os primeiros representam as células do
dominio computacional e os ultimos sao utilizados para conectar nodos pretos de diferentes

niveis de refinamento.

A estrutura aqui apresentada mantém os nodos que acabaram de ser refinados em
memoria, de modo semelhante ao que ocorre para uma quadtree, e acrescenta uma outra
funcionalidade aos nodos de transicao. Agora, eles também s@o utilizados para indicar
uma mudanca de nivel em relacao aos elementos que estao presentes em malhas compu-

tacionais de niveis diferentes.
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Figura 4.1: Estrutura de dados e malha geométrica inicial.

Considere uma malha inicialmente subdividida em 4 células (Figura 4.1). Um refina-
mento da célula noroeste é realizado, conforme a Figura 4.2. Observe que os nodos pretos
refinados permanecem na malha, sendo representados por ®. Este nodo preto que foi
refinado é agora chamado de nodo pai (nivel 1) deu origem a um cacho de nivel 2 . Ele é
o pai do cacho que acabou de ser criado. Assim, apos a atualizacao dos ponteiros de cada
célula do cacho que surgiu com o refinamento a célula pai tem seus ponteiros também

atualizados.

Observe que a navegacao pelos nodos brancos permite que as informagoes dos nodos
vizinhos de diferentes niveis sejam obtidas de forma simples. O nodo preto refinado passa
a se comunicar com seus vizinhos por meio dos nodos brancos, isso porque, apesar de
possuir o mesmo nivel dos seus vizinhos ele nao faz parte da malha computacional que
seré utilizada na resolucao do problema. Aqui seré considerado que ele nao esta no nivel
da malha computacional que sera resolvida. O nivel da malha computacional sera dado

pelo maior nivel das células que formam a curva de Hilbert Modificada.

Figura 4.2: Estrutura de dados para o Multigrid Adaptativo com um refinamento da
célula noroeste.

Essa nova estrutura pode ser vista como um arvore onde sao armazenadas todas as

informagoes referentes ao histérico de refinamentos ou como o ALG no tltimo nivel de
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refinamento. Na Figura 4.3 a estrutura proposta ¢ simplificada quando ocorre um novo
refinamento. Neste caso os elementos de mesmo nivel que irao pertencer a mesma malha

computacional passam a se comunicar de forma direta.

(a) Malha (b) Estrutura de dados
com simplificacdo de nodo

branco.

Figura 4.3: Processo de refinamento e simplificacao.

O processo de desrefinamento é similar ao algoritmo do ALG. Determina-se o cacho
a ser desrefinado. Em seguida, sao criados 4 nodos brancos que apontam para o nodo pai
daquele cacho. Os quatro nodos brancos criados tém o mesmo nivel do cacho desrefinado.
Eles apontam para o nodo pai e para os vizinhos dos nodos pretos que foram desrefinados
(Figura 4.4).a. Verifica-se se os vizinhos do nodo pai eram todos brancos, em caso afirma-
tivo o nodo pai é ligado aos 4 nodos brancos criados. Caso contrério, o vizinho preto do
nodo pai é ligado a um dos nodos brancos criados, dependendo de sua posi¢ao. A Figura
4.4.a ilustra essa situagao, onde o vizinho leste do nodo pai deve ser atualizado. Apos essa
atualizagdo o nodo pai é atualizado. As simplificacoes dos nodos brancos apresentadas
para o ALG também sao realizadas. A Figura 4.4.b apresenta a estrutura final apos o

desrefinamento.
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Figura 4.4: Desrefinamento da estrutura de dados.

A ordenagao da malha ainda ¢ realizada com a curva de Hilbert modificada (CHM).
A ordenagao dos niveis anteriores também ¢ feita pela CHM. Dada uma CHM de nivel n
a CHM de nivel n — 1 é formada pelos pais das células de nivel n e das células de nivel
menor que n. Esse processo é realizado recursivamente até a CHM de nivel 1 ou menor

K nivel definido pelo ciclo V' do Multigrid (Figura 4.5).

Level

Relax Relax 1

Restrict Interpolation

Relax Relax p)

Restrict Interpolation

Relax Relax 3

Solve K

Figura 4.5: Representacao dos k—niveis de um ciclo V' no Multigrid.

4.1.1 Custo de Armazenamento

A estrutura de dados aqui apresentada tem o mesmo comportamento do ALG sendo
acrescida dos nodos pretos referentes aos niveis ja refinados. Para o caso do refinamentos
uniformes uma malha com n células apresentaria um total de % células pretas mais
os 2"*2 — 4 nodos brancos referentes ao contorno, para representar um total de 22" nodos

na malha computacional do tltimo nivel. Observe que os nodos brancos podem ser sim-
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plificados com a estratégia dada pela utilizacao dos nodos amarelos descrita no capitulo

2.

Ja no caso dos refinamentos adaptativos a quantidade de nodos brancos é a mesma
do caso do ALG. Todavia a mudanca ocorre na quantidade de nodos pretos presentes em
memoria. A Tabela 4.1 apresenta a quantidade de nodos presentes em memoria quando
refinamentos adaptativos ocorrem nas diagonais do dominio. Assim, a estrutura apresenta
um custo maior do que uma quadtree por armazenar os nodos brancos e um custo maior do
que o ALG por armazenar as células que foram refinadas. Como ja mencionado, os nodos
brancos do contorno podem ser simplificados pelos nodos amarelos e, consequentemente,
o custo de armazenamento é reduzido. Ademais, vantagens competitivas de uso desta

nova estrutura de dados serao enfatizadas em relagao a eficiéncia adiante.

Tabela 4.1: Quantidade de nodos no caso de k refinamentos uniformes seguidos de n — k

refinamentos nao uniformes nas diagonais do dominio.

Nivel Nodos Pretos Nodos Brancos
1 4= 22 4 = 22
2 4416 44+ 8
3 4+ 16+ 64 418116
k Zf:l 2% Zle 21t
kE+1 Zle 92i | 92k+1 Zf:l i+l | 92k+1
n Zle 92 4 Z;:f 92k+j Zle 9itl | ontktl _ 92k+1

Observe que os refinamentos adaptativos s6 aumentam a quantidade de nodos brancos,
mas o pior caso para os nodos pretos ocorre no refinamento uniforme. Além disso, como
mencionado a quantidade de memoria necessaria para os nodos brancos é bem menor

quando comparada aquela utilizada para armazenar os nodos pretos.

4.2 Multigrid Geométrico Adaptativo

Esta secao apresenta os principais componentes do método Multigrid Geométrico Adap-
tativo (MGA) desenvolvido. Uma breve discussao sobre operadores de tranferéncia para

esquemas centrados é realizada. Os passos necessarios para determinar as matrizes de cada
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nivel também sao apresentados. Por fim, os algoritmos desenvolvidos para implementar

o MGA sao apresentados.

4.2.1 Operadores de Transferéncia

A analise teorica de convergéncia dos métodos centrados nas células exige que a dimensao
dos operadores de transferéncia seja superior & ordem da equacao diferencial a ser resolvida

(Wesseling, 1988; Mohr e Wienands, 2004) (Eq. 4.1).

m" - mh > M (4.1)

li li o~ ) .
onde miy" e miy" sdo as ordens dos operadores e M ¢é a ordem da EDP. Aqui, a ordem

de um operador é dada pelo grau da interpolagao polinomial que ele consegue representar

de forma exata, acrescido de 1.

A condigao dada pela Eq. 4.1 garante que a convergéncia do Multigrid Geométrico
ocorre independente da dimensao da malha (Wesseling, 1988; Khalil e Wesseling, 1992). Essa
condi¢ao pode ser enfraquecida para os casos onde é utilizado o operador de Galerkin
(Mohr e Wienands, 2004). Segundo Salinas et al. (2013), na prética essa condi¢ao pode ser
relaxada caso seja utilizado um suavizador robusto. Contudo, no MGA apresentado, a
construcao das matrizes é realizada sem a utilizagao deste operador. As matrizes aqui sao
construidas a cada nivel da malha, ou melhor, de acordo com a CHM que percorre aquele

nivel.

Como ja explicado, os operadores de transferéncia tém o objetivo de mapear os valores
das fungdes em um espago menos refinado em um mais refinado (prolongamento) e do mais
refinado para o menos refinado (restri¢do). Existem intimeros operadores de transferéncia,
sendo possivel a construcao deles até por informagoes geométricas ou até mesmo um sendo

o adjunto (transposto) do outro.

O operador de restricao utilizado é uma média dos volumes que constituem um de-

terminado cacho (Eq. 4.2). Este operador é de primeira ordem (Hartmann et al., 2008):

l (4.2)

T paral <n

154 —
IZh_{ 12— paral=n
2h —

onde n é o nivel do Multigrid no ciclo V que é equivalente ao nivel da CHM e [ é o nivel

da célula.
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Para uma melhor compreensao desse operador, observe a Figura 4.6.b. Ela representa
o nivel 2 do MGA, sendo constituida por células que estao nos niveis 1 e 2. O operador
descrito pela Eq. 4.2 levaria por mero transporte (copia) os valores das células de nivel 1,
enquanto realizaria a média das células de nivel 2 para determinar o valor associado ao

residuo da célula pai (célula de nivel 1).

/

/
/

—
/\
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]
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-
L

(a) Nivel 1 (b) Nivel 2 (c) Nivel 3

Figura 4.6: Hierarquia de malhas gerada pela abordagem multigrid com refinamento
adaptativo.

Ja para operador de interpolacao foram avaliadas diferentes possibilidades. Inicial-

mente foi utilizado o operador dado pela Eq. 4.3 (Hartmann et al., 2008).

- ~h
1 3 31
11399 3
n = (4.3)
39 91
1 331
i L2h

Observe que esse operador é de segunda ordem (Kwak, 1999.; Trottenberg et al., 2001).
Esse operador associado ao operador de restricao definido pela Eq. 4.2 garantiriam a
convergéncia do método. Entretanto, tal operador necessita de informagoes de células
que nao sao diretamente conectadas, o que implica em um custo maior nas operacoes de

busca.

Para exemplificar esse problema, basta tomar a Figura 4.6. Para determinar os ele-
mentos do nivel 3 é necessario realizar uma interpolacao dos elementos que compoem a
malha do nivel 2. A Figura 4.7 apresenta este procedimento. Os valores representados por
asterisco sao utilizados para determinar o valor interpolado do préximo nivel da malha.
Observe que as informacoes de 3 células, que serao os valores interpolantes, podem ser
obtidas realizando uma visita a célula pai e aos vizinhos do sul e do leste. Todavia, obter

as informacoes referentes a quarta célula é um pouco mais complicado. A busca por essa
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informagao exige que seja realizada um visita ao vizinho ao leste e depois ao vizinho ao
sul deste, ou; uma visita ao vizinho ao sul e depois, ao vizinho ao leste deste. Essa busca

acaba tornando o procedimento de interpolacao bem mais lento.

*

¢ Valor Interpolado

>k Valor Interpolante

Figura 4.7: Esquema de interpolagao para malha refinada no nivel 3.

Os operadores apresentados em (Kwak, 1999.; Kwak e Lee, 2004) foram escolhidos. Tais
operadores de segunda ordem permitem que s6 sejam avaliados dois vizinhos de cada
célula reduzindo assim os custos de busca na estrutura proposta. Esses operadores sao
dados pela Eq. 4.4:

1(1

I, = 1 (4.4)

1 - " Lon

Observe que a ordem obtida pelos operadores de transferéncia é maior do que a ordem

da EDP, garantindo a convergéncia do método independente da discretizacao da malha.

4.2.2 Construcao das Matrizes de cada Nivel

Antes da execugao do algoritmo do Multigrid é necessério realizar a definigao das matrizes
referentes a cada nivel da malha. Para isso um procedimento de busca de vizinhos é

necessario.

O Algoritmo 6 descreve a busca dos vizinhos. Ele é utilizado tanto para definir as

matrizes de cada nivel quanto para realizar a interpolacao.
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No caso da interpolacao ele realiza uma busca em cada direcao de uma dada célula.
Quando os parametros sao passados ao algoritmo ele pode receber como vizinho um nodo
branco e por isso o algoritmo faz uma busca em uma determinada direcao até que seja

encontrado um nodo preto que seja vizinho da célula que esta sendo avaliada naquele
nivel da CHM.

Algoritmo 6: Busca de Vizinhos em uma Diregao.

Célula BuscaVizinho(Célula Cell, Célula Vizinho, char direcao, int nivelCurva)

1: if (Vizinho.tipo=="branco’) then
2:  if (Vizinho.pai == Cell)|| (Vizinho.pai==Cell.pai)
&& (Vizinho.nivel >=Cell.nivel) then

3: while (Vizinho.d1!=NULL) &&(Vizinho.tipo=="branco’) do

4: Vizinho = Vizinho.d1;

5: end while

6: else

7 while (Vizinho.d1!=NULL)&&
(Vizinho.tipo=="branco’)&& (Vizinho.nivel <=nivelCurva) do

Vizinho = Vizinho.d2;
9: end while
10:  end if

11:  if (Vizinho.tipo=="branco’)&&(Vizinho.nivel >nivelCurva) then

12: Vizinho = Vizinho.Pai;
13:  end if
14: end if

15: return (Vizinho)

O dltimo estagio do algoritmo avalia quando é necessério “subir” na estrutura para
buscar a informacao de vizinhanca. A Figura 4.2 representa um exemplo desse caso.
O nodo preto de nivel 1 (elemento nordeste) precisaria realizar essa operagao de subida
para buscar a informacao do elemento refinado. Esse processo evita uma busca muito

demorada por vizinhos, permitindo “saltos” na estrutura.

4.2.3 Algoritmo

Os algoritmos implementados sdo baseados em (Hartmann et al., 2008). Esta abordagem

permite que no mesmo nivel do Multigrid existam elementos de diferentes niveis de re-
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finamento, realizando pequenas atualizagoes nas células que estao em um nivel menos

refinado.

O Algoritmo 7 implementa a estratégia utilizada nesse trabalho. Observe que os ope-
radores de restricao e prolongamento descritos nele sao os mesmos definidos na sessao
anterior. Os elementos que sao do mesmo nivel da curva de Hilbert definida sao transpor-
tados de uma malha para outra de forma automatica, isto significa que seus valores nao

sao corrigidos como os outros, eles sofrem um mero transporte (replicagio).

Algoritmo 7: Algoritmo Multigrid Geométrico Adaptativo.
MG(l7el7rl7 fl7 ul)
1: Suaviza Alu! = f

2: Calcula residuo r! = f! — Al(u')

3: Restringe o residuo pela Eq.4.2: r'=1 = [2hy!
4: Restringe a solugao pela Eq.4.2: u!=t = 2!
5: if (I==1) then

6:  Resolve Alw! = f!

7: else

& MG(l — Lt =1, =1 i)

9: end if

10: Célculo da correcao v~ = w!~! — u!~!

11: Interpolacdo da Solugdo pela Eq. 4.4 : o' = [} o'™?
U= ol 4!

13: Suavizacao da solucdo u'.

12: Corrige solugao: u

Ja na etapa de interpolagao uma atencao especial deve ser dada as células que estao
no contorno do dominio (Mohr e Wienands, 2004). O stencil dado pela Eq. 4.4 apresenta
termos que nao fazem parte do dominio. A solugao adotada é realizar uma extrapolagao
linear levando em conta que em um esquema de correcao da malha menos refinada a
correcao interpolada pode ser admitida como nula ao longo do contorno (Wesseling, 1992;
Mohr e Wienands, 2004; Martin, 2013). Dessa forma, as contribui¢oes sdo obtidas a partir

do valor obtido da célula pai.

O método dos Gradientes Conjugados (MGC) foi utilizado como suavizador devido a
presenga de células de diferentes niveis em cada passo do Multigrid. Segundo Bank (1985),
o MGC apresenta melhores propriedades de atenuacao em malhas adaptativas quando
comparado aos métodos classicos de suavizagao (Gauss-Seidel, Gauss-Seidel Red Back,

Gauss-Jacobi, etc.). Essa caracteristica do MGC ocorre por ele ter um comportamento
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adaptativo, onde em cada iteracao ocorre um ajuste do passo na direcao de busca definida

pelo residuo (Bank, 1985).

A estratégia completa para resolucao de uma equagao diferencial parcial com refina-
mento adaptativo utilizando a abordagem multinivel é apresentada pelo Algoritmo 8. Na
fase de inicializagao, sao realizados refinamentos uniformes da malha a partir do nivel
1 (com 4 células) até que ela consiga representar o fendmeno estudado. Em seguida, as
condigoes inicias e de contorno do problema sao armazenadas. A fase seguinte consiste em
definir quais os elementos que constituirao cada nivel do Multigrid. Para tanto, utiliza-se
a curva de Hilbert referente a cada nivel conforme apresentado na Figura 4.6. A partir da
definicao de quais células estao em cada nivel do problema é possivel construir as matrizes

para cada nivel do Multigrid, conforme descrito na se¢ao anterior.

Algoritmo 8: Algoritmo de Solugao Adaptativa da EDP.
1: Inicializacao da Malha

2: Definicao das Condigoes Iniciais e de Contorno
3: while (Refina ou Desrefina) do
if (nivel>1) then

e

Definicao das curvas de Hilbert para os k niveis do problema.
else
Define curva de Hilbert da malha atual.

end if

Definicao das Matrizes das Malhas de todos os k niveis do problema.

10:  Resolve o Sistema Linear usando o Algoritmo 7
11:  Libera Memoria
12:  RefinaDesrefina

13: end while

Por fim, a fase de refinamento ou desrefinamento. No caso do refinamento, para cada
célula de nivel k ¢ avaliado o fluxo através dela nas quatro faces (norte, sul, leste e oeste),
se esse valor supera um certo limiar pré definido pelo usuério, entao a célula é subdivida
em 4 novas células de nivel k£ + 1. Ja o desrefinamento avalia o fluxo entre 4 células do
mesmo cacho, isto é, 4 células do mesmo pai. Caso o fluxo entre elas seja menor do que
um certo valor também pré determinado, entao elas sao desrefinadas, surgindo uma tnica
célula de nivel k. Esse processo se repete até que o fluxo entre todos os elementos da

malha obedega ao critério de refinamento definido pelo usuario.

O Algoritmo 8 apresenta uma solucao para um problema estacionario. No caso de
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problemas evolutivos, isto é, problemas em que a grandeza fisica estudada sofre variacao
no decorrer do tempo, essa abordagem pode ser modificado acrescentando alguns passos

(Algoritmo 9).

Algoritmo 9: Algoritmo de Solugao Adaptativa da EDP.
1: Inicializacao da Malha

2: Definicao das Condigoes Iniciais e de Contorno
3: for i =0,...,tfinal do
4:  if (nivel>1) then
Definicao das curvas de Hilbert para k niveis do problema.
else
Define curva de Hilbert da malha atual.
end if

Definicao das Matrizes das Malhas de todos os k niveis do problema.

10:  Resolve o Sistema Linear usando o Algoritmo 7
11:  Libera Memoria

12:  RefinaDesrefina

130 t=t+ At

14: end for

A estrutura de dados aqui apresentada possui uma desvantagem no quesito memoria
quando comparada ao ALG e & quadtree. Entretanto, ela aproveita a facilidade que o ALG
fornece ao permitir que os vizinhos sejam localizados de forma simples quando comparada

a busca de vizinhos em uma quadtree, quando esta restrita pela regra (2 : 1).

Outra vantagem em relacao aos dois métodos citados, é possibilitar a utilizagao do
método Multigrid geométrico na resolucao do sistema linear. Tal associagdo com o MG
nao é possivel com o ALG, visto que ele nao fornece as informagoes referentes aos niveis
anteriores. Estas informacoes sao imprescindiveis para a construcao da hierarquia de

matrizes utilizada pelo Multigrid.

Os algoritmos aqui propostos nao estao preparados para trabalhar com problemas que
apresentam geometria complexa, assim como os apresentados em (Hartmann et al., 2008).
Neste caso operadores de transferéncia que avaliem a proporcao de contribuicao de cada
célula seriam necessarios, o que encareceria o procedimento. Os operadores utilizados
neste trabalho garantem a convergéncia do método utilizado e oferecem um ganho de
eficiéncia na busca por vizinhos, pois para cada valor interpolado s6 precisam de buscar

dois vizinhos.
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O gasto excessivo de memoria e as restricoes em relacao a geometria do problema in-
dicam a possibilidade da utilizacao de uma nova abordagem. Tal abordagem deve avaliar
somente as informacoes algébricas do problema e apresentar um consumo menor de me-

moria quando comparada ao Multigrid Geométrico Adaptativo (MGA) aqui apresentado.



Capitulo 5

Método Multigrid Algébrico

O capitulo anterior demonstrou que uma abordagem utilizando o método Multigrid Geo-
métrico (MG) requer a construcao de uma hierarquia de malhas. Todavia, o dominio com-
putacional do problema pode se tornar extremamente complexo, dificultando ou mesmo
inviabilizando a utilizagao do MG. Neste contexto, surge o conceito do Multigrid Algébrico
(Ruge e Stiiben, 1986; Briggs et al., 2000; Stiiben, 2001; Trottenberg et al., 2001). Esta técnica
utiliza os mesmos principios do MG, contudo as informagcoes sao obtidas pela formulacao

algébrica do problema discreto.

De maneira geral, a aplicacdo do Multigrid Algébrico (AMG) a um dado problema
consiste em duas fases: inicializacdo e resolugao (Trottenberg et al., 2001). A primeira
define de forma recursiva a hierarquia de sistemas lineares que representariam, em um
contexto geométrico, as malhas menos refinadas do problema. A partir da selecao de um
subconjunto de incognitas do sistema linear é formado o préximo nivel menos "refinado"; a
repeticao desse procedimento, recursivamente, forma toda a hierarquia de "malhas". Essa
fase esta descrita no Algoritmo 10 (Clearly et al., 2000). Nessa fase também sao definidos
os operadores de transferéncia (restrigdo e prolongamento), a maneira de construgao de

tais operadores sera detalhada na Secao 5.2.
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Algoritmo 10: Algoritmo da fase de Inicializagao do AMG.

1: Particao de Q" em dois conjuntos disjuntos C* e F*;
(a) Faga Q" = C" ;
(b) Defina a interpolacio I}

»

Defina o operador de restrigao IH = (I%)T
Defina a matriz referente a malha com menos incognitas Ay
if |Qf] for pequeno suficiente then
Fim do Algoritmo.
else
faca Q" = QX

10:  volte ao passo 1.

11: end if

Na segunda fase os operadores definidos sao utilizados de maneira analoga ao MG.
Para o caso de dois niveis, essa fase consiste na definicao do residuo, seguido pela transfe-
réncia deste para uma malha menos refinada onde aplica-se um suavizador (Gauss-Seidel,
SOR, Gradiente Conjugado, etc.). O resultado dessa operagao é transportado para a ma-
lha mais refinada utilizando um operador de prolongamento, onde novamente aplica-se
um suavizador. Por fim, a solugao inicial é corrigida com o resultado obtido pela 1l-
tima suavizacao. A generalizacao para mais niveis ocorre de forma recursiva, conforme

apresentado para o MG.

A utilizacao do AMG em problemas de geometria complexa é possivel devido a ele
nao fixar a hierarquia de malhas como o MG. Na realidade, o AMG fixa o suavizador,
geralmente o Gauss-Seidel, e depois define de forma eficiente os operadores de correcao e
interpolagao (Trottenberg et al., 2001). Essa eficiéncia ocorre devido a ambos os operadores
serem determinados a partir da selecao das incognitas, isto é, da particao do conjuntos

de incognitas.

Durante este capitulo os termos ponto e incognita serao utilizados sem disting¢ao. Os
termos malha fina e malha grossa também serao utilizados. O primeiro para representar
os sistemas lineares oriundos da discretizacao pelo método dos volumes finitos da EDP
analisada e o segundo para representar o sistema linear obtido pela redugao ou simpli-
ficagao do primeiro. Analogamente, serao utilizados os termos mais refinado e menos

refinado.

Este capitulo apresenta algumas defini¢oes e critérios utilizados na fase de inicializa-

¢ao do AMG. Os algoritmos implementados para acoplar ao ALG o multigrid algébrico
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também sao detalhados. As defini¢oes e algoritmos foram adaptados dos trabalhos de
(Ruge e Stiiben, 1986; Briggs et al., 2000; Clearly et al., 2000; Stiiben, 2001; Trottenberg et al.,
2001; Twamura et al., 2003; Pereira, 2007; Suero et al., 2012),

5.1 Conceitos Gerais

Seja um sistema linear dado por 5.1 obtido pela discretizacao de uma EDP por meio do

método dos Volumes Finitos.

A= " ou Y icqnaliul = fl (i€ Q) (5.1)

com Q" = {1,2,....m} denotando o conjunto de indices das varidveis e, no contexto deste

trabalho, A; sendo uma matriz esparsa.

Para encontrar um sistema linear reduzido do sistema 5.1, isto é, um sistema com
menos incognitas ou, em um contexto geométrico, menos refinado, torna-se necessario
subdividir o conjunto Q" em dois conjuntos disjuntos Q* = C"* U F". O conjunto C"
representa o conjunto das varidveis que definem o nivel menos refinado, por analogia ao
caso geométrico, seriam os pontos da malha com discretizacao 2h. Ja o conjunto F* ¢
denominado conjunto complementar de C”, nele estdo as incognitas que nao fardio parte

do nivel menos refinado.

A partir desta particao, pode-se definir 2 = C" como sendo a malha no nivel menos
refinado. Agora sendo conhecida uma forma de mapeamento dos vetores para o problema
em Q7 em vetores de h por meio de um operador I}, o operador Ay pode ser obtido

utilizando o principio de Galerkin (Eq.5.2).

Ap = IF ALY (5.2)
com [T = (I)T.
Neste caso, o sistema linear para esse nivel é dado pela Eq.5.3.

Agut = 1 ou Y. quafjuil = fI (ke Q) (5.3)

7

Com isso define-se a hierarquia de matrizes necessérias para uma abordagem Mul-
tigrid. Os proximos passos consistem em definir os conjuntos C' e F' em cada nivel, os

operadores de transferéncia e um processo de suavizacao. E fundamental para o desen-
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volvimento do AMG um conceito para suavizacao algébrica, pois este conceito é o que

determina a eficiéncia dos métodos Multigrid (Briggs et al., 2000).

Definicao 1. Um erro € dito suave, ou algebricamente suave, quando ele nao € efetiva-

mente reduzido por um método de relazacio, isto é, AeF ~ 0.

Esta nocao de suavizagao deve ser observada na definicao dos operadores de transfe-
réncia, reduzindo assim a introducao de ruidos no momento de transferir a solucao para a
malha mais refinada. Mais detalhes sobre erros algebricamente suaves podem ser obtidos
em (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001; Pereira, 2007). A partir dessa definigdo de
erro algebricamente suave obtém-se o operador de suavizacao linear S, e a nova solugao
do problema (Eq.5.4).

a" = Spul + (I, — Sp) A " (5.4)
com 4" sendo a solucao suavizada e I; o operador identidade do nivel h.

Para a definicao completa do AMG é necessario escolher quais as incognitas que
definirao as malhas menos refinadas e os operadores de transferéncia. Para tanto, é
necessaria a definicao de alguns conjuntos que auxiliam nessa escolha. Tais conjuntos
determinam o quanto uma variavel influencia em outra, permitindo assim que sejam
definidos os pontos a serem utilizados nas “malhas” menos refinadas e nos operadores

de transferéncia.

Definicao 2. Um ponto i € dito diretamente conectado ao ponto j € Q" se a?j # 0.

A definicao 2 descreve as arestas do grafo de adjacéncia da matriz Aj,. A definicao dos
niveis menos refinados trata basicamente de como realizar a particao desse grafo. Essa
particao requer também informagoes sobre a vizinhanca de um determinado ponto, ou
melhor, sobre o quanto um ponto influencia os pontos na sua vizinhanga. A defini¢ao 3

descreve o conceito de vizinhanca de um ponto que sera utilizado durante este trabalho.

Definigao 3. A wvizinhanc¢a para o ponto i € dada por:
N ={j€Q":j+#ia;#0}

A partir da definicao de vizinhanca é possivel determinar o conceito de influéncia ou

dependéncia de um ponto.
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Definicao 4. Uma varidvel 1 estd fortemente negativamente conectada ou n-conectada a
outra varidvel j, se

—a;; > 0 max |a;| com 6 ¢€(0,1) fizo.
;<0

onde o fator 6 é conhecido como fator de reducao da malha.

A determinacgao da conectividade entre as variaveis permite definir o grau de influéncia
entre elas. O conjunto formado por todos as variaveis que influenciam fortemente uma

variavel ¢ é denotado por S;.

Definicao 5. O conjunto de pontos que influenciam fortemente i € definido como:

S; ={j € N; : i fortemente n—conectada a j}

Como consequéncia da definicao 5 surge o conjunto das variaveis que dependem for-

temente do ponto 7, sendo denotado por ST = {j € Q:i € S;}.

A definicao de influéncia é importante para o processo de interpolacao no AMG.
Observe que, o valor do coeficiente a;; que multiplica a incognita u;, pode ter uma grande
influéncia na equagao . Isto significa que, se o valor para |a;;| for suficientemente grande,

qualquer modificagao no valor de u; tem um grande efeito no valor de u;, ou seja,

1
U = — ag;u; Y i=1,...n—1. 5.5
o , 55)
JFi
Dessa forma, é importante que no processo de interpolacao da incognita u; sejam
avaliadas as variaveis u; tais que j influencia fortemente i (Pereira, 2007). A partir da
definicao desses conjuntos é possivel definir os critérios que devem ser obedecidos para

determinacao das "malhas" menos refinadas.

O primeiro critério é baseado nas conexoes diretas. Para cada ¢ € I’ os elementos que
o influenciam (j € S;) devem estar no conjunto C e i tem que possuir no minimo um ponto
em C. Essa escolha determina que o erro algebricamente suave varie mais lentamente na

dire¢ao do engrossamento (Trottenberg et al., 2001).

O segundo critério visa buscar o maior conjunto C, cujos elementos nao sejam forte-
mente n-conectados. Tal critério visa reduzir o custo computacional da fase de suavizagao

devido ao aumento da dimensao da matriz A¥ (Briggs et al., 2000).

Obedecer esses dois critérios, em geral, ndo é simples (Briggs et al., 2000). Dessa forma,
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a escolha é obedecer ao primeiro critério e quando possivel avaliar o segundo de forma
a reduzir o tamanho do conjunto C. A reducao do tamanho do conjunto C' visa reduzir
o esforco computacional na etapa de solu¢ao. O Algoritmo 11 realiza uma determinacao
inicial dos conjuntos. Ele visa realizar uma distribuigao quase uniforme dos pontos de C'

sobre o dominio do problema.

Algoritmo 11: Definicdo do Conjunto C”.
1: Sejam C =0, F =0,U = Q"
2: Seja \; = |SI NU|+2|ST N F|, Vi
3: while (U! =0) do

4: Tome i € U com maximo \;. Seja C = CU{i} e U =U — {i}
5. for je€SI'NU do

6  F=FU{j)

7: U=U-{j}

8: for [ € 5;NU do

9: N=MN+1

10: end for

11:  end for

122 for j € 5;NU do
13: )\j = /\j —1

14:  end for

15: end while

No Algoritmo 11, o parametro \; diz o quanto uma variavel presente no conjunto de
restricao realmente influencia nas outras varidveis. Ele funciona como uma métrica de
importancia, dizendo o quanto uma variavel ¢ € U pertence ao conjunto C', permitindo

um acompanhamento do estado atual dos conjuntos C' e F.

A Figura 5.1.a apresenta a malha de um problema de Laplace discretizado pelo MVF.
Na Figura 5.1.b esta o grafo de adjacéncia da matriz gerada. E importante que as in-
cognitas estejam ordenadas para garantir que todas as variaveis tenham seu valor de
importéancia ();) determinado (Suero et al., 2012). Observe que a ordenagao das incognitas
utilizou a curva de Hilbert Modificada (CHM).
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(a) Malha Refinada Adaptativamente. (b) Grafo de Adjacéncia da Matriz de Discre-

tizacao

Figura 5.1: Problema de Laplace com parametro de refinamento € = 0.7

A Figura 5.2 apresenta o funcionamento do Algoritmo 11. Primeiro sao determinados
os valores de \; para todos os pontos. Em seguida, o ponto com maior valor de influéncia
¢ definido como um elemento do conjunto C' e os pontos a ele conectado sao adicionados
ao conjunto F'. Os valores de \; sao recalculados para os pontos ainda nao tratados. O
processo se repete sempre observando a ordenacao pela CHM e novos pontos de C' sao
determinados. A Figura 5.1 apresenta a continuagao do procedimento até a particao final

da fase inicial de divisao.
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Figura 5.3: Representagao final da partigdo dos conjuntos C'/F na fase inicial de selegao

de incognitas.
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5.2 Procedimento de Interpolacao

Como visto no MG, o operador de interpolacao transporta a solucao da equagao residual

da malha menos refinada para a mais refinada I}y : Q7 — Q" .

Observando que o erro suave varia lentamente na dire¢ao da forte conexao, a Equacao
5.5 permite a obtencao do valor de u; na malha fina por uma interpolagao do valor de
u; na malha grossa desde que i dependa fortemente de j (Briggs et al,, 2000). Assim,
as propriedades de suavidade algébrica do erro e esparsidade da matriz A" podem ser

utilizadas para descrever as componentes da equagao do erro (Pereira, 2007):

aiie? = — Z aije? 1=1,...,n (5.6)

JEN;
onde N; representam os vizinhos de 3.

A Equacio 5.6 apresenta o valor de e como uma média das contribuigoes dos seus
vizinhos diretos. Todavia, com o particionamento das incognitas nos conjuntos C'/F
somente os valores que pertencem ao conjunto C' estao disponiveis para a interpolagao

(Pereira, 2007). Por isso é necessario avaliar melhor a vizinhanca de 1.

Os pontos em N; tem algumas caracteristicas que permitem dividi-los em trés sub-

conjuntos (Briggs et al., 2000):

e Conjunto dos pontos que influenciam fortemente i, ou seja, sao pontos que estao

tanto em C' quando em S; C N,, isto é C; = C' N .S;;

e Conjunto dos pontos que apesar de nao pertencerem a C;, influenciam fortemente
o ponto i. Esse conjunto é dado por D = (N; — C;) N S; = D; N S;. Esses sdo os

pontos que pertencem a malha fina e influenciam fortemente i;

e Conjunto D}’ é aquele que contém os pontos que influenciam fracamente o ponto i.
Nele podem estar contidos pontos da malha fina ou da malha grossa. Os elementos

desse conjunto sao denominados pontos fracamente conectados, isto ¢, D}’ = D;—.5;.

A partir da definigao desses novos conjuntos, a Eq. 5.6 pode ser reescrita na forma
da Eq. 5.7
agel = — Z aije? — Z aije? — Z aije;-‘ (5.7)
JEC; jEDf ]ED?’

Observe que os pontos conhecidos sao somente os pertencentes a C;. Por isso algumas

manipulacoes algébricas sao necessarias para que da Eq. 5.7 o operador de interpolacao
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possa ser obtido. Em (Pereira, 2007) e (Briggs et al., 2000) todas essas operagoes sao

demonstradas originando a Expressao 5.8.

- el se 1€C

Ige?), = 5.8

(H ) Zwijef se 1€ F ( )
JEC;

onde w;; =

Com a defini¢ao do operador de interpolagao e recordando que a restri¢cao é dada por

IH = (I')T (Eq. 5.2), os conceitos necessérios para definir o AMG estdo completos.

O Algoritmo 12 implementa a construgao desses operadores, bem como a divisao final

da partigao dos conjuntos C/F.

A entrada do algoritmo é uma sele¢ao inicial dos pontos do conjunto C' dado pelo
Algoritmo 11. Ele verifica quais dos pontos em F' podem ser transferidos para o conjunto

C', obedecendo ao primeiro critério.

Uma outra questao a ser avaliada é a dimensao do operador de interpolagao. Ele afeta
diretamente o custo computacional do procedimento. Quanto maior for esse operador
maiores sao o custo e o gasto de memoria na fase de resolu¢ao (Iwamura et al., 2003). Por
isso, esse operador sofre um truncamento de maneira a desconsiderar as variaveis que
possuem uma conexao mais fraca com a variavel ¢, dentre aquelas que possuem uma forte
dependéncia. Com isso surge mais um conjunto, S, que representa os pontos fortemente

dependentes do conjunto C; (Iwamura et al., 2003; Suero et al., 2012).

_ ;|
SP = e D;: g | > —’ X ;
7 {] 1 |a]l| ’Y (max|aik] ma$|aﬂ|

leC;

O valor de v define a quantidade de pontos na malha grossa. Quanto maior o seu
valor mais pontos estarao presentes na malha grossa e maior serd o custo da suavizagao.
Segundo Suero (Suero et al., 2012), a determinagao desse parametro deve avaliar que cada
ponto tenha pelo menos uma conexao fortemente dependente. Na maioria dos trabalhos
estudados para este trabalho (Ruge e Stiiben, 1986; Briggs et al., 2000; Clearly et al., 2000;
Stiiben, 2001; Trottenberg et al., 2001; Iwamura et al., 2003; Pereira, 2007) esse valor é fixado
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em 0.35. (Suero et al., 2012) apresenta um estudo detalhado sobre diferentes valores para

~ e encontra o mesmo valor que nos demais trabalhos.

Algoritmo 12: Define o conjunto C e os pesos da interpolagao.

1: Seja T = 0.
2: while !(FCT) do

3:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

Tomeie F—TeT =TU{i}.
Sejam C;, DY, DY, DIV, SP e o conjunto C; = ()
Seja d; = ay; e para k € C}, dp = a
for j € D} do

d; = d; + a;j.
end for
for j € D do

if (j € SP) then

dy = di, + <2%*_ para k € C;

Zzeci aji
else

if C;# 0 then
C=CU{i}eF=F-{i}
Volte ao passo 2.
else
Ci=1{j} e Ci=Cyu{j} e DY = D — {j}
Atualize SP
Volte ao passo 4.
end if
end if
C=CUC, e F=F-C;
for ke C; do

d;

Wik =
end for

end for

27: end while
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Por fim, o Algoritmo 13 constréi as matrizes referentes as malhas menos refinadas de

acordo com o principio de Galerkin (Haase e Langer, 2002).

Algoritmo 13: Geragao da Matriz de Coeficientes.
1: Faca Ay = 0;

2: for ke FUC do
3:  Determine F* e C*;
4: for 1€ FFUC*U{k} do
5 T=CrucC'u{I}nC);
6: for 1 €T do
7
8
9

for j € T do
Api; = Amgj + o Agoy;
end for
10: end for
11:  end for

12: end for

Os pesos da interpolagao «;; sao obtidos a partir da Equacao 5.9.

1 1=j5€C
@ = |Gk seieFjed (59)
0 caso contrario

com os valores de ¢;; dados por:

o Z zkAk]
Z A + Ay
keFt G

Os valores de A;; sao referentes a matriz na malha fina, enquanto os conjuntos C* e
F' sao denominados, respectivamente conjuntos dos "vizinhos refinados"e dos "vizinhos

finos" (Suero et al., 2012). Esses conjuntos sao definidos por:
C'={jeC:ay;#0,icF}

Fi:{jEF:aij#O,iEF}
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5.3 Aspectos Computacionais

Os algoritmos apresentados foram implementados utilizando conceitos de programacao
genérica, especificamente a biblioteca padrao de gabaritos (STL, Standard Template Li-
brary) de C' + + (Drozdek, 2012; Deitel e Deitel, 2005). Essa biblioteca fornece objetos,
denominados contéiners que permitem a manipulagdao de outros objetos. A STL imple-
menta intimeros tipos de contéiners, cada um com seus recursos e procedimentos que

permitem armazenar e manipular os dados.

No presente trabalho foram utilizados os contéiners Set, Vector e List. O primeiro
se assemelha a um conjunto matematico, onde os elementos sao objetos, os quais nao
apresentam repeticao. Esse contéiner permite a implementagao de todos os conjuntos
necessarios para o AMG. As operagoes de unido, intersecao, ordenacao, diferenca e perti-
néncia sao alguns dos recursos fornecidos por este contéiner. O segundo contéiner, consiste
em um array unidimensional que permite o acesso dos dados aleatoriamente. O tultimo
implementa uma lista encadeada e fornece algoritmos eficientes para insercao, remocao e
busca de elementos. Com este sao implementados os elementos das matrizes A de todos

os niveis do AMG.

5.3.1 Custo Computacional e Consumo de Memoria

Idealmente o custo do AMG seria O(n) onde a constante multiplicativa depende somente
da natureza do problema e nao do tamanho (Ruge e Stiiben, 1986). Todavia determinar
precisamente o custo e o consumo de memoria do AMG é uma tarefa complicada (Briggs
et al., 2000). Essa indeterminac¢ao ocorre devido a escolha dos pontos que formam a

hierarquia de malhas ser realizada de maneira heuristica.

Dessa forma, sao utilizadas duas grandezas para realizar uma estimativa a posteri-
ori dos custos do AMG. A primeira é a Complexidade do Grid. Esta taxa relaciona a

quantidade de elementos de todas as malhas com a quantidade de elementos na malha
final.

Ja a Complexidade do Operador fornece uma relacao entre a quantidade de elementos
nao nulos de todas as matrizes de discretizacao obtidas nos niveis menos refinados do
problema com a matriz da malha fina. Ou seja, esse valor indica o espaco total de
memoria necessario para armazenar as matrizes de todas as malhas. Observando que
a fase de resolucao dos algoritmos Multigrid tem seus custos mais elevados dados pelas

etapas de suavizagao e calculo do residuo, este operador da uma boa estimativa do custo
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computacional de um algoritmo do tipo ciclo V' (Briggs et al., 2000).

Neste trabalho, a implementacao do AMG cria para cada nivel do AMG uma lista
encadeada que armazena os elementos das matrizes de discretizagao. Dessa forma, sao
armazenados somente os elementos nao nulos da matriz de cada nivel. Ao final da exe-
cuccao do AMG toda a memoria é desalocada nos moldes do ALG. Além da matriz do
problema, o operador de interpolacao também é armazenado. Sao armazenados somente
os elementos nao nulos deste operador também. O operador de restricao nao precisa
ser armazenado, suas contribuicoes sao obtidas diretamente do operador de interpolagao.
Basta observar que o operador de restricao é simplesmente a matriz transposta da matriz
que fornece o operador de interpolacao. O custo da fase inicial é dominado pelas operacoes

envolvendo os conjuntos (ordenagao, unido, interseccao, etc.).

No contexto do ALG, o AMG ¢ utilizado como um resolutor de sistema linear no lugar
do método dos gradientes conjugados (MGC). Assim, o ALG fornece como parametro de
entrada para o AMG uma lista encadeada contendo os elementos nao-nulos da matriz
de discretizacao obtida do problema adaptativo. O AMG obtém uma aproximacao da

solugao do problema. Por fim, esse valor é retornado como uma lista encadeada para o
ALG.



Capitulo 6

Resultados Computacionais

Este capitulo apresenta os resultados computacionais das abordagens apresentadas nos
Capitulos 5 e 6. Os algoritmos e estruturas de dados apresentados anteriormente foram
implementados em linguagem C++ e compilados com o compilador g++ versao 4.3. As
execugoes sao realizadas em um computador Quad-Core com 2.7 GHz, 4.0 Gigabytes de

RAM com um sistema operacional Linux com kernel 3.2.0.

A préxima secao apresenta a descricao sucinta dos problemas abordados: equacao de
Laplace, equacao de Poisson e o problema da camada limite. Todos os problemas apre-
sentados sao bem postos no sentido de Hadamard (Garvine, 1968; Mavriplis, 1995; Burgarelli
et al., 2006; Oliveira et al., 2011; Suero et al., 2012). As discretizagoes desses problemas por

meio do método dos Volumes Finitos também sao apresentadas.

Por fim, os resultados computacionais demonstrando os ganhos de eficiéncia em relagao

ao tempo nas abordagens propostas nos capitulos anteriores sao apresentados.
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6.1 Descricao dos Problemas

6.1.1 Equacao de Laplace

O primeiro problema abordado é a conhecida equagao de Laplace (Eq.6.1)(Suero et al.,
2012; Burgarelli et al., 2006).

Viu=—+-5=0 (6.1)

com condigoes de contorno dadas por: g(z,y) = 0; h(z,y) =z se y =1¢e h(x,y) =

y se x=1.

A solugao analitica desse problema é dada pela Eq. 6.2.
u(z,y) =x*xy (6.2)

A discretizacao da Eq.6.1 pelo método dos Volumes Finitos é obtido primeiro com a
discretizagdo da malha em volumes de controle (células quadrangulares). Em seguida, a

equacao é integrada sobre cada um desses volumes de controle obtendo a Eq.6.3.

/ ViudV =0 (6.3)
\%4

Por fim, aplica-se o teorema da divergéncia de Gauss para obter o sistema linear dado

pela Eq.6.4.

%Vu.ﬁ@vi =0 (6.4)

onde 1 é o vetor normal em relagdo a superficie do volume v; e Ov; representa o

contorno do volume de controle.

6.1.2 Equacao de Poisson

A equacao de Poisson ¢é dada pela equacao Eq.6.5.
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Pu Ou
—_— _— 1
7 + Py S, O<uzy<
uw(z,0) =u(0,y) =u(l,y) =u(z,1) =0 (6.5)

e o termo fonte é (S) dado por: S = —2[(1 — 62?)y*(1 — y?) + (1 — 6y?)z?*(1 — 2?)]

A solucao analitica desse problema é dada por:
u(z,y) = (2% —2")(y" - y*) (6.6)

A discretizacao em Volumes finitos desse problema é dada pela Eq.6.7

?{Vu.fu%i =S = |Vi| (6.7)

onde |V;| é a area do volume v;.

6.2 Critério de Refinamento

O critério de refinamento utilizado nesse trabalho é baseado no gradiente do fluxo entre
células vizinhas. Caso seja verificado que o gradiente do fluxo de uma determinada célula
é maior do que um determinado valor pré-estabelecido pelo usuario, entao essa célula é

refinada em 4 novas células.

Ja para o Multigrid Geométrico Adaptativo (MGA) e para o Multigrid Algébrico
(AMG), define-se o critério de parada do ciclo V' pela Eq. 6.8 (Miyashita e Yamada, 2005):

| R | total
|f | total

(6.8)

onde |R|iotar = fQ |R|dV e | fliotar = fQ |fldV.

Essas integrais sao calculadas somando todos os valores sobre o dominio (£2). Caso
esse critério nao seja atingido o algoritmo executa um méximo de ciclos pré-definido pelo

usuério. Nas simulagoes realizadas esse valor foi fixado em 30 iteragoes.
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6.3 Resultados Numéricos dos Métodos Multinivel

Esta secao apresenta os resultados dos tempos de CPU para os problemas descritos uti-
lizando as abordagens ja descritas e o ALG. Resultados que demonstram a convergéncia

dos métodos também sao apresentados.

6.3.1 Resultados para Equacao de Laplace

A Tabela 6.2 apresenta os resultados do Problema 1. Observe que o MGA e o AMG

apresentaram os melhores resultados como esperado.

Tabela 6.1: Tempo de Execugao (em segundos) para o Problema de Laplace 1 com refi-

namento uniforme.

Métodos
Nivel | Numero de Células | ALG | MGA | AMG
7 16384 0,088 | 0,074 | 0,07
8 65536 0,542 | 0,309 | 0,304
9 262144 3,224 | 1,22 | 1,12
10 1048576 9,376 | 4,77 | 4,5

No caso de refinamentos nao uniformes adotou-se um critério de refinamento de 0, 0725
com nivel maximo de refinamento igual a 7. Como critério de parada para os ciclos do
MGA adotou-se € = 0.01. Conforme observado por Miyashita e Yamada (2005), esse valor

é suficiente para garantir a convergéncia e nao afetar a velocidade do método.

Tabela 6.2: Tempo de Execugao (em segundos) para o Problema de Laplace 1 com refi-

namento nao-uniforme.

Métodos
Nivel | Numero de Células | ALG | MGA | AMG
6 3496 0.235 | 0.025 | 0.02
7 8695 2.02 | 0.79 | 0.05
8 10570 8.95 1.4 0.10
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6.3.1.1 Comparagao da fases de construgao da Matriz e de refinamento da
Malha

A Tabela 6.3 apresenta o tempo necessario para criar as matrizes do ALG e da estrutura
de dados proposta no capitulo 5. No caso do AMG e da versao paralela do método dos
Gradientes Conjugados os resultados sao os mesmos obtidos para o ALG. Os resultados
apresentados para o AMG incluem a sua fase de inicializagao e isso é incluido no tempo

total de execugao dele.

Os resultados obtidos demonstram que o ALG ¢é mais eficiente nas fases de criagao do
sistema linear e do refinamento das células. Isso ocorre devido ao ALG s6 criar 3 células
novas e reaproveitar as informagoes da célula refinada. Outro ponto, é que a estrutura
de dados proposta precisa realizar novas simplificagOes e corrigir os ponteiros dos niveis
menos refinados. Além disso, o ALG s6 realiza a construgao da malha mais refinada

enquanto o ele nao necessita manter as matrizes de diferentes niveis.

Tabela 6.3: Tempo de Execucao (em segundos) para o Problema de Laplace 1 das Fases
de Refinamento e Determinacao das Matrizes

Métodos
Nivel | Namero de Células ALG MGA
Sistema | Refinamento | Sistema | Refinamento
7 16384 0,021 0,002 0,03 0,004
8 65536 0,091 0,007 0,119 0,017
9 262144 0,375 0,033 0,459 0,459
10 1048576 1,457 0,135 2,013 0,22

6.3.2 Resultados para Equacao de Poisson

A Tabela 6.4 apresenta os resultados do tempo de CPU para o problema de Poisson com
refinamentos adaptativos. Foram utilizados 20 ciclos tanto para o MGA quanto para o

AMG. O critério de refinamento adotado foi de 0.0075.

Os resultados apresentados pelo ALG demonstram o quanto o mal-condicionamento

da matriz afeta a convergéncia do método dos Gradientes Conjugados.

No caso do MGA, o tempo superior ao AMG deve-se a fase de interpolagao que no
caso do AMG é pré-definida na etapa de inicializacao do método, enquanto no MGA ela
é realizada em cada ciclo do Multigrid. A fase de interpolagao no caso do MGA exige 2

operacoes de busca para cada célula, que no caso de refinamentos adaptativos tem um
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Tabela 6.4: Tempo de Execucdo (em segundos) para o Problema de Poisson com a malha

nao-uniforme

Métodos
Nivel | Numero de Células | ALG | MGA | AMG
7 4690 1,104 | 0,287 | 0,128
8 9892 2,616 | 0,894 | 0,337
9 18262 9,178 | 3,12 | 1,4920

custo um pouco maior.

O erro encontrado para o nivel 9 de refinamento foi de 0.000424, essa precisao deve-se

a ordem da discretizacao utilizada.

A Figura 6.1 apresenta o grafico do residuo para cada ciclo no caso do AMG no nivel

7 demonstrando a convergéncia do ciclo.
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1e-08

1e-09

1e-10

log(|R[*2)

1e-11 |

1e-12

1e-13

1e-14

1e-15

L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Numero de Ciclos V

Figura 6.1: Residuo dos ciclos no AMG para a malha com nivel 7 de refinamento.

6.4 Problema da Camada Limite com o AMG

Esse problema descreve o comportamento do fluxo de ar ao redor de uma aerofolio (Garvine,
1968; Mavriplis, 1995; Oliveira et al., 2011). A abordagem descrita aqui é adaptada de (Oli-
veira et al., 2011). O problema da Camada Limite é descrito para um fluxo bidimensional

incomprenssivel em regime permanente em coordenadas retangulares pela Eq.6.9.
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Momento: u% va—u = L 9p +v@
COx oy  pox oy?

(6.9)

Continuidade: @ v

— =0
8x+8y

com p é a densidade do fluido, u é a variavel dependente da EDP, p é a pressao e v é a
viscosidade cinematica.

A discretizacao da equacao do momento pelo método dos Volumes Finitos é dada

por(Oliveira et al., 2011):

k v

v vp + 5 v U U

n+1 k+1 k+1°P h k k eP eW

uptt — —_— = = Uy — 2— — VD + Uppy——7 (6.10)
P N % s % W P ep %
hu}, up h hu},

Os indices W, NeS indicam as células vizinhas ao volume de controle P, respectiva-

mente ao oeste, norte e sul. O termo v indica a viscosidade cinematica e h = Az = Ay.

A equacao discreta que descreve a equacao da continuidade obtida pela formulacao

em Volumes Finitos é definida como:

T T e T (6.11)

Maiores detalhes podem ser obtidos em (Oliveira et al., 2011). Somente o sistema linear
que surge da discretizacao da equacao da continuidade é resolvido utilizando o método
dos Gradientes Conjugados e o Multigrid Algébrico (AMG). A Tabela 6.5 apresenta os
resultados das simulagoes realizadas para diferente niveis de refinamento. Foi utilizada

uma viscosidade de 1,5X107° nos testes realizados.

Tabela 6.5: Tempo de Execugao (em segundos) para o Problema da Camada Limite -
NACA

Métodos
Nivel | Namero de Células | ALG | AMG
10 6676 0,031 | 0,004
11 13402 0,059 | 0,01
12 26848 2.72 | 0,02
13 53746 5,02 | 0,0616

A aplicagao do Multigrid Geométrico Adaptativo (MGA) a esse problema tornou-se

inviavel devido ao nao tratamento das funcoes de interpolagao de maneira apropriada.



6.4 Problema da Camada Limite com o AMG 73

O trabalho de Hartmann et al. (2008) apresenta algumas estratégias que poderdao ser

integradas ao MGA e aplicadas ao problema aqui descrito.

A partir do nivel 12 de refinamento a quantidade de iteragOes necesséarias para a
convergéncia do ALG tem um aumento significativo no tempo,devido ao aumento do mal
condicionamento da matriz. Para valores maiores de refinamento, por exemplo, 14 niveis
de refinamento a estratégia desenvolvida pelo ALG nao converge. Visto que limitamos o
numero de iteragoes a quantidade de células da malha. Todavia, o AMG nao apresente

essa limitagao e ainda alcanca a convergéncia.

A Figura 6.2 apresenta a malha para o problema simulado com o AMG representando

53746 células.

Figura 6.2: Modelo NACA com nivel de refinamento 13.
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Consideracoes Finais

Esse trabalho apresenta duas estratégias baseadas no método Multigrid para resolucao de
equagoes diferenciais parciais com refinamento adaptativo da malha. A primeira aborda-
gem realiza uma modificagdo na estrutura de dados do ALG. A nova estrutura tem um
comportamento hibrido, se comporta como uma arvore mantendo informacoes de niveis
anteriores da malha computacional e mantendo as informacgoes da malha computacional
em um grafo de folhas autonémas (ALG). Dessa forma, as informacoes referentes aos ni-
veis de malha mais grossa podem ser obtidos permitindo assim a aplicacao do Multigrid.

Cada nivel do Multigrid é representado por uma curva de Hilbert modificada.

A segunda abordagem associa ao ALG o método do Multigrid Algébrico. Este método
avalia o sistema linear e a partir dele constréi uma hierarquia de sistemas semelhantes a
hierarquia de malhas do Multigrid Geométrico. Em seguida sao definidos os operadores
de transferéncia baseados nas escolhas dos elementos que fazem parte de cada nivel dos
sistemas. Por fim, um resolutor de sistemas lineares completa os passos do algoritmo.
Essa abordagem foi decorrente de um estudo estudo computacional realizado sobre as
matrizes de discretizagao apresentadas em (Burgarelli et al., 2006). Os resultados encontra-
dos demonstraram que os autovalores dessas matrizes apresentavam um comportamento

que prejudica a velocidade de convergéncia do método dos Gradientes Conjugados.

As abordagens apresentadas demonstram uma melhoria no tempo de processamento
do métodos. Todavia, a segunda abordagem apresenta resultados melhores pois seu custo
de armazenamento em memoria ¢ bem menor. Enquanto a primeira abordagem armazena
informagoes de cada célula, a segunda armazena somente as matrizes do sistema que

representariam niveis menos refinados.

A melhora apresentada pode ser ainda maior com a utilizacao de estratégias de pro-
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gramacao paralela. O paralelismo dos método dos gradientes conjugados utilizando uma
abordagem para ambientes de memoria compartilhada jé foi apresentado em (Oliveira et al.,
2012b). Esta abordagem pode ser utilizada também na fase de suavizagao do Multigrid,

tanto algébrico quanto geométrico.

Uma avaliacao mais detalhada dos parametros envolvidos na fase de inicializacao do
AMG também deve ser realizada. Ganhos significativos nessa fase poderao se obtidos

conforme os resultados apresentados em (Suero et al., 2012).

Uma abordagem semi-geométrica também ¢é possivel. As informagoes geométricas de
posicionamento dos nodos pretos podem ser utilizadas para uma abordagem algébrica.
Ou seja, a partir da informagao geométrica é determinada uma particao do sistema linear

referente a malha mais refinada e a partir disso seguem as etapas do multigrid algébrico.

Ainda nesse contexto, novas estratégias de particionamento de grafos ou mesmo de
analise multiresolucao deverao ser avaliados de forma a reduzir o tempo necessario na fase

de inicializagao do AMG.

O desenvolvimento de um algoritmo para o método dos gradientes conjugados em que
as direcoes de busca sao definidas a partir de uma hierarquia dos espacos definidos pelo

residuo devera ser avaliada.

A transferéncia entre os vetores definidos em cada espaco é realizada pelos operadores
de restricao e prolongamento, caracterizando assim como um algoritmo multigrid. Esse
procedimento ja foi realizado para malhas uniformes (Pflaum, 2008). Entretanto, até
o presente momento ainda sao desconhecidas pelo autor referéncias que utilizem essa

abordagem no contexto de refinamento adaptativo de malhas.

Um estudo sobre o método multigrid em cascata no contexto de refinamentos adap-
tativos também devera ser realizado. Tais métodos apresentam uma grau de eficiéncia
elevado além de uma facilidade de implementagao para problemas simétricos como os

apresentados aqui.

A utilizagao do AMG e do MGA como pré—condicionadores para o MGC também deve
ser avaliada. Pré—condicionadores melhoram o niimero de condicionamento da matriz
de discretizacao auxiliando assim na convergéncia de métodos iterativos como o MGC.
Além disso, estimativas tedricas garantem o niimero maximo de iteragoes para os métodos
iterativos, enquanto que para os métodos Multigrid essa anélise é inexistente. Portanto,

tal associagao MGC + AMG/MGA produz um método muito mais eficiente.

Um estudo comparativo entre o ALG associado a0 AMG com a estrutura FTT (Khokh-
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lov, 1998) devera ser realizado bem como com o algoritmo do Multigrid Adaptativo aqui

apresentado.

Por fim, a aplicagao desses métodos em problemas reais também devera ser realizada.
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