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Resumo

O desenvolvimento de propriedades teórias de uma estrutura matemátia enriquee nossa

bibliotea de soluções do respetivo ampo de onheimento. Várias situações da vida real

podem ser modeladas omo problemas em grafos. A partir daí, os onheimentos dispo-

níveis na Teoria dos Grafos podem ser utilizados para tratar o problema espeí�o. Neste

trabalho, estudamos a operação de produto de grafos, om ênfase no produto artesiano

e no produto omplementar (uma generalização do produto artesiano).

O produto artesiano de grafos é onsiderado um adequado sintetizador de topologias

de redes, pois herda as propriedades dos grafos fatores de forma interessante do ponto

de vista dos ritérios omumente analisados em redes de interonexão. Além de enrique-

erem a teoria, estas pesquisas auxiliam a análise e a riação de topologias de redes de

produto. Neste trabalho apresentamos era de quarenta propriedades onheidas do pro-

duto artesiano agrupadas por temas da Teoria dos Grafos, visando identi�ar prinipais

resultados já publiados e despertar assim a identi�ação de problemas em aberto.

Dando ontinuidade a estas pesquisas, desenvolvemos propriedades sobre a existênia

de emparelhamentos perfeito e quase-perfeito no grafo gerado pelo produto, assim omo

propriedades sobre o número desemparelhante, em função de seus fatores.

Para redes em que é essenial ada proessador possuir a qualquer instante um pareiro

espeial, o número desemparelhante do grafo que modela a topologia subjaente mede a

robustez do sistema no aso de falha de aresta. Isto é, o número desemparelhante é ritério

topológio relaionado à tolerânia a falhas. Os resultados desenvolvidos sobre empare-

lhamento possibilitaram o álulo do número desemparelhante de algumas topologias de

rede de interonexão que são produto artesiano de grafos, a saber: hiper-Petersen; Peter-

sen n-dobrado; ubo-Petersen dobrado; hiper-estrela; estrela-ubo; hiperubo. Também

permitiram observar que a otimalidade do número desemparelhante é herdada dos grafos

fatores, quando eles possuem número par de vérties. Ou seja, se duas topologias de

tamanho par forem ótimas em relação ao número desemparelhante, a topologia riada

pelo produto delas também será. Essa observação reforça o produto omo boa estratégia

para riação de topologias. Em relação à omplexidade, observamos que o problema do

número desemparelhante é polinomial para grafos de grau mínimo limitado, omo é o

aso de árvores e de grafos planares. Para grafos bipartidos, provamos que o problema é

NP-Completo.

Estudamos também o produto omplementar de grafos, introduzido em 2007 omo

generalização do oneito de produto artesiano. Mais espei�amente, investigamos a

iliidade / hamiltoniidade no prisma omplementar � um aso partiular do produto

omplementar. Respondendo a questões em aberto, elaboramos uma araterização da

irunferênia do prisma omplementar de árvores e demonstramos que o prisma omple-

mentar possui ilos de todos os tamanhos entre 3 e sua irunferênia.
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O produto artesiano de grafos é uma operação om muitas propriedades ainda a

serem estudadas. É um tema fértil para trabalhos futuros e igualmente amplo pois per-

orre muitos outros temas lássios da Teoria de Grafos. Estas propriedades preisam ser

investigadas, e então inorporadas ao onheimento ientí�o da humanidade.

Palavras-have: Produto de Grafos, Produto Cartesiano, Prisma Complementar, Redes

de Interonexão, Emparelhamento, Ciliidade.



Abstrat

The development of theoretial properties of a mathematial struture enrihes our li-

brary of solutions for the respetive �eld of knowledge. Several real-life situations an

be modeled as problems on graphs. Then, the knowledge available in graph theory an

be used to treat the spei� problem. In this work, we studied graph produts, speially

the artesian produt and the omplementary produt (a generalization of the artesian

produt).

The artesian produt of graphs is onsidered a suitable network topology synthesizer,

sine it inherits properties from the graph fators in an interesting manner onsidering

the riteria ommonly evaluated for interonnetion networks. In addition to enrihing

the theory, this line of researh helps with the evaluation and the reation of topologies

whih are produt networks. We presented about forty known properties of the artesian

produt grouped by areas of graph theory, in order to identify key results that had already

been published and allow to pinpoint open problems.

Building on the researh in this area, we developed properties on the existene of

perfet mathings and almost-perfet mathings in the artesian produt of graphs, as

well as properties on the mathing prelusion number, by analyzing its fators.

For networks in whih it is essential to have eah node possessing at any time a

speial partner, the mathing prelusion number of the underlying topology measures the

robustness of the system in the ase of edge failure. That is, the mathing prelusion

number is a topologial riterion related to fault tolerane. The appliation of these

developed results allowed the establishment of the mathing prelusion number for some

interonnetion networks that are artesian produt of graphs, namely: Hyper Petersen;

Folded Petersen; Folded Petersen ube; Hyperstar; Star-ube and Hyperube. It also

brought the observation that the mathing prelusion number optimality is inherited from

its fator graphs that have even number of verties. In other words, if two topologies of

even size have optimal mathing prelusion number, then so will the topology reated

by its artesian produt. This observation reinfores the produt as a good strategy for

reating topologies. Regarding the omplexity, we observed that the mathing prelusion

number problem is polynomial for graphs of limited minimum degree, suh as trees and

planar graphs. For bipartite graphs, we proved that the problem is NP-omplete.

We also studied the omplementary produt of graphs, introdued in 2007 as a ge-

neralization of the onept of artesian produt. More spei�ally, we investigated the

yliity / hamiltoniity for the omplementary prism � a partiular ase of the omple-

mentary produt. Answering open questions, we provided an e�ient haraterization of

the irumferene of the omplementary prism of a tree and showed that it has yles of

all lengths between 3 and its irumferene.

The artesian produt of graphs is an operation with many properties still to be diso-
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vered and developed. It is a fertile and wide �eld for future studies, sine it passes through

many other lassi areas of Graph Theory. These properties need to be investigated, and

then inorporated into the sienti� knowledge of humanity.

Keywords: Graph Produts, Cartesian Produt, Complementary Produt, Complemen-

tary Prism, Interonnetion Networks, Mathing, Cyles.
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Capítulo 1

Introdução

Este apítulo introdutório apresenta a organização geral do texto, ompartilha os basti-

dores do trabalho, orrelaiona e expliita as ontribuições da tese, e apresenta oneitos

gerais da Teoria de Grafos.

1.1 Bastidores e Contribuições da Tese

O prinipal objetivo da pesquisa foi desenvolver propriedades do Produto de Grafos, es-

peialmente do Produto Cartesiano de Grafos � uma operação que possui reonheida

e resente apliação em Redes de Interonexão, sendo utilizada no estudo de topolo-

gias destas redes e também na síntese de novas topologias, numa espéie de �Criação de

Topologias em Laboratório Algébrio�.

Foi realizado um apanhado da Literatura ontendo era de quarenta propriedades

do produto artesiano agrupadas por temas da Teoria dos Grafos, visando identi�ar

prinipais resultados já onheidos, despertando assim a identi�ação de problemas em

aberto e ideias para novos desenvolvimentos. Este panorama está exposto na Seção 2.2.

Foram desenvolvidas propriedades do produto artesiano relaionadas a emparelha-

mentos perfeito / quase-perfeito e ao número desemparelhante

1

, um trabalho iniiado no

mestrado que foi reformulado e omplementado durante o doutorado. Os resultados estão

na Seção 4.2 e foram publiados em 2013 [5℄(Mathing Prelusion Number in Cartesian

Produt of Graphs and its Appliation to Interonnetion Networks).

Durante a pesquisa para desenvolvimento de novas propriedades de hamiltoniidade

do produto artesiano, e em onjunto om o professor Dieter Rautenbah (Universidade

1

termo original: (perfet-mathing) prelusion number
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de Ulm, Alemanha) que estava em visita no Brasil e pesquisava propriedades da mesma

natureza no produto omplementar (uma generalização do produto artesiano), foram

desenvolvidas propriedades relaionadas ao prisma omplementar � um aso espeial do

produto omplementar. Os resultados estão na Seção 5.2. O trabalho foi posteriormente

omplementando om a partiipação do professor Dirk Meierling (Universidade de Ulm,

Alemanha) e submetido em 2013, estando no momento em fase de publiação [85℄ (Cyles

in Complementary Prisms).

Em 2014 foi realizado doutorado sanduíhe om o professor Dieter Rautenbah na

Universidade de Ulm (Alemanha). Na oasião foram investigadas algumas perguntas

que permaneiam em aberto após a publiação do trabalho [5℄ sobre emparelhamento no

produto artesiano de grafos, que estão desritas a seguir.

Havia sido mostrado que a existênia de emparelhamento perfeito é ondição su�iente

para que haja emparelhamento perfeito no grafo gerado pelo produto artesiano. Seria

também uma ondição neessária? Foi identi�ado um grafo ontra-exemplo omo prova

que não é ondição neessária. Esta prova está no �nal da Seção 4.2.

Outra pergunta era se o problema do número desemparelhante seria NP-Completo.

Existia o indíio que sim. Tal impressão era reforçada pelo fato de haver muitos trabalhos

espeí�os estudando o número desemparelhante para determinadas lasses de grafos,

uma estratégia que é adotada para problemas mais difíeis. No entanto não havia prova.

Foi desenvolvida uma prova demonstrando que o problema do número desemparelhante

é NP-Completo, desrita na Seção 4.4. Este resultado foi omplementado posteriormente

om trabalhos em onjunto om os professores Mitre Dourado e Luia Penso, ompondo

o artigo Robust Reoverable Perfet Mathings submetido em 2014 [48℄ � no momento

em fase de avaliação, ujo primeiro retorno foi positivo para aeitação e om sugestões de

ajuste.

Além destas perguntas, foi estudado um problema de limpeza em grafos no produto

artesiano. Em [24℄ Bryant et al. propuseram uma variação para o problema de eso-

vação

2

e estudaram o respetivo número de esovação

3

para produtos artesianos e

árvores. Os resultados para produtos artesianos eram iniiais, então o objetivo ao aden-

trar pelo tema foi ontribuir om o desenvolvimento de novos resultados do problema

para a operação do produto. Mas no aminho foram desenvolvidos resultados do pro-

blema para árvores, respondendo uma questão em aberta no mesmo artigo [24℄, sendo

2

termo original: brushing problem

3

termo original: brushing number
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proposta uma prova mais simples para o seu prinipal resultado. Os resultados obtidos

foram submetidos em [96℄ (Brush your Trees! ), no momento em fase de publiação. O tra-

balho submetido não está relaionado ao produto de grafos, motivo pelo qual não estará

disposto nos apítulos desta tese, mas disponível omo Apêndie A.

Esta foi uma breve desrição da trajetória do trabalho. Em relação à organização

do texto, este Capítulo 1 segue om oneitos gerais da teoria de grafos (Seção 1.2). O

Capítulo 2 apresenta oneitos de produto de grafos, om ênfase no produto artesiano e

suas propriedades. O Capítulo 3 apresenta oneitos de Redes de Interonexão, inluindo

os prinipais ritérios topológios, exemplos de topologia mais omuns e as topologias

sintetizadas pelo produto artesiano. Os resultados sobre emparelhamento e produto ar-

tesiano estão no Capítulo 4. Espei�amente na Seção 4.2 estão os resultados publiados

em 2013 [5℄ sobre propriedades do número desemparelhante do produto artesiano de gra-

fos em geral (om apliação no álulo deste parâmetro para as topologias Hiper-Petersen,

Petersen n-dobrado, Cubo Petersen dobrado, Hiper-estrela e Estrela-ubo). No �nal desta

mesma Seção 4.2 é mostrado que a existênia de emparelhamento perfeito no grafo fa-

tor não é ondição neessária para obter emparelhamento no grafo gerado pelo produto

artesiano. Na Seção 4.4 está a prova sobre omplexidade do problema desemparelhante,

parte integrante do artigo [48℄ (submetido e em fase de avaliação). No Capítulo 5 estão os

resultados sobre ilos e hamiltoniidade no prisma omplementar (um aso espeial do

produto omplementar), trabalho que está em fase de publiação [85℄. O Capítulo 6 arre-

mata a tese om a onlusão e om a proposta de trabalhos futuros. No Apêndie A segue

o trabalho de número de esovação em árvores [96℄ submetido e em fase de publiação.

1.2 Coneitos Gerais da Teoria de Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V (G), E(G)), onde V (G) é um onjunto não vazio de

vérties e E(G) um onjunto de pares não-ordenados de elementos (não neessariamente

distintos) de V (G), hamados arestas. Se e = {u, v} é uma aresta, então se diz que e liga

u e v, e que os vérties u e v, hamados adjacentes ou vizinhos, são as extremidades de

e. Também podemos representar simplesmente por uv a aresta e = {u, v}. Os números

de vérties e arestas em G são omumente denotados por n e m que são, respetivamente,

a ordem e o tamanho de G.

Além da representação por meio da de�nição de seus onjuntos e função de inidênia,

um grafo pode ser representado gra�amente � a propósito, é daí que vem a origem do
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termo grafo. Uma maneira omum de desenhá-lo é representar os vérties por pontos

e as arestas por linhas; assim, ada linha liga dois vérties se, e somente se, eles forem

adjaentes. A forma omo esses pontos e linhas são desenhados é irrelevante, bem omo

suas posições relativas. O que onta é a informação representada pelas ligações entre os

vérties. Seguem dois exemplos. Para simpliidade de notação, representamos por uv o

par não-ordenado {u, v}.

Seja o grafo G(V (G), E(G)), onde V (G) = {u, v, w, x, y} e E(G) = {uv, vw, wx,

xy, yu, ux}. Sua representação poderia ser feita omo na Figura 1.1(a). Seja o grafo

R(V (R), E(R)), onde V (R) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8} e E(R) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7,

e8, e9, e10, e11, e12}, om e1 = v1v2, e2 = v2v3, e3 = v3v4, e4 = v4v5, e5 = v4v5, e6 = v4v6,

e6 = v5v5, e7 = v5v7, e8 = v5v7, e9 = v6v7, e10 = v6v8, e11 = v7v8 e e12 = v1v8. Sua

representação poderia ser feita tão livre e artistiamente quanto omo na Figura 1.1(b).

(a) G (b) R

Figura 1.1: Desenho dos grafos G e R. Exemplo de representação grá�a.

Uma aresta om extremidades iguais é um laço. Duas ou mais arestas om o mesmo

par de extremidades são ditas arestas paralelas. Um grafo é simples quando não possui

laços nem arestas paralelas. Na Figura 1.1, o grafo G é simples e o grafo R não é simples

pois possui laço (e7) e arestas paralelas (e4 e e5; e8 e e9). Há grafos em que as arestas têm

direção, ou seja, a existênia de uma aresta ligando o vértie u ao vértie v não implia

a existênia de ligação de v a u; os hamamos de grafos direionados, ou digrafos. Neste

trabalho, os grafos refereniados são simples, �nitos e não-direionados, om exeção do

grafo representado na Figura 1.1(b).

Um isomor�smo dos grafos G e H é uma bijeção f : V (G) → V (H) de tal forma que

quaisquer dois vérties u e v de G são adjaentes em G se e somente se f(u) e f(v) são

adjaentes em H . Se existe um isomor�smo entre G e H , então dizemos que os grafos

G e H são isomorfos e denotamos por G ∼= H . Mais intuitivamente: grafos isomorfos

são os que podem ser desenhados da mesma forma, ignorando possíveis diferenças dos
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rótulos de vérties e arestas. O automor�smo de um grafo é um isomor�smo entre o grafo

e ele mesmo. Se o grafo for simples, então o automor�smo é uma permutação α de seu

onjunto de vérties que preserva as adjaênias: se uv é uma aresta, então α(u)α(v)

também é. O automor�smo re�ete a simetria de um grafo: se existe um automor�smo

que mapeia u a v, signi�a que u e v são vérties similares. Se todos os vérties do

grafo forem similares entre si, trata-se de um grafo vértie-transitivo ou vértie-simétrio.

A Figura 1.2 mostra quatro grafos isomorfos entre si. Nota-se também que os quatro

grafos são vértie-transitivos (por serem grafos isomorfos, bastaria notar que um deles é

vértie-transitivo).

(a) (b) () (d)

Figura 1.2: Desenho de quatro grafos isomorfos entre si e vértie-transitivos.

Um passeio emG é uma sequênia �nita não-vaziaW = v0e1v1e2v2...ekvk, ujos termos

são alternadamente vérties e arestas, observando que, para 1 ≤ i ≤ k, as extremidades

de ei são vi−1 e vi. Os vérties v0 e vk são, respetivamente, a origem e o destino de W ; e

os demais são os vérties internos de W . Se as arestas de um passeio W forem distintas,

então W é uma trilha. Se, além disso, W não possuir vérties repetidos, W é dito um

aminho. Os termos passeio, trilha e aminho, que a prinípio tendem a serem onfundidos

e uja difereniação é importante que seja observada, apresentam araterístias que fazem

sentido se trazidas para uma analogia om a vida real: (1) em um passeio por Londres, é

bastante razoável perorrer a Tower Bridge mais de uma vez (passeio permite repetição de

arestas); (2) em uma trilha na Floresta da Tijua, om destino ao Pio da Tijua, repetir

um trajeto signi�a que o guia da exursão provavelmente está perdido � é possível,

porém, que o grupo passe por um mesmo ponto mais de uma vez, aso �zesse parte do

plano desviar para visitar um mirante e voltar ao mesmo ponto, e ontinuar seguindo om

destino ao pio � (trilha permite repetição de vérties, mas não de arestas); (3) no famoso

aminho franês que leva a Santiago de Compostela, o peregrino sairá de Saint-Jean-Pied-

de-Port om destino à atedral para ver o manto de Sant'Iago sem querer �desviar do

aminho�, da forma mais direta possível (aminho não permite repetição de vérties � e

nem de arestas, onseqüentemente). O tamanho de W , também bastante intuitivo, é o

número de arestas perorridas, k no exemplo. Diz-se que W é fechado se possuir origem
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igual ao destino e se possuir tamanho maior que zero. Uma trilha fehada em que a

origem e os vérties internos não se repetem é um ciclo. Um aminho que perorra todos

os vérties de um grafo é dito aminho hamiltoniano; analogamente, um ilo ontendo

todos os vérties do grafo é um ilo hamiltoniano. Um grafo é hamiltoniano se admite

ilo hamiltoniano.

O grau de um vértie v em um grafo G, denotado por dG(v), é o número de arestas de

G inidentes a v. Um vértie de grau zero é hamado vértie isolado. Denota-se por δ(G)

e ∆(G) os graus mínimo e máximo dos vérties de G, e por d(G) o grau médio � que é

dado pela fórmula

1

n

∑

v∈V

dG(v). A distânia entre os vérties x e y, denotada por dG(x, y),

é o tamanho do menor aminho de x a y. O diâmetro de um grafo G é a maior distânia

entre todos os pares de vérties de G, e é denotado por D(G). O grafo da Figura 1.2.a,

hamemos de P , é assim araterizado: δ(P ) = 3, ∆(P ) = 3, d(P ) = 3 e D(P ) = 2.

Um grafo F é dito subgrafo de G se V (F ) ⊆ V (G) e E(F ) ⊆ E(G). Qualquer subgrafo

F de G pode ser obtido por repetidas operações de remoção de vértie ou aresta: o grafo

G− v é um subgrafo de G onde o vértie v é removido om todas as arestas inidentes a

v; o grafo G \ e é um subgrafo de G onde a aresta e é removida.

A onetividade de um grafo G não ompleto é o número mínimo de vérties que se

removidos de G o tornam desonexo, e é denotada por κ(G). Para grafos ompletos,

tem-se por de�nição que κ(Kn) = n− 1. A onetividade por aresta de um grafo onexo

G, denotada por κ′(G), é o número mínimo de arestas uja remoção de G resulta em um

grafo desonexo.

Alguns grafos e famílias de grafos são partiularmente araterizados e reebem um

nome próprio. O grafo representado na Figura 1.1(a) (página 4), é onheido pelo nome

de grafo asa. Já o da Figura 1.1(b), hamemos de grafo pão-de-açúar, não é um grafo

onheido. Fiam famosos os que desempenham papel relevante na Teoria dos Grafos. A

seguir são apresentados alguns.

(a) K1 (b) K2 () K3 (d) K4 (e) K5

Figura 1.3: Desenho dos grafos K1, K2, K3, K4 e K5.

Um grafo ompleto om n vérties, denotado por Kn, é um grafo simples em que ada
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vértie é adjaente a todos os demais vérties. Sua representação pode ser vista na Figura

1.3. Um grafo G é bipartido se V (G) puder ser partiionado em dois subonjuntos, X

e Y , tal que toda aresta de G tem uma de suas extremidades em X e a outra em Y .

Tal partição (X, Y ) é hamada de bipartição do grafo e é representada por G[X, Y ]. Um

grafo ompleto bipartido, denotado por Km,n, é um grafo simples om partição (X, Y ),

onde |X| = m e |Y | = n, em que ada vértie de X é ligado a ada vértie de Y . Sua

representação pode ser vista na Figura 1.4.

(a) K2,2 (b) K2,3 () K3,3 (d) K1,3
∼= S4 (e) K1,6

∼= S7

Figura 1.4: Desenho dos grafos: K2,2, K2,3, K3,3, K1,3
∼= S4 e K1,6

∼= S7.

A palavra �aminho� é utilizada para refereniar um grafo ou um subgrafo ujos

vérties e arestas são termos de um aminho tal omo desrito anteriormente nesta seção.

O mesmo é válido para a palavra �ilo�. Ambos designam famílias bastante onheidas,

e que estão desenhadas na Figura 1.5: Pn é um aminho om n vérties e Cn um ilo

om n vérties.

(a) P5 (b) C3 () C4 (d) C5 (e) C6

Figura 1.5: Desenho dos grafos: P5, C3, C4, C5, e C6.

Um grafo G é onexo se existe aminho de x a y para todo x, y ∈ V (G), e desonexo

aso ontrário. Uma árvore é um grafo onexo que não possui ilo. O grafo estrela om

n vérties, denotado Sn, é uma árvore em que todos os vérties, exeto um (hamado

entral), estão ligados a um únio vértie entral; pode ser visto também omo um grafo

ompleto bipartido em que uma das partições tem ardinalidade 1, ou seja: Sn
∼= K1,n−1

omo indiado nas Figuras 1.4(d) e 1.4(e).

O grafo da Figura 1.2 é bastante onheido e tem nome: grafo de Petersen. Foi

utilizado por Julius Petersen (daí o nome) para refutar uma onjetura que até então

era aeitável. �De fato, [o grafo de Petersen℄ é uma notável on�guração que serve omo



1.2 Coneitos Gerais da Teoria de Grafos 8

ontra-exemplo para muitas previsões otimistas sobre o que pode ser verdadeiro para

grafos em geral� [77, tradução nossa℄

4

.

(a) Borboleta (b) Q1 () Q2 (d) Q3

Figura 1.6: Desenho dos grafos borboleta e hiperubo (Q1, Q2 e Q3).

A Figura 1.6(a) mostra o grafo borboleta (ou gravata). O grafo hiperubo de dimensão

n, ou n-ubo, representado por Qn, tem omo onjunto de vérties todas as seqüênias

binárias de tamanho n, estando dois vérties ligados se diferem em exatamente um dígito.

As Figuras 1.6(b) a 1.6(d) são desenhos de hiperubo.

4

�[I℄t is, in fat, a remarkable on�guration that serves as a ounterexample to many optimisti pre-

ditions about what might be true for graphs in general.� [77℄



Capítulo 2

Coneitos de Produto de Grafos

Este apítulo introduz oneitos relaionados ao produto de grafos, om ênfase no pro-

duto artesiano. Apresenta um apanhado da Literatura om propriedades deste produto

agrupadas por temas da Teoria de Grafos, visando identi�ar os prinipais resultados já

onheidos. Expliita também o produto omplementar, que foi proposto em 2007 [62℄

omo uma generalização do produto artesiano.

2.1 De�nição e Prinipais Tipos de Produto

O produto de dois grafos simples G e H � estes hamados fatores � é um novo grafo T ,

onde: V (T ) = V (G) × V (H), i.e., o onjunto {(g, h)|g ∈ G, h ∈ H}; e ujas adjaênias

entre os vérties de T podem ser de�nidas por diferentes regras. Cada regra determina e

identi�a um tipo de produto. As regras estão assoiadas às relações que os vérties de

ada grafo fator possuem entre si.

A Tabela 2.1 mostra a regra para adjaênia dos quatro tipos de produto mais usuais.

A tabela apresenta mais de um nome� e por vezes mais de uma representação � para um

mesmo tipo de produto. Trata-se dos nomes e representações mais omumente utilizados.

2.2 Um Panorama do Produto Cartesiano de Grafos

Esta seção detalha a operação do produto artesiano de grafos e apresenta algumas de suas

propriedades já onheidas organizadas de aordo om temas da Teoria de Grafos. Neste

trabalho, tal omo adotado em [16℄, o produto artesiano de G e H será representado por

G�H . Para todos os enuniados, os grafos refereniados são simples e �nitos. Vale omo
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Tabela 2.1: Os quatro mais usuais tipos de Produto de Grafos

Nome(s) Representação(ões) Regra para Adjaênia

∗

Produto Cartesiano

Produto Cruzado

G�H
G×H
G⊗H

[ (g1 = g2 e h1h2 ∈ E(H)) ou
(h1 = h2 e g1g2 ∈ E(G)) ℄

Produto Categório

Produto Direto

Produto Frao

Produto Tensorial

G×H [ g1g2 ∈ E(G) e h1h2 ∈ E(H) ℄

Produto Lexiográ�o

Composição

G •H
G[H ]

[ (g1g2 ∈ E(G)) ou
(g1 = g2 e h1h2 ∈ E(H)) ℄

Produto Forte

Produto Normal

G⊠H
Produto Cartesiano unido ao

Produto Categório

* Adjaênia entre (g1, h1) e (g2, h2), vérties em V (G) × V (H), onde gi ∈ V (G) e hi ∈ V (H)

onvenção que |G| é equivalente a |V (G)|, ou seja, |G| representa o número de vérties do

grafo G.

Contextualização e Motivação

O fato de o produto artesiano ser um adequado sintetizador de topologias de redes,

onforme será desrito na Seção 3.2, ontribuiu para intensi�ar o estudo da operação.

Além de enriqueerem a Teoria dos Grafos, estes trabalhos auxiliam a análise e a riação

de topologias de redes de produto.

Em 2008 foi publiado um livro [71℄ dediado ao produto artesiano de grafos, om

o objetivo de ofereer um ambiente uni�ado das propriedades onheidas da operação

(algumas delas reentemente provadas) e alguns problemas interessantes em aberto na

área. Em 2011 [55℄ houve reedição de um livro primeiramente publiado em 2000 [70℄,

dediado ao produto de grafos, no qual o produto artesiano é bastante destaado. Trata-

se de um tema em ativo e resente desenvolvimento.

Há muitas propriedades a serem (re)estudadas, omo hamiltoniidade, número do-

minante, onetividade, e inlusive a possibilidade de desenvolvimento de algoritmos em

grafos mais e�ientes (que levem em onsideração o fato de o grafo ser produto artesiano).

E, dentro de ada propriedade, há muitas questões a serem abordadas. Sobre o número
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dominante, por exemplo, Vizing onjeturou [108℄ que, para quaisquer grafos �nitos G e

H , é válido que γ(G)γ(H) ≤ γ(G � H), onde γ(G) é o número dominante de um grafo

G (que por de�nição é a ardinalidade mínima de um onjunto D de V (G), tal que ada

vértie em V (G)−D é adjaente a um vértie em D). Com quase meio séulo de vida, a

onjetura ainda é pesquisada nos dias de hoje [1, 18, 19, 20, 21, 41, 42, 61, 64, 66, 106℄.

De�nições e Exemplos

O produto artesiano de dois grafos G e H , representado por G�H , tem omo onjunto

de arestas o onjunto de todos os pares (g1, h1)(g2, h2) tais que: ou g1g2 ∈ E(G) e h1 = h2,

ou h1h2 ∈ E(H) e g1 = g2. Equivalentemente, tem omo onjunto de arestas E(G�H) =

(V (G)×E(H))∪ (E(G)× V (H)). Chamaremos de G-arestas as da forma E(G)× V (H),

e de H-arestas as da forma V (G)× E(H).

O produto artesiano G = G1 � G2 � . . . � Gk de vários fatores será denotado por

G = �
k
i=1Gi. Para um inteiro positivo n, um grafo G elevado à n-ésima potênia do

artesiano será representado por Gn = �
n
i=1G.

Uma maneira útil e intuitiva de interpretar visualmente o produto artesiano de dois

grafos G1 e G2 é aompanhar os passos enumerados a seguir. A Figura 2.1 ilustra estes

passos para os grafos G1 = K3 e G2 = C4.

1. Desenhar G1;

2. Substituir ada vértie v ∈ V (G1) por uma ópia de G2 (hamemos de vG2);

3. Transformar ada aresta uv ∈ E(G1) em n2 arestas, ligando uG2 a vG2 (estas n2 arestas

devem ligar os vérties orrespondentes das ópias de G2).

A Figura 2.2 ilustra alguns grafos onheidos que podem ser de�nidos omo o produto

artesiano de grafos. O produto artesiano de dois grafos K2, mostrado na Figura 2.2(a),

é um ilo om quatro vérties (C4) ou, equivalentemente, um hiperubo de dimensão dois

(Q2). O hiperubo pode ser visto omo o suessivo produto artesiano de arestas; mais

preisamente Qn = (K2)
n
, omo ilustrado na Figura 2.2(). O produto de dois aminhos

Pm e Pn é o grafo grade(m × n); a Figura 2.2(b) mostra o grafo P4 � P5. O produto de

um ilo Cn e uma aresta K2 é um n-prisma (Figura 2.2(d)); e de um ilo om outro

ilo é um torus (Figura 2.2(e)).
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(a) Passo 1 - Desenhar K3 (b) Passo 2 - Substituir ada

vértie de K3 por um C4

() Passo 3 - Transformar

ada aresta uv ∈ E(K3) em

|V (C4)| novas arestas, ligando
uC4 a vC4 pelos seus vérties

orrespondentes

Figura 2.1: Os 3 passos para visualizar o produto artesiano K3 � C4.

(a) K2 �K2 = C4
∼= Q2 (b) P4 � P5 = grade(4 x 5)

() Q2 �K2 = K2 �K2 �K2 = (K2)
3
= Q3

(d) C5 �K2 = 5-prisma (e) C5 � C3 = torus

Figura 2.2: Desenho dos produtos (a) K2 �K2 = C4
∼= Q2, (b) P4 � P5 = grade (4 x 5),

() Q2�K2 = K2�K2�K2 = (K2)
3
= Q3, (d) C5�K2 = 5-prisma, (e) C5�C3 = torus
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Propriedades do Produto Cartesiano

Nesta seção são apresentadas propriedades onheidas do produto artesiano, agrupada

por temas.

Propriedades Gerais

Propriedade 2.1. G1 �G2
∼= G2 �G1.

Propriedade 2.2. dG1 �G2((x, y)) = dG1(x) + dG2(y), onde dG(x) é o grau do vértie x

de um grafo G.

Propriedade 2.3. δ(G1�G2) = δ(G1)+ δ(G2), onde δ(G) é o grau mínimo de um grafo

G.

Propriedade 2.4. ∆(G1 � G2) = ∆(G1) + ∆(G2), onde ∆(G) é o grau máximo de um

grafo G.

Propriedade 2.5. ℓG1 �G2((x1, y1), (x2, y2)) = ℓG1(x1, x2) + ℓG2(y1, y2), onde ℓG(x, y) é a

distânia

1

entre os vérties x e y de G.

Propriedade 2.6. D(G1 �G2) = D(G1) +D(G2), onde D(G) é o diâmetro de G.

Conetividade

Um grafo G é onexo se existe aminho de x a y para todo x, y ∈ V (G), e desonexo

aso ontrário. Um orte por vértie de G é um subonjunto V ′
de V (G) tal que G− V ′

é desonexo. Se G não é um grafo ompleto, a onetividade de G, denotada κ(G), é

o mínimo k tal que G possui um onjunto de orte de ardinalidade k. Se G é o grafo

ompleto Kn, então κ(G) = n − 1. G é dito k-onexo se κ(G) ≥ k. Similarmente, a

onetividade por aresta de G, denotada κ′(G), é o mínimo k tal que G possui um orte

por aresta de ardinalidade k � sendo orte por aresta um subonjunto E ′ ⊆ E(G) tal

que G− E ′
seja desonexo.

A seguir são listados resultados onheidos sobre onetividade e onetividade por

aresta do produto artesiano de grafos. É interessante notar que estas propriedades no

grafo gerado pela operação estão diretamente relaionadas om a onetividade, om o

grau mínimo e om o tamanho dos grafos fatores.

1

Aqui a distânia não será denotada por dG(x, y) devido à existênia, neste trabalho, de vérties

representados na forma (x, y), o que tornaria mais trabalhosa a difereniação entre a notação de distânia

e as notações relaionadas a grau.
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Lema 2.7. [71℄ O produto artesiano G � H é onexo se, e somente se, ambos fatores

forem onexos.

Teorema 2.8. [80, 104℄ Sejam G e H grafos om pelo menos dois vérties. Então

κ(G�H) = min{κ(G)|H|, κ(H)|G|, δ(G) + δ(H)}.

Corolário 2.9. [102℄ Sejam G e H grafos onexos. Então

κ(G�H) ≥ κ(G) + κ(H).

Teorema 2.10. [71℄ Seja G um grafo onexo om pelo menos dois vérties. Então para

todo n ≥ 2,

κ(Gn) = nδ(G).

Corolário 2.11. [71℄ Para todo n ≥ 1, κ(Qn) = n.

Teorema 2.12. [112℄ Sejam G e H grafos om pelo menos dois vérties. Então

κ′(G�H) = min{κ′(G)|H|, κ′(H)|G|, δ(G) + δ(H)}.

Corolário 2.13. [112℄ Sejam G1, ..., Gk grafos onexos om pelo menos dois vérties.

Então κ′(�k
i=1Gi) é

min{
k

∑

i=1

δ(Gi), min
1≤i≤k

|G1|...|Gi−1|κ
′(Gi)|Gi+1|...|Gk|}

Hamiltoniidade

Um aminho que perorra todos os vérties de um grafo exatamente uma vez, é dito ami-

nho hamiltoniano. Um ilo ontendo todos os vérties do grafo é um ilo hamiltoniano.

Um grafo é dito hamiltoniano se admite ilo hamiltoniano.

O teorema apresentado a seguir revela que o produto artesiano preserva a propriedade

de ser hamiltoniano dos grafos fatores.

Teorema 2.14. Se ambos G e H são hamiltonianos, então G�H também é hamiltoniano.

Se um dos grafos fatores for desonexo, notadamente o grafo gerado pelo produto

artesiano não será hamiltoniano, visto que não será onexo. Sendo assim, os enuniados

a seguir levam em onsideração que os grafos fatores são onexos.
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Teorema 2.15. [8℄ Sejam T uma árvore e H um grafo hamiltoniano de ordem n. Então

T �H é hamiltoniano se, e somente se, ∆(T ) ≤ n.

Para os enuniados a seguir, vale que ∇(G) é o menor inteiro k tal que G possui uma

árvore geradora ujo grau máximo é k. Importante introduzir o oneito da invariante

hamiltoniidade ília de um grafo onexo G: denotada por cH(G), é de�nida omo o

menor inteiro n, tal que G� Cn é hamiltoniano.

Corolário 2.16. [71℄ Se H é um grafo hamiltoniano e G é um grafo onexo tal que

∇(G) ≤ |H|, então G � H é hamiltoniano. Em partiular, cH(G) = 3 se ∇(G) = 2, e

cH(G) ≤ ∇(G) se ∇(G) ≥ 3.

Teorema 2.17. [47℄ Se G e H são grafos onexos tais que G�H é hamiltoniano, então

∇(G) ≤ |H|+ 1 e ∇(H) ≤ |G|+ 1.

Corolário 2.18. [71℄ Seja G um grafo onexo. Então ∇(G) ≤ cH(G) + 1.

Para o enuniado a seguir, vale lembrar que o prisma de um grafo G é o produto

artesiano G�K2.

Conjetura 2.19. [100℄ Seja G um grafo planar 3-onexo. Então o prisma de G é

hamiltoniano.

A Conjetura 2.19 ainda está em aberto. Biebighauser e Ellingham [14℄ mostraram

que a onjetura é válida para grafos planares 3-onexos bipartidos e para triangulações

de plano, plano projetivo, torus, e garrafa de Klein.

Teorema 2.20. [9℄ Se G e H são grafos onexos que possuem um vértie adjaente a

dois ou mais vérties de grau um, então G�H não é hamiltoniano.

Teorema 2.21. [9℄ Sejam G e H grafos onexos. Se G possui três vérties de grau um

que possuem um vizinho em omum e H possui pelo menos um vértie de grau um, então

G�H não é hamiltoniano.

Planaridade

Um grafo G é dito planar se puder ser desenhado no plano de modo que as arestas se

enontrem somente nos vérties, isto é, de modo que as arestas não se ruzem. O número

de ruzamento de um grafo G, denotado cr(G), é o número mínimo de arestas que se

ruzam em desenhos de G no plano, sendo zero quando G é planar. Uma representação
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planar divide o plano em regiões hamadas faes. Existe sempre uma únia fae hamada

externa ou in�nita, que não está limitada (tem área in�nita). A fronteira de uma fae de

um grafo planar é um passeio fehado de arestas que limita e determina a fae. Um grafo

é periplanar se admite um desenho tal que todo vértie está na fronteira da fae externa,

ou seja, tal que nenhum vértie seja totalmente erado por arestas.

A seguir são apresentados propriedades relaionadas à planaridade do produto arte-

siano.

Proposição 2.22. [9℄ Sejam G e H grafos onexos de ordem no mínimo três. Então

G�H é planar se, e somente se, ambos G e H forem aminhos ou se um for aminho e

o outro um ilo.

Proposição 2.23. [9℄ Seja G um grafo onexo. Então G � K2 é planar se, e somente

se, G for periplanar.

Nota-se que são pouos os grafos planares que são o resultado do produto artesiano,

a saber: Pm � Pn, Pm � Cn, e G �K2, onde G é um grafo periplanar. Sendo assim, um

aminho natural dos pesquisadores foi estudar o número romátio da operação.

Teorema 2.24. [98℄ Para todo n ≥ 3, cr(C3 � Cn) = n.

Teorema 2.25. [53℄ Para todo m ≥ 3 e n ≥ m(m+ 1), cr(Cm � Cn) = (m− 2)n.

Teorema 2.26. [15℄ Para todo m,n ≥ 1, cr(K1,m � Pn) = (n− 2)⌊m
2
⌋⌊m−1

2
⌋.

Teorema 2.27. [91℄ Para todo n ≥ 1, cr(Pn �K2 �K3) = 4(n− 1).

Independênia

Um subonjunto I de vérties em um grafo G é dito independente se o subgrafo de G

induzido por I não possuir arestas. Um onjunto independente I é máximo se G não

possuir onjunto independente I ′ tal que |I ′| > |I|. O número de vérties em um onjunto

independente máximo de G é hamado de número de independênia de G e é denotado

por α(G). Um subonjunto I de vérties de G é um onjunto k-independente de G se

todo vértie de I possuir no máximo k−1 vizinhos em I. A ardinalidade máxima de um

onjunto k-independente de G é o número de k-independênia αk(G).

Um subonjunto K de vérties em um grafo G é uma obertura de G se toda a aresta

de G possui pelo menos um extremo em K. O número de vérties em uma obertura

mínima de G é o número de obertura de G e é denotado por ρ(G).
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A seguir são apresentados limites superior e inferior para o número de independênia

do produto artesiano em função de invariantes dos grafos fatores.

Proposição 2.28. [108℄ Para quaisquer grafos G e H,

α(G�H) ≥ α(G)α(H) + min{|G| − α(G), |H| − α(H)}.

Teorema 2.29. [75℄ Sejam G e H grafos bipartidos om bipartições V1,V2 e W1,W2,

repetivamente. Se α(G) = |V1| e α(H) = |W1|, então

α(G�H) = |V1||W1|+ |V2||W2|.

Proposição 2.30. [54℄ Sejam G um grafo qualquer e H um grafo bipartido, então

α(G�H) ≥
|H|

2
α2(G),

e a igualdade é satisfeita se H possui emparelhamento perfeito.

Teorema 2.31. [75℄ Seja {V1, V2, ..., Vk} uma partição do onjunto de vérties de H, e

seja Hi o subgrafo de H induzido por Vi. Então para todo grafo G,

α(G�H)) ≥
k

∑

i=1

α(G�Hi)).

Corolário 2.32. [108℄ Para quaisquer grafos G e H,

α(G�H) ≤ min{α(G)|H|, α(H)|G|}.

Corolário 2.33. [54℄ Para quaisquer grafos G e H,

α(G�H) ≤ ρ(H)α2(G) + (|H| − 2ρ(H))α(G).

Teorema 2.34. [22℄ Se G e H são grafos onexos e bipartidos, então

α(G�H) = min{α(G)|H|, α(H)|G|},

se, e somente se, |G| = 2α(G) ou |H| = 2α(H).

Coloração

Uma k-oloração de vérties é uma atribuição de k ores aos vérties de um grafo. Esta

oloração é própria quando vérties adjaentes reebem ores distintas. G é dito k-olorível

se G admite uma k-oloração própria de vérties. O número romátio de G, denotado
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por χ(G), é o menor inteiro k para o qual G é k-olorível.

A seguir são mostrados propriedades do produto artesiano relaionadas à oloração.

Teorema 2.35. [102℄ Para quaisquer grafos G e H,

χ(G�H) = max{χ(G), χ(H)}.

Teorema 2.36. [10℄ Seja G um grafo de ordem n. O produto artesiano G�Km possui

um onjunto independente de ordem n se, e somente se, G possui uma m-oloração.

Corolário 2.37. [71℄ Seja G um grafo de ordem n. O número romátio de G é o menor

inteiro m tal que G�Km possui um onjunto independente de ordem n.

Dominânia

Para dois onjuntos não vazios D e X de V (G), o onjunto D domina X se ada vértie

em X−D é adjaente a um vértie em D. Equivalentemente, D domina X se todo vértie

x de X pertene à vizinhança fehada N [u] de pelo menos um vértie u ∈ D; ou seja,

X ⊆ N [D]. Quando X = V (G), D é dito um onjunto dominante de G, e dizemos que

D domina G. O número dominante γ(G) de G é a ardinalidade mínima de um onjunto

dominante de G.

Proposição 2.38. [108℄ Para quaisquer grafos G e H,

γ(G�H) ≤ min{γ(H)|G|, γ(G)|H|}.

Conjetura 2.39. (Conjetura de Vizing) [109℄ O número dominante γ é supermul-

tipliativo em �. Ou seja, para todo par de grafos G e H,

γ(G�H) ≥ γ(G)γ(H).

Proposição 2.40. [51℄ Para quaisquer grafos G e H,

γ(G�H) ≥ min{|G|, |H|}.

Proposição 2.41. [72℄ Para quaisquer grafos G e H,

γ(G�H) ≥
|H|

∆(H) + 1
γ(G).

Teorema 2.42. [42℄ Para quaisquer grafos G e H,

γ(G�H) ≥
1

2
γ(G)γ(H).
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2.3 O Produto Complementar omo Generalização do

Produto Cartesiano

Esta seção detalha o produto omplementar de grafos, introduzido em 2007 [62℄ omo

generalização do oneito de produto artesiano. É apresentado o prisma omplemen-

tar � um aso partiular do produto omplementar � e são enuniadas algumas de suas

propriedades onheidas. No Capítulo 5 serão apresentados novos resultados do prisma

omplementar.

De�nições e Exemplos

Sejam G e H grafos om V (G) = {u1, u2, . . . , un} e V (H) = {v1, v2, . . . , vp}. Seja R

um subonjunto de V (G) e S um subonjunto de V (H). O produto omplementar

G(R) � H(S) é de�nido a seguir. O onjunto de vérties V (G(R) � H(S)) é {(ui, vj) :

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p}. A aresta {uivj, uhvk} está em E(G(R)�H(S)):

1. se i = h, ui ∈ R, e vjvk ∈ E(H), ou se i = h, ui /∈ R, e vjvk /∈ E(H), ou

2. se j = k, vj ∈ S, e uiuh ∈ E(G), ou se j = k, vj /∈ S, e uiuh /∈ E(G).

Para ada ui ∈ V (G), substituímos ui por uma ópia de H se ui ∈ R, ou por uma

ópia do omplemento H se ui /∈ R. Para ada vj ∈ V (H), substituímos vj por uma

ópia de G se vj ∈ S, ou por uma ópia de G se vj /∈ S. Se R = V (G) (respetivamente,

S = V (H)), esrevemos simplesmente G�H(S) (respetivamente, G(R)�H). Portanto,

o produto artesiano de G e H é simplesmente G(V (G))�H(V (H)) = G�H .

A Figura 2.3(a) ilustra o produto artesiano de C4 e uma árvore T5. A Figura 2.3(b)

ilustra o produto omplementar de C4 (om R = {u2, u3}) e T5 (om S = {v1, v3, v4}).

Propriedades do Prisma Complementar

Em [62℄ o estudo foi onentrado no produto omplementar espeí�o G � K2(S) om

|S| = 1, que foi hamado de prisma omplementar e denotado por GG. O prisma om-

plementar GG é portanto uma ópia de G e uma ópia de seu omplemento G, om um

emparelhamento ligando seus vérties orrespondentes. A Figura ilustra dois exemplos

de prisma omplementar. Interessante notar que o grafo C5C5 é o grafo de Petersen, ilus-

trado na Figura 2.4(b). Em [62℄ foram estudadas propriedades relaionadas à distânia,
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(a) C4 � T5

(b) C4({u2, u3})� T5({v1, v3, v4})

Figura 2.3: Produto artesiano e produto omplementar de C4 e T5

independênia e dominânia do prisma omplementar. Outros trabalhos sobre o prisma

omplementar inluem [26, 46, 73, 74℄.

A seguir são apresentadas algumas propriedades onheidas do prisma omplementar.

Para os enuniados vale que G é um grafo simples de ordem n.

Observação 2.43. [62℄ GG possui ordem 2n.

Propriedade 2.44. [62℄ para vérties v e v em GG, d(v) + d(v) = n + 1, onde d(v)

denota o grau de um vértie v.

Propriedade 2.45. [62℄ δ(GG) = min{δ(G)+1, δ(G)+1} = min{δ(G)+1, n−∆(G)}.

Propriedade 2.46. [62℄ ∆(GG) = max{∆(G)+1,∆(G)+1} = max{∆(G)+1, n−δ(G)}.
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(a) T5T5 = T5 �K2(S) om |S| = 1

(b) C5C5 (grafo de Petersen)

Figura 2.4: Prisma omplementar

Teorema 2.47. [62℄ Para um grafo G de ordem n ≥ 2,

D(GG) =







2, se D(G) = D(G) = 2

3, aso ontrário.

onde D(G) denota o diâmetro de um grafo G.

Um grafo G é dito 2-diâmetro minimal se D(G) = 2 e se a remoção de qualquer aresta

de G ausar o aumento de seu diâmetro.

Teorema 2.48. [62℄ Se D(G) = D(G) = 2, então GG é 2-diâmetro minimal.
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Teorema 2.49. [62℄ Para qualquer grafo G, α(G) + α(G)− 1 ≤ α(GG) ≤ α(G) + α(G),

onde α(G) denota o número de independênia de um grafo G.

Proposição 2.50. [62℄

Para qualquer grafo G de ordem n,

χ(GG) ≤ χ(G) + χ(G) e χ(GG) ≤ n.

Além disso, χ(GG) = n se e somente se G ∈ {Kn, Kn},

onde χ(G) denota o número romátio de um grafo G.

Proposição 2.51. [62℄ Para qualquer grafo G,

max{γ(G), γ(G)} ≤ γ(GG) ≤ γ(G) + γ(G),

onde γ(G) denota o número de dominânia de um grafo G.



Capítulo 3

Coneitos de Redes de Interonexão

Um sistema (do grego syst	ema) é um onjunto de elementos interonetados, de modo a

formar um todo organizado. Em um sistema de omputação, assim omo em qualquer

outro, os elementos preisam estar interonetados. E assim estão, através da rede de

interonexão.

Existe interonexão em diferentes níveis em um sistema de omputação: entre núleos

em um hip, entre hips em uma plaa, entre plaas em uma máquina, e entre ompu-

tadores espalhados em uma sala, ou em um edifíio, ou mesmo pelo planeta. Com o

advento de novos paradigmas de proessadores multinúleo, avanços em sistemas multi-

proessadores, e a Internet, vieram desa�os e oportunidades para inovação na arquitetura

de interonexão [63℄.

Independentemente do propósito, uma rede de interonexão preisa trafegar o máximo

de dados om o mínimo de tempo � dadas as restrições de usto e viabilidade de imple-

mentação físia �, visando não se tornar o gargalo do sistema. A arquitetura da rede de

interonexão tem papel fundamental [49, 67, 111℄ em um sistema paralelo ou distribuído,

visto que o desempenho geral do sistema é in�ueniado pelo desempenho da rede, que

por sua vez é determinado pela sua topologia. É o que as seções subseqüentes abordam:

topologia de rede; ritérios topológios omumente avaliados; exemplos de topologias pro-

postas; o desa�o de esolher a topologia mais adequada para um enário; e o desa�o de

riar uma topologia mais adequada para um enário. Neste trabalho, os exemplos e de�-

nições são voltados para as redes de interonexão que realizam a interomuniação entre

proessadores em um sistema multiproessador.
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3.1 Topologia de Rede

A função desempenhada por um sistema é determinada pelas funções de seus elementos

e pela maneira omo esses elementos estão interonetados. A maneira om que os ele-

mentos de uma rede estão interonetados é desrita pela topologia de rede. A estrutura

topológia pode ser modelada por um grafo: em sistemas multiproessadores, os vérties

representariam proessadores; e as arestas, ligações diretas entre proessadores. De fato

[67℄, esta é uma abordagem universalmente aeita e adotada por engenheiros e ientistas

da omputação. Devido a essa orrespondênia, por vezes a topologia é designada omo

se fosse ela própria um grafo, e vie-versa. Uma diferença é a de�nição de tamanho: na

teoria dos grafos, orresponde ao número de arestas; em redes, ao número de vérties.

E, quando no ontexto de redes, é mais omum refereniar vértie por nó e aminho por

rota.

Em um sistema multiproessador, podemos imaginar a seguinte situação: em algum

estoque entral existem dados aumulados a serem proessados, e estes são divididos

entre os proessadores do sistema; os proessadores trabalham sozinhos no dado reebido

e após um tempo preisam prestar ontas, sinronizar informações uns om os outros ou

pegar mais trabalho; depois retornam para o trabalho individual, parando após um tempo

para se omuniarem novamente; e assim suessivamente, até o programa em exeução

terminar.

Dados ino elementos proessadores, qualquer grafo onexo om ino vérties pode-

ria ser uma topologia para a rede de interonexão deste sistema. As arestas indiariam

a possibilidade de proessadores se omuniarem diretamente entre si. Duas possibilida-

des extremas estão na Figura 3.1. Nitidamente, a interomuniação apresentaria melhor

desempenho se ada proessador pudesse se omuniar diretamente om todos os demais

proessadores, sem a neessidade de utilizar intermediários, o que seria representado por

um grafo ompleto de ino vérties e dez arestas (Figura 3.1(a)). Porém, ada aresta

signi�a uma ligação a ser �siamente onstruída entre dois proessadores: além de exis-

tirem as limitações de natureza espaial, um número exessivo de arestas poderia elevar

o usto de tal forma a tornar a rede inviável. No outro extremo, um aminho om ino

vérties e quatro arestas (Figura 3.1(b)) minimizaria o usto. Mas om esta topologia,

além de o desempenho �ar possivelmente omprometido (a depender da neessidade de

omuniação), alguns requisitos esseniais para redes de interonexão � omo simetria e

alta tolerânia a falhas, que estão apresentados na seção seguinte � não são atendidos

satisfatoriamente.
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(a) K5 (b) P5

Figura 3.1: Formas extremas de onetar 5 vérties: grafos P5 e K5

Avaliar quão boa é uma topologia onsiste em equaionar usto e desempenho levando

em onsideração os aspetos e requisitos da rede a ser onstruída. Alguns dos prinipais

ritérios relaionados à topologia de rede são apresentados no tópio a seguir.

Critérios Topológios

De uma maneira geral, os ritérios topológios são omumente relaionados a proprie-

dades de simetria, diâmetro e distânia média, grau, esalabilidade, tolerânia a falhas,

possibilidade para algoritmos paralelos, estrutura reursiva, imersão de outras topologias,

existênia de aminhos paralelos:

• Propriedades de simetria

A simetria em uma topologia favoree o balaneamento de arga e tende a simpli-

�ar o desenvolvimento de algoritmos. Se o grafo da topologia é vértie-simétrio,

ada proessador da rede pode ser visto omo qualquer outro, ou seja, existe uma

visão omum da rede a partir de qualquer de seus proessadores. Como eles podem

desempenhar papel similar, reduz a omplexidade do desenvolvimento de algoritmos

paralelos e de esquemas de omuniação � por exemplo, um mesmo algoritmo de

roteamento pode ser utilizado em ada proessador. Além de simpli�ar a imple-

mentação de algoritmos, onduz à distribuição igualitária, o que tende a minimizar

ongestionamento em proessadores. Se é aresta-simétrio, tende a minimizar on-

gestionamento em ligações/anais.

• Diâmetro e Distânia Média

A informação preisa trafegar de um proessador para outro. Se dois proessadores

estiverem a uma distânia d, ou seja, se é preiso perorrer d arestas para ir de um

proessador ao outro, então sempre que esses proessadores se omuniarem serão

neessários d passos para tal. O valor máximo da distânia entre quaisquer pro-

essadores de uma rede é o diâmetro � omo apresentado na Seção 1.2 � e está

diretamente assoiado à latênia, que é de�nida omo o tempo que uma mensagem
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leva após sua riação na origem para hegar ao nó destino. O problema de enontrar

uma rota para trafegar uma mensagem de um proessador origem para um proes-

sador destino, onheido omo problema de roteamento, tem omo limite inferior o

diâmetro da rede. Por representar a distânia de pior aso, o diâmetro é um dos

parâmetros utilizados na análise de omplexidade de muitos algoritmos. A distânia

média é utilizada no lugar do diâmetro quando se deseja analisar a omplexidade de

aso médio. Em nome da e�iênia, são preferíveis redes om diâmetro e distânia

média pequenos.

• Grau

Uma estratégia para obter diâmetro pequeno é aumentar o número de arestas, sendo

o extremo tornar a topologia um grafo ompleto e onseqüentemente om diâmetro

igual a um. Sabe-se que todo grafo ompleto om mais de quatro vérties não

é planar. Assim, para onetar ino ou mais proessadores desta forma em um

únio hip, por exemplo, seria neessário utilizar hips multiamadas, aumentando

onsideravelmente a omplexidade e o usto de onstrução da rede. A depender do

grau do vértie e do tamanho dos materiais utilizados, a implementação poderia

até mesmo ser impossível. Ou seja, apesar de um grau alto dos vérties trazer

benefíios relativos a desempenho, em uma rede existe um limite físio e �naneiro

para esse valor, pois representa o número de ligações a serem �siamente onstruídas

e anexadas a um proessador. Portanto, o grau de uma rede é tão melhor quanto

menor.

• Esalabilidade

Está relaionada om a apaidade de a rede reser e respetivo esforço neessário,

e também om a qualidade desse resimento. Se, por exemplo, o número de proes-

sadores reser n vezes, o poder de proessamento desta rede aumentará n vezes? É

possível �sia e logiamente reser n vezes? Esalabilidade implia que os demais

elementos da rede, omo anais de entrada e saída, resçam proporionalmente om

o aumento do número de proessadores, aso ontrário se tornariam o gargalo do

sistema, diminuindo a e�iênia geral da rede que teoriamente deveria ser aumen-

tada om o arésimo de proessadores. Outra questão assoiada à esalabilidade

� e que alguns autores omo em [49℄ preferem tratar separadamente e hamar de

Expansibilidade Inremental, mas que neste trabalho será onsiderado dentro de Es-

alabilidade para �ar em onsonânia om a maioria dos artigos aqui refereniados

� é a granularidade na esolha do número de proessadores que uma topologia

oferee. Algumas topologias resem exponenialmente no número de vérties entre
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dois tamanhos onseutivos de sua instânia. Creser de 2 para 4 proessadores

pode pareer razoável. No entanto, reser de 1024 para 2048 proessadores sem

a possibilidade de um número intermediário pode ser inonveniente ou inviável, se

o desejado é resimento inremental de aordo om neessidade e disponibilidade

�naneira gradativas. Outras topologias permitem aumento intermediário entre

instânias onseutivas à usta de não utilizar todos os reursos �siamente imple-

mentados, ou seja, gerando desperdíio. Em linhas gerais, é interessante que uma

rede possa reser de forma inremental, om possibilidade de aumento gradativo

do número de proessadores e om mínimo de desperdíio, e que a apaidade geral

e real da rede aompanhe/re�ita esse resimento.

• Tolerânia a falhas

Está relaionado à on�abilidade/estabilidade. É desejável que a rede ontinue

a operar de forma on�ável mesmo se um proessador ou alguma ligação falhar.

As redes podem ser onstruídas para operação ontínua em um número limitado

de falhas, e a tolerânia a falhas mede o tamanho dessa robustez. Geralmente é

araterizada pela onetividade de vérties e onetividade de arestas do grafo. Há

também parâmetros que avaliam a qualidade do que sobra após uma falha, omo a

tenaidade, que mede o ompromisso de minimização da relação usto:benefíio de

uma rede quando em eventos de falha.

• Possibilidade para algoritmos paralelos e esquemas de omuniação

A topologia pode di�ultar ou mesmo impossibilitar que algoritmos paralelos, a

serem distribuídos nos diferentes nós da rede, possam exeutar orretamente e de

forma e�iente. Além dos algoritmos de �ns espeí�os, há os esquemas de omu-

niação que uma rede de interonexão preisa realizar para funionamento básio,

omo a difusão (broadasting) � um padrão de omuniação em que um nó pre-

isa enviar uma mensagem para todos os demais nós do sistema. É desejável que a

topologia permita implementação simples e e�iente desses algoritmos.

• Estrutura Reursiva

Uma topologia possui estrutura reursiva se ada instânia sua puder ser riada

onetando-se instânias menores desta mesma topologia, e onseqüentemente se

tiver uma on�guração unitária básia que dará origem às maiores. É uma ara-

terístia que traz relativa simetria à topologia e que favoree a implementação de

algoritmos do tipo Dividir para Conquistar.

• Imersão de outras topologias
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Geralmente os algoritmos onsideram no seu padrão de omuniação a topologia

da rede onde serão exeutados. Para esses asos, é neessário que a rede possua

determinada estrutura topológia, mesmo que apenas logiamente, durante toda a

exeução do algoritmo: para manter sua e�iênia, ou mesmo para permitir sua

exeução. A possibilidade de simular uma topologia om outra é uma araterístia

interessante, pois provê portabilidade aos algoritmos. Um algoritmo que seja muito

e�iente, e que seja espeí�o para uma topologia, pode ser aproveitado para uma

outra, desde que seja possível simular logiamente a original om essa outra.

Mapear uma topologia em outra e preservar ertas propriedades é modelado omo

um problema de imersão em grafos. Há mais de uma abordagem para o problema;

em redes de interonexão, é geralmente de�nido da seguinte forma. Sejam os grafos

G e H . Uma imersão de G em H é um homomor�smo de G em H , que pode ser on-

siderado omo um mapeamento φ: V (G) → V (H) tal que para ada (x, y) ∈ E(G),

a imagem φ((x, y)) é um (φ(x), φ(y))-aminho em H . Se existe uma imersão de G

em H , então dizemos que G pode ser imerso em H . O grafo G é hamado grafo vi-

sitante; e H , grafo an�trião. A imersão é dita ponto-a-ponto se φ é um mapeamento

injetivo. Isto oorre quando G é isomorfo a algum subgrafo de H , o que é hamado

de imersão isomór�a. Esta é a imersão ideal, pois um algoritmo desenvolvido para

a topologia G apresentaria exatamente o mesmo desempenho se exeutado na topo-

logia H (mais espei�amente: no subgrafo de H que é isomorfo a G).

No entanto, há asos em que a imersão não é ponto-a-ponto. Pela de�nição de

imersão aqui utilizada, é permitido que uma aresta de G seja simulada por um

aminho (de tamanho não neessariamente 1) em H . Se esse aminho for grande,

pode omprometer o desempenho do algoritmo. A imersão será tão melhor quanto

menores estes aminhos em H utilizados para simular arestas de G. Com o obje-

tivo de avaliar a qualidade da imersão, há o oneito de dilatação de uma imersão

φ: dil(φ) = maxx,y∈E(G){(φ(x), (φ(y))-aminho em H}. A dilatação dil(φ) é uma

medida de e�iênia da omuniação quando H simula G. O objetivo é enontrar,

entre todas as possíveis imersões de G em H , a de menor dilatação. O valor obtido

por |V (H)| / |V (G)| é a expansão da imersão e mede a razão de utilização da rede

H quando esta simula G.

• Existênia de aminhos paralelos

É importante que exista mais de um aminho possível entre quaisquer dois vérties

em uma rede. Dois aminhos são paralelos se não possuírem vérties em omum,

exeto e neessariamente os vérties de origem e de destino. A existênia de a-
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minhos paralelos ontribui para a tolerânia a falhas: se um aminho de X a Y

estiver indisponível, devido à falha de vértie ou de aresta, X e Y ainda onsegui-

riam omuniar entre si (por um outro aminho); e permite que o tráfego de dados

oorra em paralelo, estratégia essenial se a quantidade de dados a ser transferida for

grande: divide-se o dado em paotes menores, ada qual a trafegar por um aminho

diferente.

Exemplos de Topologia

A seguir são apresentadas brevemente algumas das topologias mais omuns para redes

de interonexão. A Tabela 3.1 exibe o número de vérties, o diâmetro e o grau máximo

destas topologias. As �guras das topologias estão mostradas de forma agrupada a partir

da página 30. A notação [n] refere-se ao onjunto {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

• Malha (ou Mesh)

A topologia malha-(m, d), denotada M(m, d), é um grafo om onjunto de vérties:

V = [m]d

e onjunto de arestas:

E = {{(ad−1...a0), (bd−1...b0)} | ai, bi ∈ [m],

d−1
∑

i=0

| ai − bi | = 1}

Pode ser vista omo o produto artesiano de d grafos Pm. Se d for igual a 1, é

hamada Barramento (ou Array Linear ; ou Malha 1D ; ou 1D Mesh) e é equivalente

ao grafo aminho apresentado na Seção 1.2: não possui aminhos alternativos em

aso de falha (onetividade baixa); tende a ausar gargalos nos vérties entrais;

possui diâmetro grande, baixo usto e baixo desempenho. Se d for igual a 2, é

hamada malha 2D (ou 2D Mesh) e é equivalente ao grafo grade(m×m): bastante

adequada para exeução de algoritmos paralelos que trabalham om manipulação

de matrizes; não é simétria.

• Torus

A topologia torus-(m, d), denotada T (m, d), é um grafo que onsiste em uma malha-

(m, d) e, adiionalmente, arestas de ontorno ligando:

(ad−1...ai+1(m− 1)ai−1...a0) a (ad−1...ai+1 0 ai−1...a0)

para todo i ∈ [d] e todo aj ∈ [m] om j 6= i. Pode ser vista omo o produto
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artesiano de d grafos Cm. Se d for igual a 1, é hamada Anel (ou Torus 1D) e é

equivalente ao grafo ilo apresentado na Seção 1.2, sendo similar ao array linear

exeto por uma aresta que oneta os nós extremos, o que traz: simetria, redução

do diâmetro pela metade, riação de um aminho alternativo entre quaisquer dois

elementos. A Figura 3.2 ilustra a topologia T (4, 2).

• Árvore Binária Completa

Nesta topologia, ada nó é ligado a um nó pai e a dois �lhos, om exeção do

nó raiz (que não possui nó pai) e das folhas (que não possuem nós �lhos). Uma

árvore binária ompleta de n = 2h − 1 nós, onde h é a altura, é denotada T (n).

Compartilha algumas araterístias om o array linear, omo baixo usto (n vérties

são onetados om n−1 arestas) e baixa onetividade. Possui vantagem em relação

ao diâmetro, que é igual à altura da árvore (2⌈log n⌉). Algoritmos tendem a exeutar

mais rápido em árvore binária do que em array linear. É uma topologia onveniente

para operações de bano de dados e diionário, por exemplo. A Figura 3.3 ilustra a

topologia T (15).

• Borboleta

A topologia borboleta de dimensão d, BF (d), é um grafo om onjunto de vérties:

V = [d+ 1]× [2]d

e onjunto de arestas E = E1 ∪ E2, om

E1 = {{(i, α), (i+ 1, α)} | i ∈ [d], α ∈ [2]d} e

E2 = {{(i, α), (i+1, β)} | i ∈ [d], α, β ∈ [2]d, α e β diferem somente na i-ésima posição}

A Figura 3.4 ilustra a topologia BF (3).

Figura 3.2: Topologia torus T (4, 2)
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• Shu�e-exhange

A topologia shu�e-exhange [105℄ de dimensão d, SE(d), é um grafo om onjunto

de vérties:

V = [2]d

e onjunto de arestas E = E1 ∪ E2, om

E1 = {{(ad−1...a0), (ad−1...a0)} | (ad−1...a0) ∈ [2]d, a0 = 1− a0} e

E2 = {{(ad−1...a0), (a0ad−1...a1)} | (ad−1...a0) ∈ [2]d}

A Figura 3.5 ilustra as topologias SE(3) e SE(4).

• Cilos ubo-onetados

A topologia ilos ubo-onetados [94℄,

CCC(d), é um grafo om onjunto de vérties:

V = {(a, p) | a ∈ [2]d, p ∈ [d]}

e onjunto de arestas:

E = {{(a, p), (a, (p+ 1) mod d)} | a ∈ [2]d, p ∈ [d]} ∪

∪ {{(a, p), (b, p)} | a, b ∈ [2]d, p ∈ [d], a = b exeto para ap}

A Figura 3.6 ilustra a topologia CCC(3).

• DeBruijn

A topologia deBruijn [12, 93, 103℄ b-ária de dimensão d, denotada DB(b, d), é um

grafo om onjunto de vérties:

V = {v ∈ [b]d}

Figura 3.3: Topologia árvore binária ompleta T (15)
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e onjunto de arestas E que ontém todas as arestas {v, w} om a propriedade que

w ∈ {(x, vd−1, .., v1)} : x ∈ [b]}, onde v = (vd−1, ..., v0)

Quando somente um parâmetro é forneido, este representa d e onsidera-se que a

rede é binária (b = 2). A Figura 3.7 ilustra as topologias DB(2, 2) e DB(2, 3).

• Hiperubo (ou n-ubo)

A topologia hiperubo de dimensão n, denotada Hn, é o grafo hiperubo Qn, omo

desrito na Seção 1.2. Possui simetria, onetividade igual a n e diâmetro que rese

logaritmiamente om o número de vérties. O tamanho da rede deve neessaria-

mente ser potênia de 2, um inonveniente. É uma topologia utilizada em muitas

máquinas omeriais om multiproessamento [59, 101℄; onsiderada uma das mais

populares por atender muitos dos requisitos de rede desta natureza e por apresentar

um bom equilíbrio entre usto e desempenho. Devido à grande aeitação e ao su-

esso em apliações reais, o hiperubo é utilizado em muitos estudos omo referênia

para �ns de omparação.

A Esolha da Topologia

Inexiste topologia que seja a melhor em todos os ritérios. Grau pequeno e tolerânia a

falhas, por exemplo, são intrinseamente araterístias inversamente proporionais. É a

seta do usto que vai para uma direção, e a do desempenho que vai para outra oposta. Na

prátia, esolhe-se a topologia que mais adequadamente atende aos requisitos do sistema

a ser implementado.

É um problema interessante equaionar tantos ritérios. Tão interessante que se

limitado a apenas dois destes ritérios (diâmetro e grau, em relação ao número de vérties)

hega-se ao famoso problema grau/diâmetro (n,∆, D), proposto por E. F. Moore, que é

assim formulado: qual o maior número possível de vérties n que um grafo pode ter, tal

Figura 3.4: Topologia borboleta BF (3)
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Tabela 3.1: Parâmetros de algumas redes de interonexão

Topologia

Número de

Vérties

Diâmetro

Grau

Máximo

Malha 1D (array linear) k k − 1 2

Torus 1D (anel) k k/2 2

Malha 2D k2 2k − 2 4

Torus 2D k2 k 4

Malha 3D k3 3k − 3 6

Torus 3D k3 3k/2 6

Árvore Binária Completa 2k − 1 2k − 2 3

Borboleta 2k(k + 1) 2k 6

Hiperubo 2k k k

Cilos ubo-onetados 2kk 2k 3

Shu�e-exhange 2k 2k − 1 4

DeBruijn binária 2k k 4

onde k é o índie da topologia, quando apliável

que seus vérties tenham grau no máximo ∆ e seu diâmetro seja no máximo D?

Seja v um vértie do grafo. Haverá no máximo 1+∆+∆(∆−1)1+ ...+∆(∆−1)D−1

vérties om distânia 0, 1, 2, ..., D de v, o que aarreta um limite superior para o

problema:

n ≤ 1 +
[(∆− 1)D − 1]∆

∆− 2

O lado direito da equação é hamado Limite de Moore (Moore Bound) e denotado por

M∆,D. Há muitos estudos e questões abertas relaionados a esse problema. Uma visão

geral de seu estado-da-arte foi publiado em estudo reente [86℄.

Um grafo om número de vérties exatamente igual aM∆,D é denominado grafo Moore.

Figura 3.5: Topologia shu�e-exhange SE(3) e SE(4)
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Para diâmetro D = 1 e grau máximo ∆ ≥ 1, grafos Moore são os grafos ompletos Kn+1;

para D = 2, são o C5 quando ∆ = 2, o grafo de Petersen quando ∆ = 3, e o grafo

Ho�man-Singleton [65℄ quando ∆ = 7. Assim, aso somente o diâmetro e o grau máximo

fossem os parâmetros analisados, o grafo de Petersen seria uma topologia superior ao

hiperubo de dimensão três (Q3), pois este possui diâmetro maior (D = 3) e grau máximo

igual (∆ = 3) para um número de vérties menor (8). Porém, apesar de simétrio e

apresentar boa onetividade, o grafo de Petersen não é hamiltoniano nem planar, além

de apresentar baixa esalabilidade e não possuir estrutura trivial para implementação de

algoritmos e esquemas de omuniação, o que na prátia o torna uma opção inferior ao

hiperubo Q3.

Entre uma árvore e um grafo ompleto, há um vasto onjunto de topologias possíveis.

Muitas foram propostas e estudadas, tendo sido algumas delas implementadas. Porém

e omplementarmente, muitas ainda não foram propostas, seja porque estudos demons-

traram serem inferiores às existentes dadas as neessidades, ou mesmo porque ainda não

foram desobertas ou �riadas�. Eis um desa�o, daqueles de rampa íngreme; e ontempo-

râneo, pois novas topologias ontinuam sendo estudadas e propostas.

3.2 Redes de Produto (Cartesiano)

A Teoria dos Grafos tem se mostrado não apenas um sólido subsídio para analisar topolo-

gias de rede de interonexão, mas também uma e�az ferramenta matemátia para gerar

novas topologias [11, 111℄. Uma espéie de riação de topologias em laboratório algébrio.

Esta seção apresenta omo a operação do produto artesiano de grafos é utilizada para

riação de topologias.

Topologias Sintetizadas pelo Produto Cartesiano

O produto artesiano possui araterístias que o tornam um potenial sintetizador de

topologia para redes de interonexão, devido à maneira omo o grafo gerado herda ertas

propriedades dos grafos fatores. O número de vérties do grafo gerado pelo produto

rese geometriamente em função dos fatores, enquanto o grau dos vérties, o diâmetro

e a distânia média, resem aritmetiamente. Isso implia que se ambas as topologias

fatores possuírem grau e diâmetro que sejam logarítmios ou sublogarítmios em função

de seu tamanho (número de vérties) � uma propriedade desejável �, a topologia gerada

pelo produto também o será. Outra impliação é a maior esalabilidade e �exibilidade na
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esolha do tamanho da topologia: a faixa de possíveis valores para o tamanho de uma rede

assim gerada � por ser o produto do tamanho das topologias fatores � é geralmente mais

densa do que as de ada topologia fator. Raioínio similar é apliado para o grau, para o

diâmetro e para a distânia média, que orrespondem à soma dos respetivos parâmetros

nas topologias fatores.

Muitas das topologias propostas e estudadas são redes de produto (artesiano). Das

topologias lássias apresentadas na Seção 3.1, são exemplos: a malha, o torus e o hiper-

ubo. E reentemente o produto tem sido investigado omo um método para ombinar

propriedades desejáveis das redes fatores na geração de novas topologias [4℄. Algumas das

topologias propostas om este intuito são apresentadas a seguir:

• Hiper-Petersen [43℄

A topologia hiper-Petersen de dimensão n, denotada HPn, n ≥ 3, é o produto

artesiano de um hiperubo de dimensão (n − 3) e um grafo de Petersen. Possui

alto grau de simetria e de onetividade, diâmetro pequeno, e obre 25% mais nós

utilizando o mesmo número de arestas que o hiperubo [43℄. A Figura 3.9 mostra a

topologia HP5, omo desenhada no trabalho de [43℄.

• Shu�e-Produto [99℄

A topologia shu�e-produto, denotada PSn,m, é o produto artesiano de redes de-

Bruijn DB(n) eDB(m). Foram obtidos resultados referentes à imersão, à simulação

de rede, e a layouts VLSI para essa topologia [99℄.

• Hiper-deBruijn [52℄

A topologia hiper-deBruijn de ordem (m,n), denotada HD(m,n), é o produto ar-

tesiano do hiperubo de dimensão m e da rede deBruijn binária de dimensão n. É

mais atrativa do que seus grafos fatores, possui maior �exibilidade em relação ao

número de onexões por nós e permite layouts VLSI simples [52℄. A Figura 3.11 [67℄

mostra a topologia HD(2, 2).

• Árvores malha-onetadas [50℄

A topologia árvores malha-onetadas de dimensão r, MCTr(2
h − 1), é o produto

artesiano de r árvores binárias ompletas de altura h. É omputaionalmente mais

e�iente que malhas 2D e que árvores ompletas binárias [50℄. A Figura 3.12 [50℄

mostra a topologia MCT2(7).

• Petersen dobrado [87℄

A topologia Petersen n-dobrado, denotada FPn, é o produto artesiano de n grafos
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de Petersen. Apresenta simetria de vérties e arestas, otimalidade na tolerânia a

falhas, diâmetro de resimento logarítmio, e permite algoritmos simples de rotea-

mento/difusão e imersão de outras topologias, tais omo anel, malha multidimensio-

nal, hiperubo e árvore binária ompleta [87℄. A Figura 3.10 [67℄ mostra a topologia

FP2.

• Cubo-Petersen dobrado [88℄

A topologia ubo-Petersen dobrado de dimensão k, denotada FPQn,k, é o produto

artesiano de um hiperubo de dimensão n e k grafos de Petersen. É uma generaliza-

ção da topologia Petersen dobrado, e foi proposta para prover maior esalabilidade,

visto que a Petersen dobrado rese em potênia de dez. É simétria, regular, om

otimalidade na tolerânia a falhas e diâmetro de resimento logarítmio, e permite

exeução de algoritmos paralelos e imersão de outras topologias, tais omo anel,

malha multidimensional, hiperubo e árvore binária ompleta [88℄.

• Hiper-estrela [3℄

A topologia hiper-estrela, denotada Sn1,n2,...,nk
, é o produto artesiano de k grafos

estrela

1 Sn1, Sn2 ,..., Snk
. É um membro da lasse de grafos simétrios Cayley, pos-

sui esalabilidade maior do que o grafo estrela e que o hiperubo, possui número de

arestas menor do que o hiperubo e o grafo estrela para um tamanho mínimo reque-

rido, tem maior e�iênia na difusão (broadasting), e apresenta maior potenial do

que o grafo estrela para imersão de topologias populares omo malhas e hiperubos

[3℄.

• Estrela-ubo [44℄

A topologia estrela-ubo, denotada SQm,n, é o produto artesiano do grafo estrela

[2℄ de dimensão m e do hiperubo de dimensão n. Obtém benefíio do diâmetro

pequeno e grau sublogarítmio do grafo estrela e favoree a portabilidade de algorit-

mos das existentes apliações paralelas baseadas em hiperubo [44℄. A Figura 3.13

[67℄ mostra a topologia SQ3,3.

Estudo da Classe Geral

O estudo da lasse geral do produto artesiano de grafos integra desobertas existentes

na literatura em um ampo de onheimento uni�ado; permite uma metodologia geral

1

A topologia estrela refereniada foi proposta em 1994 ([2℄), um grafo de Cayley, e não deve ser

onfundida om o grafo estrela apresentado na Seção 1.2. Desenhos da topologia estrela S2, S3 e S4

podem ser vistos na Figura 3.8 [67℄, Página 39.



3.2 Redes de Produto (Cartesiano) 37

(dividir para onquistar, por exemplo) para estudo futuro de redes de produto e o de-

senvolvimento de algoritmos de rede genérios tais omo roteamento e imersão. Tal fato

motivou estudos [45, 114℄ sobre propriedades (apliadas a redes) do produto em função de

seus fatores, entre elas: onetividade, grau, diâmetro, esalabilidade, simetria de vérti-

es, otimalidade de esquemas de omuniação, imersão, existênia de aminhos paralelos e

estrutura reursiva. Propriedades estudadas em outros trabalhos inluem: onetividade

[39, 76, 84, 104, 112℄, difusão (broadasting) [7, 89℄, tenaidade [40℄, variação do diâme-

tro (degradação de desempenho) no evento de falha [6, 113℄, aloação de reursos [69℄ e

existênia de aminhos/ilos hamiltonianos [8, 25, 47, 115℄.
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Figura 3.6: Topologia ilos ubo-onetados CCC(3)

Figura 3.7: Topologia deBruijn DB(2, 2) e DB(2, 3)
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Figura 3.8: Topologia estrela S2, S3 e S4 (duas representações)
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(a)

Figura 3.9: Topologia hiper-Petersen HP5 = Q2 � P

(a)

Figura 3.10: Topologia Petersen dobrado FP2 = P � P
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(a)

Figura 3.11: Topologia hiper-deBruijn HD(2, 2) = H2 �DB(2)

(a)

Figura 3.12: Topologia árvores malha-onetadas MCT2(7) = T (7)� T (7)
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(a)

Figura 3.13: Topologia estrela-ubo SQ3,3 = S3 �Q3



Capítulo 4

Resultados sobre Emparelhamento

Neste apítulo serão apresentados os resultados obtidos relaionados a emparelhamento

e produto artesiano. Foram investigadas propriedades sobre a existênia de emparelha-

mentos perfeito e quase-perfeito no produto artesiano de grafos, e respetivo número

desemparelhante em função dos grafos fatores � um trabalho iniiado na pesquisa de

mestrado e omplementado durante a pesquisa do doutorado, que resultou na publiação

de um artigo em 2013 [5℄. Em relação à omplexidade o problema do número desem-

parelhante pareia ser NP-Completo, a julgar pelo volume de trabalhos que estudavam

o problema para lasses espeí�as. Neste trabalho a suspeita foi validada e a prova se

enontra na Seção 4.4, resultado integrante de artigo submetido em 2014 [48℄ no momento

em fase de avaliação.

4.1 Coneitos

Várias situações podem ser modeladas omo problemas de emparelhamento em grafos,

omo por exemplo: maximizar o número de ontratações onretizadas em uma agênia

de empregos, dadas as ofertas de trabalho, os andidatos, e as respetivas possibilidades

de ada andidato preenher ada vaga disponível; enontrar uma divisão de quartos entre

pesquisadores hóspedes de um hotel onde oorre um seminário, tal que ada quarto possua

exatamente dois pesquisadores e que pesquisadores num mesmo quarto sejam amigos.

Esta seção apresenta a de�nição de emparelhamento em grafos e oneitos relaionados.

Um emparelhamento (ou um onjunto de arestas independentes) em um grafo G é

um onjunto M ⊆ E(G), tal que nenhum par de arestas em M possui extremidade em

omum. Dizemos que M satura um vértie v e que v é M-saturado se existir aresta em

M que seja inidente a v. Um emparelhamento em G é máximo se satura o maior número
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possível de vérties de G. O número de independênia de aresta de G, denotado por

α′(G), é a ardinalidade de um emparelhamento máximo em G. Geralmente o desa�o é

enontrar em um grafo G um emparelhamento máximo.

Seja n o número de vérties de G. Se ada vértie de G for inidente a alguma aresta de

um emparelhamento M , dizemos que M é um emparelhamento perfeito. Nota-se que um

emparelhamento perfeito possui ardinalidade n/2 e que sua existênia é possível somente

quando n é par. Para os asos em que n é ímpar, existe de�nição similar: se ada vértie

de G, exeto um, for inidente a alguma aresta de um emparelhamento M , dizemos que

M é um emparelhamento quase-perfeito. Nota-se que um emparelhamento quase-perfeito

possui ardinalidade (n− 1)/2 e que sua existênia é possível somente quando n é ímpar.

A Figura 4.1 mostra alguns exemplos; ada aresta do emparelhamento está indiada por

uma linha traejada próxima e paralela à respetiva aresta.

(a) (b) ()

Figura 4.1: Exemplo de: (a) um emparelhamento máximo (e não perfeito); (b) um em-

parelhamento perfeito; () um emparelhamento quase-perfeito

Se G admite emparelhamento perfeito, então dizemos que G é emparelhável. Ana-

logamente, se G admite emparelhamento quase-perfeito, então dizemos que G é quase-

emparelhável.

Um onjunto desemparelhante F de um grafo G é qualquer subonjunto de arestas

de G que satisfaça a seguinte ondição: G \ F não é um grafo emparelhável nem quase-

emparelhável. Ou seja, um onjunto desemparelhante é formado por arestas que, se

removidas de um grafo om número par (ímpar) de vérties, o deixa sem possibilidade de

formar emparelhamento perfeito (quase-perfeito).

O número desemparelhante de um grafo G, denotado por mp(G), é a ardinalidade

de um onjunto desemparelhante mínimo de G. Se G não é emparelhável nem quase-

emparelhável, temos que mp(G) = 0 (pois, neste aso, remover zero arestas é o su�iente

para que G não seja emparelhável nem quase-emparelhável).

Um onjunto desemparelhante para o grafo C4, por exemplo, poderia ser um onjunto
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(a) (b)

Figura 4.2: Exemplo de onjunto desemparelhante para: (a) C4; (b) K3

de duas arestas onseutivas, omo ilustrado na Figura 4.2(a). Este onjunto deixa um

vértie isolado e impossibilitado de partiipar de qualquer emparelhamento. É um on-

junto desemparelhante mínimo, pois (é observável que) todos os possíveis subonjuntos de

E(C4) om ardinalidade menor que dois não são desemparelhantes, permitindo onluir

que mp(C4) = 2. O grafo K3 admite emparelhamento quase-perfeito de três formas dis-

tintas: orresponde a seleionar uma únia aresta das três existentes em E(K3), pois ada

aresta satura dois vérties e deixa somente um não emparelhado. Assim, o únio onjunto

desemparelhante é o próprio E(K3), omo ilustrado na Figura 4.2(b), permitindo onluir

que mp(k3) = 3.

O número desemparelhante possui um limite superior natural e trivial omo desrito

em [23℄ e reproduzido na Proposição 4.1.1. Este limite vem da observação que é sempre

possível impedir que um grafo possua emparelhamento perfeito removendo todas as arestas

inidentes a um vértie qualquer deste grafo. Visto que o número desemparelhante é para

ser minimizado, esolhe-se o vertie de menor grau. Assim, para um grafo G de ordem

par, o limite superior natural paramp(G) é δ(G). No aso de um grafo de ordem ímparH ,

é neessário onsiderar a remoção das arestas inidentes a dois vérties. Então o limite

superior para mp(H) é d1 + d2, onde d1 e d2 são os dois primeiros elementos de uma

sequênia não-deresente de graus de H .

Proposição 4.1.1. [23℄ Seja d1,d2,. . . ,dn a sequênia não-desresente de graus de um

grafo G de ordem n. Então mp(G) ≤ δ(G) se n é par, e mp(G) ≤ δ(G)+d2 se n é ímpar.

O número desemparelhante é onsiderado ótimo quando a igualdade é satisfeita na

Proposição 4.1.1, visto que não existe possibilidade deste número ser maior que o limite

superior natural.

Os oneitos de número desemparelhante

1

e de onjunto desemparelhante

2

foram

introduzidos em 2005 [23℄, tendo sido exposto omo um problema relaionado a duas

1

termo original: (perfet-mathing) prelusion number

2

termo original: (perfet-mathing) prelusion set
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áreas de estudo em grafos iniiadas por Harary [56, 57, 58, 60℄. A primeira lida om

onetividade geral e ondiional, e a segunda om mudança de invariantes. Tais estudos

busam desobrir omo se omporta o valor de uma invariante om a remoção de um

vértie ou de uma aresta, ou om a inlusão de uma aresta. No problema onsiderado em

[23℄ deseja-se saber quantas arestas podem ser removidas de G sem reduzir α′(G) � se G

for emparelhável, o número de arestas é exatamente mp(G). Ainda neste trabalho[23℄, são

desenvolvidas propriedades gerais do número desemparelhante de um grafo e seu valor é

determinado para alguns grafos e lasses de grafos, a saber: Kn, Km,n, hiperubos e grafo

de Petersen.

Para redes em que é essenial ada proessador possuir a qualquer instante um par-

eiro espeial, o número desemparelhante do grafo que modela a topologia subjaente

mede a robustez do sistema no aso de falha de aresta [23℄. Isto é, o número desempa-

relhante é ritério topológio relaionado à tolerânia a falhas. Tal fato motivou estudos

aera do número desemparelhante � e respetivos onjuntos desemparelhantes � de

lasses de grafos utilizadas omo topologia de rede de interonexão: grafos (n,k)-estrela

e grafos de Cayley [34℄; grafos de grupo alternante, grafos de Cayley gerados por 2-

árvores e grafos (n,k)-arranjo [32℄; restrito HL-grafos e irulante reursivo G(2m, 4)[90℄;

grafos tipo-hiperubo e grafos reursivo-irulantes [90℄; hiperubos k-ários [110℄; ubos

aumentados [31℄; grafos (n, k)-bubble-sort [37℄; ubos troados [13℄; torus [36℄; redes de

interonexão regulares [33℄; ubos ruzados [38℄; redes de interonexão bipartidas [28, 29℄;

hiperubos balaneados [82℄; grafos panquea e panquea queimada [30, 68℄; e outros

[27, 78, 79, 83, 117℄.

Dando ontinuidade a estas pesquisas, foram desenvolvidas propriedades do número

desemparelhante do produto artesiano de grafos em geral, om apliação no álulo

deste parâmetro para as topologias Hiper-Petersen, Petersen n-dobrado, Cubo Petersen

dobrado, Hiper-estrela e Estrela-ubo. Estes resultados estão na Seção 4.2 a seguir e

foram publiados em 2013 [5℄.

4.2 Resultados sobre Emparelhamento no Produto Car-

tesiano

Nesta seção são desenvolvidas propriedades relaionadas a emparelhamentos no produto

artesiano de grafos, inluindo limites superior e inferior para o número desemparelhante.

Com estes resultados, é formulado um teorema demostrando que o produto artesiano
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herda a otimalidade do número desemparelhante dos grafos fatores de ordem par. Estes

resultados foram publiados em [5℄, onde a seguinte estrutura teória foi apresentada.

Seja G a família de todos os grafos, e seja ⊗ : G × G → G uma operação binária em

grafos. Depois de respirar, seja γ um parâmetro em grafos om a seguinte propriedade:

se dois grafos G1 e G2 forem ótimos om respeito ao parâmetro γ (no sentido que ambos

valores γ(G1) e γ(G2) atingem um limite intrínseo para γ), então também G1 ⊗ G2 o

será. Uma das araterístias desta estrutura teória geral é a possibilidade de alular

diretamente o valor do parâmetro γ para vários grafos riados a partir da operação ⊗.

Neste trabalho publiado foi exempli�ada a operação produto artesiano om o parâmetro

número desemparelhante.

Lema 4.2.1. Se G1 ou G2 é emparelhável, então G1 �G2 é emparelhável.

Demonstração. Seja G1 o grafo emparelhável, e seja EM (G1) um emparelhamento perfeito

em G1. É possível obter um emparelhamento perfeito em G1 �G2 a partir de G1-arestas

desta forma: EM(G1)× V (G2). Como EM (G1) satura todos os vérties em V (G1) � por

ser um emparelhamento perfeito em G1 �, o produto EM(G1)× V (G2) irá saturar todos

os vérties de V (G1)× V (G2), ou seja, todos os vérties em V (G1 �G2).

A Figura 4.3 ilustra a idéia da prova do Lema 4.2.1.

Lema 4.2.2. mp (G1 �G2) ≤ δ(G1) + δ(G2) se n1.n2 é par.

Demonstração. Da Proposição 4.1.1, sabemos que mp (G) ≤ δ(G) se n é par. Da Pro-

priedade 2.3, sabemos que δ(G1 � G2) = δ(G1) + δ(G2). Portanto, mp (G1 � G2) ≤

δ(G1 �G2) = δ(G1) + δ(G2).

Lema 4.2.3. mp (G1 �G2) ≥ mp (G1) +mp (G2) se n1 e n2 forem pares.

Demonstração. Um emparelhamento perfeito em G1 � G2 pode ser onstruído a partir

de um emparelhamento perfeito M em G1: M × V (G2) (Lema 4.2.1). Para garantir que

G1 � G2 não possua emparelhamentos perfeitos onstruídos desta maneira, é neessário

que pelo menos uma das ópias de G1 em G1 �G2 não possua emparelhamento perfeito.

O número mínimo de arestas a serem removidas de uma ópia de G1, para que esta

não seja emparelhável, é exatamente mp (G1) por de�nição. Analogamente, onsideramos

emparelhametos perfeitos a partir de G2-arestas. Logo, é neessário remover pelo menos

mp (G1) +mp (G2) arestas.
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(a) G1
∼= C3 e G2

∼= K2. Emparelhamento perfeito em G1�G2 a partir do emparelhamento perfeito

EM (G2) em G2: V (G1)× EM (G2).

(b) G1
∼= C4 e G2

∼= K2. Dois emparelhamentos perfeitos em G1�G2 a partir dos emparelhamentos

perfeitos EM (G1) e EM (G2) dos grafos fatores: um a partir de G1-arestas (EM (G1) × V (G2)), e
outro a partir de G2-arestas (V (G1)× EM (G2)).

Figura 4.3: Emparelhamento perfeito em G1 �G2, dado que G1 e/ou G2 é emparelhável.

Observação. Como desrito em [71℄, se ϕ é um parâmetro de grafo e ⊗ é um produto

de grafos, então dizemos que ϕ é supermultipliativo (respetivamente, submultipliativo)

em ⊗ se para todo par de grafos G1 e G2 é veri�ado que ϕ(G1 ⊗ G2) ≥ ϕ(G1)ϕ(G2)

(resp., ϕ(G1⊗G2) ≤ ϕ(G1)ϕ(G2)). Adaptando esta terminologia, analogamente podemos

de�nir parâmetros super-aditivo e subaditivo, substituindo multipliação pela adição no

lado direito das equações anteriores. Portanto, a partir do Lema 4.2.3 podemos dizer

que o número desemparelhante mp é super-aditivo em � quando ambos os fatores são de

ordem par.

A seguir é enuniado o Teorema 4.2.4, que traz interessantes olorários. Mostra que

a operação do produto artesiano de grafos herda a otimalidade do número desempa-

relhante dos fatores de ordem par. Esta propriedade reforça a qualidade do produto

artesiano omo um bom sintetizador de redes de interonexão, visto que as topologias

riadas por esta operação preservarão a otimalidade dos fatores om respeito ao número

desemparelhante.
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Teorema 4.2.4. Sejam G1 e G2 grafos om número par de vérties. Se G1 e G2 possuem

número desemparelhante ótimo, então G1 �G2 também possuirá.

Demonstração. Dado que G1 e G2 possuem número desemparelhante ótimo, mp (G1) =

δ(G1) e mp (G2) = δ(G2). Sabemos do Lema 4.2.2 que mp (G1 � G2) ≤ δ(G1) + δ(G2)

e sabemos do Lema 4.2.3 que mp (G1 � G2) ≥ mp (G1) +mp (G2). Visto que mp (G1) =

δ(G1) e mp (G2) = δ(G2), onluímos quemp (G1�G2) = δ(G1)+δ(G2) = δ(G1�G2).

O Teorema 4.2.4 possibilita alular, de maneira simples, o número desemparelhante

de redes que são o resultado do produto artesiano, quando os fatores são de ordem par

e possuem número desemparelhante ótimo. A seguir são mostrados alguns exemplos.

• Hiperubo. Denotado por Hn ou Qn, é o produto artesiano de n ópias de K2.

Corolário 4.2.5. [23, Teorema 12℄ mp (Qn) = δ(Qn) = n.

Demonstração. É fáil veri�ar que mp (K2) = δ(K2). Como Qn = (K2)
n
, onluí-

mos a partir do Teorema 4.2.4 que mp (Qn) = δ(Qn).

Como observado, o resultado do Corolário 4.2.5 já era onheido de [23, Teorema 12℄.

No entanto, foi apresentada esta prova alternativa visando exempli�ar a utilidade

do Teorema 4.2.4, que possibilita alular o número desemparelhante de maneira

simples.

• Hiper-Petersen [43℄. Denotado por HPn, n ≥ 3, é o produto artesiano de um

hiperubo de dimensão (n− 3) e um grafo de Petersen.

Corolário 4.2.6. mp (HPn) = δ(HPn) = n.

Demonstração. É sabido que mp (Qn−3) = δ(Qn−3) e mp (P ) = δ(P ) [23℄. Como

HPn = Qn−3 � P , onluímos a partir do Teorema 4.2.4 que mp (HPn) = δ(HPn).

• Petersen n-dobrado [87℄. Denotado por FPn, é o produto artesiano de n grafos de

Petersen.

Corolário 4.2.7. mp (FPn) = δ(FPn) = 3n.

Demonstração. É sabido que mp (P ) = δ(P ) [23℄. Como FPn = P n
, onluímos a

partir do Teorema 4.2.4 que mp (FPn) = δ(FPn).
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• Cubo Petersen dobrado [88℄. Denotado por FPQn,k, é o produto artesiano de um

hiperubo de dimensão n e k grafos de Petersen.

Corolário 4.2.8. mp (FPQn,k) = δ(FPQn,k) = n+ 3k.

Demonstração. É sabido quemp (Qn) = δ(Qn) e mp (P ) = δ(P ) [23℄. Como FPQn,k =

Qn�P k
, onluímos a partir do Teorema 4.2.4 que mp (FPQn,k) = δ(FPQn,k).

• Hiper-estrela [3℄. Denotado por Sn1,n2,...,nk
, é o produto artesiano de k topologias

estrela.

Corolário 4.2.9. mp (Sn1,n2,...,nk
) = δ(Sn1,n2,...,nk

) =
∑k

i=1(ni − 1).

Demonstração. É sabido quemp (Sn) = δ(Sn) [35℄. Como Sn1,n2,...,nk
= Sn1�Sn2� . . .�

�Snk
, onluímos a partir do Teorema 4.2.4 quemp (Sn1,n2,...,nk

) = δ(Sn1,n2,...,nk
).

• Estrela-ubo [44℄. Denotado por SQm,n, é o produto artesiano da topologia estrela

de dimensão m e do hiperubo de dimensão n.

Corolário 4.2.10. mp (SQm,n) = δ(SQm,n) = m+ n− 1.

Demonstração. É sabido que mp (Sm) = δ(Sm) [35℄ e mp (Qn) = δ(Qn) [23℄. Como

SQm,n = Sm�Qn, onluímos a partir do Teorema 4.2.4 quemp (SQm,n) = δ(SQm,n).

Os orolários mostrados são exemplos da apliabilidade do Teorema 4.2.4 em obter

novas informações a respeito do número desemparelhante das lasses de grafos de�nidas

pela operação do produto artesiano.

A seguir são desenvolvidas propriedades relaionadas a emparelhamento quase-perfeito

no produto artesiano de grafos. Ou seja, o problema é investigado para os asos em que

os grafos possuem ordem ímpar.

Proposição 4.2.11. Se G1 e G2 são ambos quase-emparelháveis, então G1�G2 é quase-

emparelhável.

Demonstração. Sejam EM(G1) e EM(G2) emparelhamentos quase-perfeitos em G1 e G2,

respetivamente, e sejam x ∈ G1 e y ∈ G2 os vérties não saturados por estes emparelha-

mentos. É possível obter um emparelhamento quase-perfeito em G1�G2 de duas formas:
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(1) (EM (G1)×V (G2))∪(EM (G2)×{x}) ou (2) (EM(G2)×V (G1))∪(EM (G1)×{y}). Em

ambos os asos, (x, y) será o vértie não saturado pelo emparelhamento quase-perfeito em

G1 �G2.

A Figura 4.4 ilustra a idéia da prova da Proposição 4.2.11.

(a) (EM (G1)× V (G2)) ∪ ({x} × EM (G2))

(b) EM (G1)× (V (G2)) ∪ ({x} × EM (G2))

Figura 4.4: Duas formas de obter um emparelhamento quase-perfeito em G1 �G2, dado

que G1 e G2 são quase-emparelháveis (G1
∼= C3 e G2

∼= P3).

Proposição 4.2.12. mp (G1 �G2) ≤ d1(G1) + d1(G2) + min{d1(G1) + d2(G2), d2(G1) +

d1(G2)} se ambos n1 e n2 são ímpares, onde d1(Gi) e d2(Gi) são os dois primeiros ele-

mentos de uma sequênia não-deresente de graus de Gi.

Demonstração. Diretamente da Proposição 4.1.1, segue que mp (G) ≤ d1(G) + d2(G) se

n é ímpar, e da Propriedade 2.2 segue que dG1 �G2((x, y)) = dG1(x) + dG2(y).

A próxima de�nição será útil. Seja F um subonjunto de E(G1�G2) tal que F ontém

apenas G1-arestas (para G2-arestas a de�nição é análoga). Para um vértie v ∈ V (G2),

seja vF a projeção de F na ópia vG1, ou seja, o subonjunto de arestas
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vF = { [v, [x, y] ] : existe uma aresta [w, [x, y] ] em F para algum w ∈ V (G2)}.

Informalmente, para ada aresta e = [w, [x, y] ] ∈ F , vF ontém um aresta orrespon-

dente e′ obtida substituindo-se w por v, i.e., e′ = [v, [x, y] ]. (Se w = v, então e = e′.) A

idéia é onsiderar as arestas de F omo se estivessem todas na ópia vG1. Claramente,

|F | = |vF |. Estas informações servem de apoio para mostrar a proposição a seguir.

Proposição 4.2.13. mp (G1 � G2) ≥ min{(mp (G1), mp (G2)} se ambos n1 e n2 forem

ímpares.

Demonstração. Seja F um subonjunto de E(G1�G2) tal que |F | < min{mp (G1), mp (G2)}.

Será provado que G1�G2−F admite um emparelhamento quase-perfeito. Seja F2 o sub-

onjunto formado pelas G2-arestas de F . Para v ∈ V (G1), onsidere a projeção vF2. Note

que

|vF2| = |F2| ≤ |F | < mp (G2) ≤ min{mp (G1), mp (G2)}.

Logo, removendo vF2 de vG2, a ópia vG2 admite um emparelhamento quase-perfeito

M2. Considere as projeções wM2 de M2, para todo w ∈ V (G1) (note que M2 = vM2).

Então, para ada w ∈ V (G1), ao remover wF2 de wG2, a ópia wG2 admite o empa-

relhamento quase-perfeito wM2. Seja (x, w) o vértie não saturado de wM2, para ada

w ∈ V (G1). Considere a ópia xG1 e seja F1 = F \ F2. Como |F1| ≤ |F | < mp (G1), ao

remover F1 de G1�G2, a ópia xG1 admite um emparelhamento quase-perfeito M1 (note

que isto aontee mesmo que todas as arestas em F1 estejam na ópia xG1). Consolidando

todas as onsiderações, onluímos que o grafo

G1 �G2 − (F1 ∪ (∪w∈V (G1)wF2))

admite um emparelhamento quase-perfeito, a saber: M = (M1 ∪ (∪w∈V (G1)wM2)). Como

F ⊆ (F1 ∪ (∪w∈V (G1)wF2)), é fáil veri�ar que G1 �G2 − F também admite um empa-

relhamento quase-perfeito.

Os resultados que seguiram foram publiados em [5℄. O resultado a seguir foi desen-

volvido posteriormente. Trata de uma questão que estava em aberto. A existênia de

emparelhamento perfeito no grafo fator é ondição su�iente para que o grafo gerado pelo

produto artesiano seja emparelhável, onforme demonstrado no Lema 4.2.1. A pergunta
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que permaneia era se a existênia de emparelhamento perfeito também seria ondição

neessária.

Proposição 4.2.14. Existe produto artesiano G�H que admite emparelhamento perfeito

e ujos grafos fatores G e H não admitem emparelhamento perfeito. Ou seja, a existênia

de emparelhamento perfeito não é ondição neessária para que o grafo gerado pelo produto

artesiano seja emparelhável.

Demonstração. A prova é por exibição de exemplo. Seja G o grafo ilustrado na Figura 4.5

e assim de�nido: V (G) = {g1, g2, g3, g4, g5, g6} e E(G) = {g1g4, g1g5, g1g6, g2g4, g3g4}.

Seja H o grafo isomorfo a G e om mesmo padrão de notação de G (om hi equivalente

a gi). Notadamente os grafos G e H ∼= G não admitem emparelhamento perfeito. Seja

M ⊆ E(G�H) um emparelhamento no produto artesianoG�H , ilustrado na Figura 4.6 e

assim de�nido: M = { {g5h5, g5h1}, {g5h4, g5h3}, {g1h2, g5h2}, {g5h6, g1h6}, {g1h1, g1h4},

{g6h5, g1h5}, {g1h3, g6h3}, {g6h6, g6h1}, {g6h4, g6h2}, {g4h4, g4h1}, {g2h2, g4h2}, {g4h6,

g2h6}, {g4h5, g3h5}, {g3h3, g4h3}, {g2h1, g2h5}, {g2h3, g2h4}, {g3h2, g3h4}, {g3h1, g3h6} }.

Veri�a-se que M é um emparelhamento perfeito em G�H e portanto o emparelhamento

perfeito não é ondição neessária para que o grafo gerado pelo produto artesiano seja

emparelhável.

✉

✉

✉ ✉

✉

✉

✟✟✟❍❍❍

❍❍❍

✟✟✟

g5
g1

g6

g2
g4

g3

Figura 4.5: Grafo G não-emparelhável ujo quadrado (no produto artesiano) é empare-

lhável.

4.3 Conexão dos Problemas Desemparelhante e Blo-

queador

Um bloqueador minimal

3

em um grafo bipartido G, introduzido em 2006 [17℄, é o número

mínimo de arestas a remover de G de modo que o grafo resultante não admita emparelha-

mento perfeito. O número desemparelhante

4

de um grafo G de ordem n, introduzido em

2005 [23℄, é o número mínimo de arestas a remover de G de modo que o grafo resultante

3

nome original: minimal bloker

4

nome original: mathing prelusion number
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Figura 4.6: Emparelhamento perfeito em G � H . Para simpli�ação do desenho, as

G-arestas estão propriamente representadas somente quando fazem parte do emparelha-

mento.

não admita emparelhamento perfeito (se n for par) nem emparelhamento quase-perfeito

(se n for ímpar). Os problemas bloqueador minimal e desemparelhante, apesar de muito

similares, aparentemente vêm sendo estudados de maneira independente um do outro,

omo se estivessem desonetados na Literatura. O objetivo desta seção é expliitar esta

onexão, permitindo que resultados de ambos problemas sejam onsolidados e melhor

disseminados / apliados.

O oneito de bloqueador mínimo para emparelhamentos foi introduzido por Boros

et al. em 2006 [17℄, oasião em que os autores apresentaram uma araterização explíita

dos bloqueadores minimais, e um algoritmo om atraso polinomial para enontrar todos

os bloqueadores minimais em um grafo bipartido. Em 2009 uma de�nição mais geral para

este problema de bloqueador em emparelhamento foi introduzido por Zenklusen et al.

[116℄: dado um grafo G, e seja ν(G) o número máximo de arestas em um emparelhamento

em um grafo G, d-bloqueadores são de�nidos omo subonjuntos de arestas B tais que

ν(G − B) ≤ ν(G) − d. O problema de deisão equivalente Blok(G, d, k) � onde a

existênia de um onjunto de arestas X tais que |X| ≤ k e X atende ao requisito do

problema � foi provado ser NP-Completo [116℄ mesmo para o aso em que G é bipartido

e d = 1. Em [97℄ este problema foi provado ser polinomial para asos espeiais nos quais
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G é um grafo de grade ou uma árvore.

A onexão entre os problemas bloqueador e desemparelhante é bem direta. Se G

não admite emparelhamento perfeito nem quase-perfeito, então seu onjunto desempare-

lhante mínimo é vazio e mp(G) = 0. Caso ontrário, o onjunto deseparelhante mínimo é

equivalente ao 1-bloqueador mínimo.

4.4 Resultados sobre Complexidade do Número Desem-

parelhante

O problema de deisão equivalente ao do número desemparelhante é introduzido a seguir.

Desemparelhamento(G, k)

Entrada: Um grafo G = (V,E) e um inteiro positivo k tal que 0 ≤ k ≤ |E|.

Pergunta: Existe um onjunto F ⊆ E om |F | ≤ k tal que G−F não admita

emparelhamento perfeito nem quase-perfeito?

É sabido que o problema de deisão a respeito da existênia de emparelhamento perfeito

em um dado grafo G pode ser resolvido em tempo polinomial. A teoria sobre empare-

lhamentos pode ser onsultada em [92℄. A mesma omplexidade é válida em relação a

emparelhamento quase-perfeito, visto que o problema de enontrar um emparelhamento

máximo não é mais difíil do que o problema de enontrar um emparelhamento perfeito

[95℄.

Portanto, se mp(G) for limitado superiormente por uma onstante c independente

de |V (G)|, laramente o problema Desemparelhamento(G, k) pode ser resolvido em

tempo polinomial por um algoritmo de força bruta, tal omo enuniado a seguir na Pro-

posição 4.4.1 e nas seguintes � que exploram o limite superior natural, relaionado ao

grau mínimo do grafo omo observado na Proposição 4.1.1.

Proposição 4.4.1. Seja G um grafo de ordem n. Seja p = δ(G) se n for par, ou

p = δ(G) + d2 se n for ímpar, onde di é o i-ésimo elemento de uma sequênia não-

deresente de graus de G. Então para ada grafo G tal que p ≤ c, onde c é uma onstante

independente de |V (G)|, o problema de deisão Desemparelhamento(G, k) pode ser

resolvido em tempo polinomial.

Demonstração. Seja G um grafo de ordem n, e seja maxmatch(G) a função que re-

torna a ardinalidade de um emparelhamento máximo em um grafo G em tempo polino-
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mial. Se maxmatch(G) < ⌊n/2⌋, então a solução é trivial e a resposta é positiva para

qualquer inteiro positivo k. Caso ontrário, podemos inrementalmente em i testar se

maxmatch(G − F ) é menor que ⌊n/2⌋ para ada ombinação F de 1 ≤ i ≤ min(k, p)

arestas de E(G). Se verdadeiro para algum teste, podemos parar e a resposta é positiva,

aso ontrário a resposta é negativa. Claramente a função maxmatch será hamada no

máximo 1+
∑min(k,p)

i=1

(

n

i

)

vezes, o que permite que a solução exeute em tempo polinomial

se p ≤ c.

Proposição 4.4.2. Para qualquer árvore T , o problema de deisão

Desemparelhamento(T, k) pode ser resolvido em tempo polinomial.

Demonstração. Visto que para qualquer árvore T o grau médio de seus vérties é estrita-

mente menor que 2, a prova segue diretamente da Proposição 4.4.1.

Proposição 4.4.3. Para qualquer grafo planar G, o problema de deisão

Desemparelhamento(G, k) pode ser resolvido em tempo polinomial.

Demonstração. Visto que para todo grafo planar G o grau médio de seus vérties é estri-

tamente menor que 6, a prova segue diretamente da Proposição 4.4.1.

Enuniamos agora o problema de deisão Blok(G, d, k) tal omo introduzido por

Zenklusen et al. [116℄ e apresentado na Seção 4.3.

Blok(G, d, k)

Entrada: Um grafo não direionado G = (V,E) e dois inteiros positivos d e

k, tais que 0 ≤ d ≤ ν(G) e 0 ≤ k ≤ |E|.

Pergunta: Existe um onjunto F ⊆ E om |F | ≤ k tal que ν(G′) ≤ ν(G)− d

onde G′ = (V,E \ F )?

A seguir mostramos no Teorema 4.4.4 que Blok(G, d = 1, k) � onde G é um grafo

onexo bipartido � pode ser reduzido em tempo polinomial para o problema de deisão

Desemparelhamento.

Teorema 4.4.4. O problema de deisão Desemparelhamento(G, k) é NP-Completo

para grafos onexos bipartidos.

Demonstração. Em [116, Teorema 3.3℄ o problema Blok(G′, d = 1, k) foi provado

ser NP-Completo, onde G′
é um grafo onexo bipartido e a deisão a ser feita é sobre a
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existênia de um d-bloqueador F em G′
om ardinalidade |F | ≤ k. Mostraremos uma re-

dução polinomial do problema Blok(G′, d = 1, k) para o Desemparelhamento(G, k),

e portanto provaremos que Desemparelhamento(G, k) também é NP-Completo.

Se G′
admite emparelhamento perfeito ou quase-perfeito, então temos que

Desemparelhamento(G = G′, k) é diretamente equivalente ao problemaBlok(G′, 1, k).

Sendo assim preisamos veri�ar o aso quando G′
não admite emparelhamento perfeito

nem quase-perfeito, i.e., o aso quando mp(G′) seria zero por de�nição, e não a ardina-

lidade de um 1-bloqueador mínimo de G′
.

A partir de G′
, riaremos um grafo onexo bipartido G que admita emparelhamento

perfeito e tal que exista um onjunto desemparelhante de ardinalidade no máximo k em

G se e somente se existir um 1-bloqueador de ardinalidade no máximo k em G′
.

Seja G′(A′, B′, E ′) um grafo bipartido de ordem n om bipartições A′
e B′

. Sem

perda de generalidade, podemos assumir que |A′| ≥ |B′|. Seja ua = |A′| − ν(G′), e

ub = |B′| − ν(G′), onde ν(G′) é a ardinalidade de um emparelhamento máximo em G′
.

Em onsideração à simpliidade, riaremos primeiramente um grafo intermediário G′′

que admita arestas paralelas. Depois estrategiamente o tornaremos um grafo simples.

Sejam G′′(A′′, B′′, E ′′) = G′(A′ ∪ Acb, B
′ ∪ Bca, E

′ ∪ E ′
ca ∪ Ecb), onde Acb, Bca, Eca e Ecb

são de�nidos omo a seguir: Acb e Bca são novos onjuntos de vérties om ardinalidade

|Acb| = ub e |Bca| = ua; Eca é um novo onjunto de arestas que liga ada vértie x ∈

A′
a ada vértie y ∈ Bca não somente uma vez, mas k + 1 vezes (i.e.: k + 1 arestas

paralelas); Ecb é um novo onjunto de arestas similar a Eca, no entanto onsiderando os

novos onjuntos de vérties B′
e Acb. Note que o onjunto de vérties Acb (resp. Bca) foi

inluído em G′′
no intuito de saturar os vérties em B′

(resp. A′
) que não seriam obertos

por um emparelhamento máximo no grafo originalG′
. ClaramenteG′′

é bipartido e admite

emparelhamento perfeito. Seja Ua ⊆ A um onjunto de vérties não saturados por um

emparelhamento máximo em G′
. Lembremos que ua = |A′| − ν(G′), então |Ua| = ua.

No novo grafo G′′
, ada vértie em Ua poderia ser emparelhado om qualquer um dos ua

vérties em Bca utilizando as arestas em Eca, onsequentemente obrindo mutuamente

todos os vérties em Ua ⊆ A′
e Bca. Abordagem análoga é apliável aos vérties não

saturados em B′
, obrindo todos os vérties em B′

e Acb. Portanto todos os vérties em

A′′ ∪ B′′
seriam obertos por um emparelhamento máximo em G′′

.

Mostraremos agora que todo 1-bloqueador om ardinalidade no máximo k em G′

é também um onjunto desemparelhante de ardinalidade no máximo k em G′′
. Seja

F ⊆ E ′
um 1-bloqueador em G′

om ardinalidade no máximo k, i.e.: ν(G′(A′, B′, E ′ \
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F )) = ν(G′(A′, B′, E ′)) − 1. Preisamos garantir que G′′(A′′, B′′, E ′′ \ F ) não admita

emparelhamento perfeito. EmG′
haveria |A′|−(ν(G′)−1) = (ua+1) vérties não saturados

em A′
após remoção das arestas F . Então em G′′

estes ua+1 vérties devem ser obertos

utilizando o onjunto de arestas adiional Eca que liga A′
a Bca, mas |Bca| = ua < ua+1,

então F também é um onjunto desemparelhante em G′′
.

Para ompletar a prova, mostraremos que todo onjunto desemparelhante F de ardi-

nalidade no máximo k em G′′
é também um 1-bloqueador om ardinalidade no máximo

k em G′
. Claramente é su�iente mostrar que um onjunto desemparelhante mínimo em

G′′
não preisa de arestas dos novos onjuntos Eca e Ecb. Notemos que todas as arestas

em Eca e Ecb são naturalmente proibidas em um onjunto desemparelhante de ardinali-

dade no máximo k, visto que toda remoção de aresta destes onjuntos, para de fato gerar

efeito, requer remoção de todas as k + 1 arestas paralelas equivalentes. Então a prova

está ompleta para G′′
.

Todavia o grafo intermediário G′′
não é um grafo simples devido às arestas paralelas,

e devemos manter os resultados no esopo dos grafos simples. Então riaremos, a partir

de G′′
, o grafo simples �nal G de tal modo que as propriedades neessárias para as de-

monstrações prévias om G′′
permaneçam em G. Como observado em [116, Seção 3℄, em

vez de substituir as arestas originais por k+1 arestas paralelas equivalentes om a função

de a proibir de partiipar em um 1-bloqueador de ardinalidade no máximo k, podemos

proibir qualquer aresta uv pela seguinte onstrução: substitua ada aresta uv por um

grafo ompleto bipartido Kk+1,k+1 = (X, Y,W ) e ligue u om todos os vérties em X as-

sim omo v om todos os vérties em Y . Note que esta onstrução mantém a propriedade

de bipartido. Consideramos G a versão de grafo simples do grafo G′′
, onstruído om esta

estratégia de proibir as arestas em Eca ∪Ecb sem a neessidade de riar arestas paralelas.

É fáil veri�ar que G mantém as propriedades de G′′
neessárias para a demonstrações

anteriores. A prova então está ompleta para grafo simples G.



Capítulo 5

Resultados sobre Cilos/Hamiltoniidade

Neste apítulo estudamos a hamiltoniidade do prisma omplementar e respondemos par-

ialmente a questões abertas em [62℄. Caraterizamos o tamanho do maior ilo (irun-

ferênia) do prisma omplementar de árvores, permitindo assim araterizar as árvores

ujo prisma omplementar é hamiltoniano. Estes resultados fazem parte da publiação

em [85℄.

5.1 Coneitos

Consideramos grafos simples, �nitos e não-direionados. Seja G um grafo. Se u é um

vértie de G, então u denota o vértie de seu omplementar G orrespondente a u. Então

se o onjunto de vérties V (G) de G for {v1, . . . , vn}, o onjunto de vérties do prisma

omplementar GG será denotado por V (G) ∪ V (G), onde V (G) = {v1, . . . , vn}.

O grafo GG ontém uma aresta entre dois de seus vérties distintos x e y se, e somente

se, ou x, y ∈ V (G) e xy ∈ E(G), ou x, y ∈ V (G) e xy 6∈ E(G), ou existe algum vértie

u de G om {x, y} = {u, u}. Um grafo G é c-panílio para um inteiro positivo c se G

possui ilos de todos os tamanhos ℓ om 3 ≤ ℓ ≤ c. O tamanho máximo de um ilo em

um grafo é a sua irunferênia.

5.2 Resultados

Nosso primeiro resultado é um limite inferior no número de tamanhos de ilos do prisma

omplementar de árvores. Um ilo no prisma omplementar TT de uma árvore T é: bom

se usa duas arestas independentes entre vérties em V (T ); e muito bom se usa três arestas
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independentes entre vérties em V (T ). A razão para onsiderar ilos bons em TT é que

eles podem ser failmente estendidos.

Teorema 5.2.1. Se T é uma árvore de ordem n ≥ 5, então TT é (n + 2)-panílio.

Além disso, TT possui irunferênia n+ 2 se, e somente se, T = K1,n−1.

Demonstração. Primeiramente, assumimos que T = K1,n−1. O omplemento T de T

onsiste em uma lique de ordem n − 1 e um vértie isolado. Portanto T é (n − 1)-

panílio. Sejam v, w ∈ V (T ) duas folhas distintas de T e seja vuw o únio aminho de v

a w em T . Note que existem aminhos de tamanhos 1, 2, . . . , n− 2 de v a w em T . Estes

aminhos juntamente om o aminho vvuww formam ilos de tamanhos 5, 6, . . . , n + 2

em TT , ou seja, TT é (n + 2)-panílio. Nitidamente, o vértie isolado de T possui

grau 1 em TT e, portanto, não está ontido em nenhum ilo de TT . Ademais, visto que

toda folha de T possui grau exatamente 2 em TT , todo ilo em TT ontém no máximo

duas folhas de T e, onsequentemente, no máximo três vérties de T . Conlui-se que a

irunferênia de TT é exatamente n+ 2.

Agora assumimos que T 6= K1,n−1. Por indução em n, mostraremos que TT é (n+3)-

panílio e possui um ilo bom de tamanho n+ 3.

Se n = 5, então T é P5 ou a árvore K ′
1,3 que é originada a partir de uma garra K1,3

om uma aresta subdividida. Denotamos os vérties omo na Figura 5.1. Se T for P5,

então v1v3v5v1, v1v4v2v5v1, v1v4v2v5v3v1, v1v2v3v4v4v1v1, e v1v2v3v4v5v5v1v1 são ilos de

tamanhos entre 3 e 7, e v1v2v2v4v4v3v3v1v1 é um ilo bom de tamanho 8. Se T for K ′
1,3,

então v1v4v5v1, v1v5v2v4v1, v1v2v3v3v1v1, v1v2v3v4v4v1v1, e v1v2v3v4v4v5v1v1 são ilos de

tamanhos entre 3 e 7 e v1v2v3v4v4v2v5v1v1 é um ilo bom de tamanho 8.

Agora seja n ≥ 6. Como T 6= K1,n−1, então existe uma folha v de T tal que T − v 6=

K1,n−2. Seja T ′ = T − v. Por indução, T ′T ′
é (n+ 2)-panílio e possui um ilo bom C

de tamanho n+2. Visto que v possui apenas um não-vizinho em V (T ′), o ilo C ontém

uma aresta vavb tal que va e vb são vizinhos de v. Substituindo vavb por vav vb resulta

em um ilo bom de tamanho n+ 3 em TT , o que ompleta a prova.

No Teorema 5.2.1, vimos que o prisma omplementar de árvores pode estar longe de

ser hamiltoniano. Nosso prinipal resultado neste apítulo arateriza a irunferênia

destes grafos. De fato, para uma árvore T , a irunferênia de TT é determinada por

uma únia subestrutura de T que força restrições loais em ilos de TT .

Seja T uma árvore. Uma sub�oresta F de T é uma sub�oresta espeial de T gerada
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por U se U é um onjunto de vérties de T , e F possui omponentes F1, . . . , Ft tais que

para i ∈ [t], Ui = U ∩ V (Fi), e Ni = NT (Ui), temos que

• Fi é a subárvore de T induzida por Ui ∪Ni,

• Ui e Ni formam a bipartição da árvore Fi, e

• todo vértie em Ni possui grau no mínimo 3 em Fi.

Seja N = NT (U) = N1 ∪ · · · ∪ Nt. Note que todo vértie em U tem o mesmo grau em

F omo em T . Como todas as folhas de F neessariamente pertenem a U , a �oresta F

determina uniamente o onjunto U . Enquanto U é um onjunto independente de T , o

onjunto N é independente em F mas não neessariamente independente em T . A Figura

5.2 ilustra um exemplo.

O dé�it def(F ) de F é de�nido omo

def(F ) = |U | − 2|N |.

Se F possui t omponentes, então possui exatamente |V (F )| − t = |U |+ |N | − t arestas.

Pela ondição do grau nos vérties de N , a �oresta F possui pelo menos 3|N | arestas.

Isto implia que o dé�it de F é pelo menos t, ou seja, toda �oresta espeial não-vazia

possui dé�it positivo.

Como veremos a seguir no Lema 5.2.7, toda árvore T possui uma sub�oresta espeial

únia F de ordem máxima. Portanto,

f(T ) = 2|V (T )| − def(F )

é uma quantidade bem de�nida, dependendo apenas de T .

Nosso prinipal resultado é enuniado a seguir.

Teorema 5.2.2. Se T é uma árvore de ordem n ≥ 6 e de diâmetro no mínimo 4, então

a irunferênia de TT é f(T ) e TT é f(T )-panílio.

Tendo em vista o Teorema 5.2.2, faz-se neessário desenvolver algumas observações

que tratem árvores om pouos vérties ou om diâmetro no máximo 3 . O Teorema 5.2.1

desreveu os tamanhos dos ilos de prisma omplementar de estrelas (K1,n−1). É válido

veri�ar que P4 é a únia árvore de ordem no máximo 5 ujo prisma omplementar é

hamiltoniano. Para árvores de diâmetro 3 os tamanhos dos ilos no respetivo prisma
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omplementar são failmente determinados. A árvore T ∗
de ordem 6 e diâmetro 3 (ver

Figura 5.1) mostra que o Teorema 5.2.2 não vale para todas as árvores. De fato, f(T ∗) =

12 enquanto v1v5v3v3v2v2v6v6v5v4v4v1 é um ilo mais longo de T ∗T ∗
de tamanho 11.

Visto que toda sub�oresta espeial não-vazia possui dé�it positivo, o Teorema 5.2.2

traz uma araterização das árvores ujo prisma omplementar é hamiltoniano.

Corolário 5.2.3. Se T é uma árvore de ordem n ≥ 6 e diâmetro pelo menos 4, então

TT é hamiltoniano se, e somente se, T não possuir uma sub�oresta espeial não-vazia.

Os próximos 3 lemas oletam propriedades esseniais de sub�orestas espeiais.

Lema 5.2.4. Se T é uma árvore de ordem n e F é uma sub�oresta espeial de T , então

a irunferênia de TT é no máximo 2n− def(F ).

Demonstração. Seja F gerado por U . Seja N = NT (U). Seja C um ilo de tamanho

máximo em TT . Seja U∗ = U ∩V (C). Visto que todo vértie u em U∗
possui exatamente

um vizinho em V (T ), todo vértie tal é ligado por alguma aresta de C a algum vizinho

p(u) em N . Note que pode haver duas opções para p(u) e que, para todo vértie w em N ,

existem no máximo dois vérties u e v em U∗
om w = p(u) = p(v). Contando duplamente

os pares (u, p(u)) onde u ∈ U∗
implia |U∗| ≤ 2|N |. Como o tamanho de C é no máximo

|V (T )|+ |V (T )| − (|U | − |U∗|) ≤ |V (T )|+ |V (T )| − (|U | − 2|N |) = 2n− def(F ),

a prova �a ompleta.

Lema 5.2.5. Seja T uma árvore e seja Fi uma sub�oresta espeial de T gerada por Ui

para i ∈ {1, 2}. Então F1 ∪ F2 é uma sub�oresta espeial de T gerada por U1 ∪ U2.

Demonstração. Seja Ni = NT (Ui) para i ∈ {1, 2}. Para uma ontradição, assumimos que

U1 ∩ N2 não é vazio. Seja u ∈ U1 ∩ N2. Como u ∈ N2, o vértie u possui pelo menos

3 vizinhos em F2 que pertenem a U2. Visto que u ∈ U1, todos os vizinhos de u em F2

também pertenem a N1. Portanto todo vértie em U1 ∩N2 possui pelo menos 3 vizinhos

em U2 ∩ N1 e, pela simetria, todo vértie em U2 ∩ N1 possui pelo menos 3 vizinhos em

U1 ∩N2. Consequentemente F1 ∩F2 possui uma omponente de grau mínimo pelo menos

3, o que é impossível porque T é uma árvore. Obtemos que (U1 ∩N2)∪ (U2 ∩N1) é vazio,

ou seja, U = U1 ∪U2 é independente. Seja N = NT (U) e seja F o subgrafo de T induzido

pelas arestas em F1 e F2. Como (U1 ∩ N2) ∪ (U2 ∩ N1) é vazio e N = N1 ∪ N2, obtemos

que U e N são duas partições de F , e todo vértie em N possui grau pelo menos 3 em F .

Logo F = F1 ∪ F2 é a sub�oresta espeial de T gerada por U .
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Lema 5.2.6. Se F e F ′
são sub�orestas espeiais de uma árvore T om V (F ) = V (F ′),

então F = F ′
.

Demonstração. A prova é por indução na ordem n de T . Para n ≤ 3, é trivial veri�ar que

a árvore T não possui sub�oresta espeial não-vazia e portanto o enuniado é verdadeiro.

Agora seja n ≥ 4. Sejam F e F ′
sub�orestas espeiais de T om mesmo onjunto de

vérties V . Sejam F e F ′
gerados por U e U ′

, respetivamente. Seja N = NT (U) e seja

N ′ = NT (U
′), isto é, V = U ∪N = U ′ ∪N ′

.

Seja u o vértie �nal de um aminho mais longo P em F . Como T é uma árvore de

ordem pelo menos 4, o vértie u em T não é isolado. Logo u possui também um vizinho

v em F . Pela esolha de P , o vértie u é uma folha de F . Isto implia que u é uma folha

de T e portanto também de F ′
. Obtemos que u ∈ U ∩ U ′

e v ∈ N ∩ N ′
. Sejam X e X ′

os onjuntos de folhas de F e F ′
, respetivamente, que são adjaentes a v. Como F e

F ′
são sub�orestas espeiais, segue que X = X ′

, |X| ≥ 2, e todos os vérties em X são

folhas de T . Além disso, se P possui tamanho 2, então |X| ≥ 3. Note que todo vizinho

de v em F ou em F ′
pertene a U ou a U ′

, respetivamente. Segue que F − ({v} ∪ X)

e F ′ − ({v} ∪ X) são sub�orestas espeiais de T − ({v} ∪ X) om o mesmo onjunto de

vérties. Por indução, F − ({v} ∪X) = F ′ − ({v} ∪X). Se v possui um vizinho w em F ,

então w ∈ U . Por indução, segue que w ∈ U ′
, impliando que w é também um vizinho de

v em F ′
. Pela simetria, isto implia que v possui a mesma vizinhança em F tal omo em

F ′
. Logo F = F ′

, o que ompleta a prova.

Lema 5.2.7. Toda árvore possui uma sub�oresta espeial únia de ordem máxima.

Demonstração. Seja T uma árvore. Pelo Lema 5.2.5, a união de duas sub�orestas espeiais

de T é uma sub�oresta espeial de T . Isto implia que todas as sub�orestas espeiais de

ordem máxima de T possuem o mesmo onjunto de vérties. Agora Lema 5.2.6 implia

que todas as sub�orestas espeiais de ordem máxima de T oinidem.

Para determinar a irunferênia do prisma omplementar de uma árvore, basta de-

terminar sua sub�oresta espeial únia de ordem máxima. A proposição a seguir permite

fazê-lo reursivamente em tempo polinomial.

Proposição 5.2.8. Seja T uma árvore de ordem pelo menos 2. Seja F a sub�oresta

espeial de T de ordem máxima. Seja v o vértie de T que seja adjaente ao maior

número possível ℓ de folhas de T . Denotemos por W o onjunto de folhas de T adjaentes

a v. Sejam T1, . . . , Tt as omponentes de T − ({v}∪W ). Para i ∈ [t], seja ui o vizinho de
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v em V (Ti), seja Fi a sub�oresta espeial de Ti de ordem máxima, e seja Fi gerado por

Ui.

Dadas estas assunções,

F =























T [{v} ∪W ] ∪ F1 ∪ · · · ∪ Ft , se (ℓ ≥ 3) ∨ (ℓ = 2 ∧ ∃i ∈ [t] : ui ∈ Ui),

F1 ∪ · · · ∪ Ft , se ℓ = 2 ∧ ∀i ∈ [t] : ui 6∈ Ui,

∅ , se ℓ = 1.

Demonstração. Seja F gerado por U . Seja N = NT (U) e, para i ∈ [t], seja Ni = NTi
(Ui).

Seja n = |V (F )| e, para i ∈ [t], seja ni = |V (Fi)|.

Primeiramente assumimos que ℓ ≥ 3 ou ℓ = 2, e que existe algum índie i ∈ [t] om

ui ∈ Ui. Como T [{v}∪W ] é uma sub�oresta espeial de T , os Lemas 5.2.5 e 5.2.7 impliam

que W ⊆ U e v ∈ N . Claramente, Ti∩F é uma sub�oresta espeial de Ti para todo i ∈ [t].

Ademais, W ∪U1 ∪ · · · ∪Ut gera a sub�oresta espeial F
′ = T [{v} ∪W ]∪F1 ∪ · · · ∪Ft de

T . Estas duas observações impliam que n = 1 + ℓ + n1 + · · ·+ nt, e portanto F ′
possui

ordem máxima, ou seja, F = F ′
.

Em seguida assumimos que ℓ = 2 e que inexiste índie i ∈ [t] om ui ∈ Ui. Como todo

vértie em N possui pelo menos três vizinhos em U , então V (F ) não possui interseção

om {v}∪W . Novamente Ti ∩F é uma sub�oresta espeial de Ti para todo i ∈ [t]. Visto

que F ′′ = F1 ∪ · · · ∪ Ft é uma sub�oresta espeial de T , obtemos que n = n1 + · · ·+ nt.

Portanto F ′′
possui ordem máxima, ou seja, F = F ′′

.

Se F é não-vazio, então a de�nição de sub�orestas espeiais implia que o vizinho v′

de um vértie �nal de um aminho mais longo em F é adjaente a pelo menos duas folhas

de T . Portanto, se nenhum vértie de T é adjaente a pelo menos duas folhas de T , temos

que F é vazio.

Isto ompleta a prova.

Corolário 5.2.9. Existe um algoritmo de tempo polinomial que determina a irunferên-

ia do prisma omplementar de uma dada árvore.

Agora avançamos para a prova do Teorema 5.2.2.

Demonstração do Teorema 5.2.2. Dizemos que uma 5-tupla (T, F, U, C−, C) é boa se

(i) T é uma árvore de ordem pelo menos 6 e diâmetro pelo menos 4,
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(ii) F é a sub�oresta espeial únia de T de ordem máxima e F é gerada por U ,

(iii) TT é f(T )-panílio,

(iv) C−
é um ilo bom de TT de tamanhos f(T )− 1,

(v) C é um ilo muito bom de TT de tamanhos f(T ),

(vi) C ontém todos os vérties em (V (T ) \ V (F )) ∪ V (T ), e

(vii) para todo vértie v em NT (U), o ilo C ontém um aminho w1w1vw2w2 onde w1

e w2 são dois vizinhos de v em F .

Seja T uma árvore de ordem n e diâmetro pelo menos 4 onde n ≥ 6. Seja F a sub�oresta

espeial únia de T de ordem máxima. Seja F gerada por U e seja N = NT (U). Pelo

Lema 5.2.4, a irunferênia de TT é no máximo f(T ). Portanto, basta mostrar a exis-

tênia de dois ilos C−
e C de TT tais que (T, F, U, C−, C) seja bom. Vamos estabeleer

a existênia de C−
e C por indução em n.

Primeiramente seja n = 6. Como o diâmetro de T é pelo menos 4, o diâmetro é 4 ou

5 e F é vazio, ou seja, f(T ) = 2n = 12. Podemos assumir que P5 omo na Figura 5.1 é

um subgrafo de T . Conforme observado na prova do Teorema 5.2.1, P5P 5 é 8-panílio

e possui um ilo bom de tamanho 8. Além disso, v1v2v3v4v5v5v2v4v1v1 (ver Figura 5.1) é

um ilo bom de P5P 5 de tamanho 9. Isto su�ientemente implia que TT é 9-panílio.

Seja v6 o sexto vértie de T . Pela simetria, podemos assumir que v6 possui um vizinho

em {v3, v4, v5}.

Se v3v6 ∈ E(T ) ou v4v6 ∈ E(T ) ou v5v6 ∈ E(T ), então

v1v2v3v4v5v5v2v4v6v1v1, v1v2v2v5v5v4v3v6v6v4v1v1, e v1v2v2v4v4v5v5v3v3v6v6v1v1; ou

v1v2v3v4v5v5v2v6v3v1v1, v1v2v3v4v5v5v3v6v2v4v1v1, e v1v2v3v3v5v5v4v6v6v2v4v1v1; ou

v1v2v3v4v5v6v6v2v5v1v1, v1v2v3v4v5v6v6v2v5v3v1v1, e v1v2v3v4v5v6v6v3v5v2v4v1v1

são ilos de TT de tamanhos 10 a 12 de forma que o ilo de tamanho 11 é bom e o ilo

de tamanho 12 é muito bom, respetivamente. Isto ompleta o aso base da indução.

Agora seja n ≥ 7.

Consideramos diferentes asos.

Caso 1: Algum vértie v de T é adjaente a pelo menos 3 folhas de T .
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Seja W o onjunto de folhas de T que são adjaentes a v e seja w ∈ W . A esolha de F

implia W ⊆ U e v ∈ N . Seja T (0) = T − w.

Se |W | ≥ 4 ou |W | = 3 e U ontém um elemento de NT (v)\W , então seja F (0) = F−w

e seja U (0) = U \ {w}; aso ontrário seja F (0) = F − ({v} ∪ W ) e seja U (0) = U \ W .

Em ambos os asos F (0)
é uma sub�oresta espeial de T (0)

gerada por U (0)
, que implia

f(T (0)) ≥ f(T )− 1.

Agora seja F̃ (0)
uma sub�oresta espeial de T (0)

de ordem máxima. Seja F̃ (0)
gerada

por Ũ (0)
e seja Ñ (0) = NT (0)(Ũ (0)). Como v possui vizinhos de grau 1 em T (0)

, temos

v 6∈ Ũ (0)
. Se v ∈ Ñ (0)

, então T [V (F̃ (0)) ∪ {w}] é uma sub�oresta espeial de T , o que

implia f(T ) ≥ f(T (0)) + 1. Se v 6∈ Ñ (0)
, então |W | = 3, W ∩ V (F̃ (0)) = ∅, e Ũ (0)

não

ontém elemento de NT (v) \W . Agora T [V (F̃ (0))∪ ({v}∪W )] é uma sub�oresta espeial

de T , o que também implia f(T ) ≥ f(T (0)) + 1.

Juntando tudo segue que f(T ) = f(T (0)) + 1 e portanto F (0)
tal omo de�nido aima

é a sub�oresta espeial de T (0)
de ordem máxima.

Como T (0)
possui ordem pelo menos 6 e diâmetro pelo menos 4, obtemos, por indução,

a existênia de dois ilos C(0)−
e C(0)

de T (0)T (0)
tais que (T (0), F (0), U (0), C(0)−, C(0)) é

bom. Visto que w é adjaente a todos os vérties em V (T (0)) \ {v} e C(0)
é muito bom,

C(0)
ontém uma aresta vavb tal que w é adjaente a va e a vb. Portanto substituir vavb

em C(0)
por vawvb resulta em um ilo muito bom C de TT tal que (T, F, U, C(0), C) é

bom, o que ompleta a prova para este aso.

Um aminho P = v0 · · · vr de tamanho pelo menos 3 em T é maximal, se v1 e vr−1 possuem

pelo menos um vizinho em T que não seja folha. Note que v0 e vr são neessariamente

folhas de T .

Caso 2: Não existe aminho maximal P = v0 · · · vr em T tal que a árvore

T − ({v1} ∪ (NT (v1) \ {v2}))

possua ordem pelo menos 6 e diâmetro pelo menos 4.

Pelo Caso 1 e pela premissa do Caso 2, a árvore T é uma das doze mostradas na Figura 5.3.

Note que ada Ti possui uma folha u tal que Ti − u possui prisma omplementar

panílio. Portanto, omo nenhuma das árvores T1, . . . , T11 possui uma sub�oresta espe-

ial não-vazia, basta mostrar para todo i ∈ [11], um ilo bom C−
i de TiT i de tamanho

2|V (Ti)|−1 e um ilo muito bom Ci de TiT i de tamanho 2|V (Ti)| tal que (Ti, ∅, ∅, C
−
i , Ci)
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é bom. Analogamente, omo T12 é sua própria sub�oresta espeial de ordem máxima ge-

rada por {v1, v2, v4, v6, v7}, temos que f(T12) = 2|V (T12)| − def(T12) = 13 e basta mostrar

um ilo bom C−
12 de T12T 12 de tamanho 12 e um ilo muito bom C12 de T12T 12 de tama-

nho 13 tais que (T12, T12, {v1, v2, v4, v6, v7}, C
−
12, C12) seja bom. Tais ilos são mostrados

na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Cilos bons e muito bons das árvores na Figura 5.3.

i C−
i Ci

1 v1v2v2v7v7v6v6v4v4v5v5v3v1v1 v1v2v2v6v4v4v5v5v3v3v6v7v7v1v1
2 v1v2v3v4v5v6v7v7v3v6v2v5v1v1 v1v2v3v4v5v6v7v7v5v3v6v2v4v1v1
3 v1v2v3v3v5v5v6v6v4v4v7v7v1v1 v1v2v3v3v5v5v6v6v2v4v4v7v7v1v1
4 v1v2v2v6v6v5v7v7v4v4v3v3v1v1 v1v2v2v6v6v5v7v7v4v4v3v3v5v1v1
5 v1v2v2v4v6v6v5v7v7v8v8v4v3v3v1v1 v1v2v2v4v6v6v5v7v7v8v8v4v3v3v5v1v1
6 v1v3v2v2v4v4v5v5v3v7v7v6v8v8v1v1 v1v3v2v2v6v4v4v5v5v3v7v7v6v8v8v1v1
7 v1v4v7v7v3v3v2v2v6v6v5v5v1v1 v1v4v7v7v3v3v2v2v4v6v6v5v5v1v1
8 v1v5v5v2v2v4v3v3v7v7v6v6v1v1 v1v5v5v2v2v4v3v3v7v7v6v6v4v1v1
9 v1v5v8v8v2v2v4v3v3v5v7v7v6v6v1v1 v1v5v8v8v2v2v4v3v3v5v7v7v6v6v4v1v1
10 v1v5v5v8v8v6v7v7v3v3v4v2v2v6v1v1 v1v5v5v8v8v6v7v7v3v3v4v2v2v6v4v1v1
11 v1v5v9v9v4v7v7v6v8v8v2v2v4v3v3v6v1v1 v1v5v9v9v4v7v7v6v8v8v5v2v2v4v3v3v6v1v1
12 v1v3v2v2v5v3v6v6v5v7v7v1v1 v1v3v2v2v5v3v6v6v5v7v7v4v1v1

Tendo em vista o Caso 2, podemos assumir agora que P = v0 · · · vr é um aminho maximal

em T , tal que T − ({v1} ∪ (NT (v1) \ {v2})) possui ordem pelo menos 6 e diâmetro pelo

menos 4. Pelo Caso 1, podemos assumir que o grau de v1 é 2 ou 3.

A seguir onsideramos mais sub-árvores T (i)
de T . A sub�oresta espeial máxima de

T (i)
será denotada por F (i)

e o onjunto que gera F (i)
será denotado por U (i)

. Além disso,

N (i)
denotará NT (i)(U (i)).

Caso 3: O grau de v1 em T é 2.

Sejam T (1) = T − {v0, v1} e T (2) = T − v0.

Primeiramente assumimos que v2 6∈ U (1)
. Isto implia que F (1) = F e portanto

f(T ) = f(T (1)) − 4. Se D é um ilo bom de T (1)T (1)
de tamanho ℓ que usa duas

arestas independentes vavb e vcvd, então podemos assumir que v1 é adjaente a va e a

vb. Substituindo vavb por vav1vb ou por vav1v1v0v0vb e/ou substituindo vcvd por vcv0vd,

permite onstruir ilos bons de TT de tamanhos ℓ + 1, ℓ + 2, e ℓ + 4. Note que, se D é

muito bom, então também os ilos onstruídos serão muito bons. Por indução, existem

ilos C(1)−
e C(1)

em T (1)T (1)
tais que (T (1), F (1), U (1), C(1)−, C(1)) é bom. Apliando as
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extensões desritas aima a C(1)−
e a C(1)

implia a existênia de ilos C−
e C em TT

tais que (T, F, U, C−, C) é bom.

Em seguida assumimos que v2 ∈ U (1)
. Para uma ontradição, assumimos que v1 ∈

U (2)
. Isto implia que v2 ∈ U (1) ∩N (2)

. Por de�nição, todo vértie em U (1) ∩N (2)
possui

pelo menos 2 vizinhos em T (1)
que pertenem a U (2) ∩N (1)

, e todo vértie em U (2) ∩N (1)

possui pelo menos 2 vizinhos em T (1)
que pertenem a U (1) ∩N (2)

, ou seja, v2 enontra-se

em um subgrafo de T (1)
de grau mínimo pelo menos 2, o que é impossível porque T é

uma árvore. Logo v1 6∈ U (2)
. Isto implia que F (2) = F e portanto f(T ) = f(T (2)) − 2.

Por indução, existem ilos C(2)−
e C(2)

em T (2)T (2)
tais que (T (2), F (2), U (2), C(2)−, C(2))

é bom. Como v1 possui grau 2 em T (2)T (2)
, o ilo C(2)

ontém o aminho v1v1v2. Visto

que C(2)
é muito bom, C(2)

ontém três arestas independentes, sejam vavb, vcvd, e vevf ,

de T (2)
. Claramente podemos assumir que v1 não é inidente a vavb ou a vcvd. Visto

que v1 é adjaente a todos os vérties em V (T (2)) \ {v2}, podemos assumir ainda que v1

é adjaente a va nem a vb. Substituir a aresta vavb pelo aminho vav0vb resulta em um

aminho muito bom C−
de TT de tamanho f(T ) − 1. Substituir as duas arestas vavb e

v1v1 de C
(2)

ou pelos aminhos vav1 e vbv0v0v1 ou pelos aminhos vbv1 e vav0v0v1 resulta

em um ilo muito bom C de TT de tamanho f(T ), ou seja, (T, F, U, C−, C) é bom.

Caso 4: O grau de v1 em T é 3.

Seja w0 o vizinho de v1 diferente de v0 e de v2. Seja T (3) = T − {v0, v1, w0}.

Se v2 ∈ U , então v1 ∈ N e v0, w0 ∈ U . Isto implia que F −{v0, v1, w0} é uma �oresta

espeial induzida de T (3)
. Lema 5.2.5 implia que V (F ) \ {v0, v1, w0} é um subonjunto

de V (F (3)) e portanto U \ {v0, v1, w0} é um subonjunto de U (3)
, o que implia v2 ∈ U (3)

.

Isto implia que T [V (F (3)) ∪ {v0, v1, w0}] é uma sub�oresta espeial induzida de T . Com

isso, obtemos f(T ) = f(T (3))− 6.

Se v2 6∈ U , então v0, v1, w0 6∈ V (F ) e F é uma �oresta espeial induzida de T (3)
. Se

v2 ∈ U (3)
, então, pelo Lema 5.2.5, U ∪ U (3) ∪ {v0, w0} gera uma sub�oresta espeial de T

uja ordem é maior do que a ordem de F , o que é uma ontradição. Logo v2 6∈ U (3)
, o

que implia que F (3)
é uma �oresta espeial induzida de T . Novamente obtemos f(T ) =

f(T (3))− 6.

Por indução, existem dois ilos C(3)−
e C(3)

tais que (T (3), F (3), U (3), C(3)−, C(3)) seja

bom. Sejam vavb, vcvd, e vevf as três arestas independentes utilizadas pelo ilo muito

bom C(3)
. Claramente podemos assumir que v1 é adjaente a va e a vb. Substituir vavb

por vav1vb e/ou vcvd por vcv0vd e/ou vevf por vew0vf em C(3)
resulta em ilos de TT
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de tamanhos f(T ) − 5, f(T ) − 4, e f(T ) − 3. Substituir vavb por vav1v1v0v0vb em C(3)

resulta em um ilo de TT de tamanho f(T )− 2. Substituir vavb por vaw0w0v1v0v0vb em

C(3)
resulta em um ilo bom C−

de TT de tamanho f(T ) − 1. Finalmente, substituir

vavb por vav1vb e vcvd por vcw0w0v1v0v0vd em C(3)
resulta em um ilo muito bom C de

TT de tamanho f(T ). Resulta no geral que (T, F, U, C−, C) é bom, o que ompleta a

prova.
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Figura 5.1: O aminho P5, a árvore K ′
1,3, e a árvore T ∗

.

T
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v3
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Figura 5.2: A sub�oresta espeial máxima F de T é gerada por {u1, . . . , u8}. Consiste nas
duas omponentes F1 gerada por {u1, . . . , u5} e F2 gerada por {u6, u7, u8}. A aresta v2v3
pertene a T mas não a F . Os vérties w1 e w2 não pertenem a qualquer sub�oresta

espeial. O dé�it de F é 2.
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Figura 5.3: Doze árvores T1, . . . , T12.



Capítulo 6

Conlusão

Este apítulo arremata a tese apresentando resultados obtidos e possibilidades de traba-

lhos futuros.

6.1 Resultados Obtidos

O desenvolvimento de propriedades teórias de uma estrutura matemátia enriquee nossa

bibliotea de soluções do respetivo ampo de onheimento. Várias situações da vida

real podem ser modeladas omo problemas em grafos. A partir daí, os onheimentos

disponíveis na Teoria dos Grafos podem ser utilizados para tratar o problema espeí�o.

Neste trabalho, estudamos a operação de produto de grafos, om ênfase no produto arte-

siano e no produto omplementar (uma generalização do produto artesiano). A Seção 2.2

possui um tópio espeí�o sobre a ontextualização e motivação para estudo do produto

artesiano de grafos.

Dando ontinuidade às pesquisas do produto artesiano, foram desenvolvidas propri-

edades sobre a existênia de emparelhamentos perfeito e quase-perfeito no grafo gerado

pelo produto artesiano em função de seus fatores. Com estes resultados, foram desen-

volvidas propriedades sobre o número desemparelhante do grafo gerado pelo produto, um

trabalho iniiado no mestrado que foi reformulado e omplementado durante o douto-

rado, �nalizando om a publiação Mathing Prelusion Number in Cartesian Produt of

Graphs and its Appliation to Interonnetion Networks [5℄.

Os resultados publiados em [5℄ tratavam da existênia de emparelhamento perfeito

no grafo fator ser ondição su�iente para que o grafo gerado pelo produto artesiano fosse

emparelhável, onforme demonstrado no Lema 4.2.1. A pergunta que permaneia era se
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a existênia de emparelhamento perfeito também seria ondição neessária. Foi provado

que não é ondição neessária (Proposição 4.2.14).

Para redes em que é essenial ada proessador possuir a qualquer instante um par-

eiro espeial, se o número desemparelhante do grafo que modela a topologia subjaente

for grande, signi�a que a respetiva topologia será robusta no aso de falha de aresta

[23℄. Ou seja, o número desemparelhante é um ritério topológio relaionado à tolerânia

a falhas. Este fato motivou estudos aera do número desemparelhante � e respetivos

onjuntos desemparelhantes � de lasses de grafos utilizadas omo topologia de rede de

interonexão [13, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 36, 37, 38, 68, 78, 79, 82, 83, 90, 110, 117℄.

O produto artesiano de grafos é onsiderado um adequado sintetizador de topologias por

herdar as propriedades dos grafos fatores de forma interessante do ponto de vista dos

ritérios topológios omumente analisados. O Teorema 4.2.4 possibilitou o álulo do

número desemparelhante de algumas topologias de rede de interonexão que são produto

artesiano de grafos, a saber: hiper-Petersen (Corolário 4.2.6); Petersen n-dobrado (Co-

rolário 4.2.7); ubo-Petersen dobrado (Corolário 4.2.8); hiper-estrela (Corolário 4.2.9);

estrela-ubo (Corolário 4.2.10); hiperubo (Corolário 4.2.5 - prova alternativa à apresen-

tada em [23, Teorema 12℄). O Teorema 4.2.4 também permitiu observar uma propriedade

desejável do produto artesiano: a otimalidade do número desemparelhante é herdada dos

grafos fatores, quando eles possuem número par de vérties. Ou seja, se duas topologias

de tamanho par forem ótimas em relação ao número desemparelhante, a topologia riada

pelo produto delas também será. Essa observação reforça o produto omo boa estratégia

para riação de topologias.

Foi veri�ado que os problemas bloqueador minimal e desemparelhante, apesar de

muito similares, aparentemente vêm sendo estudados de maneira independente um do

outro, omo se estivessem desonetados na Literatura. Expliitamos esta onexão para

que resultados de ambos problemas sejam onsolidados e melhor disseminados / apliados.

Em relação à omplexidade, o problema do número desemparelhante pareia ser NP-

Completo, a julgar pelo volume de trabalhos que estudavam o problema para lasses

espeí�as. Neste trabalho a suspeita foi validada. Para grafos bipartidos, o problema é

NP-Completo (Teorema 4.4.4, submetido em [48℄). Para lasses de grau mínimo limitado,

o problema é polinomial (Proposição 4.4.1), omo no aso de árvores (Proposição 4.4.2)

e grafos planares (Proposição 4.4.3).

Foi estudado também o produto omplementar de grafos, introduzido em 2007 [62℄

omo generalização do oneito de produto artesiano. Mais espei�amente, investigamos
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a hamiltoniidade no prisma omplementar � um aso partiular do produto omplemen-

tar. Respondendo parialmente a questões em aberto em [62℄, provemos uma arateriza-

ção da irunferênia do prisma omplementar TT de uma árvore T e mostramos que TT

possui ilos de todos os tamanhos entre 3 e sua irunferênia (Teorema 5.2.2, publiado

em [85℄).

6.2 Trabalhos Futuros

O produto artesiano de grafos é uma operação om muitas propriedades ainda a serem

estudadas. É um tema fértil para trabalhos futuros e igualmente amplo pois perorre

todos os demais temas lássios da Teoria de Grafos. Estas propriedades preisam ser

investigadas, e então inorporadas ao onheimento ientí�o da humanidade.

Nesta seção apresentamos re�exões sobre emparelhamento, matrizes e produto arte-

siano. São expliitadas abordagens alternativas a serem utilizadas para estudo de propri-

edades relaionadas a estes temas. Como trabalho futuro espeí�o, perguntamos omo

araterizar os grafos fatores que não são emparelháveis mas ujo seu quadrado (no pro-

duto artesiano) seja emparelhável.

Matrizes e Problemas de Emparelhamento

Neste tópio reordamos a relação entre enontrar a ardinalidade do emparelhamento

máximo de um grafo e o problema de alular o posto da matriz de adjaênias antis-

simétria (a matriz de Tutte) do respetivo grafo. Depois reapresentamos o problema

desemparelhante / d-bloqueador em termos de seu problema algébrio subjaente, vi-

sando reforçar a ideia que podemos apliar resultados da Álgebra Linear para resolver

problemas de Emparelhamento, e vie-versa.

Seja G(V,E) um grafo simples e seja A sua matriz de adjaênias:

ai,j = aj,i =







1, se vivj ∈ E

0, aso ontrário.

Para ada aresta ij ∈ E, seja xi,j uma indeterminada. Construímos a matriz de Tutte

T omo a seguir:
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ti,j =























xi,j , se ai,j = 1 e i < j

−xi,j , se ai,j = 1 e i > j

0, aso ontrário.

Tutte[107℄ provou que G admite emparelhamento perfeito se e somente se det T não

for identiamente zero nas variáveis xi,j . Em outras palavra, T deve ser não singular.

Lovász[81℄ generalizou o teorema de Tutte para mostrar que o posto da matriz de Tutte

é a ardinalidade do emparelhamento máximo no respetivo grafo.

Portanto, o problema d-bloqueador pode equivalentemente ser de�nido omo o on-

junto de ardinalidade mínima de variáveis xi,j a serem assumidas om o valor zero de

modo que o posto da matriz antissimétria diminua em d unidades; e o problema desem-

parelhante é o onjunto de ardinalidade mínima de variáveis xi,j a serem assumidas om

o valor zero de modo a tornar não-singular a matriz-antissimétria. Ao fazer esta orre-

lação, podemos apliar resultados da teoria de emparelhamento nos problemas algébrios

subjaentes, e vie-versa. Por exemplo, os resultados relaionados à omplexidade do pro-

blema desemparelhante podem ser adiionalmente apliados aos seu problema algébrio

subjaente.

Produto Cartesiano e Matrizes e Emparelhamentos

Neste tópio é apresentado o onheido efeito do produto artesiano de grafos na respetiva

matriz de adjaênias. É interessante onheer este efeito para auxiliar na desoberta de

propriedades da operação do produto a partir da análise da matriz orrespondente, ou

seja, por abordagem algébria.

Seja G um grafo om matriz de adjaênias AG e seja H um grafo om matriz de

adjaênias AH . A matriz de adjaênias do grafo gerado pelo produto artesiano G�H

é dada por:

AG �H = AG ⊗ I|V (H)| + I|V (G)| ⊗ AH

onde In denota a matriz identidade de tamanho n e ⊗ denota o produto de Kroneker

(reordado a seguir).

Seja A uma matriz m×n e seja B uma matriz p× q. O produto de Kroneker A⊗B

é a matriz m · p× n · q tal omo a seguir:



6.2 Trabalhos Futuros 75

A⊗ B =









a11B · · · a1nB
.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1B · · · amnB









Exemplo do produto de Kroneker:

[

2 1

3 5

]

⊗

[

4 3

6 0

]

=















2 · 4 2 · 3 1 · 4 1 · 3

2 · 6 2 · 0 1 · 6 1 · 0

3 · 4 3 · 3 5 · 4 5 · 3

3 · 6 3 · 0 5 · 6 5 · 0















=















8 6 4 3

12 0 6 0

12 9 20 15

18 0 30 0















Tomemos omo exemplo para análise da matriz de adjaênias do produto artesiano

o grafo ilustrado na Figura 4.5 (página 53) e refereniado na demonstração da Proposi-

ção 4.2.14. Então G é assim de�nido: V (G) = {g1, g2, g3, g4, g5, g6} e E(G) = {g1g4,

g1g5, g1g6, g2g4, g3g4}. E tomemos H ∼= G.

A matriz de adjaênias de G, denotada por AG, está representada na Tabela 6.1.

Nota-se que os onjuntos {g1, g2, g3} e {g4, g5, g6} são uma bipartição de V (G).

Tabela 6.1: Matriz de Adjaênias de G

AG g1 g2 g3 g4 g5 g6

g1 0 0 0 1 1 1

g2 0 0 0 1 0 0

g3 0 0 0 1 0 0

g4 1 1 1 0 0 0

g5 1 0 0 0 0 0

g6 1 0 0 0 0 0

A matriz de adjaênias do produto artesiano G � H , dada por AG �H = AG ⊗

I|V (H)|+ I|V (G)|⊗AH , está representada na Tabela 6.2. Para failitar a visualização, estão

em brano os bloos ujos valores são zero. Notemos omo a matriz de adjaênias do

grafo G e do grafo H ∼= G, ombinada om a matriz identidade, ompõe a matriz do grafo

gerado pelo produto artesiano.

Vamos analisar o emparelhamento perfeito na matriz de adjaênias AG �H . Podemos

pensar em um jogo em que devemos seleionar 1's de modo que não exista 1 seleionado na

mesma linha nem na mesma oluna. O objetivo é ter uma seleção em ada linha/oluna

da matriz. Visto que a matriz é simétria e que o grafo equivalente é bipartido, se

organizarmos a matriz de tal forma, podemos nos onentrar em um dos quadrantes

preenhidos. A tabela 6.3 adota esta organização e mostra uma seleção que representa
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um emparelhamento perfeito. Tal emparelhamento é exatamente o exemplo mostrado na

Proposição 4.2.14, na qual é demonstrado que a existênia de emparelhamento perfeito

no grafo fator não é ondição neessária para que o grafo gerado pelo produto artesiano

seja emparelhável.

Interessante notar omo a matriz de adjaênias AG (uja respetiva matriz de Tutte

é singular) ompõe a matriz AG �G gerada pelo produto artesiano G�G (uja respetiva

matriz de Tutte é não-singular). Quais araterístias de G geram este efeito? Ou seja,

omo araterizar os grafos fatores que não são emparelháveis mas ujo seu quadrado (no

produto artesiano) seja emparelhável? É uma pergunta que �a para trabalhos futuros.
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Tabela 6.2: Matriz de Adjaênias de G�H

A g 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6

g h 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 2 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 3 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 4 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

1 5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

1 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

2 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

2 3 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

2 4 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

2 5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

2 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

3 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0

3 2 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

3 3 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

3 4 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

3 5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

3 6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

4 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

4 2 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

4 3 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

4 4 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0

4 5 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

4 6 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

5 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

5 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

5 3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

5 4 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0

5 5 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

5 6 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

6 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

6 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

6 3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0

6 4 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0

6 5 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

6 6 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
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Tabela 6.3: Matriz de Adjaênias de G�H , om organização por bipartição e indiação

do emparelhamento perfeito

A g 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5 6 6 6 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5 6 6 6

g h 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 2 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 3 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

2 1 1 1 1 1 0 0

2 2 1 0 0 0 1 0

2 3 1 0 0 0 0 1

3 1 1 1 1 1 0 0

3 2 1 0 0 0 1 0

3 3 1 0 0 0 0 1

4 4 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1

4 5 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0

4 6 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0

5 4 1 0 0 1 1 1

5 5 0 1 0 1 0 0

5 6 0 0 1 1 0 0

6 4 1 0 0 1 1 1

6 5 0 1 0 1 0 0

6 6 0 0 1 1 0 0

1 4 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 5 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 6 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

2 4 1 1 1 1 0 0

2 5 1 0 0 0 1 0

2 6 1 0 0 0 0 1

3 4 1 1 1 1 0 0

3 5 1 0 0 0 1 0

3 6 1 0 0 0 0 1

4 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1

4 2 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0

4 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0

5 1 1 0 0 1 1 1

5 2 0 1 0 1 0 0

5 3 0 0 1 1 0 0

6 1 1 0 0 1 1 1

6 2 0 1 0 1 0 0

6 3 0 0 1 1 0 0
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APÊNDICE A -- Artigo: Brush your Trees! [96℄

Preâmbulo

Conforme menionado no Capítulo de Introdução, durante a pesquisa estudamos o pro-

blema de limpeza em grafos no produto artesiano. Em [24℄ Bryant et al. propuseram

uma variação para o problema de esovação e estudaram o respetivo número de esova-

ção para produtos artesianos e árvores. Os resultados para produtos artesianos eram

iniiais, então o objetivo ao adentrar pelo tema foi ontribuir om o desenvolvimento de

novos resultados do problema para a operação do produto. Mas no aminho desenvolve-

mos resultados do problema para árvores, respondendo uma questão em aberta no mesmo

artigo [24℄, sendo proposta uma prova mais simples para o seu prinipal resultado. Os re-

sultados foram publiados em [96℄ e, omo não estão relaionados diretamente ao produto

de grafos, o respetivo trabalho não foi disposto nos apítulos desta tese, mas disponível

neste Apêndie om seu onteúdo original publiado.

A.1 Introdution

In [1℄ Bryant et al. propose and study a natural variant of graph leaning problems onsi-

dered in [3, 4℄. Some `brushes' are loated on the verties of a graph G, whose verties are

initially onsidered `ontaminated'. Now the verties `�re' one after the other. Whenever

a vertex u �res, it is leaned from the ontamination and some brushes loated at u are

sent along the edges of G to ontaminated neighbors of u. To eah suh neighbor at least

one brush has to be sent, whih means that u an only �re if there are su�iently many

brushes at u. One a vertex is leaned it remains so, that is, there is no reontamination.

Unlike in [4℄, Bryant et al. [1℄ allow an arbitrary number of brushes to be moved along

the edges of G. The graph is suessfully `leaned' by this proess, if eah vertex �res

exatly one.
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The relevant parameter in this ontext is the brush number B(G) of G de�ned as the

minimum number k with the property that there is an initial distribution of k brushes

among the verties of G and a linear order of the verties of G suh that, if the verties

of G �re in this order and the brushes are moved in a suitable way, then the entire graph

an be suessfully leaned. Considering the paths followed by individual brushes in this

proess, Bryant et al. show that the brush number of G equals the minimum number k

for whih there is an ayli orientation D of G and k direted paths P1, . . . , Pk in D suh

that every ar of D belongs to at least one of these paths. An observation impliit in the

proof of Lemma 2.4 in [1℄ is that a suitable linear order in whih the verties may �re

orresponds to a topologial order of the ayli digraph D. Furthermore, a reversibility

property noted in [1℄ (f. Theorem 3.1) follows immediately by inverting the orientation

of D and the Pi.

As their main result Bryant et al. show that the brush number of a tree with ℓ leaves

is at least ⌊ ℓ+1
2
⌋ and at most ⌈ ℓ+1

2
⌉, that is, for odd ℓ, the brush number equals

ℓ+1
2

and,

for even ℓ, there are exatly two possible values. Solving a problem posed in [1℄ we show

that the trees with an even number ℓ of leaves and brush number

ℓ
2
an be reognized

e�iently. Furthermore, we provide a simpler proof of their main result.

A.2 Almost nowhere-zero �ows on trees

Let T be a tree. As noted above the brush number of T is the minimum number k suh

that there is an orientation D of T and a set P of at most k direted paths in D suh that

every ar of D belongs to at least one path in P. Sine T is a tree, every orientation of T

is trivially ayli. It is an easy observation already made in [1℄ that, possibly inverting

the orientation of some edges of T as well as extending and possibly inverting some of the

paths in P, we may assume that eah path in P starts and ends at a leaf of T .

Assigning to eah ar e of D, the number f(e) of paths in P that ontain e, we obtain

a funtion f : A(D) → Z suh that,

(i) f(e) 6= 0 for every ar e of D, and

(ii) exf(u) = 0 for every vertex u of D that is not a leaf of T ,

where

exf (u) =
∑

v∈N−

D
(u)

f((v, u))−
∑

v∈N+
D
(u)

f((u, v)).
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Let u be a leaf of T and let v be its neighbor. If (u, v) is an ar of D, then exf (u) =

−f((u, v)) < 0, and exatly −exf(u) of the paths in P start at u. Conversely, if (v, u) is

an ar of D, then exf(u) = f((v, u)) > 0, and exatly exf(u) of the paths in P end at u.

Altogether, this implies that

(iii) k =
∑

u∈V (T )

max{exf(u), 0}.

These observations lead to another haraterization of the brush number of a tree.

Proposition 1. If D is an arbitrary orientation of a tree T , then the brush number of

T is the minimum k suh that there is a funtion f : A(D) → Z satisfying (i), (ii), and

(iii).

Proof: If T has brush number k, then the existene of f follows from the above

omments and the observation that inverting an ar a of D and replaing f(a) by −f(a)

does not a�et the properties (i), (ii), and (iii). Conversely, if f satis�es (i), (ii), and (iii),

then inverting some ars of D and replaing some f -values by their negatives, we may

assume that f only assumes positive values. Now it follows from standard arguments in

�ow theory going bak to Gallai [2℄, that f is the sum of unit-�ows along k direted paths

in D starting and ending at leaves of T , whih implies that the brush number of T is at

most k. �

Note that f is lose to a nowhere-zero Z-�ow on D. Adding a new vertex u∗
to D and

joining u∗
to the leaves of T by ars of arbitrary orientation, a funtion f as in Proposition

1 an easily be extended to a nowhere-zero Z-�ow on the extended digraph.

A.3 Trees with 2k leaves and brush number k

Let T be a tree with 2k leaves. Let r be a leaf of T . Let D arise by direting all edges of T

towards r, that is, we root T in r. Proposition 1 implies that T has brush number k if and

only if there is a funtion f : A(D) → Z satisfying (i), (ii), and (iii). Sine |exf(u)| ≥ 1

for every leaf u and all exf -values sum to 0, this implies that there are exatly k leaves of

T with exf (u) = 1 and exatly k leaves of T with exf(u) = −1. Possibly by replaing f

with −f , we may assume that exf(r) = 1.

We onsider potential andidates for the funtion f restrited to suitable subdigraphs

of D.
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Let x be a vertex of D that is distint from r. Let Dx denote the subdigraph of D

that ontains all verties u of D for whih D ontains a direted u-x-path, that is, Dx is

the subtree of D rooted at x. Let B(x) be a set of integers suh that b ∈ B(x) if and only

if there is a funtion g : A(Dx) → Z suh that

• g(e) 6= 0 for every ar e of Dx,

• exg(u) = 0 for every vertex u of Dx that is distint from x and not a leaf of T ,

• exg(u) ∈ {−1, 1} for every vertex u of Dx that is a leaf of T , and

• exg(x) = b,

that is, B(x) ontains all possible values for
∑

u∈N−

D
(x)

f((u, x)). Note that if x is a leaf of T

that is distint from r, then Dx onsists of only one vertex, and B(x) = {−1, 1}.

Lemma 2. If s is the neighbor of r in T , then T has brush number k if and only if

1 ∈ B(s).

Proof: Let g : A(Ds) → Z satisfy the above onditions with exg(s) = 1. If f : A(D) →

Z is suh that f((s, r)) = 1 and f(a) = g(a) for all a ∈ A(D) \ {(s, r)}, then f satis�es

(i), (ii), and (iii). �

For two sets A and B of integers, let A+B = {a+ b : a ∈ A and b ∈ B}.

Lemma 3. If x is a vertex of D that is distint from r and N−
D (x) = {y1, . . . , yd}, then

B(x) =
d

∑

i=1

(B(yi) \ {0}).

Proof: If b is an element of B(x) and g is the orresponding funtion, then b =

exg(x) = g((y1, x)) + · · · + g((yd, x)) where g((yi, x)) 6= 0 for every i. Restriting g to

Dyi implies that g((yi, x)) belongs to B(yi) \ {0} for eah i. Conversely, if bi belongs to

B(yi) \ {0} for eah i, and gi is the orresponding funtion, then setting g((yi, x)) = bi

and g(a) = gi(a) for a ∈ A(Dyi) yields a funtion g, whih implies b1+ · · ·+ bd ∈ B(x). �

See Figure A.1 for an illustrating example.

Theorem 4. Trees with 2k leaves and brush number k an be reognized in polynomial

time.
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Figura A.1: A rooted tree with 6 leaves. Note that B(x1) = {−1, 1}, B(x2) = {−2, 0, 2},
B(x3) = {−4, 0, 4}, and B(s) = {−5,−3, 3, 5}. Sine 1 6∈ B(s), the tree does not have

brush number 3.

Proof: In view of Lemma 2 it su�es to argue that B(s) an be determined e�iently.

If fat, sine B(x) ⊆ {−n(T ), . . . , 0, . . . , n(T )} and A + B + C = (A + B) + C, Lemma

3 implies that all sets B(x) for x ∈ V (T ) \ {r} an be determined in polynomial time

proessing the verties of T aording to their distane from r. �

A.4 Trees with 2k − 1 leaves have brush number k

Let T be a tree with 2k − 1 leaves. Sine the brush number of T is obviously at least

⌈2k−1
2

⌉, a lower bound of k is immediate. It remains to show that k is also an upper

bound. The proof given in [1℄ for this fat relies on a ompliated and laborious lemma

(f. Lemma 6.5). Our motivation to reprove this main result from [1℄ is to present a

simpler, shorter, and more transparent argument.

Let r, D, Dx, and B(x) for x ∈ V (D) \ {r} be exatly as in Setion A.3, that is, we

again selet an arbitrary leaf r of T and root T in r.

For every vertex x of D that is distint from r, we onsider a seond set B′(x) of

integers de�ned as follows. If x is a leaf of T , then let B′(x) = {−3,−1, 1}. If x is not a

leaf of T , then b ∈ B′(x) if and only if there is a funtion g : A(Dx) → Z and a direted

path Px in Dx between a leaf of T and x suh that

• g(e) 6= 0 for every ar e ∈ A(Dx) \ A(Px),

• g(e) 6= −1 for every ar e ∈ A(Px),

• exg(u) = 0 for every vertex u of Dx that is distint from x and not a leaf of T ,
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Figura A.2: On the left, a tree T with 5 leaves and a leaf r of T with its neighbor s. In
the middle, the digraph Ds together with the values of a funtion g that shows 0 ∈ B′(s).
The orresponding direted path Ps ontains the ars with g-values −3 and −2. On the

right, the digraph D together with a funtion f as in the proof of Lemma 5, showing that

the brush number of T is 3.

• exg(u) ∈ {−1, 1} for every vertex u of Dx that is a leaf of T and does not lie on Px,

• exg(u) ∈ {−1, 1, 3} for the unique vertex u of Dx that is a leaf of T and lies on Px,

and

• exg(x) = b.

Lemma 5. If s is the neighbor of r in T and 0 ∈ B′(s), then T has brush number k.

Proof: Let g : A(Ds) → Z satisfy the above onditions with exg(s) = 0. If f : A(D) →

Z is suh that f((s, r)) = 1, f(a) = g(a) for all a ∈ A(Ds) \ A(Ps), and f(a) = g(a) + 1

for all a ∈ A(Ps), then the desired result follows from Proposition 1. �

Note that the funtion f in the last proof orresponds to a `brushing' of the tree where

two brushes start or end at the leaf on Ps. See Figure A.2 for an illustrating example.

Lemma 6. If x is a vertex of D that is distint from r and N−
D (x) = {y1, . . . , yd}, then

B′(x) =

d
⋃

i=1



(B′(yi) \ {−1}) +
∑

j∈[d]\{i}

(B(yj) \ {0})



 .

Proof: The proof works exatly as the proof of Lemma 3. Note that (B′(yi)\{−1})+
∑

j∈[d]\{i}(B(yj) \ {0}) orresponds to the subset of B
′(x) for whih the path Px ontains

the edge (yi, x). On the edge (yi, x), the funtion g is not allowed to assume the value

−1, whih means that we have to remove −1 from B′(yi) when we determine the possible

values for exg(x). Similarly, we have to remove 0 from the other B(yj). �
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It is an immediate onsequene of Proposition 1 that ontrating an edge of a tree joining

verties of degree at least 3 does not inrease the brush number. Sine every tree an be

obtained from a tree of maximum degree at most 3 by suh ontrations, it su�es to

onsider trees of maximum degree at most 3. Similarly, ontrating an edge of a tree that

ontains a vertex of degree 2 does not hange the brush number. Therefore, as already

observed by Bryant et al. [1℄, we may assume in what follows that T has only verties of

degree 1 or 3.

The following lemma ontains the key observation.

Lemma 7. If x is a vertex of D that is distint from r and Dx ontains p leaves of T ,

then {−p− 2,−p, . . . , p− 2, p} ⊆ B′(x).

Proof: The proof is by indution on the number p of leaves in Dx. If p = 1, then x is

a leaf and B′(x) = {−3,−1, 1}. Now let p ≥ 2. Let N−
D (x) = {x1, x2}, and let pi be the

number of leaves in Dxi
for i ∈ {1, 2}. Let p1 ≥ p2.

Considering the all-1 and the all-(−1) funtions on Dx2 implies −p2, p2 ∈ B(x2)\{0}.

By Lemma 3, this immediately implies |B(x2)| = 2 if and only if p2 = 1 and thus

B(x2) = {−1, 1}. Furthermore, by a simple indutive argument, Lemma 3 implies that

|B(x2)| = 3 holds only if p2 is even and B(x2) = {−p2, 0, p2}.

If p1 is even, then, by indution and Lemma 6,

({−p1 − 2,−p1, . . . , p1 − 2, p1} \ {−1}) + {−p2, p2} = {−p− 2,−p, . . . , p− 2, p} ⊆ B′(x).

Hene we may assume that p1 is odd. As before we obtain {−p − 2,−p, . . . , p − 2, p} \

{−1− p2,−1+ p2} ⊆ B′(x). Therefore, it remains to show that −1− p2,−1+ p2 ∈ B′(x).

If |B(x2)| ≥ 4, then B(x2) ontains ±p′2 for some 0 < p′2 < p2. Sine −1−p2+p′2,−1+

p2 − p′2 ∈ B′(x1) \ {−1}, we obtain −1− p2,−1 + p2 ∈ B′(x). Hene we may assume that

|B(x2)| ≤ 3. If |B(x2)| = 2, then p2 = 1 and B(x2) = {−1, 1}. Sine −3 = −1− 2p2, 1 =

−1 + 2p2 ∈ B′(x1) \ {−1}, we obtain −2 = −1 − p2, 0 = −1 + p2 ∈ B′(x). Hene we

may assume that |B(x2)| = 3. This implies that p2 is even and B(x2) = {−p2, 0, p2}. If

p1 ≥ 2p2−1, then −1−2p2,−1+2p2 ∈ B′(x1)\{−1}, and hene −1−p2,−1+p2 ∈ B′(x).

Therefore, we may assume that p1 < 2p2 − 1. Sine p1 is odd, this implies p1 ≤ 2p2 − 3.

By indution applied to x2, this implies that −1− p2 + p1,−1 + p2 − p1 ∈ B′(x2) \ {−1},

and hene, by Lemma 6, we obtain −1− p2,−1 + p2 ∈ B′(x), whih ompletes the proof.

�
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It is easy to see that we atually have B′(x) = {−p− 2,−p, . . . , p− 2, p} in Lemma 7.

Theorem 8. The brush number of a tree with 2k − 1 leaves is k.

Proof: Let s be the neighbor of r in T . Sine Ds ontains all leaves of T exept for r,

Dx ontains an even number of leaves of T . Now Lemma 7 implies 0 ∈ B′(s) and Lemma

5 ompletes the proof. �

As observed by Bryant et al. [1℄, Theorem 8 easily implies that the brush number of a

tree with an even number 2k of leaves is at most k + 1.
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