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Resumo

O Problema Quadratico de Alocagao (QAP) é um classico problema de otimizagao com-
binatoria amplamente estudado e conhecido por ser muito dificil tanto do ponto de vista
tedrico como pratico. Neste problema, deve-se atribuir cada uma das N facilidades a cada
um dos N locais com o objetivo de minimizar uma fungao objetivo quadratica. Embora
bem menos estudado, o Problema Quadratico de Alocagao Generalizada (GQAP) é um
problema de grande interesse porque é uma generalizacao natural do QAP. O GQAP
consiste em alocar M facilidades a N locais, podendo cada local admitir mais de uma
facilidade desde que respeitada a capacidade do local, também minimizando uma funcao
objetivo quadratica.

Solugoes exatas para o QAP sao em geral obtidas pelo método branch-and-bound. Este
método, no entanto, requer um grande esfor¢co computacional, e bons limites inferiores
sao essenciais para podar mais cedo a arvore de busca. Os mais conhecidos limites inferi-
ores para algumas instancias do repositorio de referéncia (QAPLIB) sdo obtidos através
de um procedimento dual de subida especifico com base na Técnica de Reformulagao-
Linearization de nivel 2 (RLT2). Algoritmos branch-and-bound baseados neste procedi-
mento pertencem ao estado-da-arte na solucao exata para o QAP. Esta tese apresenta
trés propostas de algoritmos paralelos, duas para resolver o QAP e uma para o GQAP.

Para resolver o QAP, sao propostos dois algoritmos que empregam paralelismo em
diferentes niveis. O primeiro explora o paralelismo inerente ao método branch-and-bound
pela computacao simultanea de sub-arvores e o outro explora a paralelizagao do célculo do
limite inferior em cada n6 da arvore. O primeiro algoritmo foi implementado para execugao
em ambientes distribuidos, e o segundo, para execu¢ao em ambientes heterogéneos (CPUs-
GPUs). Além disso, a aplicac@o difere daquela da literatura na forma como as variaveis
duais sao atualizadas, que permitem melhorar o limite inferior obtido em muitos casos.
Sao apresentados resultados experimentais que mostram redugoes significativas de tempo
de execucao em relagao a trabalhos anteriores e que permitiram resolver de forma exata,
pela primeira vez, duas instancias do QAP: tai35b e tai40b.

Para lidar com o GQAP, foi generalizado o algoritmo dual de subida de Adams et al
(2007) e desenvolvido um branch-and-bound com base nele. Para melhorar esse algoritmo,
foi apresentado uma novo procedimento de busca do limite inferior que reduz a memoria
total necesséaria por um fator de N. E mostrado que todas as instancias da literatura tém
uma estrutura especial que permite que cada subproblema possa ser resolvido como um
problema de transporte. Os experimentos mostram que algoritmo proposto supera parte
dos melhores resultados dos métodos exatos conhecidos da literatura. Foram resolvidas 24
das 25 instancias avaliadas, onde 8 delas tiveram a otimalidade comprovada pela primeira
vez.

Palavras-chave: QAP, GQAP, RLT, sistemas distribuidos, GPUs.



Abstract

The Quadratic Assignment Problem (QAP) is a classical widely studied combinatorial
optimization problem that is known to be very hard from both a theoretical and practical
point of view. In this problem, one has to assign each of N facilities to one of N locations
aiming to minimize a quadratic objective function. Although much less studied than
the QAP, the Generalized Quadratic Assignment Problem (GQAP) is a problem of high
interest because it is a natural generalization of the QAP. In the GQAP, each of the
N locations may accommodate more than one of the M facilities if its capacity is not
exceeded, also minimizing a quadratic objective function.

Exact solutions of QAP and GQAP are typically obtained by the branch-and-bound
method. This method, however, potentially requires a high computational effort, and the
use of good lower bounds is essential to prune the search tree. The best known lower
bounds for some instances of the benchmark repository QAPLIB are obtained through
a specific dual-ascent procedure based on the Level-2 Reformulation Linearization Te-
chnique (RLT2). Branch-and-bound algorithms based on this procedure belong to the
state-of-the-art on exactly solving the QAP. This work presents three proposals for pa-
rallel algorithms, two to solve the QAP and one for GQAP.

To solve the QAP, we present two algorithms that employ parallelism in different
levels. We exploit the inherent parallelism of the branch-and-bound method by the si-
multaneous computation of subtrees, and also parallelize the RLT2 computation in each
node of the tree. The first algorihm was implemented to be executed on a distributed
environment, and the other, on a heterogeneous environment (CPUs-GPUs). Moreover,
our implementation differs from that of the literature in the way the dual variables are
updated, allowing improved lower bounds to be achieved in many cases. We also report
experimental results that show significant execution time reductions compared to previ-
ous works and allowed us to provide for the first time exact solutions for two instances of
QAP: tai3bb and tai40b.

To deal with the GQAP, we generalized the dual ascent procedure of Adams et al
(2007) and developed a branch-and-bound algorithm based on it. To improve this algo-
rithm, we give a new implementation for the bounding procedure that reduces the total
required memory roughly by a factor of N. We also show that all instances from the
literature have a special structure that allows each subproblem to be solved as a network
flow problem, which helps to accelerate the proposed implementation. Our experiments
show that the proposed algorithm overcomes the best known exact methods from the
literature. We solved 24 out of 25 instances from the literature, where 8 of them were
exactly solved for the first time.

Keywords: QAP, GQAP, RLT, distributed systems, GPUs.
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Capitulo 1

Introducao

O Problema Quadratico de Alocacao, ou Quadratic Assignment Problem (QAP), é um
classico e largamente estudado problema de otimizagao combinatoéria, conhecido por ser
muito dificil tanto pelo ponto de vista tedrico como pratico. Proposto inicialmente em [36]
o QAP consiste em encontrar uma alocagao de custo minimo de N objetos & N locais.
O QAP tem aplicagoes praticas em alocacao de objetos em departamentos, design de
placas de circuitos eletronicos, problemas de layout, planejamento de construcgoes, entre
outros. Dentre os estudos relacionados as aplica¢oes do QAP incluem-se: na solugao de um
grupo de problemas econémicos [33], com um framework para atribui¢ao de facilidades
e locagoes [26], andlises estatisticas [34], alocagbes em um campus universitario [20] e
tratando de um planejamento hospitalar [24]. Estudos mais detalhados para o QAP
podem ser encontrados em: [49], [48], [14] e [15].

Embora bem menos estudado do que QAP o Problema Quadrético de Alocacao Ge-
neralizada, ou Generalized Quadratic Assignment Problem (GQAP), é um problema de
grande interesse porque é uma generalizacao natural do QAP. O GQAP consiste em alo-
car M facilidades a N locais, podendo cada local admitir mais de uma facilidade desde
que respeitada a capacidade do local. O objetivo do GQAP é minimizar o custo total
proveniente das alocacoes e da soma dos produtos fluxo-distancia entre facilidades. Este
problema surge em muitas aplicacoes no mundo real, por exemplo, na alocagao de equi-
pamentos em uma industria [40], no gerenciamento de um péatio de armazenamento de

contéineres [18] e na alocagao de processos em uma rede de processadores [60].

Métodos exatos para a solucao do QAP, bem como para o GQAP, requerem um
alto poder computacional, por exemplo, para resolver uma instancia do QAP com 30
facilidades, Hanh et al. (2013) [30] levou 8 dias em um supercomputador composto de

32 maquinas Intel Xeon 2,2GHz e cerca de 700Gb de memoria principal compartilhada.
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Resolver instancias maiores que 30 facilidades é proibitivo para méquinas comerciais.

Os limites inferiores sao componentes essenciais para os procedimentos de branch-
and-bound, pois permitem descartar um maior niimero de solucoes alternativas na busca
pela solugao 6tima. Os limites alcangados em [11], [1] e [32] destacam-se como os mais
justos para o QAP. A proposta de Burer e Vandenbussche [11] consiste em relaxagoes
lift-and-project para problemas binarios inteiros, Adams et al. em [1]| apresentam um
algoritmo dual de subida baseado na técnica de reformulagao e linearizacao de nivel 2 e
Hahn et al.(2012) em [32| apresentam um algoritmo dual de subida baseado na técnica

de reformulacao e linearizagao de nivel 3.

A Técnica de Reformulacao e Linearizacao, ou Reformulation and Linearization Tech-
nique (RLT), foi apresentada em 2], [58] e [57], com o objetivo de gerar relaxagdes lineares
com limites inferiores justos para uma classe de problemas de programagao inteira mista
0-1. Para problemas envolvendo n variaveis, essa técnica estabelece n niveis hierarquicos
de relaxacao que convergem para o envoltorio convexo das solucoes inteiras do problema
original. Na literatura, aplicada ao QAP, encontramos a RLT de nivel 1, ou RLT1, em
[31], a RLT de nivel 2, ou RLT2, em [1], a RLT de nivel 3, ou RLT3, em [32], e uma
versao paralela, baseada em miltiplas threads, da RLT3 para execug¢ao em um cluster de
memoria compartilhada em [30]. Aplicada ao GQAP encontramos a RLT de nivel 1 em
[31].

Os trabalhos citados tém mostrado que quanto maior o nivel da RLT utilizada, mais
justo ¢ o limite inferior alcangado, entretanto, a memoria de trabalho (RAM) necesséria

para o processamento destes limites aumenta exponencialmente conforme cresce o nivel

da RLT.

Recentemente, unidades de processamento grafico, ou Graphics Processing Units
(GPUs), surgiram como um novo ambiente para computagao massivamente paralela. Du-
rante muitos anos, GPUs foram usadas para acelerar as aplicagoes da area de computacao
grafica. Atualmente estao integradas em cluster, grades computacionais e nuvens. As
GPUs fornecem um grande poder computacional com baixo consumo de energia compa-

rado aos ambientes distribuidos de igual poder.

Nao encontramos na literatura trabalhos que abordem métodos exatos para a solugao
do QAP ou GQAP que utilizem ambientes heterogéneos (CPUs e GPUs), apenas trabalhos
com o foco em heuristicas, como o proposto por Tsutsui et al.(2011) [65] com um algoritmo
baseado na técnica de otimizacao de colonia de formigas (ACO) e busca Tabu, e o de

Tsutsui et al.(2009) [64] utilizando algoritmos genéticos.
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1.1 Propostas, contribuicoes e organizacao da tese

O restante da tese estd organizada da seguinte forma:

O Capitulo 2 aborda o Problema Quadratico de Alocagao (QAP). O capitulo inicia
com a formulacao do problema e com os trabalhos relacionados. Em seguida, sao apre-
sentados dois algoritmos para a solugao exata do QAP, um para ser executado em um
ambiente distribuido e o outro para execugao em ambientes heterogéneos. O primeiro
algoritmo, nomeado de Dist-QAP-RLT3, consiste de uma versao distribuida do algoritmo
sequencial de Hahn et al.(2012)[32]. Este algoritmo utiliza a relaxagdo RLT3 para en-
contrar o limite inferior a cada n6é de uma arvore de branch-and-bound. A escolha do
algoritmo de Hahn et al.(2012)[32] baseia-se na analise comparativa entre os métodos
RLT2 e RLT3 apresentada também em [32]. Tal anélise mostra que para a execugao
de instancias com mais de 28 facilidades, os algoritmos Branch-and-bound baseados no
método RLT3 passam a ser vantajosos considerando o tempo de execucao. O desafio
estd na implementacao do algoritmo baseado na RLT3 pois, para instancias consideradas
dificeis, é necessaria uma quantidade de memoria proibitiva para maquinas comerciais.
Por exemplo, a memoria exigida pela RLT3, para uma instancia com 30 facilidades, ¢ da
ordem de 1,6TB. Para atacar essa questao, optamos por implementar uma versao dis-
tribuida para execugao em um cluster de maquinas comerciais. Uma versao distribuida
utilizando a RLT2, nomeada de Dist-QAP-RLT2, também foi avaliada nesta se¢ao. Os
testes e resultados foram organizados em duas partes, os limites alcancados no no raiz e

as estatisticas do branch-and-bound.

Contribuigoes do algoritmo proposto:

e Primeira proposta de um algoritmo distribuido utilizando a relaxagao RLT aplicada
ao QAP.

e Nos testes no no raiz, das 28 instancias avaliadas com o o Dist-QAP-RLT3, 26

alcancaram o melhor limite inferior da literatura, sendo 18 destes iguais ao 6timo.

Ainda no Capitulo 2 é apresentada uma versao modificada do algoritmo sequencial
de Adams et al. [1] para solugdo do QAP em ambientes heterogéneos ( CPUs e GPUs )
baseada na RLT de nivel 2. O algoritmo proposto, nomeado de GPU-QAP, tira proveito
dos bons limites alcancados pelo dual de subida RLT2 e do poder computacional das
GPUs com uma quantidade de memoria bem inferior ao utilizado pelo algoritmo dual

RLT3 de Hahn et al.(2013) [30]. Como no algoritmo anterior, os resultados alcangados
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foram organizados em duas partes, os limites alcancados no no raiz e as estatisticas do

branch-and-bound.

Contribuigoes do algoritmo proposto:

e Primeiro algoritmo branch-and-bound baseado na relaxacao RLT para a solugao do

QAP para ser executado em ambientes heterogéneos compostos de CPUs e GPUs.

e Uso do algoritmo de leildo de Bertsekas [9] para resolver os subproblemas da RLT?2
em substituigao ao algoritmo hiingaro adotado por Adams et al.[1]. Essa substitui¢ao

proporcionou ao dual de subida do algoritmo proposto obter melhores limites que o
sequencial RLT2 de [1].

e Foram propostas 2 estratégias que buscam reduzir a quantidade de memoria ne-
cessaria para o armazenamento da maior matriz utilizada na RLT2. A primeira
baseada no conceito de submatrizes complementares e a outra que armazena apenas
contetdo das variaveis duais. A primeira estratégia proporciona também a redugao
da quantidade operagoes de transferéncia de custos, impactando positivamente no

tempo de execugao da aplicagao.

e O GPU-QAP superou os melhores limites para as instancias de até 40 facilidades
da série taiNb do QAPLIB.

e Os resultados obtidos, com o algoritmo GPU-QAP, de acordo com a instancia,
chegam a ser 140 vezes mais rapidos e ocupam 97% menos memoria do que a solucao
baseada no dual RLT3 multithread de Hahn et al. (2013)[30]. Trabalho este que

possuia os melhores resultados publicados até entao para as instancias avaliadas.

e O algoritmo GPU-QAP foi capaz de resolver de forma exata, pela primeira vez, 2
instancias do QAP (tai35b e taid0b).

O Capitulo 3 trata do Problema Quadratico de Alocagao Generalizado (GQAP). Como
no anterior, este capitulo inicia com a formulagao do problema e com os trabalhos rela-
cionados. Em seguida é apresentado um algoritmo para a solugao exata do GQAP para
ser executado em um ambiente distribuido. O algoritmo, nomeado de Dist-GQAP-RLT?2,
consiste de um branch-and-bound distribuido para a solugao do GQAP, contendo o proce-
dimento dual de subida para encontrar o limite inferior baseado na relaxagao RLT de nivel
2. E mostrado também que todas as instancias da literatura tém uma estrutura especial

que permite que cada subproblema seja resolvido como um problema de transporte, o



1.1 Propostas, contribui¢oes e organizagao da tese 19

que ajuda a acelerar a implementacao proposta. Como no capitulo anterior, os testes e
resultados alcangados foram organizados em duas partes, os limites alcancados no noé raiz

e as estatisticas do branch-and-bound.

Contribuigoes do algoritmo proposto:

e O algoritmo contém o primeiro procedimento dual de subida baseado na relaxagao
RLT2 aplicado ao GQAP.

e O uso do algoritmo de maximizagao de fluxo e custo minimo de Ford [25] para tratar
cada subproblema da RLT2, o que proporciona melhores limites a cada n6 da arvore

do branch-and-bound.

e O uso das estratégias de reducao da quantidade de memoria necessaria para o ar-
mazenamento da maior matriz da RLT2, estratégias estas descritas no algoritmo

GPU-QAP.

e Das 25 instancias avaliadas pelo algoritmo proposto, 17 delas superaram os melhores

limites encontrados na literatura.

e O algoritmo proposto foi capaz de resolver 24 das 25 instancias avaliadas, onde 8

delas foram resolvidas de forma exata pela primeira vez.

No Capitulo 4 sao apresentadas as conclusoes finais. O Apéndice A contém uma
breve descrigao dos algoritmos de atribuicao linear utilizados nos algoritmos propostos
dessa tese. E, finalmente, o Apéndice B detalha o algoritmo de leilao adaptado para

execucao em GPUs e adotado no algoritmo GPU-QAP descrito no Capitulo 2.



Capitulo 2

O Problema Quadratico de Alocacao

O Problema Quadréatico de Alocagao (Quadratic Assignment Problem - QAP) consiste em
encontrar uma alocagao de custo minimo de facilidades aos locais. O custo total é obtido
pela soma dos produtos distancia-fluxo. O QAP pertence a classe dos problemas NP-
dificeis, comprovado por Sahni e Gonzales em [56|, e é considerado um dos mais dificeis
problemas de otimizagao combinatoéria. Instancias da ordem de N > 30 facilidades nao
podem, em geral, ser resolvidas de forma exata em um tempo computacional aceitavel

utilizando maquinas comerciais.

MATRIZ DE FLUXO

g

4

A
H\I/\ ARG
V—

Figura 2.1: Matriz de fluxo entre as facilidades

Para exemplificar o QAP considere um problema de arranjo fisico de objetos a locais.
No lado direito da Figura 2.1, temos uma matriz de dimensao 4 x 4 (N = 4), denominada
matriz de fluxo (f), contendo as interagoes entre facilidades (objetos) representadas no
lado esquerdo, onde cada coeficiente f;;. representa o fluxo entre a facilidade i e a facilidade

k.

Considere um conjunto de ambientes apresentados na Figura 2.2 com N = 4 locais e
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MATRIZ DE DISTANCIAS
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Figura 2.2: Matriz de distancia entre os locais

a matriz distancia (d), onde cada coeficiente dj, representa a distancia que é percorrida
do local j para o local n. Neste conjunto de ambientes devemos alocar as facilidades

mencionadas anteriormente.

a(2)=2

‘ a(4)=4

| im
Custo = f31 X daz)a1) + f13X da1)ae) + 32X da@)az) +

faax da@ja) + faax da)a@) + fa2X dagajarz)

Custo=3+3+10+7+3+3=29

Figura 2.3: Um exemplo de arranjo de facilidades nos locais e o custo correspondente

A Figura 2.3 apresenta um exemplo de arranjo das facilidades aos locais. O custo
desta disposicao é igual a soma dos produtos dos fluxos entre as facilidades pela distan-
cia, (Zfil Ejvzl fijdagiya(j) )- A procura pelo arranjo de menor custo é o objetivo dos

algoritmos para resolverem o QAP.
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2.1 Formulacao do QAP

A formulagao foi originariamente desenvolvida por Koopmans e Beckman em [36]. Dados
N locais, N facilidades, um fluxo f;; de cada facilidade ¢ para cada facilidade k, com
k # i, e uma distancia d;, de cada local j para cada local n, com n # j, x;; ¢ uma
variavel binaria de decisao que assume valor 1 se e somente se a facilidade 7 é atribuida
no local j, para todo i,7 = 1,..., N. O problema quadrético de alocagao (QAP) consiste

em atribuir cada facilidade ¢ a exatamente um local distinto j de modo a encontrar:

QAP:

N N N N

i=1 j=1 k=1 n=1

k#i n#j

N
sa. Yy x;=1VY j=1..N (2.2)

=1

N
> wy=1Vi=1.,N (2.3)

j=1
z;€{0,1} ¥V i=1,.,N; j=1,.,N (2.4)

Na fungao objetivo, Equagao (2.1), o termo quadrético representa o custo da interagao
entre as facilidades i e k, caso alocadas nos locais j e n, respectivamente. A Equagao (2.2)
restringe a alocagao de apenas uma facilidade para cada local e a Equagao (2.3) representa

a limitacao de ocupacao de apenas um local para cada facilidade.

Lawler [39] apresentou uma formulagao mais geral para o QAP acrescendo o 20. termo
na funcao objetivo, Equacao (2.5), com b;; representando o custo de alocagao da facilidade
i ao local j e a substituicao do produto f;zd;, pelo coeficiente de custo ¢;ji,. As restricoes
((2.2)-(2.3)) foram mantidas.

QAP _ GERAL:
N N N N N N
min Z Z Z Z CijknTijThn + Z Z biji; (2.5)
i=1 j=1 k=1 n=1 i=1 k=1

ki nj
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N
sa. Yy x;=1VY j=1..,N (2.6)

=1

N
awy=1Vi=1.,N (2.7)

j=1
z;€{0,1} ¥V i=1,..,N; j=1,.,N (2.8)

2.2 Trabalhos relacionados

2.2.1 Meétodos exatos para solucao do QAP

Uma estratégia para alcangar uma solucao exata de problemas muito complexos ¢ dividi-lo
em subproblemas menores. Os diferentes métodos utilizados para encontrar uma solugao
6tima global para o QAP compreendem branch-and-bound, planos de corte ou combinagoes

destes, como branch-and-cut, e programacao dinamica.

Os algoritmos do tipo branch-and-bound [39] sdo os mais conhecidos e utilizados como
método exato para a solu¢ao do QAP. O branch-and-bound é definido a partir de uma
regra de divisao do problema e de uma regra de corte que, em geral, é ditada por um limite
inferior do problema. Em [27] e [38] encontramos os primeiros esquemas enumerativos que

usam limites inferiores para eliminar solugoes nao desejadas.

Métodos de planos de corte aplicados ao QAP consistem em um refinamento continuo
de um conjunto de solugoes viaveis acrescentando inequagoes lineares (cortes). Introduzi-
dos por Bazaraa e Sheralli [8], sendo que tal método contribui para formulagao de algumas

heuristicas apesar de nao apresentarem resultados satisfatérios para o QAP.

A programagao dinamica é uma técnica utilizada em casos especiais do QAP onde a
matriz de fluxo é a matriz de adjacéncia de uma arvore. Estes casos foram estudados em
[17] que, utilizando a abordagem de Programacao Linear Inteira Mista (PLIM) e resolvem

o problema relaxado com um algoritmo de programagao dinamica.

Algoritmos branch-and-bound sao muito promissores para implementacao paralela ja
que cada ramo da arvore pode ser avaliado em uma unidade de processamento, até certo
ponto, independente dos demais. Através destas implementagoes se tem-se obtido os

melhores resultados para o QAP. O sucesso na resolucao de instancias maiores também
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esta diretamente relacionado ao avango tecnolégico alcancado em relacao ao hardware.

Destacamos aqui os algoritmos Branch-and-bound paralelos de Anstreicher et al. [4]
e o de Hahn et al. (2013) [30]. Anstreicher et al. [4] utilizaram um grid com 2510 CPUs
agrupados em clusters dispostos em varias localidades no EUA e na Italia. Os autores
resolveram de forma exata 4 instancias do site QAPLIB [13], sendo elas: Kra30a, Kra30b,
Tho30 e Nug30. Por este feito, Anstreicher et al. [4] receberam o prémio de melhor artigo
da Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM) Activity Group on Optimiza-
tion. Hahn et al. (2013) [30] executou uma versao multithread em um supercomputador
com 64 CPUs e 2TBytes de memoéria compartilhada e resolveu de forma exata a instancia
Tai30b, também do QAPLIB.

2.2.2 Limites inferiores para o QAP

A éarea mais estudada do QAP ¢ o célculo dos limites inferiores [15]. Os limites inferiores
sao componentes essenciais para os procedimentos de branch-and-bound, pois permitem
descartar um grande nimero de solugoes alternativas, podando mais cedo a arvore, na
busca pela solucao 6tima. Os limites inferiores para os métodos exatos, além de apre-
sentarem boa qualidade, precisam ser eficientes computacionalmente. Loiola et al. [41]
apresenta uma classificacao para os limites inferiores do QAP, organizando-os conforme
o método utilizado. A seguir uma breve descrigao, baseado em Loiola et al. [41], das

principais classes:

(i) Limites Gilmore-Lawler ( Gilmore-Lawler bound - GLB), [38]| e [27], foram os
primeiros limites propostos para o QAP. O GLB é simples de baixo custo computacional.
Sua inconveniéncia estda no gap que cresce acentuadamente com o aumento do tamanho

da instancia.

(i) Limites baseados em reformulagoes do GLB definem uma sequéncia finita de pro-
blemas equivalentes ou reformulagoes do problema original, em geral relaxacoes lineares,
e usam o limite de Gilmore e Lawler para cada reformulagao. Os limites obtidos mostram

boa qualidade, no entanto, os tempos de execucao costumam ser superiores aos demais.

Neste grupo estao o limites de Hahn e Grant, [31], Adams et al.[1] e Hahn et al.(2012)
[32]. Essas trés técnicas dependem de reformular o problema num espago dimensional mais
elevado, onde cada variavel representa um produto de dois, trés ou quatro das variaveis
originais. Conforme o framework proposto por Sheralli e Adams em [58], estas formulagoes

correspondem a reformulagoes de nivel um, dois e trés, respectivamente.
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(iii) Limites baseados em Métodos de Pontos Interiores: Nesta classificacao se en-
quadram os limites que usam uma relaxagao linear dada por programacao linear inteira
mista conjugada com métodos de pontos interiores, e com um algoritmo aproximado co-
nhecido por dual projetivo. Estes limites requerem alto esfor¢co computacional, nao sendo

recomendados para algoritmos do tipo branch-and-bound.

Os limites de Resende et al. [53| pertencem a esta classe, mas foram considerados
promissores apenas para pequenas instancias. Neste mesmo artigo, Resende et al. me-

lhorou o LB conhecido de 87% das instancias avaliadas utilizando técnicas baseados em
PLI do trabalho de Drezner [21].

(iv) Limites baseados em relaxagoes de Programagcao Linear Inteira Mista (PLIM):
Nesta classe, a solugao 6tima de um dual de programagao linear de um problema formulado
por PLIM é um limite inferior para o 6timo do QAP correspondente. Os limites de Drezner

[21] e Karisch et al. [35] sdo alguns que fazem parte dessa classificagao.

Em [21| é mostrado que os limites de GLB sao equivalentes a certos problemas de
programagcao linear e que com o acréscimo de novas restrigoes, limites mais justos sao

alcancados.

Em [35] é apresentado um dual framework que prové uma representacao unificada
de todos os limites existentes para o QAP baseados em linearizacao, [38], [27] e [31],
bastando definir pardmetros especificos de configuracao. Foi avaliado para instancias até

72 facilidades e alcangou melhores limites que Resende et al. [53].

(v) Limites Espectrais: abrangem 2 grupos de limites, os limites derivados da formu-
lacao por traco! de uma matriz e que depois resultou nos limites espectrais, e os limites
relacionados a Programacao Positiva Semidefinida. Os limites dessa classe sao melhores
em qualidade que os lineares, embora demandem um tempo computacional considera-
vel. Fazem parte desta classifica¢ao os limites apresentados por Anstreicher e Brixius [6],

Roupin [55], Burer e Vandenbussche [11], Franz [52] e Jiming et al. [50].

Em [6] sdo propostos novos limites baseados em programagao quadrética convexa e
programagao semidefinida. Os limites obtidos pela programacao quadratica convexa sao
reforcados pela projecao dos autovalores. Os resultados alcangados apresentam limites

competitivos com boa qualidade e baixo custo computacional.

Em [55] é proposto um método sisteméatico para derivar relaxacoes semidefinidas de

formulagoes quadraticas com variaveis bivalentes (assumem 2 valores). O método é apli-

1O traco é a soma dos elementos da diagonal principal da matriz
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cado ao QAP utilizando quaisquer igualdades quadraticas linearizadas feitas a partir das
restri¢oes de atribuicao. O autor informa ainda que essa abordagem é muito mais geral e
pode ser aplicada a muitos outros casos de problemas combinatérios como o K-cluster e

o problema de alocagao com restricao de memoria.

Em [11] é proposta uma reformulagao de nivel 1 refor¢ada por restri¢oes positivas
semidefinidas e projetada no espacgo de varidveis originais usando um método ampliado
lagrangiano. O seu método pode ser aplicado a problemas binarios em geral. Os limites
alcangados por essa técnica, para algumas instancias em aberto para o QAP, ainda nao

foram superados.

Em [52] sdo aplicadas algumas relaxagoes semidefinidas a formulagdo do QAP. Essas
relaxacgoes sao resolvidas aproximadamente pelo método Bundle. Os limites sao razoaveis
mas nao impactantes para superar os melhores limites conhecidos. O artigo nao apresenta
o tempo de execucao na obtencao dos limites, o que nao nos permite ter uma ideia de sua

eficiéncia computacional.

Em [50] é proposta uma relaxagdo em programagcao semidefinida-quadratica-linear
convexa para o QAP baseada em uma técnica de divisao de matrizes. Os autores relatam
apenas os valores dos limites inferiores obtidos através da resolucao de seu modelo usando

um solver de uso geral.

A Tabela 2.1 apresenta uma comparacao dos gaps obtidos nos melhores limites inferi-
ores encontrados na literatura para um grupo de instancias do QAPLIB [13]. A Tabela 2.1
esta disponivel no site do QAPLIB, http://anjos.mgi.polymtl.ca/qaplib/lowerbound.html.
Os limites alcangados por Burer e Vandenbussche [11], Adams et al.[1], e Hahn et al.

(2012)[32] destacam-se como os de melhor qualidade dos apresentados na tabela.

A Tabela 2.1 esta assim organizada: A primeira coluna contem a identificacao das
instancias utilizadas e encontradas no QAPLIB [13], nas demais colunas estao os gaps
alcancados, em sequencia, pelo algoritmo de Gilmore-Lawler (GLB62) em [27]; pela téc-
nica de ponto-interior de Resende et al. (RRD95) em [53]; pelo algoritmo dual de subida
usando o método RLT1 de Hahn and Grant (HG98) em [31]; pelo algoritmo dual de Ka-
risch et al. (KCEB99) em [35]; pela técnica de programacao quadratica de Anstreicher
and Brixius (ABO1) em [6]; pela técnica SDP de Rendl and Sotirov (RS03) em [52]; pela
técnica SDP de Roupin (R04) em [55]; pela técnica de lift-and-project SDP de Burer e
Vandenbussche (BV04) em [11]; pelo algoritmo dual de subida Hahn-Hightower RLT2
(HHO1) em [1], e pelo algoritmo dual de subida Hahn-Zhu RLT3 (HZ07) em [32].
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Ainda na Tabela 2.1, observa-se que os testes que alcangaram a solu¢ao 6tima (gap =
0,00%) tem o indicativo (*) e o(s) melhor(es) limite(s) da insténcia foi(ram) destacado(s)

em negrito.

Das técnicas apresentadas na Tabela 2.1, os algoritmos de Hahn-Hightower RLT2 de
Adams et al. [1] e o Hahn-Zhu RLT-3 de Hahn et al. (2012)[32] foram selecionados para
o célculo do limite inferior no branch-and-bound dos algoritmos propostos desta tese. A
escolha deve-se aos bons limites alcancados, embora o custo computacional seja bastante
desafiador. Ambos algoritmos selecionados fazem uso da Técnica de Reformulagao Line-
arizacao descrita na préxima subsecao, técnica cuja a implementacao permite a divisao

em subproblemas que podem ser processados de forma paralela.

2.2.3 RLT aplicada ao QAP

A técnica de reformulagao-linearizac¢ao, ou Reformulation-Linearization Technique (RLT),
foi desenvolvida inicialmente por Adams e Sheralli [2|, com o objetivo de gerar relaxagoes
justas para problemas de programacao linear convexos e nao continuos. Sheralli e Adams

[58] estenderam a reformulagao para varios niveis hierarquicos.

A RLT consiste de 2 etapas: a reformulacao e a linearizacao. Na etapa de reformu-
lacao, para problemas envolvendo n variaveis, a técnica estabelece n niveis hierarquicos
de relaxagao que convergem para o envoltorio convexo das solugoes inteiras do problema
original. Para um dado nivel k, & € {1,...,n — 1}, também denominado como RLTk,
ele utiliza todos os fatores polinomiais de grau k + 1 envolvendo k + 1 variéveis binarias
x. Na etapa de linearizacao variaveis auxiliares sao adicionadas, cada uma representando
um possivel produto de varidveis originais, e relacionados as variaveis originais por novas
restricoes. Cada nova restricdo corresponde a uma restricao original multiplicada por
um produto de varidveis originais x ou complementares (1 — x). Os complementares sao

usados apenas nos casos de desigualdades.

Encontramos na literatura trabalhos abordando os varios niveis da RLT aplicadas ao
QAP, a RLT de nivel 1, ou RLT1 em [31], a RLT de nivel 2, ou RLT2, em [1] e a RLT de
nivel 3, ou RLT3 em [32].

2.2.3.1 RLT de nivel 1 aplicada ao QAP

Considerando o problema do QAP apresentado na Secao 2.1, Equagoes (2.5 - 2.8). A

construgao da formulagdo RLT de nivel 1 aplicada ao QAP, como em descrito em [31],
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segue os dois passos:

(i) Reformulagao: Adicionar 2N2x (N —1)? novas restrigoes (2.10) e (2.11) multiplicando
as N restrigoes (2.6) e N (2.7) por cada um das N? varidveis binarias ndao negativas y,
(permutando os indices i e k, e os indices de j e n). Quando a variavel z;; ¢ multiplicada
pOr Tp,, expressar o produto resultante como x;;xy,, mantendo esta ordem. Atribuir
TijTp, =0se (i=kej#n)ouse (i#kej=mn)em todas as expressoes quadraticas.

(i) Linearizacao: Para cada ocorréncia de cada produto z;;xk,, com ¢ # k e j # n,

/

substituir pela variavel continua 7.

. . _— L
Pela propriedade comutativa dos produtos, as restrigoes adicionais x;;,, = },;;, para
. . . . . , , .

todo (i,j,k,n) com i < k e j # n deve ser imposta. Os coeficientes 7, e x},.. sdo

chamados de complementares. Abaixo a formulagao resultante:

RLT1 QAP:

N N N N

N N
Min Z Z bijwi; + Z Z Z Z CijknTijin (2.9)

=1 j=1 =1 j=1 ’Z;i Z;;
S.a.

N
ngj,m:xij : (i, 5,m=1,.,N), n#j (2.10)
fioi

N

Zx;jkzn:xij : <Z7jak:177N> s k?‘él (211)
n=1

n#j

Tiipn = Thpig © (G0, k,n=1,.,N) , i<k, j#mn (2 coeficientes complementares)

(2.12)

x;jknzo : (i7j7k7n:17"aN>7i<kaj7én (213)
e equagoes (2.6),(2.7) e (2.8).
2.2.3.2 RLT de nivel 2 aplicada ao QAP

A formulacao do RLT de nivel 2 aplicada ao QAP é elaborada de modo similar a do nivel

1. Conforme os passos descritos em [1], e abaixo relacionados:
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(i) Reformulagao: Apos aplicar a etapa de reformulagao do RLT1, adicionar 2N? x (N —
1)? x (N —2)? novas restrigoes (2.15) e (2.16) multiplicando-se as restrigoes (2.10) e (2.11)
por cada um das N? varidveis bindrias nao negativas x},, com (e permutando os indices
i, k e p, e os indices j, n e ¢). Quando a variavel z;; for multiplicada por z,z,, expressar
o produto como ;;xx, T, mantendo esta ordem em ambos os casos. Substituir z3,, por
T, Teduzindo as expressoes TpnTinTpg € TpgThnTpg PALA TiyTpg; Atribuir ;2,1 = 0 se
(h=ieq#j) p=keq#n), D#icqg=4) on(p#keq=n) em expressdes

cubicas.

(ii) Linearizacao: Apods aplicar a etapa de linearizagdo do RLT1, substituir cada produto

TijTpnTpg com %, k, p distintos e j,n,q também distintos pela variavel continua J?Z]]mpq

Similar ao RLT1, pela propriedade comutativa dos produtos, impor a restricao x” knpa
"

tipakn = Thniipa = Thnpaij = 6 complementares) para todo (4, j, k, n,p, q)

=T "

pqijkn quknij (
com 1 < k < pe j,n,q distintos. Segue abaixo a formulagao resultante,

RLT2 QAP:

N N N N N N N N N
TR S SPITIED 35 55 35 WIFTES 35 5 5 35D Z dighnpa o
Jj=1 j=1

i=1 j5=1 =1 k=1 n=1 i=1 k=1 n=1 p=1
k#i n#j k#i n#j pFik q#]n
(2.14)
s.a.

Z xm,mpq ukn : (4,5, k,n,gq=1,..,N) , q,n,jdistintos, k # 1 (2.15)

;ézk:
Z Tiknpg = Tijen © (4, k,n,p=1,.,N) 5 n# j,p,k,i distintos (2.16)

q#]n
x;’jknpq = x;’qu,m = I/k/mqu = x’k’npqij = xgqij,m = quknzj (6 complementares) : (2.17)

(i7j7k7n7p7q:17”7N)7i<k<p7]%n#q ‘
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e equagoes (2.6),(2.7),(2.8),(2.10),(2.11), (2.12) e (2.13).

2.2.3.3 RLT de nivel 3 aplicada ao QAP

A formulagao do RLT nivel 3 aplicado ao QAP tem sua construgao similar as anteriores,

abaixo os 2 passos descritos em [32]:

(i) Reformulagao: Apos aplicar a etapa de reformulacdo do RLT1, e depois a do RLT?2,
adicionar 2N?x (N —1)%x (N —2)?x (N —3)? novas restrigoes (2.20) e (2.21) multiplicando-
se as restrigoes (2.15) e (2.16) por cada um das N? variaveis binarias nao negativas x;; (e
permutando os indices i, k, p e g, e os indices de j, n, ¢ e h). Quando a variavel x;; for
multiplicada por Zy,T,q2 4, expressar o produto como &;;TinTpeTqn, Mmantendo esta ordem
em todos os casos. Substituir 27, = T, , reduzir as expressoes i, TinTpg € TpgLrnTpy DATA
TnTpg € Teduzir as expressoes TinTinTpgTghs TpgThnTpgLah, TghThnTpgTgh PATA LjnTpgLgh-
Atribuir z;;2k,2p,29, = 0se (9 =ieh #j), (9=keh#n), (g=peh+#q), (9#
ieh=3j), (9#keh=mn)ou(g#peh=q)em expressoes biquadraticas.

(ii) Linearizagao: Apods aplicar a etapa de linearizagao do RLT1, e a seguir a do RLT?2,

substituir cada produto z;;jTx,xp,xen por T com 17, k, p, g distintos e j7,n, q, h tam-

z]knpqgh?
" 2"

bém distintos, pela variavel continua knpagh = Titknghpg =

iknpqgh» impondo a restrigao x

"

ohpakni (24 complementares) para todo (i,7,k,n,p,q,g,h) comi < k < p < g

.=
e j,n,q,h distintos. Ao final da aplicacao do método RLT3 alcangaremos a seguinte

formulagao:
RLT3_ QAP:

N N N N N N N N

=1 j=1 i=1 j=1 k=1 n=1 i=1 j=1 k=1 n=1 p= q=
Min k#i n#j k#i n#j p#i k q#jn
N N N N N

D3)3)3 30 35 I b SR

i=1 j=1 k=1 n=1
\ k#i n#j p?ﬁzk q#]n g#lkp h#an
(2.19)
s.a.
" " R . Lo C e
E T iknpagh = Tijknpg © (s Ksn,p,q,h=1,.,N) , h,q,n,j distintos , p, k,i distintos
g#ikp

(2.20)

N N
LB + Z Z bz]xz] + Z Z Z Z Cljknxz]kn Z Z Z Z Z Z dijknpqx;,jk’npq

)
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N
Z T knpaoh = Tijenpg © (50, ksm,0,¢,9 =1,..,N) , q,n, j distintos , g,p,k,i distintos
h=1

h#j,m,q

(2.21)

T enpagh = Lijknghpa = Cijpakngh = -+ = Tghpakni; (24 complementares) (2.92)
(i,7,k,n,p,q,9,h=1,.,N) , i<k <p<g, jn,q,h distintos '

x;/]{knpqgh Z 0 : (Z.uj’ kunvp)Q7g7h = 17 7N) ? Z < k < p < g ) j7n7Q7h diStintOS (223)

e equagdes (2.6),(2.7),(2.8),(2.10),(2.11), (2.12), (2.13), (2.15),(2.16), (2.17) e (2.18).

2.2.4 Algoritmo dual de subida com base na RLT3 aplicada ao
QAP

O algoritmo dual de subida para a busca do limite inferior do QAP, utilizando a técnica
RLT3, descrito em [32], representa a solugao por um conjunto de matrizes representando
os coeficientes de custos. Os coeficientes de custo b;; V (i,j = 1,.., N) s@o representados
como uma matriz B de dimensao igual a N x N, os coeficientes de custo ¢;jin V (4,7, k,n =
1,..,N), com i # k e j # n, sao representados como uma matriz C' de dimensao igual a
N2 x N2, os coeficientes de custos d;jgnpg ¥ (4,7, k,n,p,q = 1,.., N), com 4, k, p distintos e
4,m,q também distintos, como uma matriz D de dimensao igual a N? x N3, e finalmente,
os coeficientes de custos €;jknpgen V (4,7, k,n,p,¢,9,h =1,..,N) , com i, k, p, g distintos e

4,m,q, h também distintos, como uma matriz £ de dimensao igual a N* x N*.

O algoritmo dual de subida de [32], transfere custos entre as matrizes B, C, D e E,
e entre o LB (limite inferior), obedecendo as restrigoes (2.6)-(2.8),(2.10)-(2.12), (2.13),
(2.15)-(2.18) e (2.20)-(2.23), de modo que nenhum valor se torne negativo e o custo de

qualquer solucao viavel para o QAP permaneca inalterado.

A Tabela 2.2 mostra, de acordo com o tamanho (N) do problema, o total de variaveis
em cada matriz e a quantidade de memoria necessaria para o armazenamento das matrizes
em cada nivel da RLT. Por exemplo, para processar no RLT3, uma instancia com 30
facilidade (N=30), sera necessario, sem adotar qualquer técnica de redugao de memoria,
um total de 1.612 GB de memoria RAM.
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Tabela 2.2: Total de variaveis e a quantidade de memoria necessaria em cada nivel da

RLT
Total de variaveis Memoria necessaria
N | Matriz Matriz Matriz Matriz RLT1 | RLT2 | RLT3
B C D E (KB) | (MB) | (GB)
12 144 17.424 1,7 x10% | 1,4 x10% | 68,4 6,4 0,52
15| 225 44100 | 7,5 x10% | 1,1 x10° | 1732 | 284 | 4,0
20 400 144.400 | 4,7 x 107 | 1,4 x 10'° | 564 176 48
25 625 360.000 | 1,9 x 10% | 9,2 x 10 | 1.408 | 724 344
28 784 571.536 | 3,9 x 10% | 2,4 x 10 | 2.236 | 1.476 | 900
30 900 756.900 | 5,9 x 10% | 4,3 x 10" | 2.960 | 2.264 | 1.612
35| 1.225 | 1.416.100 | 1,5 x 10? | 1,6 x 10'? | 5.536 | 5.888 | 5.863

A seguir, a sequéncia de passos do algoritmo dual de subida para a busca do limite

inferior do QAP proposto em [32].:

Passo 1) Inicializac@o: €jjknpggn = 0 V (4,7,k,n,p,q,9,h) com g¢,p, k,i distintos e
h,q,n, j também distintos; d;jxnpye = 0V (4, j, k,n, p, q) com p, k, i distintos e ¢, n, j também
distintos; com k # i e n # j, b;; ¥V 4, j, limite inicial inferior, LB = 0 e contador = 0; As

matrizes C' e B contém os custos da formulagao original do QAP.

Passo 2a) Para cada (4, j), distribuir os coeficientes de b;; entre os (N —1)? coeficientes
Cijkn Para todo k # i e n # j, incrementando cada coeficiente ¢;jx, por b;;/(N — 1), e logo

apos b;; = 0;

Passo 2b) Para cada (7,7, k,n), com i # k e j # n distribuir os coeficientes de c¢;jn
entre os (N — 2)? coeficientes de custo d;jkny, para todo p # i,k e g # j,n, acrescentando

Cijkn/ (N — 2) em cada coeficiente d;jgnpg, € 10go apos ¢;jkn = 0;

Passo 2c) Para cada (i, j, k,n,p,q), comi # k # pe j # n # q distribuir os coeficientes
de dijknpg entre os (N — 3)? coeficientes Cijknpqgh Dara todo g # i, k,p e h # j,n,q,

acrescentando d;jgnpe/ (N — 3) em cada coeficiente €;jxnpggh, € 10g0 apos dijknpg = 0;

Passo 3a) Inicialmente considere M uma matriz de dimensao (N — 3)%. Sequencial-
mente, para cada (i, j,k,n,p,q) com g # i, k,p e h # j,n,q, acrescentar em €;jxnpggn UM
percentual da soma de todos os outros complementares (€;jknghpq:€ijpakngh--»Eghpgknij)s O
valor de acréscimo seré abatido dos complementares seguindo 4 percentuais diferentes,
ver [1], a seguir M receberé os (N — 3)? elementos de custo da submatriz ey, obtém-se
o custo resultante da aplicacdo do algoritmo htngaro [45] em M e adiciona em d;jknpq,
os elementos de custos de €;jgnpgen, ¥V 9 # 1, k,p e h # j,n,q serao substituidos pelos

correspondentes coeficientes residuais de M,
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Passo 3b) Inicialmente considere M uma matriz de dimensao (N — 2)2. Sequencial-
mente, para cada (i, j,k,n) com p # i,k e ¢ # j,n, acrescentar em djjn,, Um percentual
da soma de todos os outros complementares (d;;gnkn,dknijpqg,QknpqijApgijinApgknij ), © valor
de acréscimo sera abatido dos complementares seguindo 3 percentuais diferentes, a seguir,
M recebera os (N —2)? elementos de custo da submatriz d;jkn, Obtém-se o custo resultante
da aplicacao do algoritmo hingaro em M e adiciona em c;ji,, os elementos de custos de
dijinpg, Y D # 1,k € ¢ # j,n serao substituidos pelos correspondentes coeficientes residuais
de M,

Passo 3c) Inicialmente considere M uma matriz de dimensao (N — 1)%. Sequenci-
almente, para cada (i,j) com k # i e n # j, acrescentar em c;;, um percentual do
coeficiente complementar (cky,;), o valor acrescido sera abatido do complementar, a se-
guir, M receberd os (N — 1)? elementos de custo da submatriz ¢;;, obtém-se o custo

resultante da aplicagao do algoritmo hungaro em M e adiciona em b;;, os elementos de

iJ
custos de Cjjkn, ¥V k # @ e n # j serao substituidos pelos correspondentes coeficientes

residuais de M,

Passo 3d) Inicialmente considere M uma matriz de dimensao N2, M recebera os N?
elementos de custo da submatriz B, obtém-se o custo resultante da aplicacao do algoritmo
hingaro em M e adiciona em LB, os elementos de custos de b;; serao substituidos pelos

correspondentes coeficientes residuais de M,

Passo 4) A execugao sera encerrada se o valor de LB se igualar ou superar o custo da
melhor solugao conhecida, ou for alcancado o ntimero de iteragoes previamente definido.

Caso contrario, incrementa-se o contador e retorna para o Passo 2a.

2.2.5 Branch-and-bound para solugcao do QAP utilizando o dual
RLT3

O Algoritmo branch-and-bound para a solu¢ao do QAP utilizando dual de subida RLT3

para o calculo do limite inferior aqui apresentado, esta em detalhes em [32] e [1].

O branch-and-bound fara busca em profundidade iniciando no no raiz onde é executado
o algoritmo dual RLT1 no QAP de tamanho N. Nao podando o no raiz, inicia-se o Branch
criando N nés. Cada n6 do lo. nivel da arvore correspondera a uma atribui¢ao de uma
facilidade/localidade a cada uma das N localidades/facilidades. A Figura 2.4 apresenta
um exemplo onde foi gerado o n6 1 com a atribuicao da facilidade ¢ = 1 ao local j = 1,

ou seja x1; = 1, o coeficiente b1, é o custo das atribuigoes até o n6 1. Uma vez que a
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facilidade 1 (i = 1) e local 1 (j = 1) nao podem ser novamente atribuidos, o problema
¢ reduzido, no primeiro nivel da arvore de branch-and-bound, a um problema QAP de
tamanho N — 1, conforme mostram as Figuras 2.4 e 2.5. A partir do 1lo. nivel da arvore,
o céalculo do limite serd através do algoritmo dual RLT3 aplicado ao um problema de

tamanho N — 1.

Ainda na Figura 2.4. Nao havendo uma poda no né 1, o né Y sera criado apds um
Branch. Considerando para o né Y a atribuicao de ¢ =2 a j = 2, ou x99 = 1, 0 custo das
atribuigoes parciais serd dado por (byq + bas + 1122 + ¢2211). O problema a ser tratado no
n6é Y passa a ter a dimensao de N — 2. No nivel seguinte, um né filho de Y que tenha
a atribuicao de ¢« = 3 a j = 3, ou x33 = 1, por exemplo, tera acumulado um custo de
atribuicao parcial igual a (by1 + bay + b3z + c1122 + Caz11 + Cr133 + 3311 + Cazs3 + Caz20 +
di12233 + d113322 + d221133 + do2ss11 + dsz1122 + dss2211). Nos niveis seguintes, com 4 ou mais
atribui¢oes, os complementares da matriz £ também serao acumulados. Ao chegar no
nivel N, sem a ocorréncia de uma poda por limite, o conjunto de atribuicoes até o no

folha serda uma solucao viavel para o problema original.

No Q
1 & = H
NG: 0 A
2
M
| i N6 1 N6 2
S &3] . i 2 . N I 2 o N
No: 1 No: 2 No: N 1 . ol 1 Z- T x
- Z X 2 X
w | X
N [ X i X
Avaliando__ By Avaliando__ B>
NG N NG Y
No:Y 1L 2 « N AL 2 . N
1 X[x[x]I 5 o [
2 X 2| X K| X
X - |45
N X no| x| x
Avaliando__ B,y Avaliando__B;;

Figura 2.4: Atribuicoes feitas a cada no

Caso 0 no6 seja podado antes do tdltimo nivel, a sub-arvore sera interrompida, e obe-
decendo a recursividade, retorna para um né nao avaliado no mesmo nivel ou do nivel

anterior. O algoritmo termina quando todos os nés forem avaliados.

Hahn et al.(2012) [32] implementaram 2 algoritmos branch-and-bound para solugao

do QAP, o primeiro baseado no dual de subida RLT3 e o segundo algoritmo utilizando
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Matriz B de custo

Y

Atribuicdo parcial

Submatrizes que ndo podem mais serem

envolvidas na atribuigdo

By=Cy

Matriz C de custo

ctlu C:_Zl. C:us C:uu %\ wwww&
S GGGl | G GiGl G Gt G cle s
\\\\\\\\\\\&% Cz*zn C* Cz*zn CZ*ZZM C2*311 C1*312 C"' C2*314 Cz:m Cz:uz Cz:us C"'
\\“\\\‘\\\\\ SRR 1*222 2"'323 Z:Qﬂ
§§§§E*ﬁaﬁx*$$$$*
! GRS Cooir Y Cazis Cazae| Gsanr Gssr 0 Casag| Caann Csarz Caas ¥
&\\\X&Q\\‘\\E Cazzn *  Cszzz Cszza| Caszr Caszz ™ Caspa| Csazr Caszr Caszs ¥
\\\:\\‘\\ \.' \§ * * * * * * * * *
:\§§Q§§\§§§ Ca241 C3*132 Csza3 Canas | Cazar Cazaz 63333 C3zaq | Caas1 Caap Caass C3*434
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! ! ! *  Cap ™ = 5 *  Cazaz ™ i . * Cagag

Figura 2.5: Avaliacdo de um noé, supondo Bj; parte da solu¢do (x;; = 1), as demais
submatrizes da mesma coluna e linha serdo desconsideradas. Fonte [32]

o dual de subida RLT2. Os resultados obtidos pelos algoritmos estao na Tabela 2.3.

Observa-se que a memoéria utilizada na versao do dual de subida RLT3 é muito superior

a utilizada no dual de subida RLT2. O mesmo ocorre com o tempo de execucao, onde o

tempo do dual de subida RLT3 também é muito maior do que o dual de subida RLT2.

As instancias indicadas com "nao avaliado"foram as que nao puderam ser executadas por

falta de recursos computacionais.

Tabela 2.3: Comparacao entre os resultados do branch-and-bound dual RLT3 e branch-

and-bound dual RLT2

branch-and-bound dual RLT3 branch-and-bound dual RLT?2

Instancia RAM (GB) tempo (s) Nos RAM (MB) tempo (s) Nos

necesséaria execugao avaliados necesséria execugao avaliados
nuglh 1,6 417,1 46 0,1 32,4 380
nugl§ 6,3 10.731.7 82 0,2 747,9 758
nug20 20,0 46.002,3 368 0,4 2.977,8 1.407
nug22 51,0 44.506,2 173 0,8 3.361,0 1.450
nug24 118,0 163.914,0 296 1,3 37.099,1 5.781
nug25 230,0 773.755,0 1.442 1,7 124.702,9 15.497
nug28 nao avaliado | nao avaliado | nao avaliado 3,6 2.856.392,5 202.295
nug30 nao avaliado | nao avaliado | nao avaliado 6,0 19.735.563,1 543.061

A primeira vista, ndo ha vantagem na utilizagao do dual de subida RLT3 no algoritmo

branch-and-bound, no entanto, Hahn et al.(2012) [32] observaram que o logaritmo do

tempo de execugao de ambos algoritmos cresce linearmente em funcao do tamanho do

problema, podendo ser visto na Figura 2.6. A taxa de crescimento da linha do algoritmo
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Figura 2.6: Comparacao das taxas de crescimento em fun¢ao do tamanho da instancia.
Fonte [32]

dual de subida RLT3 é maior do que a do outro algoritmo e se cruzam na instancia com
dimensao proxima a N=28. Com base nas equagoes lineares de cada algoritmo, Hahn et
al.(2012) concluiram que para uma instancia de tamanho N=40, o tempo de execugao do
algoritmo branch-and-bound utilizando o dual de subida RLT3 é de cerca de 54 vezes mais

rapido do que o branch-and-bound que utiliza o dual de subida RLT2.

2.2.6 Branch-and-bound paralelo para a solugao do QAP

O tempo de execugao de branch-and-bound, na maior parte das vezes, aumenta significa-
tivamente de acordo com o tamanho da instancia. Por este motivo, nas dltimas décadas,
a computacao paralela tem sido identificada como uma forma atraente para lidar com

grandes instancias.

Foi proposto por Hahn et al.(2013) [30] uma versao multithread do Branch-and-bound
dual RLT3 para execucao em um supercomputador com cerca de 64 CPUs e 2 TB de
memoria compartilhada. O cédigo procura utilizar de forma eficiente a memoria disponivel
mantendo a matriz £ em disco e transferindo suas submatrizes para processamento na
RAM sob demanda. Para cada n6 gerado, inicialmente é feita uma avaliagao utilizando o
dual RLT1 e RLT2, e caso nao consiga resolvé-lo, reinicia o processamento do né com o
dual RLT3. A sondagem com o dual RLT1 e RLT2 nao é desperdi¢ada, pois fornece uma
estimativa do progresso do LB e o quanto devera avancar com o dual RLT3. A versao
multithread foi capaz de resolver de forma exata pela primeira vez a instancia Tai30b. Os

resultados alcangados pelo algoritmo de Hahn et al.(2013) [30] constam na Tabela 2.4 em
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comparagao com o sequencial dual RLT3 RLT1/2/3 de Hahn et al.(2012) [32].

Tabela 2.4 esta assim organizada: nas 3 primeiras colunas, as informagoes das ins-
tancias como a identificacao, a quantidade de facilidades e o valor 6timo ja comprovado
na literatura. Nas colunas seguintes, os resultados do algoritmo Sequencial RLT1/2/3 de
Hahn et al.(2012) [32] e o multithread RLT1/2/3 de Hahn et al.(2013) [30]. Para cada
algoritmo sao apresentados, a quantidade de nés, a memoria utilizada e o tempo de exe-
cugdo. Para o multithread RLT1/2/3 foi acrescentada uma coluna contendo o total de

nos avaliados pelo dual RLTS3.

Tabela 2.4: Resultados do Sequencial RLT1/2/3 [32] e mutithread RLT 1/2/3 [30]

Sequencial RLT1/2/3 Multithread RLT1/2/3 [

Instancia | N | Otimo Nos Memoéria Tempo Nos Memoéria | Tempo

B&B (GB) (s) B&B [ RLT3 (GB) (s)
nug20 20 2570 368 20,9 15.571 39 9 18,4 736
nug22 22 3596 138 52,6 44.077 52 16 40,7 1.578
nug24 24 3488 291 192,2 44.142 102 16 85,0 5.097
nug25 25 3744 793 328,7 169.549 267 31 120,3 23.072
nug26 26 556 442,6 712.939 574 54 167,9 80.269
nug27 27 5234 697 651,7 418.960 359 46 231,5 53.237
nug28 28 5166 737 883,6 1.433.178 1.538 115 3214 130.527
nug30 30 6124 — — — 3.383 251 722,8 733.812

A opgao de uma versao distribuida e escalavel do dual RLT3 para execu¢ao em grids
tornaria possivel resolver instancias de dimensoes consideradas grandes fazendo uso de
clusters compostos de maquinas comerciais, como em [4] onde uma grade computacional
compostas de varios clusters em diferentes localidade e em diferentes paises, trabalharam

em conjunto para a solucao de instancias em aberto na literatura.

Durante o percurso na arvore de busca do branch-and-bound, todos as sub-arvores
podem ser processadas de modo independente. Assim, a adaptacao do algoritmo dual

RLT3 para a forma distribuida podera ocorrer sem grandes problemas.

O principal desafio em um ambiente distribuido é manter todos os recursos com-
putacionais ocupados. A primeira vista, isso parece trivial onde um processo poderia
simplesmente gerar e distribuir os nos até que cada processo participante tenha exata-
mente o seu subproblema, que é entao resolvido sequencialmente. Na pratica, os processos
costumam resolver seus nés em intervalos de tempos diferenciados e, se nao houver outro
envio por parte do processo gerador, ficarao ociosos até que todos tenham terminado, ou
entao, optam por iniciar uma solicitacao a outro processo que ainda possa dividir e enviar

parte de sua sub-arvore, ou seja, realizar um balanceamento de carga.
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2.3 Algoritmo dual RLT3 distribuido para solucao do
QAP

A etapa inicial do trabalho de tese foi o desafio de criar uma versao distribuida do algo-
ritmo dual RLT3 de Hahn et al. (2012) [32], descrito na Se¢ao 2.2.4. Os autores nomearam
esse algoritmo de Hahn-Zhu RLT3. Tal algoritmo alcanca limites justos e, em boa parte
dos casos, o limite alcangado é a solucao 6tima. Para instancias consideradas dificeis, com
N > 30 locais, o algoritmo Hahn-Zhu RLT3 requer um elevado poder computacional e

uma memoéria RAM dificil de ser encontrada atualmente em computadores comerciais.

O desafio estd em fazer com que o algoritmo Hahn-Zhu RLT3 seja executado em
um cluster composto de maquinas comerciais. As matrizes geradas pelo algoritmo, por
exigir uma grande quantidade de memoria principal, serao divididas em submatrizes e
distribuidas pelas méaquinas participantes da aplicacao. Os coeficientes necessarios para
processamento de cada submatriz serao transferidos entre maquinas através de mensagens

de comunicagao.

2.3.1 Algoritmo para calculo do limite inferior

Da mesma forma que o algoritmo dual RLT3 descrito em [32] e na Se¢ao 2.2.4, o algoritmo
proposto transfere custos entre as matrizes B, C, D e E e entre o LB (limite inferior)
obedecendo a a funcao objetivo e restrigoes obtidas da dualizacao da formulagao do RLT3

aplicado, a formulagao do QAP. Abaixo as descri¢oes das transferéncias de custo:

[. Espalhamento de custos: consiste nas distribui¢oes de custos da matriz B para

C, da matriz C para D e da matriz D para E. Seguem as respectivas descricoes:

e Para cada (i, j), o elemento de custo b;; é espalhado nas (N —1) linhas da matriz
C, ou seja, cada elemento de custo ¢, recebe um acréscimo de b;;/(N — 1),
V k#ien#j. Apos atualizagao, para cada (i, ), b;; = 0.

e Para cada (7,7, k,n), o elemento de custo ¢;;x, ¢ espalhado nas (/N — 2) linhas
da matriz D, ou seja, cada elemento de custo djjrnpg recebe um acréscimo de
Cijkn/ (N —2), V' p # i,k e ¢ # j,n. Apoés atualizagdo, para cada (3, j, k, n),

e Para cada (i,7,k,n,p,q), o elemento de custo d;jkny, ¢ espalhado nas (N —

3) linhas da matriz E, ou seja, cada elemento de custo €;jgnpegn recebe um
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acréscimo de d;jgnpe/ (N —3), com g, i, k, p distintos e h, j, n, ¢ também distintos.
Apos atualizacdo, para cada (4, j, k,n, p, q), dijknpg = 0V p, i, k distintos e ¢, j, n

distintos.

II. Concentragao de custos: Nesta etapa adota-se o Algoritmo Hungaro, [45]. O
Algoritmo Hungaro resolve o problema de atribuicao cujo objetivo é minimizar o
custo total S de uma atribuigdo. Tome como exemplo uma matriz de custos M de
dimensao N2, onde cada elemento M, corresponde ao custo de atribuir um recurso
r a uma atividade s. A funcgao objetivo fica, entao: min S = anv Eiv M, .z, onde
T € {01}, SN 2, =1V s e {1, N}, N a4, =1Vre{l,., N} As
concentragoes sao feitas da matriz E para D, da matriz D para C, da matriz C'

para B, e da matriz B para o limite LB. Seguem as respectivas descri¢oes:

e Seja M uma matriz de dimensao (N — 3)%. Para cada (i, J,k,n,p,q), M re-
cebe os (N — 3)? elementos de custo da submatriz Ejjk,,,. Para cada (r,s =
1,..,N —3), M, recebe €;jinpggn ¥ 9 # i, k,p e h # j,n,q. Obtém-se S a partir
da aplicagao do algoritmo htingaro em M e adiciona-se em d;jxnpg. Os elemen-
tos de custos de €;gnpggns V 4, k, p, g distintos e j,n,q, h também distintos sao
substituidos pelos correspondentes coeficientes residuais de M. Representa-se

esta transferéncia de custos como: d;jgnpg <= Hungaro(E;jgnpg)-

e Seja M uma matriz de dimensao (N — 2)2. Para cada (i, 4, k,n), M recebe os
(N —2)? elementos de custos da submatriz d;ji,. Para cada (r,s =1,.., N —2),
M, recebe dijinpg V %, k,p distintos e j,n,q também distintos. Obtém-se S
a partir da aplicagao do algoritmo hingaro em M e adiciona em cjji,. Os
elementos de custos de djinpg, VP # i,k € ¢ # j,n sao substituidos pelos
correspondentes coeficientes residuais de M. Representa-se esta transferéncia

de custos como: ¢k, < Hungaro(D;jy,).

e Seja M uma matriz de dimensao (N — 1)2. Para cada (i,7), M recebe os
(N — 1)? elementos da submatriz Cj;. Para cada (r,s = 1,..,N — 1), M,
recebe ¢, V k # 1 e n # 5. Obtém-se S a partir da aplicacao do algoritmo
hingaro em M e adiciona em b;;. Os custos de cjgn, Vi # k e j # n sao
substituidos pelos correspondentes coeficientes residuais de M. Representa-se

esta transferéncia de custos como: b;; «— Hungaro(Cj;).
e Seja M uma matriz de dimensao N2. M recebe os N? elementos de B. Para
cada (r,s = 1,..,N), M,, recebe b;;. Obtém-se S a partir da aplicagdo do algo-

ritmo hingaro em M e adiciona em LB. Os custos de b;; sao substituidos pelos
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correspondentes coeficientes residuais de M. Representa-se esta transferéncia

de custos como: LB < LB + Hungaro(B).

ITI. Transferéncia de custos entre complementares: E definido nessa proposta,
que a transferéncia de custos é feita através da média aritmética entre os elementos

complementares de custos em cada matriz. Seguem as descrigoes:

e Na matriz C, para cada (i,7,k,n), Cijkn < Cknij < (Cijkn + Cknij)/2, onde
1< kej#n;
e Na matriz D, para cada (i, j,k,n, D, ), dijknpq < dijpgkn <= Qknijpq < Qknpgij <

Apgijkn < pgknij = (dijknpq"‘ dijpaknt Aknijpgt Aknpgit dpgijknt Apgknij )/6, onde

1 < k <pejn,q distintos;

e Na matriz E, para cada (i,7,k,n,D,¢,9, 1), €ijknpegh < C€ijknghpg - <
€ghpaknij <= (Cijknpagh + €ijknghpg + -+ €ghpanij)/24, onde 1 < k < p <

g e j,n,q,h distintos;

2.3.1.1 Algoritmo dual RLT3 distribuido

Na versao distribuida do algoritmo Hahn-Zhu RLT3 considera-se 1" o conjunto de maqui-
nas que executam a aplicagao, e Ry (R; € T') a identificagdo de uma maquina participante

da execucao.

Sejam d e f as matrizes de distancia e de fluxo respectivamente, conforme Equacao
(2.1), LB o limite inferior e B,C',D e E as matrizes com os coeficientes de custo redu-
zido. Considera-se G;; um conjunto formado pelas submatrizes B, C, D, E' de mesmo {ij}

armazenado e processado na maquina R;.

A distribuicao da carga pelas maquinas é feita alocando-se para cada maquina Ry,
um ou mais conjuntos G;;. Com o propoésito de ter uma execugao com cargas similares
entre todas as maquinas, distribui-se a mesma quantidade de G;; para cada R;. A im-
plementagao proposta permite distribui¢oes com quantidades diferentes de conjuntos por
maquina, no entanto, os que tiverem uma carga menor, certamente ficarao mais tempo

no estado de espera pelas mensagens das méquinas com maior carga.

Como exemplo, considere um cenério com 20 méquinas participantes da aplicagao que
executa uma instancia com tamanho N = 20. A organizag¢ao dos conjuntos e maquinas
obedece ao mapeamento mostrado na Figura 2.7. Podemos observar nesta figura que o

conjunto G577 composto das submatrizes (Bis7), (C157)kms (D15,7)knpg € (E15.7)knp.a.gh
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¢ armazenado e processado na maquina R;3. Outras formas de mapeamento poderao ser

feitas, desde que utilize G;; como unidade de distribuicao.

A execugao do algoritmo RLT3 aplicado ao QAP exige uma grande quantidade de
memoria RAM para armazenamento dos elementos de suas matrizes. Uma instancia
N = 30, por exemplo, tem a necessidade de uma memoria principal de cerca de 1,6
TBytes, apenas para a matriz E. A matriz F é composta de N* x N* posicoes, cada uma
armazenando um coeficiente do tipo inteiro ou float (4 bytes). Podemos reduzir a memoria
necessaria alocando coeficientes complementares, definidos pelas Equagoes (2.12), (2.17)
e (2.22), em uma mesma posi¢ao na memoria. Na matriz E, cada coeficiente faz parte
de um grupo de 24 complementares, ja na matriz D sao 6 complementares e na matriz
C sao 2 complementares. Com o compartilhamento de posi¢cao, a memoria necessaria

11

para matriz E, matriz D e matriz C passa a ser, respectivamente, 5, ¢ e % da memoria

necessaria sem compartilhamento. Essa redugao foi utilizada por [1] em seus testes.

J
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 i H i : H : i
2
3 Ro R1 R2 R3
4
5
6
i R4 R5 R6 R7
8
9

i ::? Rs Rg R10 R11
12
13
14
15 |8 R12 R13 R14 R15
16 \
17 \
18 R16 R1 R18 R19
19
20

As submatrizes (Cis,7)kn, (D15,7)knpq €
(E15,7)k,n,p,q,eh do grupo Gis,7 sdo armazenadas
e processadas na maquina Ris

Figura 2.7: Exemplo de alocacao de conjuntos G;; pelas maquinas que executam a apli-
cagao
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Na versao distribuida, complementares que pertencam a conjuntos diferentes podem
estar alocados em méquinas distintas. Em consequéncia disso, nao é possivel que os
complementares compartilhem a mesma posicio de memoria. E estabelecido, nesta versao,
que a utilizagdo da mesma posicao de memoria seja feita apenas pelos complementares
de um mesmo conjunto G;;. Devido a essa limitacao, nao foi alcancada uma grande
reducdo de memoria quando comparada com a versdo sequencial de [32]. Na matriz C,
os complementares ficam em conjuntos diferentes, portanto nao podem ocupar a mesma
posicao na memoria. Na matriz D, apenas 2 complementares ((d;;)knpg € (dij)pgkn) Podem
ocupar a mesma posi¢ao da memoria. E na matriz E, apenas os 6 complementares com

os mesmos indices ij compartilham a mesma posicdo, como os coeficientes (€;;)knpggh

(eij ) knghpq> (eij )pqlmgha (eij )pqghkn ) <€ij )ghknpq € (eij )ghknpq .

Algoritmo 1: Versao Distribuida - Algoritmo a ser executado em cada R,

1 inicio

2 LB <+ 0; cont < 1; lim < limite de iteragoes

3 Para cada (1,5, k,n),i # ke j#mn, cijm < fie X djn
4 Para cada G;; em Ry, d;jrnpg < 0

5 Para cada G;; em Ry, €ijknpggn < 0

6 enquanto (cont < K)e (LB <UB) faga

7

8

9

Para cada G;j em Ry, Cijkn < Cijkn + bij/(N — 1)
Para cada G em Ry, dijinpg < dijknpg + Cijkn/ (N — 2)
Para cada Gij em Ry, €ijknpggh < €ijknpagh + dijknpg/ (N — 3)
10 Para cada Rs € T e Ry # Ry, enviar Comp(E)s
11 Para cada G;j em Ry, €ijknpagh < (€ijknpagh + €ijknghpg + - + €ghpgknij )/ 24
12 Para cada Gij em Ry, dijknpg <— Hungaro(Eijinp,)
13 Para cada Rs € T e Ry # Ry, enviar Comp(D)s
14 Para cada Gij em Ry, dijknpg < (dijknpg + dijpgin + - + dpgienij) /6
15 Para cada G;j em Ry, cijin < Hungaro(Diji,)
16 Para cada Rs € T e Ry # Ry, enviar Comp(C')s
17 Para cada G;j em Ry, Cijkn < (Cijkn + Chnij)/2
18 Para cada G, em Ry, bj; < Hungaro(Cj;)
19 Para cada Rs € T e Ry # Ry, enviar Mens(B);s
20 LB < LB+ Hungaro(B)
21 cont < cont + 1

Para a transferéncia de custos entre complementares que estejam em maquinas dis-
tintas, ha a necessidade do envio de mensagens contendo seus custos. A cada iteracao do
loop principal do Algoritmo 1 é necessaria a troca dos complementares entre as maquinas,
e isto é feito em 4 etapas. A primeira etapa consiste na troca, entre todas as méquinas,
dos complementares da matriz £. O conjunto dos complementares armazenados em R,

necessarios em R, e transferidos através de mensagens de R, para R., denota-se como
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Comp(E),.. Nas 2 etapas seguintes hé a troca dos complementares das matrizes D e C,
através do envio e recebimento de Comp(D),. e Comp(C),. respectivamente. Na 4a. e
ultima etapa, ha a troca de coeficientes da matriz B, onde cada processo envia seus co-

eficientes. A matriz B nao possui complementares. Esta mensagem é denominada como

Mens(B),.,.

O tempo gasto na troca de mensagens Comp(FE),. ndo impacta na execugao de ins-
tancias de pequeno tamanho, como N = 12, mas alcanca cerca de 70% do tempo total da

execucao em instancias de tamanho N = 30 facilidades.

Como a média aritmética dos complementares resulta em valores fracionérios em boa
parte dos casos, optou-se, na versao distribuida, em utilizar o tipo de dados float com o
propoésito de manter os complementares sempre com conteidos iguais e transferéncias de

custos similares.
Segue a descricao do Algoritmo 2 a ser executado em cada processo de Ry:

Linhas 2 a 5 - Inicializagao: LB < 0, b;; <= 0V (4,7), Cijkn < fir X djn, ¥ (4,7,k,n)
com i # kej#mn, dijgnpg < 0 YV (4,7, k,n,p,q) com i, k,p distintos e j,n,q também
distintos, €;jknpggn < 0 YV (4,7, k,n,p,q,9,h) com i, k,p, g distintos e j,n, ¢, h também
distintos, cont <— 1, lim <« total de iteragoes e 6timo <— solugao 6tima ou maior valor

positivo possivel que o tipo de dados permite para aquela variavel.

Linha 6 - Inicio do loop principal:. A condi¢ao de término do loop esta em alcangar

o total de iteragoes previamente definidos, cont = lim, ou o 6timo, LB = étimo.

Linha 7 - Espalhamento de custos da matriz B para C: Para cada (i,j) | G
alocado em Ry, espalhar b;; pelas (N — 1) linhas da submatriz C;;. Cada elemento de

custo ¢;jk, recebera o acréscimo de b;;/(N — 1)V k #ie j#n.

Linha 8 - Espalhamento de custos da matriz C para D: Para cada (3, j, k,n)| Gj;
alocado em R; e i # j e k # n, espalhar ¢;jz, pelas (N — 2) linhas da submatriz D,
Cada elemento de custo d;jgnp, recebera o acréscimo de c¢;jx, / (N — 2) V i, k, p distintos
e j,n,q também distintos. Os coeficientes d;jknpg € dijpgkn OCUPamM a mesma posicao da

memoria.

Linha 9 - Espalhamento de custos da matriz D para E: Paracada (i, j, k,n, p, q)| Gy;
alocado em R, com ¢, j, p distintos e k, n, ¢ também distintos, espalhar d;jnp, pelas (N —3)
linhas da submatriz Fjjin,e. Cada elemento de custo €;jgnpeen receberd o acréscimo de
dijknpg/(N=3)V i, k,p, g e j,n,q, htambém distintos. Os coeficientes e;;npqgh:€ijknghpq:Cijpgkngh

Cijpaghkn, Cijghknpq € Cijghpgkn OCUPAM a mesma posicao da memoria.
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Linhas 10 e 11 - Transferéncia de custos entre complementares da matriz FE:
Para cada R, € T e Ry # Ry, para cada (i, J, k,n,p, ¢, g,h) | Gi; alocado em Ry e (G, Gpq
ouGgyp) alocadoem Ryei < k < p < gej,n,q, distintos, incluir os coeficientes €;jxnpggn €m
Comp(FE)s. Enviar mensagem contendo Comp(FE);s. Apos receber mensagens de todas as
outras maquinas, para cada (4, j, k,n,p, ¢, g, h) G;; alocada em Ry, €;jknpggh < €ijknghpg <

Cijpakngh < Cijpaghkn < Cijghknpg < Cijghpakn < (Cijknpagh T Cijknghpg + - + Cghpgknij)/24-

Linha 12 - Concentragao de custos da matriz E para D: Para cada (i, , k,n,p, q)

G; alocado em Ry, concentrar as submatrizes de E para D, ou seja, D;iknpg < Hungaro(E;jknp,)-

Linhas 13 e 14 - Transferéncia de custos entre complementares da matriz D:
Para cada R, € T e Ry, # Ry, e para cada (i,7,k,n,p,q) G;; alocado em R, e (G, ou
Gpy) alocado em Ry e i < k < p e j,n,q distintos. Incluir os coeficientes d;jjny, em
Comp(D);s. Enviar mensagem contendo Comp(D);s. Apos receber mensagens de todas
as outras maquinas, para cada (4,7, k,n,p,q) Gij € Ri, dijknpg < dijpgin < (dijinpg +

diqukn + dkniqu + dknpqij + dpqijkn + dqunij )/ 6.

Linha 15 - Concentragao de custos da matriz D para C: Para cada (i, j,k,n) G;

alocado em R;, concentrar as submatrizes de D para C, ou seja, ¢;jgn < Hungaro(D;j,).

Linhas 16 e 17 - Transferéncia de custos entre complementares da matriz C:
Para cada R, € T e Ry # Ry, e para cada (i, j, k,n) G;; alocado em R, e Gy, alocado
em Ry, com i < k e j # n, incluir os coeficientes ¢;ji, em Comp(C),s. Enviar mensagem
contendo Comp(C');s. Apos receber mensagens de todas as outras maquinas, para cada
(i,7,k,n) Gy; alocado em Ry, Cijkn < (Cijkn + Crnij)/2-

Linha 18 - Concentracao de custos da matriz C' para B: Para cada (i,j) G;;

alocado em R;, concentrar as submatrizes de C' para B, b;; - Hungaro(Cj;).

Linha 19 - Transferéncia de custos da matriz B: Para cada R, € T e R, # Ry,
e para cada (i,j) G;; alocado em Ry, incluir os coeficientes b;; em Mens(B);s. Enviar
mensagem contendo Mens(B)s. Apos receber as mensagens de todos os outros maquinas,

transferir os coeficientes recebidos para matriz B local.
Linha 20 - Concentragao de custos da matriz B para LB: LB < LB+Hungaro(B).

Linha 21 - Fim do loop: Incrementar o cont e retornar ao inicio do loop principal
(linha 6).
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2.3.1.2 Algoritmo dual RLT2 distribuido

O Algoritmo dual RLT2 distribuido segue os mesmos passos do algoritmo dual RLT3 dis-
tribuido exceto pelos procedimentos que envolvem a matriz £, nao executando, assim, as
linhas 9,10,11 e 12 do Algoritmo 2. A matriz D, diferente da E, pode ser armazenada toda
em uma maquina. Embora seja capaz de processar todo o algoritmo RLT2 localmente, a
carga de processamento ¢ distribuida pelos processos participantes. Cada Host R, con-
tinua processando apenas as submatrizes de GG;; que estao sob a sua responsabilidade, e

continuam trocando mensagens com complementares.

2.3.2 Algoritmo Branch-and-bound distribuido

Nesta secao serao abordadas 2 propostas de Algoritmos Branch-and-bound distribuidos.
O Branch-and-bound dual RLT3 distribuido e o Branch-and-bound dual RLT2 distribuido.
No primeira proposta, o algoritmo dual RLT3 distribuido foi utilizado apenas no né raiz
da arvore de Branch-and-bound, nos demais nés da arvore de Branch-and-bound adota-se
o RLT2 sequencial local. No segunda proposta, um dual RLT2 distribuido no né raiz e

um RLT2 sequencial local nos demais nos da arvore de Branch-and-bound.

2.3.2.1 Detalhes para branch-and-bound distribuido

O algoritmo branch-and-bound cujo noé raiz tem seu limite inferior calculado através da
dual RLT3 distribuido sera identificado, nessa tese, como Dist-QAP-RLT3. O algoritmo
que executada o dual RLT2 distribuido no né raiz e RLT2 sequencial local nos demais
nos, este é chamado de Dist-QAP-RLT2.

O total de memoria RAM das méquinas disponiveis do cluster foi o motivo da nao
permitir a utilizacado do RLT3 em todos os nés do Dist-QAP-RLT3. Em ambos algoritmos,
Dist-QAP-RLT2 e Dist-QAP-RLT3, para o limite superior foi adotado a melhor solugao

encontrada na literatura para a instancia em avaliagao.

Apoés a obtengao do limite inferior, este serd comparado ao limite superior. Se for
maior que o limite superior, o subproblema estara encerrado (Bound), ver Figura 2.8.
Caso o limite inferior seja menor que o limite superior, havera a decomposi¢ao do pro-
blema (Branch) através da sele¢ao de uma nova atribuicao. Cada né gerado tera uma
nova atribuigao de facilidade (antes sem atribuigdo) a um local (antes sem atribuigao)

acrescida as atribuigoes feitas até o n6 em execucdo (atribui¢oes parciais). Esses nos
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serao armazenados em um pool (na implementagao equivale a uma pilha).

g Nivel O
Né: 0 (raiz)
y --ﬁﬁ_inf&ri__ﬂf(Iim_;yperior .
/ BRANCH
N6: 1 No: 2 No: N Mgl 1
lim_inferior >lim_superior
BOUND
lim_inferior < im_superior e
BRANCH
No: x Nivel N -1

(Folha)

lim_inferior <= lim_superior

PROVAVEL SOLUGAO

Figura 2.8: Procedimento de Branch-and-Bound

2.3.2.2 Branch-and-bound distribuido

Considere U o total de processos da aplicacao distribuida, P; com s = 0,...,U — 1 um
processo desta aplicagao, H o total de maquinas (hosts) que executa a aplicagdo, R; com
t =0,...,H—1 uma destas maquinas. Em cada maquina pode ser executado um ou
mais processos limitados ao nimero de nicleos que a méquina possui, assim , seja v a
quantidade de processos alocados por méquina. Considere P, o lider da aplicacao, e o
lider da maquina o processo que tenha a menor identificacdo dos alocados na maquina,

ou seja, o processo Py cujo s atenda a condigao s mod v = 0.

O codigo distribuido possui 3 procedimentos que se sucedem de acordo com a descida
da arvore de branch-and-bound, que sao: execugao do no raiz da arvore, distribuicao inicial

de carga, balanceamento de carga e verificagao da solugao.

2.3.2.3 Execucao do né raiz da arvore de Branch-and-bound

O primeiro procedimento ocorre no noé raiz e consiste na execucao do Algoritmo 2. Esse

procedimento é executado pelo conjunto de processos lideres de cada maquina partici-
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pante. Ao iniciar a aplicacao, os processos nao lideres ficam aguardando a mensagem de

ativacao, que é enviada pelos lideres ao término do calculo do no6 raiz.

Ao encerrar o dual RLT3 distribuido no né raiz, os lideres atualizam entre si os
coeficientes da matrizes B, C, D. Testes iniciais mostram que o procedimento para
utilizacao dos coeficientes da matriz F nos nés seguintes é muito custoso e com baixa
eficiéncia impactando acentuadamente no tempo de execugao do branch-and-bound dual
RLTS3 distribuido. A matriz E é mantida e possivelmente utilizada nos célculos do limite
inferior dos préximos nés quando forem executadas instancias de grandes dimensoes, ou

seja, para N > 30 locais.

Apos a atualizacao das matrizes entre lideres, inicia-se a ativagao dos nao lideres, em
seguida os lideres enviam copia das matrizes B,C' e D para outros processos da mesma ma-
quina. Ao término desse procedimento, todos os processos da aplicacao terao as matrizes

B,C e D modificadas com o mesmo contetdo.

2.3.2.4 Distribuigao inicial de carga

A distribuigao inicial adotada ¢ uma adaptagao da utilizada em [22]|. A distribuigao inicial
comega ap6s o lider da aplicacao selecionar a facilidade ou local para a la. atribuigao.
Para facilitar o entendimento da distribuicao, suponha ter sido escolhida a facilidade 1, o
lider da aplicagao fard o Branch criando, ao nivel 1 da arvore, N nos. O lo. n6 (N6 1)
teré a atribuigao x11, 0 20. n6 (N6 2) tera a atribuicao z12, até chegar ao No. n6 (N6 N)
com a atribuicao x1y. A criacao dos nés, nao a distribuicao, segue o mesmo principio do
algoritmo de Hahn et al.(2012) descrito na Sec¢ao 2.2.5 e a arvore pode ser visualizada na

Figura 2.4.

O lider da aplicacao iniciara a distribuigao da carga pelos lideres das maquinas obe-
decendo a seguinte regra: para cada t € {1,..., N}, o lider Py enviard o N6 t para o Ry

obedecendo (s =t mod H). Conforme mostrado na Figura 2.9

O processo lider da méaquina pode receber mais de um né do lider da aplicacao. Apos
receber o(s) no(s), o lider da méaquina envia para cada um dos processos da propria
méquina os noés recebidos mantendo um noé para sua execugao. Caso algum processo, da
mesma magquina nao tenha recebido algum né do lider da maquina, ficara aguardando até
o lider da méaquina iniciar o préximo Branch para enviar um né para o processo ainda

ocioso. A cada Branch, os processos armazenam os nés em uma pilha local.

Ao término do processamento de todos os seus nos o processo P, incia o procedimento
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RLT3 Distribuido

Cluster com 2 maguinas —
H=2 - (Ro,Ry)

Nd: N
RLT2 local

Nd: 1 N&: 2 Nd: 3 NG: 4
RLT2 local RLTZ local RLT2 local RLT2 local

R1 0

Enviar para a maquina

Rs:[NmodH]

Figura 2.9: Distribuicao inicial de carga

de balanceamento de carga.

2.3.2.5 Balanceamento de carga

O tempo requerido para um processo executar uma determinada sub-arvore nao é conhe-
cido a priori e pode ter significativa variacao. Portanto, um procedimento de balance-
amento de carga entre os processos deve existir. Assim, ao finalizar a execucgao de sua
sub-arvore, o processo P pede ao processo Py um né do branch-and-bound para execu-
¢ao. Caso o processo P, 1 nao possua carga que possa ser enviada, o primeiro processo

pedird ao proximo processo Ps, o, e assim por diante até um limite de pedidos pré-definido.

Caso o processo P, nao consiga carga, ele envia para o lider da aplicacao P, uma
mensagem informando que estd em suspeita de término. O lider da aplicagao, ao rece-
ber suspeita de término de todos os participantes, encerra sua execucao apos enviar um
mensagem de finalizagao a todos os participantes da aplicagao. Este procedimento é uma

adaptagao do apresentado em [22].

2.3.2.6 Verificagao da solugao

Ao chegar no no folha e o limite inferior acumulado continuar sendo menor que o limite
superior, o conjunto de atribui¢oes poderé ser uma provavel solugao 6tima. Esta suposta

solugao 6tima sera conferida utilizando os custos da matriz C original obtida pelo produto
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da matriz de fluxo e pela matriz de distancia do problema original da Secao 2.1. Os custos
da matriz C original sao acumulados seguindo o conjunto de atribuigoes da suposta solucao
6tima. Se nao for encontrada outra melhor até o encerramento da arvore do branch-and-

bound, a solugao encontrada sera a 6tima do problema.

Durante a execugao, caso algum processo encontre alguma solugao que seja melhor que
o limite superior fornecido como parametro de entrada, o processo que a tenha encontrado
enviard para todos os demais processos participantes da aplicacao a nova solugao. Ao
receber a nova solugao, os processos atualizam o limite superior pois as arvores poderao

ser podadas mais cedo.

2.3.3 Experimentos e resultados

Os testes foram separados em 2 etapas: a avaliacao do limite inferior alcancado pelo dual
RLT3 distribuido no né raiz e a avaliagao dos algoritmos branch-and-bound distribuidos:
(Dist-QAP-RLT3 e Dist-QAP-RLT2).

2.3.3.1 Avaliacao do dual RLT3 distribuido

O algoritmo dual RLT3 distribuido foi implementado usando a linguagem C++ em con-
junto com a biblioteca IntelMPI [19]. Os experimentos foram executados no Supercom-
putador Netuno [59], um cluster composto de 256 maquinas. Cada maquina contém dois
processadores Intel Xeon E5430 2.66GHz Quad core com 12MB de cache L2 cada e 16
GB de memoéria RAM por maquina.

O algoritmo foi avaliado executando instancias encontradas no site do QAPLIB [13],
tais como a série HadN (N = 14,16, 18,20) [28], a série NugN (N = 12,15, 16a, 165,
18,20, 22, 25, 27,28, 30) [46], a série TaiNa, (N = 17,20, 25, 30) [61], Chr N, (N = 20a, 20b, 22a)
[17], a kra30a [37] ¢ a Tho30 [62].

Em cada maquina é executado um processo de forma exclusiva com o objetivo de
utilizar o maximo da memoria disponivel da maquina, e limitar contengoes de recursos
em funcao da concorréncia entre os processos. Nesta etapa, a mesma denominacao R,

serve para identificar o processo ou o maquina que o executa.

Para avaliacao preliminar do algoritmo distribuido proposto, o término da execucao foi
condicionado ao alcance do valor 6timo fornecido no inicio da execugao, ou ao numero total
de iteragoes. Cada iteragao corresponde a um ciclo do loop principal do algoritmo dual

de subida (Algoritmo 1). A quantidade pré-determinada do total de iteragoes foi definida
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em 300 iteragbes. As instancias de tamanho N = 30 tiveram seus testes interrompidos
devido a eventualidades, como problemas técnicos ocorridos com o cluster. Nestes casos,

o valor apresentado foi o obtido até aquele momento.

A Tabela 2.5 apresenta os resultados alcangados para diferentes instancias e tamanhos
do QAP. As instancias sao encontradas no site do QAPLIB. Na la. primeira colunas esta
a identificacdo da instancia. A identificacao contém o prefixo da série e a dimensao, por
exemplo, a nug20 possui o prefixo da série Nugent de [46], com tamanho N = 20. A seguir
o valor 6timo para a instancia, exceto para aquelas que ainda nao nao tiveram seu 6timo
confirmado e que estao indicadas com “#”. Nas 3 colunas seguintes, os melhores limites
inferiores encontrados no site do QAPLIB, na sequéncia, em (BV04) os limites obtidos
pelo relaxamento lift-and-bound proposto por [11], em (HHO1) os limites obtidos pelo
algoritmo dual Hahn-Hightower RLT2 [1] e em (HZO07) os limites obtidos pelo algoritmo
sequencial dual RLT3 [32]. Nas colunas restantes estao os resultados para o dual RLT3
distribuido, na sequencia: o limite inferior (LB), o gap em relagao ao 6timo, o tempo
total de execugao em segundos, o speedup, o total de hosts e por ultimo a quantidade de

interagoes do algoritmo dual RLT3.

Ainda na Tabela 2.5, o "NA"(Nao avaliado) indica que nao foi possivel executar
sequencialmente o algoritmo devido a limitagao de memoria das maquinas. Observa-se
que os resultados que alcangaram a solugao 6tima tém o indicativo (*) ao lado do valor,

e aqueles que tiveram os melhores resultados na instancia foram destacados em negrito.

A Tabela 2.6 apresenta os tempos de execucao, a quantidade de maquinas e o tamanho
das mensagens do dual RLT3 distribuido para a instancias da série nug. A primeira coluna
da tabela mostra a identificagao da instancia, nas duas colunas seguintes, o tempo total
de execucao da aplicacao e a quantidade de méaquinas utilizadas. Na 4a. e 5a. coluna,
respectivamente, o tamanho médio de cada mensagem de Comp(D) e de Comp(E). A
6a. coluna mostra o nimero total de mensagens trocadas a cada iteragao e, finalmente,
a quantidade total de dados (em GB) enviados através de mensagens a cada iteragdo do

loop do algoritmo dual RLT3.

2.3.3.2 Implementacgao e resultados do Dist-QAP-RLT3 e Dist-QAP-RLT2

O algoritmo Dist-QAP-RLT3 foi implementado usando a linguagem C++ em conjunto
com a biblioteca IntelMPI [19]. Foi utilizado o mesmo cluster Netuno dos testes do dual

RLT3 distribuido no no raiz.
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Tabela 2.6: Tempo, quantidade de méquinas e tamanho das mensagens entre as méaquinas
no algoritmo dual RLT3 distribuido

Algoritmo dual RLT3 distribuido
Instancia | Tempo | maquinas | Comp(D) | Comp(F) | Quant. | Total
(s) (Kbytes) | (Mbytes) | Msg | (Gbytes)
nugl2 73 4 411,0 14,4 12 0.17
nugld 371 9 355,7 23,9 72 1.70
nugl6a 1132 8 654,5 01,1 o6 2.83
nugl6b 1326 8 654,5 01,1 o6 2.83
nugl§ 7353 9 1135,2 119,2 72 8.46
nug20 27605 20 423,8 58,9 380 22.0
nug?2?2 41616 22 601,6 105,0 462 47.6
nug24 171216 24 925,6 196,7 952 106.5
nug25 125012 25 1146,7 2674 600 157.3
nug28 171783 49 588,0 178,5 2352 411.3
nug30 229583 100 219,5 97,7 9900 946.6

A execucao inicia-se pelo no6 raiz do branch-and-bound onde é executado algoritmo
dual RLT3 distribuido para encontrar o LB do QAP de tamanho N. Em instancias
médias como a nugl6a, nugl8, nug20, nug22, a solugao 6tima ¢ alcancada ainda no no
raiz, ou seja, apenas aplicando a técnica do RLT3, veja na Tabela 2.5, o que é confirmado

na descida da arvore de branch-and-bound.

Para uma prévia avaliagao do comportamento do Dist-QAP-RLT3, na etapa de branch-
and-bound, para as instancias que alcancam o 6timo no né raiz, foi estabelecido um gap
limite de 2,5% para que o n6 nao seja resolvido, e assim, executado o Branch. Em ins-
tancias maiores, que nao alcancam o 6timo no noé raiz, foi definida uma quantidade total

de 200 iteragoes no dual RLT3 distribuido.

Na solucao do no6 raiz, apenas o processo lider de cada maquina participa da aplicagao.
E necessério que o processo lider de cada méaquina tenha acesso a maior quantidade de
memoria principal possivel, com o objetivo do armazenamento e processamento da matriz
E. Os demais processos, alocados na mesma maquina, ficarao em estado de espera,

aguardando ativacao a ser enviada pelo lider da maquina.

Apés iniciar um novo né do branch-and-bound, o lider ativa os demais processos de
maquina, passando-lhes os pardmetros para criacao das matrizes B,C' e D, e copia dos

coeficientes de custo destas.

Nos testes iniciais, o processo lider da maquina exclui a sua matriz £ com o objetivo

de liberar memoria principal, permitindo que os outros processos possam ter espaco para
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suas respectivas matrizes.
Foram executadas 3 sequéncias de testes com o Dist-QAP-RLT3 e Dist-QAP-RLT?2.

A primeira sequéncia de testes teve o objetivo de avaliar a quantidade de processos a
serem alocados em cada maquina de forma a alcancar o melhor desempenho para aplica-
¢ao. Foram feitos testes com 1,2,4 e 8 processos por méaquina. Optou-se, nesta avaliagao,
em utilizar o algoritmo Dist-QAP-RLT2. Os resultados alcangados constam da Tabela
2.7. Esta tabela estd assim organizada, nas 2 primeiras colunas estao as informagoes
sobre as instancias como a identificacao e a dimensao. As 2 colunas seguintes mostram a
quantidade de hosts (H) utilizados pela aplicagao e o total de processos (T"). A 5a. coluna
apresenta o gap alcancado no noé raiz. Na 6a. coluna o total de nos do branch-and-bound e
as 3 ultimas colunas apresentam os tempos obtidos no processamento do noé raiz, o tempo

decorrente quando alcancou a solugao e o tempo total de execugao, respectivamente.

Tabela 2.7: Resultados dos testes com 1, 2, 4 e 8 processos por méaquina

Instancia | N | Maq. Processos gap no | total tempo (s)
noé 0 nés | né 0 | solucao | execugao

22| 11 11 (1/Magq.) 55% | 466 | 350 708 780

nug22 22 11 22 (2/Maq.) 55% | 466 | 308 512 551
22 | 11 44 (4/Maq.) 55% | 466 | 323 509 549
22 11 88 (8/Maq.) 55% | 466 | 340 520 534
25| 25 25 (1/Maq.) 8,7% | 600 | 2037 | 4190 13503

tai2ba 25| 25 50 (2/Maq.) 87% | 600 | 3396 | 4570 9477
25| 25 | 100 (4/Maq.) | 8,7% | 600 | 2555 | 4103 11029
25| 25 |200 (8/Maq.) | 8,7% | 600 | 3448 | 5215 12165

Os resultados alcangados permitem definir uma alocagao mais eficiente de processos
por maquina. A partir da Tabela 2.7 observa-se que o melhor desempenho foi na alocagao
de 2 processos por maquina. A alocacao de 4 ou mais processos por maquina apresenta

perda de desempenho devido a contencao de memoria.

A segunda sequéncia de testes teve o objetivo de avaliar os resultados alcancados na
execugao do algoritmo Dist-QAP-RLT3 em diferentes instancias. Os resultados obtidos

estao na Tabela 2.8. Esta tabela segue a mesma organizacao de colunas da Tabela 2.7.

A terceira sequéncia tem como objetivo avaliar os resultados alcancados na execugao
do algoritmo Dist-QAP-RLT2 em diferentes instancias. Os resultados obtidos estdao na

Tabela 2.9. Esta tabela também segue a mesma organizagao de colunas da Tabela 2.7.

Optou-se em fazer os testes das grandes instancias (N > 27) utilizando o Dist-QAP-

RLT2, com o proposito de avaliar o comportamento da aplicagao no cluster e por nao
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Tabela 2.8: Resultados obtidos utilizando o Dist-QAP-RLT3
Instancia | N | Maq. | Processos | gap no | total tempo (s)
no6 0 nés | n6 0 | solugao | execucao
nugl6a 16 8 16 (2/Maq.) | 2,5% 81 723 739 776
nugl8 18 9 18 (2/Maq.) | 2,5% | 102 | 667 710 745
nug20 20 16 |32 (2/Maq.) | 2,5% | 140 | 4826 | 5072 5189
nug22 22 22 |44 (2/Maq.) | 2,5% | 152 | 7460 | 13041 16668
nug24 24| 24 |48 (2/Maq.) | 5,5% | 189 | 8456 | 39761 45770
Tabela 2.9: Resultados obtidos utilizando o Dist-QAP-RLT2
Instancia | N | Maq. | Processos | gap no | total tempo (s)
no raiz nos n6 0 | solugao | execucao
nugl6a 16 8 16 (2/Maq.) | 2,5% 240 70 77 85
nugl8 18 9 18 (2/Maq.) | 5,5% 306 150 168 241
nug20 20 | 10 |20 (2/Maq.) | 5,5% 380 191 222 290
nug22 22| 11 |22(2/Maq.) | 5,1% 462 714 710 807
nug24 24| 12 |24 (2/Maq.) | 7,8% 552 951 1.204 1.528
nug25 25| 13 |25 (2/Maq.) | 5,7% 2956 1.295 3.475 23.876
nug27 27| 14 | 27 (2/Maq.) | 7,7% 3254 8.451 | 83.634 113.456
nug28 28 | 14 |28 (2/Maq.) | 8,5% | >10000 | 16.216 | 317.605 | >593.814*

possuir a quantidade adequada de 60 maquinas necesséria para o Dist-QAP-RLT3 resolva

a instancia Tai30a. Esta instincia consta ainda em aberto na literatura. Tentativas
iniciais para resolver a instancia tai30a foram interrompidas devido a problemas diversos,

como a queda do cluster.

Nas duas tabelas seguintes, Tabela 2.10 e Tabela 2.11, ¢ avaliado o algoritmo Dist-
QAP-RLT2 que alcancou os resultados mais promissores das versoes distribuidas. Na
Tabela 2.10 s@o comparados os resultados do Dist-QAP-RLT2 com os do Sequencial dual
RLT?2 de [1], ambos sado equivalentes e a comparagao serve para avaliar a eficiéncia paralela
do Dist-QAP-RLT2. Na Tabela 2.11 sao comparados os resultados do Dist-QAP-RLT2
com os resultados do algoritmo multithread RLT 1/2/3 de Hahn et al.(2013) [30] recen-

temente publicado.

2.3.4 Conclusoes

O algoritmo dual RLT3 distribuido alcancou 6timos resultados em relagao aos demais, ver
gaps em negrito na Tabela 2.5. A versao distribuida permitiu a execuc¢ao de instéancias,
como as de tamanho N = 28 e N = 30, antes proibitivas devido a quantidade necessaria de
memoéria RAM para o dual RLT3. Observa-se que o algoritmo proposto gera os melhores

limites conhecidos em 26 das 28 instancias testadas, sendo que 18 destes limites alcancam
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Tabela 2.10: Comparacao entre os resultados do sequencial branch-and-bound dual RLT2
[32] e o Dist-QAP-RLT2

Instancia | branch-and-bound dual RLT2 [32] Dist-QAP-RLT2

tempo execugao (s) tempo execugao (s) | processos | ganho
nugl6a 32,4 85 16 0.4
nugl8 747.9 241 18 3,1
nug20 2.977.8 290 20 10,2
nug22 3.361,0 807 929 42
nug24 37.099,1 1.528 24 24,3
nug25 124.702,9 93.876 25 5,2
nug28 2.856.392,5 >593.814* 28 <438

Tabela 2.11: Comparagao entre os resultados do multithread RLT 1/2/3 [30] e o Dist-
QAP-RLT2

Instancia | 1/2/3 Paralelo [30] Dist-QAP-RLT2
tempo execugao (s) | tempo execugao (s) | processos

nugl6a - 85 16
nugl8 - 241 18
nug20 736 290 20
nug22 1.578 807 22
nug24 5.097 1.528 24
nug2s 23.072 23.876 25
nug27 53.237 113.456 27
nug28 130.527 >593.814* 28

a solugao 6tima.

Devido a problemas técnicos no cluster, os testes com as instancias de tamanho N = 30
facilidades foram interrompidos. Estima-se que os limites gerados nas instancias tai30a e
tho30 poderiam ser de 1% a 2% mais proximos do 6timo, caso os testes tivessem alcancado
as 300 iteracoes. Entretanto, os tempos de execucao seriam bem superiores, cerca de 3x

o tempo apresentado na Tabela 2.5.

Observa-se na Tabela 2.6 que o volume de dados transferidos através de mensagens
cresce expressivamente conforme o tamanho da instancia, influenciando fortemente no
tempo total de execu¢ao. Uma instancia com tamanho N = 30 locais tem cerca de 70%

de seu tempo gasto apenas na troca de mensagens.

A Tabela 2.8 apresenta os tempos obtidos no Dist-QAP-RLT3. Os tempos de execucao
sao considerados altos. A causa para os altos tempos obtidos foi a falta dos coeficientes
que ficaram na matriz F, o que diminui o ritmo de crescimento do LB, provocando o
aumento da arvore de branch-and-bound. Outro motivo detectado, menos impactante do

que o anterior, foi o tempo perdido na espera por carga, fato esse observado nos logs da
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aplicacgao.

A Tabela 2.9 mostra as estatisticas dos testes com o Dist-QAP-RLT2. Ja a Tabela
2.10 apresenta uma comparacao entre os tempos obtidos pela versao sequencial do branch-
and-bound dual RLT2 de [32] e o Dist-QAP-RLT2. Por usarem a mesma relaxacdo, é
interessante avaliar o ganho da versao paralela. Para pequenas instancias, com N < 20,
nao compensa o uso da versao distribuida. Nas demais instancias, observa-se que nao
houve uma linearidade nos ganhos. A quantidade de testes foram insuficientes para definir
um motivo. A experiéncia adquirida nas proximas propostas, estas apresentadas nos
proximos capitulos, aponta para a necessidade de novos testes com diferentes percentuais
na transferéncia de custos entre complementares e uma melhor exploracao do noé raiz,

assim, melhores resultados serao encontrados.

No periodo em que foram executados os testes do Dist-QAP-RLT3 e Dist-QAP-RLT?2,
Hahn et al. (2013) [30] publicou o seu relatério técnico com uma versao mutlthread
do branch-and-bound dual RLT3, nomeado pelo autor como RLT1/2/3 Paralelo, aqui
nesta tese o algoritmo foi chamado de (mutithread RLT1/2/3. Os tempos de execugao,
apresentados na Tabela 2.11, sao bem inferiores aos melhores tempos conhecidos para
instancias médias (Nug20 a Nug27) e grandes (Nug28 e Nug30). Superando os resultados
alcangados pelo mais promissor dos algoritmos distribuidos deste trabalho, que foi o Dist-
QAP-RLT2. Com os novos resultados de Hahn et al. (2013) e da redugao cronica de
maquinas disponiveis no cluster Netuno, a estratégia desta tese teve de ser reavaliada. A
estratégia, antes direcionada a uma granularidade maior e execugao em clusters, passou
para uma granularidade menor, trabalhando o paralelismo dentro de cada n6é do branch-

and-bound e utilizando ambientes heterogéneos.

2.4 Algoritmo GPU dual RLT2 (GPU-QAP)

A aplicagao da técnica de Reformulacao e Linearizacao (RLT) ao QAP leva a uma re-
laxagao linear justa porém de grandes dimensoes e dificil resolugao. O Dist-QAP-RLT3
requer um total de 100 méaquinas com cerca de 16GB cada, para processar uma instancia
do QAP considerada grande, como a Nug30 com 30 facilidades. Para a mesma instan-
cia, Hahn et al (2013) [30], com uma versao multithread do dual RLT3, utilizou cerca
de 7T00GB de memoéria compartilhada, mas a sua maior matriz (E) era armazenada em
disco e transferida suas submatrizes para a memoria principal conforme a demanda do

processamento.
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Nesta secao é apresentado um algoritmo de granulacao fina, aqui chamado GPU-QAP,
que busca explorar o paralelismo potencial dentro de cada n6é do branch-and-bound. A
ideia do GPU-QAP é reduzir o tempo de execucao para calcular o limite inferior baseado
no algoritmo dual RLT2 em cada né da arvore. O GPU-QAP aproveita o paralelismo ma-
cigo oferecido pela Unidade de Processamento Grafico (GPU) com baixo uso de memoria,

para calcular as operagoes comuns ao algoritmo dual RLT2.

Os resultados obtidos pelo GPU-QAP, conforme a insténcia, chegam a ser 140 vezes
mais rapidos e ocupam 97% menos memoria do que a versao com RLT3 de Hahn et al
(2013) [30].

2.4.1 Ambientes heterogéneos ( CPUs e GPUs )

A GPU funciona como um co-processador para a CPU executando de forma massivamente
paralela calculos matematicos. As GPUs tém o potencial de reduzir significativamente a
demanda de espaco, energia e refrigeracao bem como o nimero de imagens do sistema
operacional que precisam ser gerenciadas, quando comparados aos tradicionais clusters

de CPUs de similar capacidade computacional.

As GPUs s@o compostas de varios multiprocessadores (streaming multiprocessors ou
SM) do tipo Single Instruction Multiple Data (SIMD) e possibilitam a execugao de ope-
ragoes em paralelo. Cada SM possui um grupo de unidades de processamento (streaming
processors ou SP). A Figura 2.10 mostra a organiza¢ao de uma GPU com n SMs cada
uma com 32 SPs. Tomemos como exemplo para uma NVidia C2070, [47], esta GPU
possui 14 SMs com 32 SPs cada, totalizando 448 SPs ou cores.

O modelo de programacao Compute Unified Device Architecture (CUDA) permite
o desenvolvimento de programas direcionados a aproveitar o potencial das GPUs. As
tarefas sao submetidas pela CPU (host) para a GPU (device) através de chamadas com
sinalizacoes definidas pelo modelo de programagao. Essas tarefas sao chamadas de kernel.
Em CUDA cada kernel é executado por uma thread. Estas por sua vez sao agrupadas em

Blocos, e estes em Grades.

Quando um programa CUDA chama uma grade para ser executado na GPU, cada
um dos blocos que compoe essa grade é direcionado para um SM disponivel. Ao receber
um bloco para execucao, o SM divide o bloco em conjuntos de 32 threads consecutivas
(warps). Cada warp executa uma tunica instrugao de cada vez. Quando um bloco é

finalizado, um novo ¢é atribuido ao SM.
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As memorias da GPU sao organizadas de forma hierdrquica composta por 4 niveis dis-
tintos: a memoria local presente em cada SP, a memoria compartilhada (shared memory)
que pode ser acessada por qualquer SP de um mesmo SM, a memoria global (device
memory) que é visivel por qualquer SP e, finalmente, a memoria constante (constant me-
mory) que é acessivel apenas para leitura por todos os SPs. Tais niveis possuem tempo

de resposta de aproximadamente 2, 2, 600 e 600 ciclos de clock, respectivamente.

SM 1 SM 2 SM n-1 SM n
Registradores Registradores | Registradores Registradores
SP | SP | SP || SP SP | SP|[SP |/ SP SP|[SP|[SP | SP SP || SP || SP || SP
SP|[SP | SP | SP SP|[SP | sP| sP SP | SP | SP | sP SP || SP|[SP || SP
SP | SP | SP|[SP SP | SP || SP || SP SP|[SP|[SP | SP SP || SP || SP || SP
SP|[SP | SP | sSP SP|[SP | sP| sP SP | SP| SP | SP SP || SP|[SP || SP
SP | SP|SP|sP SP | SP| sP| sP SP | SP| sP | sP SP | SP|[SP || SP
SP|[SP | SP | SP SP|[SP [ sP| sP SP | SP | SP|SP SP || SP|[SP || SP
SP || SP || SP | SP SP || SP [ SP || SP SP | SP | SP|[SP SP || SP || SP || SP
SP || SP|[SP | SP SP |/ SP| SP||sP SP | SP| SP | sP SP||SP | SP| SP

Memdria Memdria Memdria Memoria
Compartilhada Compartilhada Compartilhada Compartilhada

Memadria Global

Memdria Constante W IL
A2 A4 |

Figura 2.10: Organizagao de uma GPU. Adaptado de [47]

Um SM assume que uma warp executa uma instru¢ao comum de cada vez. Conse-
quentemente, a eficiéncia total é obtida quando todas as 32 threads de uma warp seguem
o mesmo caminho, ou seja, a mesma sequéncia de instrugoes. No entanto, se o caminho de
uma thread divergir das demais, motivada por uma condigao ou dependéncia de dados, a
warp executara, de forma serial, cada um dos diferentes caminhos a serem seguidos pelas
threads. Threads que nao precisam executar um ou mais caminhos, serao desabilitadas.
Ao término da execugao de todos os caminhos, as threads voltam a seguir o caminho em
comum. Este fenémeno ¢ chamado de divergéncia de threads [16] ¢ pode comprometer

seriamente o desempenho.
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Na literatura encontramos estudos para reduzir o tempo de divergéncia de threads.
Entre eles a estratégia Move-Cost Adjusted Thread Assignment (MATA) apresentado por
Tsutsui et al.(2011)[65] e por Tsutsui et al.(2012) [63]|, uma proposta que utiliza o algo-
ritmo ACO (ant coloniam otmization) em conjunto com busca Tabu para a solugdo do
QAP e a proposta de [44] que busca reduzir a divergéncia de threads através de uma
revisao da concepcao e implementagao do branch-and-bound em GPUs para a solucao do

problema de otimizacao flow-shop.

Uma proposta de paralelizacao do branch-and-bound para execugao em sistemas he-
terogéneos compostos de CPUs-GPUs com o objetivo de resolver o problema da mochila
pode ser visto em [10]. O autor executa na GPU as operagdes de célculo de limite inferior
em cada n6 da arvore de Branch-and-bound. Embora o autor utilize uma GPU com 448

cores, os speedups alcancados foram baixos.

Nao encontramos na literatura trabalhos que abordem métodos exatos para a solugao
do QAP que utilizem ambientes heterogéneos (CPUs e GPUs), apenas trabalhos baseados
em heuristicas, como o apresentado em [64] que utiliza o algoritmo ACO (ant coloniam

otmization), e outra do mesmo autor utilizando algoritmos genéticos em [65].

2.4.2 Dualizando a formulacao do RLT2 aplicada ao QAP

A seguir, desenvolvemos o dual da relaxacao continua da formulagao RLT2 QAP da
Secao 2.2.3 para descrever as trés operagoes introduzidas por Adams et al.[1] na solugao
do QAP, e como essas operagoes mantém a solucao dual corrente viavel. Entendo que
a formulagao dualizada seja mais elegante que a apresentada por Adams et al.[l]. A
formulagao dualizada torna mais facil a compreensao da funcao das variaveis duais na
descricao das técnicas de reducao de memoria. Técnicas estas mencionadas na introducao

desta tese.

Tomemos como ponto de partida a formulagao do RLT2 aplicada ao QAP, Equa-
¢oes (2.6)-(2.8),(2.10)-(2.12), (2.13), (2.15)-(2.18) mostrada na Secdo 2.2.3. A formulacao
completa, mostrada na Secao 2.2.3, é repetida abaixo para facilitar as referéncias e uma

melhor compreensao das modificagoes apresentadas nesta segao.

RLT2 QAP:
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N N N N N N N N N
TR S ITIED 35 35 35 WIFTES 35 3 5 35 Z dighnpa® e
=1 j=1 i=1 j=1 k=1 n=1 i=1 j=1 k=1 n=1 p=1
k#i n#j k#i n#j p#ik q?fjn
(2.24)
N
sa. Yy x;=1VY j=1..N (2.25)
i=1
N
awy=1Vi=1..,N (2.26)
j=1
mekn: zij @ (i, j,n=1,,N), n#j (2.27)
kyﬁz
N
> @ =ay 0 (i k=1,..,N), k#i (2.28)
ni
Z g = Tiin = (L dkon,q=1,.,N) |, q#n#jk#i (2.29)
p#zk
Z xw,mpq wkn s (g knp=1,.,N); n#jp#*k#i (2.30)
q#Jn
Tiitn = Thnij (2 complementares) : (i,5,k,n=1,..,N), i<k, j#n (2.31)
x;’jknpq = xwpq,m = kaqu = x,mpq” = xgqijkn = qukm] (6 complementares) : (2.32)
(2,7, k,m,p,q N), i<k<p, jn,qdistintos
Tiipn € 10,1} ¢ (4,5,k,n=1,.,N), i<k, j#n (2.34)
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Tipmpg € 10,1} ¢ (4,5, k,n,p,q=1,.,N) , i <k <p, j,n,q distintos (2.35)

Reescrevemos a formulac¢ao ((2.24)-(2.35)) para tornar mais adequada para inter-

pretagdo de seu dual. Para reescrever (2.31) e (2.32), s@o adicionadas novas variaveis

auxiliares y;;,, para todo i,j,k,n = 1,..,N com i < k, j # k, e y/,., para todo
i,j,k,n,p,g = 1,..,N com i < k < p, e j,n,q distintos. Entao, a restricdo (2.31) ¢

substituida por:

. Vi, jkkn=1 .. .N; i<k j#k
Y = 3 0 <kt (2.36)
Thnij Vo3 kn=1. Ny i<k j#k
e a restrigdo (2.32) por
( ,/ . . . . . .
Tiiknpg ¥V LI ksnp,g=1,...,N; i <k <p, j,n,qdistintos
Tiipakn ¥V G J ks pg=1,.,N; i <k <p, jmn,qdistintos
" ) Thnigpg ¥ G0 kmp,g=1,..,N; i<k <p, jn,qdistintos 5 37
Yijknpg = I .. . . .. ( 3 )
Thnpgis ¥ &I ksnp,g=1,..,N; i <k <p, j,n,qdistintos
Tpoiikn ¥V U J kmpg=1,.,N; i <k<p, jmn,qdistintos
Tpoknij ¥ GJksn,p,q=1,..,N; i <k <p, j,n,qdistintos

1

iiknp @S variaveis duais associadas as restrigoes dadas por (2.25),

4 /
Sejam 1, ri; e r

(2.27), e (2.29), respectivamente. Como também u;, u}., e u}, — as variaveis duais associ-

in ijkng
adas, respectivamente, as restrigoes dadas por (2.26), (2.28), e (2.30). Finalmente, deixe
Zijkn (1 7 k), Ziknpg (3, K, p distintos e j,n,q também distintos) sejam as variaveis duais

associadas as restrigoes dadas por (2.36) e (2.37). O dual de RLT2 QAP é o seguinte:

DUAL RLT2 QAP:

N N
Max LB = ri+» u (2.38)
i=1 j=1
N N
S.a. bz’j — Ty — Uy + Z T;jk + Z u;jn >0 (239)
k=1 n=1

ki n#j
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N N
/ / ! 1 "
Cijkn = Tijk = Wijn — Zijkn + E Tijknp T E Uiikng = 0 (2.40)
p=1 q=1
p#ik q#j,mn

N (2.41)

" "
dijk:npq — Tijknp — Wijkng — %ijknpq

Zz{jkn_'_zl,{:nij =0V i7j7k'7n = 17"'7N i<k ]7£ k (242)

Zz{;’knpq + Zz{;‘qu’n + lec,niqu + Zl/f/npqij + Zzlvlqijk‘n + Zzlﬂlqknij =0 (2‘ 43)
vV i,5,kn,pq=1,...,.N 1 <k<p, jn,q distintos

A solugao dual corrente é representado por um conjunto de matrizes contendo os coe-
ficientes de custo modificados (custos reduzidos) que sao mantidos nao-negativos durante
a execucao do algoritmo satisfazendo as restri¢oes ((2.39)-(2.41)). Assim, o lado esquerdo
das restrigoes (2.39) s@o armazenados em uma matriz de dimensdo N x N denominada
matriz B, e seus coeficientes representado por l_)z-j. Foi adotada essa representagao para
nao confundir com b;; referente ao custo de atribuigao de ¢ a j da formulagao RLT2 _QAP.
Da mesma forma, o lado esquerdo das restri¢oes (2.40) s@o dispostas em uma matriz C
com dimensdo N(N —1) x N(N —1), sendo (i—1)N +k o indice de linha, e (j—1)N+n o
indice da coluna e cada coeficiente representado por ¢;jin, € 0 lado esquerdo das restrigoes
(2.41) organizados na matriz D de dimensdo N(N —1)(N —2) x N(N —1)(N —2), sendo
(i —1)N? + (k—1)N +p o indice de linha, e (j — 1)N? + (n — 1) N + ¢ o indice da coluna,

e cada coeficiente representado por dijknpg-

Na implementacao do GPU-QAP, todos os coeficientes de custo sao do tipo inteiro. No
entanto, para atingir melhores valores para o limite inferior, os custos sao multiplicados
pela maior poténcia de dez, neste trabalho, chamado de ESCALA, que permite que
o custo total da solucao possa ser representado em um inteiro de 32 bits. O valor de

ESCALA é dado como parametro de entrada.

2.4.3 O Algoritmo dual de subida para calculo do limite inferior

O limite inferior LB é o valor resultante da maximizacao da funcao objetivo obtida da
dualizac¢ao da formulagdo do RLT2 aplicado ao QAP, Equagoes ((2.38)-(2.43)). O algo-
ritmo dual de subida implementado neste trabalho consiste em modificar o valor do LB

e dos elementos das matrizes B, C' e D de modo que nenhum valor se torne negativo e
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o custo de qualquer solucao viavel para o QAP permaneca inalterado ap6s a modificagao
conforme as Equagdes ((2.38) - (2.43)). Como consequéncia desta propriedade, o valor do
LB, em qualquer instante da execugao do algoritmo, é um limite inferior valido para o

custo da solugao 6tima.

Nossa abordagem para maximizar o LB, similar ao utilizado nos capitulos anteriores,
é transferir custos de D para C, a seguir, de C' para B, e por ultimo , de B para LB. Para
tal, utilizaremos uma versao modificada do algoritmo dual de subida RLT2 de Adams et
al.[1]. No algoritmo GPU-QAP, as matrizes B, C' e D sao armazenadas na memoria global
da GPU.

O Algoritmo 2 consiste basicamente de um loop com 3 operacoes: Espalhamento
de custos, transferéncia de custos entre complementares e concentracao de custos. O
Algoritmo 2 é executado pela CPU e as 3 operagoes citadas sao submetidas para execugao
na GPU.

Algoritmo 2: Algoritmo dual de subida RLT2 a ser executada em CPU e operagoes
de transferéncia de custos entre matrizes em GPU

1 inicio

2 LB+ 0

3 ESCALA « (poténcia de dez)

4 UB <+ (melhor solu¢ao conhecida alcangada por uma heuristica) x ESCALA
5 K < limite minimo do progresso do LB

6 bij < (se howver, custo de atribui¢do de i em j V (i,7)) x ESCALA

7 Cijkn — fir X djn X ESCALAN (i,j,k,n) comi#kej#n

8 Aijinpg < 0 ¥ (i,7,k,n,p,q) com i, k,p distintos e j,n,q também distintos

9 Transferir B, C' e D para GPU progress < 1

10 loop Enquanto (progress > K) e (LB <UB)

11 (GPU) Distribuicao de custos de B para C

12 (GPU) Distribui¢ao de custos de C' para D

13 (GPU) Transferéncia de custos entre coeficientes complementares de D
14 (GPU) Concentragao de custos de D para C')

15 (GPU) Transferéncia de custos entre coeficientes complementares de C
16 (GPU) Concentragao de custos de C' para B

17 (GPU) Concentragao de custos de B to LB’

18 LB <+ LB + LB’

19 progress < (LB'/UB)

O Parametro K ¢ fornecido no inicio da execugao da aplicagao e serve para interromper
o loop do dual de subida. O K corresponde ao percentual minimo que o progresso do LB
deve ter. AvaliagOes prévias para obtengao do melhor tempo de execugao apontam para

um K proximo a 0,005% do limite superior.
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2.4.3.1 Concentragao de custos

A operacao de concentracao de custos consiste na transferéncia de custos da matriz D
para a matriz C', da matriz C' para a matriz B e da matriz B para o LB, obedecendo as
equagoes ((2.38) - (2.41)). O problema original é decomposto em subproblemas, cada um
destes pode ser resolvido como um problema de atribuigao linear. Para solucionar cada

subproblema Adams et al. [1] adota o Algoritmo Hungaro [45].

Para a implementacao em GPU, nao foi utilizado o algoritmo Hungaro, por nao ser
promissor a sua paralelizagao. Foi utilizado, entao, o Algoritmo de Leilao de Bertsekas et

al. |9] para resolver os subproblemas de atribuigao linear.

Na concentragao de D para C, a matriz M de dimensao (N — 2)? é posicionada na
memoria compartilhada de cada SM da GPU. Para cada (i,j,k,n), com i # k e j # n,
os coeficientes de custos da submatriz D;jj, sao transferidos para M e um algoritmo de
leilao é executado. Ao final da execucao, os coeficientes resultantes de M, na memoria
compartilhada, sao transferidos para D, na memoria global. Esse procedimento é repe-
tido na concentracao de C' para B utilizando uma matriz M de dimensao (N —1)? e de

B para LB com uma matriz M de dimensao N2.

Cada participante do leilao (pessoa) e objeto do algoritmo de Leildo correspondem
a facilidade e ao local do problema original do QAP, respectivamente. A estratégia na
paralelizagao do algoritmo de Leilao estd em deixar cada thread com a funcao de uma
pessoa do algoritmo do leilao. A cada iteracao, participantes que ainda nao estejam
atribuidos a um dos objetos, projetam lances concorrentes e assume a posse de um objeto

aquele que ofertar o maior valor.

No Anexo B é apresentado em detalhes o pseudo-cdédigo do Algoritmo Leilao adaptado

para execucgao em GPU.

Ao usar o algoritmo de leilao em vez do método hiingaro, observou-se que o primeiro
apresenta um melhor desempenho quando nao executado até a convergéncia em cada
operacao de concentracao. Em vez disso, uma operacao de concentragao para a versao
GPU consiste de apenas duas iteracoes. Também foi observado que para alcancar o
melhor limite com poucas iteragoes deve-se adotar o coeficiente €, do algoritmo do leilao,
igual a UB/10® (¢ = UB/10°), onde UB ¢ limite superior ja multiplicado pelo fator de
ESCALA. Como resultado, cada iteracao do loop principal é muito mais rapido, ao
preco de um menor limite inferior. Em geral, o algoritmo modificado encontra um melhor

limite inferior em mais iteragoes, mas com um tempo de execugao bem menor. Em outras
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palavras, a economia de tempo da nao convergéncia total do algoritmo compensa uma
pequena perda de qualidade do limite, como consequéncia o branch-and-bound alcanca

um tempo de execugao muito promissor.

2.4.3.2 Espalhamento de custos

A operagao de espalhamento de custos é o inverso da concentracao de custos e é feita de
B para C' e de C' para D. A operagao de espalhamento de custos de B para C' consiste no
seguinte procedimento: Para cada (i, j), o elemento de custo b;; ¢ espalhado nas (N — 1)

linhas da submatriz Cj;, ou seja, cada elemento de custo ¢, recebe um acréscimo de

s
bij/(N —1),V (i,5,k,n), com k#i e n+# j. Apés a atualizacio de C, b;; =0V (i, j).

Similar a operagao anterior, o espalhamento de custos de C' para D consiste no seguinte
procedimento: para cada (i, j,k,n), o elemento de custo ¢, ¢ espalhado nas (N — 2)
linhas da submatriz D;j,, ou seja, cada elemento de custo Jijknpq recebe um acréscimo
de Gijgn/(N —2),V (4,4, k,n,p,q), com i, k, p distintos e j,n, ¢ também distintos. Apos a
atualizagdo de D, G;jgn, = 0 V(i,j,k,n), com k #ien#j.

2.4.3.3 Transferéncia de custos entre coeficientes complementares

A operagao de transferéncia de custos entre complementares consiste de incrementar um
ou mais coeficientes e decrementar outro(s), mantendo o total de decrementos e incre-

mentos entre complementares sempre igual a 0.

Optou-se em nao implementar o compartilhamento da mesma posicao de memoria
para coeficientes complementares, sugerido por [1|, o que poderia reduzir a memoria ne-
cessaria para armazenar a matriz D. A justificativa estd na perda de desempenho no
uso da GPU, ja que os coeficientes das submatrizes estariam em posi¢oes aleatoérias na
memoria. Para uma GPU, a maxima eficiéncia no acesso & memoria acontece quando um
grupo de threads contiguas acessam a mesma quantidade de posi¢oes de memoria também

contiguas levando apenas de 1 ciclo de leitura/escrita por warp.

Outro motivo, para o nao uso do compartilhamento de mesma posicao de memoria,
é termos varias threads, em warps distintos, acessando de forma concorrente a mesma

posi¢ao na memoria, e desta forma, serializando o acesso a memoria global.

Na operacao de transferéncia de custos do algoritmo GPU-QAP, foi observado em
testes que os melhores limites eram alcancados variando a a distribuicao de custos entre

os complementares. Para o GPU-QAP foi adotado a seguinte distribuicao: Na matriz D,
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o coeficiente com o maior valor, apos o espalhamento de custos, recebe 10% do custo total
(soma dos valores dos complementares), e o custo restante é dividido igualmente entre os
outros dois complementares. Para a matriz C' , o coeficiente com o valor maximo recebe

5% do custo total, e seu complementar recebe 95%.

2.4.4 Detalhes da implementacao do GPU-QAP

Cada n6 da arvore branch-and-bound do GPU-QAP corresponde a uma nova atribuicao
(facilidade - local). A cada no6 gerado, o Algoritmo 2 é executado para o célculo do limite
inferior, e para o limite superior (upper bound) é adotado o melhor resultado conhecido

por uma heuristica.

A estratégia de branch consiste de um strong branch onde é feita uma avaliagao prévia
de cada facilidade como uma opc¢ao para branch. Durante a avaliacao, em cada n6 gerado,
é executado uma versao limitada do Algoritmo 2 sem as operacoes relacionadas com a
matriz D. A facilidade selecionada serd a obtiver a maior soma dos limites alcangados

nos nos filhos.

O ambiente disponivel, no inicio da implementacao do algoritmo, consistia de um
cluster onde cada maquina hospedava 4 GPUs. Com o objetivo de aproveitar o maximo
de potencial computacional das GPUs, foi implementada uma versao multithread. Cada
thread criada no Sistema Operacional da CPU ficava responsavel pelo gerenciamento de
uma GPU. Para diferenciar das threads executadas pela GPU, essas threads triviais foram

denominadas aqui de cpu_ thread

O total de cpu_ threads é igual a quantidade de GPUs disponiveis. O no6 raiz da arvore
de Branch-and-bound é executado pela cpu_ thread de id = 0. Apoés o lo. Branch, cada
cpu_ thread assume um ramo (ou nd) do nivel 1 da arvore e inicia busca em profundidade.
Ao terminar a execugao de sua subarvore, a cpu_ thread assume outro ramo que ainda
nao tenha sido processado. Apesar dos testes serem executados em uma maquina com

apenas uma GPU, o algoritmo GPU-QAP mantém a implementacao multithread.

2.4.4.1 Estratégias de economia de memoéria para o armazenamento da matriz
D

Aqui, descrevemos as estratégias utilizadas para economizar memoria ao armazenar a
matriz D. A primeira estratégia consiste apenas no armazenamento do contetido das

variaveis duais ao invés da matriz D completa, e a segunda é baseada no conceito de
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submatrizes complementares.

Para descrever a primeira estratégia, observemos que d;jgnpg = 0 V(4,j,k,n,p,q =

"
ijknpq

L. . . "
(2.43) ¢ igual a zero. Assim, precisamos armazenar apenas os valores de 77,

1,..,N) com i,k,p distintos e j,n,q também distintos e cada soma de z dada por

"

€ uzjknq

que vao ser utilizados para recuperar cada coeficiente d;jinyq, seguindo a Equacao (2.41),
antes da execucao de cada operagao de concentracao de custos. Portanto, a matriz D, de

dimensao igual a N3 x N3, sera substituida pelas matrizes Drow, de dimensao N x N2, e

7 "

. ~ 3 2 .
Dcol de dimensao N* x N, para armazenar os valores de 1, € ujj,,, respectivamente.

O armazenamento de Drow e Dcol reduz a quantidade de memoria necessaria para

E%I%; ou % No entanto, esta abordagem evita a utiliza-

a matriz D por um fator de
¢ao do compartilhamento de uma mesma posicao de memoria para o armazenamento de
coeficientes complementares de D, conforme restrigao (2.32), e adotado por Adams et
al.[1].

Para melhorar ainda mais o uso de memoria, observamos que na submatriz (D;jkn)pqs
cada coeficiente tem um complementar correspondente na submatriz (Dyypj)pe- Diante
dessa observacao, como segunda estratégia na economia de memoria, introduzimos o con-
ceito de submatrizes complementares. Para todo i,k = ¢,.... M, e j,n = 1,..., N, com
i < k, as submatrizes (D;jkn)pg € (Dinij)pg 580 complementares. Assim, durante a opera-
¢ao de transferéncia de custos entre complementares, serao considerados 3 coeficientes ao

invés dos 6 da implementacao sem o conceito de submatrizes complementares.

Na implementacao, sao mantidos os mesmos coeficientes para todos os pares de sub-
matrizes complementares. Como resultado, eles compartilham os mesmos coeficientes de
Drow e Dcol e uma tnica concentragao de custos é necessaria para ambos. Depois de tal
concentragao, o custo resultante é transferido para a matriz C' sendo dividido igualmente
entre os coeficientes complementares C;ji, € Crpni;- Esta estratégia reduz pela metade a
memoéria necessaria para Drow, da mesma forma que para Dcol. Outra vantagem desta
estratégia é a reducao pela metade do total de operagoes de concentragao de custo de D

para C.

A combinacao das 2 estratégias, descritas nos paragrafos anteriores, permitem a re-

2X(NXN)

Nin - ou simplesmente por um fator

ducao da memoria necessaria por um fator de

de N. E se compararmos com a estratégia de Adams et al.[l], temos uma redugao de

ou simplesmente %. Por exemplo, para

NXN
3X(N+N)>

uma instancia de 30 facilidades, a memoria necessaria ¢ cerca de 18,6% da necessaria para

memoria necessaria por um fator de

a estratégia de Adams et al. [1| para o armazenamento da matriz D.
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Para resolver a instancia Tai40b, o GPU-QAP utilizou as 2 técnicas citadas. Para as
demais instancias, foi utilizada apenas a estratégia de compartilhamento de matrizes. O
tempo de execucao gasto apenas utilizando a 2a. técnica é cerca de 20% menor do que a
execuc¢ao com a plena economia de memoria. Os 12GB da GPU nao foram suficientes para

resolver a instancia Tai40b usando apenas a estratégia de submatrizes complementares.

2.4.5 Implementacao e Resultados

O algoritmo proposto, aqui chamado de GPU-QAP, foi implementado usando a linguagem
C+-+ e o modelo de programagao CUDA. Os experimentos foram executados em maquinas
de uso nao exclusivo, pertencentes a redes distintas. Cada maquina com pelo menos 1
CPU Intel Xeon Hexcore, com 24 GB de RAM e 1 GPU NVidia Titan de 24 SMs com
128 SPs cada (total de 3072 SPs de 1088MHz) e 12GB DDR de memoria global.

Tabela 2.12: Comparagao entre os melhores limites inferiores da literatura, o sequencial
RLT2 de Adams et al. [32] e os obtidos pelo GPU-QAP

Melhor Limite Sequencial RLT2 GPU-QAP
Instancia | Otimo do QAPLIB [32]

LB | método gap | tempo (s) | gap | tempo (s)
nug20 2570 0,01% | (RLT3) | 2,41% 31.03 1,42% 59
nug22 3596 0,01% | (RLT3) || 2,36% | 26.643 0,60% 136
nug24 3488 0,06% | (RLT3) || 3,41% | 36.214 1,64% 247
nug25 3744 0,54% | (RLT3) || 4,46% | 38.460 3,00% 527
nug27 5234 0,14% | (RLT3) || 2,37% | 63.781 2,21% 623
nug28 5166 292% | (L&P) - - 3,19% 808
nug30 6124 3,10% | (L&P) - - 3,80% 1.302
tai20a 703482 0,00% | (RLT3) | 3,93% | 40.828 3,47% 40
tai2ba 1167256 || 2,87% | (RLT3) || 6,52% | 31.827 6,02% 275
tai30a* 1818146 || 6,12% | (L&P) - - 6,71% 974
tai3ba* 2422002 || 8,48% | (L&P) - - 9,62% 3.816
tai40a* 3139370 || 9,43% | (L&P) - - 11,3% 8.990
tai20b 122455319 || 0,00% | (RLT3) - - 0,00% 5
tai2bb 344355646 || 11,5% | (L&P) - - 0,00% 114
tai30b 637117113 || 18,1% | (SDMRS) - - 0,00% 1.002
tai3bb 283315445 || 14,5% | (SDMRS) - - 1,83% 8.574
taid0b 637250948 || 11,4% | (SDMRS) - - 2,31% | 23.389
kra30a 88900 2,50% | (L&P) - - 1,04% 1.624
kra30b 91420 4,01% | (L&P) - - 2,76% 1.398
tho30 149936 4,75% | (L&P) - - 4.87% 2.234
tho40* 240516 6,69% | (L&P) - - 9,91% | 15.233

* Instancias ainda nao resolvidas na literatura.

A Tabela 2.12 mostra a comparacao dos gaps no noé raiz obtido pelo GPU-QAP
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com os melhores resultados apresentados no site do QAPLIB, e os resultados para o
RLT2 sequencial apresentado em [32]. O método usado para obter cada LB consta na 4a.
coluna, onde (RLT3) representa o algoritmo dual de subida RLT3 proposto em [32], (L&P)
o algoritmo lift-and-project em [11], ¢ (SDMRS) ¢ a relaxagao semidefinida proposta em

[50].

Nesta tabela, os resultados do GPU-QAP foram obtidas considerando uma condicao
de parada mais "agressiva"do que a usada nos testes completos. O algoritmo encerra
quando nao houver mais progresso para o LB (K = 0,00). As insténcias indicadas
com um asterisco ainda constam como abertas. A Tabela 2.12 mostra que a GPU-QAP
alcancou melhores resultados do que o sequencial RLT2, e melhorou os limites inferiores
publicados pelo QAPLIB para algumas das instancias TaiNb (N = 25, 30, 35, 40).
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A Tabela 2.13 apresenta os resultados alcancados pelo GPU-QAP. Foi utilizado como
referéncia, na avaliacao de GPU-QAP, os resultados obtidos pelo algoritmo sequencial
dual RLT2 de Adams et al. [1]| e pelo algoritmo paralelo RLT1/2/3 Parallel C Hahn et
al.(2013) [30].

Novos testes foram feitos com o sequencial dual RLT2 e seus resultados foram apre-
sentados em [32], sendo deste ultimo os que constam na Tabela 2.13. Os experimentos
do dual de subida RLT2 de Hahn et al. (2012) [32] foram feitos em 2 ambientes com-
putacionais: (i) em 1 CPU Sun Fire E6900 de 1,9GHz, computador este utilizado no
processamento das instancias Nug20, 22, 24 e 25, (ii) em 1 CPU Itanium de 733MHz
utilizado nas instancias Nug28 e 30. O algoritmo dual de subida RLT1/2/3 Parallel C de
Hahn et al.(2013) [30] empregou 30 dos 64 nos do Palmetto Supercomputing Cluster da
Universidade de Clemson - EUA, cluster com 2TB de memoéria compartilhada, onde cada

méquina possui 1 CPU Intel Xeon de 2,2GHz.

A Tabela 2.13 esta organizada da seguinte forma: Nas 3 primeiras colunas sao mostra-
das as informagoes sobre a instancia, como: identificacao, total de facilidades (N) e o valor
6timo encontrado na literatura. As demais colunas apresentam os resultados dos algorit-
mos ja citados. Na 4a, 5a e 6a coluna estao a quantidade de nés do Branch-and-bound, a
quantidade de memoria principal e o tempo de execucao, respectivamente, referentes ao
algoritmo sequencial dual RLT2. Constam da 7a, 8a, 9a e 10a colunas, a quantidade de nos
do Branch-and-bound, o total de noés na etapa do RLT3, a quantidade de memoria prin-
cipal e o tempo de execugao, respectivamente, obtidos pelo algoritmo RLT1/2/3 Parallel
C. Finalmente, sao apresentados os resultados obtidos pelo GPU-QAP, em sequéncia: o
total de nés do Branch-and-bound, a quantidade de memoria utilizada na CPU, o total

de memoria global usada na GPU, e o tempo de relégio da execucao.

O algoritmo dual de subida RLT1/2/3 Parallel C estende a relaxagao até o RLT de
nivel 3, alcancando limites inferiores mais justos do que o RLT de nivel 2, entretanto
hé a necessidade de uma extensa memoria de trabalho. A implementacao da técnica
RLT3 exige, além das matrizes B, C' e D presentes no RLT2, uma matriz £ de dimensao
(Nx(N—1)x(N—-2)x(N-3))? impondo, assim, a necessidade de uma elevada quantidade
de memoria para o armazenamento e processamento da matriz £. Com o limite inferior
mais justo, as arvores do branch-and-bound do RLT1/2/3 Parallel C passam a ser podadas
mais cedo e um menor nimero de noés sao explorados. Ao compararmos os resultados da
nossa proposta com os do RLT1/2/3 Parallel C, comprovamos em nameros na Tabela

2.13, o que era evidente, a baixa quantidade de memoria de trabalho e um maior nimero
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de nos sondados no GPU-QAP).

Ainda comparando os resultados do GPU-QAP com os alcangados pelo RLT1/2/3
Parallel C, observamos que o tempo de execugao é cerca de 140 vezes menor nas instancias
Nug20, 22, 24, 25 e 27, cerca de 50 vezes menor na Nug28 e cerca de 8,5 vezes menor
na Nug30. A reducao de desempenho do RLT2 em relagao ao RLT3 com o aumento
da dimensao do problema do QAP é apontado em Hahn et al.(2012)[32]. Eles mostram
que para instancias com dimensoes superiores a 28 facilidades, as aplicagoes baseadas na

relaxacao RLT2 passam a ter um tempo de execucao superior as aplicagoes com relaxacao
RLTS3.

Ao avaliar o tempo de execucao de cada operacao constante do algoritmo dual de
subida 2, observamos que a operacao de transferéncia de custos entre complementares da
matriz D registra um tempo de execugao comparével a operacao de concentragao de custos
da matriz D. Isto é justificavel ja que a operacao de concentracao de custos é realizada na
memoria compartilhada da GPU, cujo tempo de resposta é de cerca de 1 a 2 ciclos de clocks
e o algoritmo do leilao foi implementado buscando aproveitar a transferéncia coalescente
de dados, onde um grupo de threads acessa um igual grupo contiguo de dados em um
mesmo ciclo de leitura/escrita de memoria. A operagao de transferéncia de custos entre
complementares consiste basicamente na leitura e escrita na memoria global, cujo tempo
de resposta é de cerca de 600 ciclos de clock, bem superior ao da memoria compartilhada.
A disposicao nao contigua dos coeficientes complementares, também gera acessos nao

coalescentes das threads, prejudicando a paralelizacao das operacoes.

Tabela 2.14: Resultados do GPU-QAP para outras instancias além da série Nug/V

GPU-QAP

Instancia | N Otimo Nos Memoria (GB) | Tempo

B&B CPU ‘ GPU (s)
tai20a 20 703482 7.117 1 0,4 71
tai2ba 25 1167256 324.394 2 1,7 109.011
tai20b 20 | 122455319 211 1 0,4 6
tai2bb 25 | 344355646 350 2 1,7 63
tai30b 30 | 637117113 1.011 ) 6 448
tai35b* 35 | 283315445 || 1.029.312 5 9 473.873
taid0b* 40 | 637250948 || 2.510.362 6 12 4.949.444
kra30a 30 88900 20.764 4 6 940
kra30b 30 91420 24.082 4 6 16.552
tho30 30 149936 22.429 4 6 17.219

* Instancias resolvidas de forma exata pela primeira vez

A Tabela 2.14 apresenta os resultados detalhados obtidos pelo GPU-QAP para outras

instancias além da série Nug/N. A tabela mostra o nimero de nos de branch-and-bound,
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o uso de memoéria pela CPU e pela GPU, e o tempo de execucao. Note que os tempos
de execucao para instancias com até 30 facilidades sao relativamente pequenos. Todos os
casos foram resolvidos em menos de cinco horas. A tnica instancia com N = 30 que esta
faltando na tabela é o Tai30a, que ainda consta em aberto. As instancias marcadas com

um asterisco foram resolvidos de forma exata pela primeira vez.

A Tabela 2.15 mostra as solugoes dessas instancias. Os resultados comprovam a oti-
malidade dos valores obtidos pela heuristica. Ao resolver as instancias citadas, o algoritmo
GPU-QAP foi executado em uma maéaquina sujeita a interrup¢oes devido a falta de energia
e queda da rede, impondo a necessidade de implementar procedimentos de checkpoint. O
tempo de execucao apresentado para a Tai40b corresponde & soma dos tempos de relogio

individuais de cada execucao parcial.

Instancia ‘ Otimo ‘ Solugao

tai35b 283315445 141251810301122119920321723338
132716 4347 23 24 6 35 31 28 15 21 29 26 25
tai40b 637250948 | 36 1 1511 2537 31 1939 13 27 740 22 4 33 16 34 10 14
1223532353893302924 1726288202618 21

Tabela 2.15: Instancias resolvidas de forma exata pela primeira vez.

2.4.6 Conclusoes

Os resultados mostram que o algoritmo GPU-QAP fornece excelente desempenho quando
comparado com trabalhos anteriores, permitindo resolver dois casos de QAPLIB pela
primeira vez. No entanto, uma parte significativa do seu sucesso é creditado aos valores dos
limites inferior obtidos pelo método como consequéncia do uso de um algoritmo modificado
para resolver problemas lineares de atribui¢ao. A melhoria dos limites inferiores observada

para as instancias TailNb é notavel.

As GPUs mais recentes do mercado tendem a ter um ntmero cada vez maior de SPs,
no entanto, sua memoria nao tem acompanhado o mesmo crescimento. Quanto maior
a quantidade de SPs, maior o poder computacional e consequente redugao no tempo de
execugao de uma aplicagao, este cenério é propicio as aplicagoes com relaxacao RLT2 em

relagcao as aplicacoes com RLTS3.



Capitulo 3

Problema Quadratico de Alocacao Gene-
ralizada

O Problema Quadratico de Alocagao generalizada (ou Generalized Quadratic Assignment
Problem - GQAP) é um problema de otimiza¢ao combinatoria onde M facilidades séo
atribuidas a N locais, respeitando o limite de capacidade de cada local e objetivando

minimizar o total de custos provenientes das atribuigoes e interagoes entre facilidades.

Este problema surge em muitas aplica¢coes no mundo real, por exemplo, em um pro-
blema de alocacao de equipamentos, os equipamentos devem ser alocados em locais em
uma industria minimizando o total de custos das instalacoes dos equipamentos e o total

de custos do transporte de material durante o processo de manufatura como descrito em

140].

Outro exemplo do GQAP esta no gerenciamento de um péatio de contéineres, o patio
¢ dividido em &reas de armazenamento e os contéineres sao agrupados de acordo com
as rotas das companhias de navegacao, os contéineres sao transferidos entre areas de
armazenamento se eles pertencerem a rotas diferentes. O problema é alocar grupos de
contéineres nas areas de armazenamento de forma a reduzir os custos de transferéncia dos

contéineres entre as areas. Este modelo esta descrito em [18].

Em [60] temos um problema de aloca¢ao de processos, que consiste na atribui¢ao de
uma quantidade de processos a uma rede de processadores com o objetivo de minimizar
o total de comunicagao entre os processos (alocados em diferentes processadores) e nos

custos de execugao .
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3.1 Formulacao do GQAP

Para i,k =1,...,M e j,n =1,...,N, seja b;; o custo de instalagao da facilidade ¢ ao
local j, seja f;; o fluxo da facilidade 7 até a facilidade k, seja d;,, a distancia do local j
até o local n, seja s;; a capacidade de uso quando a facilidade 7 é atribuida ao local j, e
S; a capacidade disponivel no local j. Seja x;; a variavel binaria de decisao que assume
valor 1 se e somente se a facilidade ¢ é atribuida no local j, para todo ¢ =1,..., M e
j=1,...,N. A seguinte formulacao para o GQAP foi originalmente desenvolvida por
Lee and Ma em [40].

GQAP:
M N M N

M N
Min Z Z bijzi; + Z Z Z Z fikdjnTijTn (3.1)

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 n=1
M
S.a. Zsijxij S Sj v j = 1, ,N (32)
i=1
N
Y awy=1Vi=1..M (3.3)
j=1
L5 - {0,1} A izl,...,M; ]:1,,N (34)

Na funcao objetivo, Equacao (3.1), o primeiro termo representa os custos de alocagao
e o segundo, os custos de interagao entre facilidades. As inequagoes (3.2) e (3.3) asseguram
que a capacidade total utilizada em cada local j nao exceda sua capacidade disponivel .S;,

e que cada facilidade i seja atribuida a exatamente um local, respectivamente.

O GQAP é claramente NP-dificil uma vez que generaliza ambos Quadratic Assignment
Problem (QAP) [36] e o Generalized Assignment Problem (GAP) [54].

3.2 Trabalhos relacionados

O GQAP tem sido relativamente pouco estudado. Entre os primeiros estudos encontra-
dos na literatura, podemos citar o trabalho de Lee e Ma|40|. Eles apresentaram trés
linearizagoes para GQAP baseado na formulagao original para o problema de atribuicao
quadrética (QAP) [36]. Eles também propuseram um algoritmo Branch-and-bound cujo

limite superior era obtido a partir de um algoritmo guloso, e apresentaram resultados com-
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putacionais para 27 instancias. O trabalho de Cordeu et al. [18] apresentou um algoritmo
memético para o GQAP, este algoritmo foi capaz de melhorar as solu¢oes conhecidas para
muitas instancias em um razoavel tempo de execucao. Em um trabalho mais recente,
uma heuristica GRASP com path-relinking foi apresentado por Mateus et al.[43], cujos

resultados alcangaram a mesma qualidade que em [18] com tempos de execugao inferiores.

Quanto aos métodos exatos, Hahn et al. (2008)[29] propos um algoritmo dual de
subida baseado na técnica de reformulagao e linearizagdo técnica de nivel 1 (RLT1) em
[2] e descrita na secdo 3.1 desta tese. Este algoritmo foi utilizado para calcular limites
inferiores em um eficiente método Branch-and-Bound . Este método supera o de Lee
and Ma [40], sendo capaz de resolver instancias com até 20 facilidades e 15 locais. Mais
tarde, um procedimento para encontrar o limite inferior que combina a formulagao RLT'1
com relaxacao Lagrangeana foi proposto por Pessoa et al. [51]. Este procedimento foi
utilizado em um método Branch-and-bound, sendo capaz de encontrar a solucao exata

para instancias de até 35 instalagoes para 15 locais

3.2.1 Meétodos exatos e outras técnicas

A técnica de reformulagao lineariza¢ao (RLT) foi inicialmente desenvolvida por Adams e
Sherali, [2] e Sheralli e Adams [58], com o objetivo de gerar relaxamentos lineares com
limites inferiores justos para uma classe de problemas de programacao inteira mistos de
zero-um. No entanto, a memoria necessaria para calcular estes limites inferiores cresce

exponencialmente no nivel RLT.

Embora pouco estudado o GQAP é um problema de grande interesse porque é uma
generalizacao natural do QAP que é um problema mais classico e amplamente estudado
[36]. Assim, ndo é surpreendente que os métodos exatos mais eficientes conhecidos para o
GQAP sejam extensoes das técnicas que foram originalmente desenvolvidas para o QAP.
Algumas pesquisas recentes sobre aplica¢oes e métodos de solugao para o QAP podem ser
encontradas em [5], [12] e [41]. Por exemplo, o algoritmo Branch-and-bound proposto em
[29] é uma generalizagao do método de [31]. Apesar de eficiente, este método usa um limite
inferior pobre para o GQAP porque o procedimento dual inicialmente proposto em [31]
nao foi capaz de considerar as restrigoes de capacidades dos locais. Mais tarde, o método
de Pessoa et al.[51] melhorou em relagao a anterior pela manipulagao das restrigdes de

capacidade combinada com um método de relaxacao lagrangeana.
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3.3 Algoritmo dual RLT2 distribuido aplicado ao GQAP

Neste capitulo é apresentado o primeiro procedimento dual de subida para o GQAP para
encontrar o limite inferior baseado parcialmente na Técnica de Reformulacao e Lineariza-
¢ao de nivel 2 (RLT2). Com o objetivo de estender a estrutura geral de Adams et al. [1]
para o GQAP, é proposta uma nova formulacao que relaxa algumas restri¢oes da aplica-
¢ao integral da RLT2 na formulagao original do GQAP. As restrigdes que permanecem na
formulacao proposta sao precisamente aquelas que podem ser manipuladas em um proce-
dimento dual de subida proposto por Adams et al. [1]. Os experimentos demonstram que
estas restrigcoes sao suficientes para levar a um relaxacao muitas vezes mais forte do que

as anteriores encontrados na literatura.

E adicionada uma nova implementacio para o procedimento de calculo do limite
inferior que reduz o total de memoria necessaria por um fator N. Mostramos também
que todas as instancias da literatura tém uma estrutura especial que permite que cada
subproblema pode ser resolvido como um problema de transporte, o que ajuda a acelerar
a implementacao proposta. O algoritmo branch-and-bound proposto, aqui chamado de
Dist-GQAP-RLT?2, é capaz de resolver 24 das 25 instancias avaliadas, onde 8 delas foram

resolvidas de forma exata pela primeira vez.

3.3.1 RLT2 aplicada ao GQAP

A partir da formulagao original do GQAP, Equagoes ((3.1)-(3.4)) da Secdo 3.1 e assumindo
que Cijkn = fikljn, dijinpg = 0 para todo i, k,p = 1,..., M, com ¢, k, p distintos, j,n,q =
1,...,N e definindo

0 se hl# h2

F(h1,n2) = {1 se hl=h2.

A formulagao obtida para o GQAP com a aplicagao parcial do método, é a seguinte:

RLT2 GQAP:
M N M N M N M N M N M N
. / "
Min E g bijvi; + E E g g CijknTijkn T E § E : E : E :dijknpqxijknpq
=1 71=1 =1 7=1 k=1 =1 =1 7=1 k=1 =1 =1 =1
¢ J ! J ki " ! J ki " pz;ﬁi,k' q

(3.5)
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N
s.a. inj =1Vi=1,..M (3.6)
j=1
M
Zsijxij S Sj V] = 1, ,N (37)
i=1
N
S wpy =ay Vik=1..,Mj=1.. Nk#i (3.8)
n=1

M
> St < (S — sy F(jn)zy; Vi=1,...,M;jn=1.,N (3.9)
k=1

ki
x;j,m = x;mij Vik=1,...M;jn=1,... . N;1 <k (3.10)
N
> kg = T Vi kyp=1,., M;j,n=1,..,N;i,k,p distintos (3.11)
q=1
M
Z Spqxgjknpq S (Sq - SijF(ju Q) - SknF(’I'L, q))x;jkn
p=1 (3.12)
pFk,i
Vik=1,...M; jnq=1,..,N;i#k,
xfi’jknpq = J:;/J'qun = x%mqu = $lk€npqij = xgqijkn = xqunij (3'13)
vV i,k,p=1,....M; jnqg=1,...N; 1 <k<p
Tij € {O, 1} Vi=1,.,M; 7=1,...N (3.14)
x;j,m € {O, 1} Vik=1,...M; jn=1 .. N;k+#1 (3.15)
x;-’jk,npq € {O, 1} V i,k,p=1,...M; j,n,q=1,.., N;1,k,p distinct (3.16)

Para obter essa formulacao, primeiro aplicamos os passos do método RLT1. Em

seguida, No6s adicionamos (N? x M (M — 1)) novas restrigoes ( 3.8) e (3.9) multiplicando
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as restri¢oes (3.2) e (3.3) por cada um das (N x M) variaveis binérias z;; (permutando os
indices i e k, e os indices j e n). Substituimos cada produto x;;zx, pela correspondente

variavel binaria xfijkn. Pela propriedade comutativa dos produtos, a restri¢ao (3.10) sera

adicionada. Os coeficientes z};;. e 7}, sao chamados complementares.
Na etapa do RLT2, adicionamos o (N® x M (M — 1)(M — 2)) novas restrigoes (3.11)

e (3.12) multiplicando-se as restri¢oes (3.2) e (3.3) por cada um das (N x M) varia-

veis bindrias z;; (e permutando os indices i, k e p, e os indices de j, n e ¢). Em

/
ijkn

7

Tpq pela variavel binédria a7,... Da mesma

seguida, substituimos cada produto z

forma que a reformulagao do RLT1, a restrigdo (3.13) sera acrescentada. As variaveis

"
pgknij

"

LT x ex sao também chamadas de complementares.

/! x// x// !
ijpgkn> " knijpq> * knpqij’ * pgijkn>
Como mencionado antes, o QAP é um caso particular do GQAP onde todas as capa-

cidades dos locais e todos os usos de capacidade das facilidades sao unitarios.

A seguir, apresentamos uma interpretagao do processo dual proposto por [1] que é
apresentado em termos mais gerais para a GQAP. Diante disso, reescrevemos a formulagao

((3.5)-(3.16)) para tornar mais adequada a interpretacao de seu dual.

Para isso, sdo reescritas as restrigoes (3.10), (3.13), (3.7), (3.9) e (3.12). Para (3.10) e

(3.13), sdo adicionadas novas varidveis auxiliares y;;;,, para todo i,k = 1,..., M com i < k,

"
ijknpq

ej,n=1..,N,ey para todo i, k,p=1,.... M com i < k <p,e jn,qg=1,.., N.

Entéao, a restri¢ao (3.10) é substituida por:

o Vi k=1,...M;jn=1,...,N;i<k
Yo =4 0 0 y . (3.17)
Thpij Vok=1. . M;jn=1..,N;i<k
e a restrigdo (3.13) por
r . . .
g ¥ ikop =1 M5 jmg =1, N; i<k<p
Wpgon ¥ G kp =1 My jing =1, N; i<k<p
y/‘/‘ — x/k/mqu v Zak7p:177Ma j>n>q:17"'aN; Z<k<p (3 18)
v topgis ¥ G kp=1,..M; jng=1.,N; i<k<p
xng'jk;n v Z7k7p:177Ma j7n7q:17”'7N; i<k<p
\ xqunij v ivkap: 1a7M7 j7n7q = 177N’ i<k <Pp-

Para reescrever (3.7), (3.9) e (3.12), foram usadas variaveis de folga evitando, assim,

restrigoes de desigualdade. Sejam fj, f/;,, e fi;,, as varidveis de folga nao negativas para
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todo i,k =1,..., M, com i # ke jn,g=1,.., N. As restricoes (3.7), (3.9) e (3.12) sao

substituidas por:

M
Zsijmij'f_fj:’sj Vj:]_,...,N, (319)
i=1
M
Z SknTijen + fijn = (Sn — 85 F(j,n))xy Vi=1,.,M;jn=1,.,N (3.20)
ft
M
Z Spqx;lljknpq + fz/j,knq = (Sq - SijF(j7 Q) - SknF<n7 Q))x;]kn
p=1 (3.21)
pF#k,i
Vik=1,...M; jnq=1,..,N;i#k,
respectivamente.

A formulagao resultante, que nos referimos como RRLT2-GQAP, é dado por ((3.5)-
(3.6)), ((3.17)-(3.18)),((3.19)-(3.21)) e ((3.14)-(3.16)).

3.3.2 Procedimento Dual de subida para o GQAP

A seguir, desenvolvemos o dual da relaxacao continua de RLT2-GQAP para descrever
como foram adaptadas para o GQAP as trés operagoes introduzidas por [1] na solu¢ao do

QAP, e como essas operagdes mantém a solucao dual corrente viavel.

: ) " L : : . -
Sejam 7y, 775, € Ty, @s varidveis duais associadas as restrigoes dadas por (3.6), (3.8),

e (3.11), respectivamente. Como também wu;, u}., e /.. —as variaveis duais associadas,

ijn ijkng
respectivamente, as restrigdes dadas por (3.19), (3.20), e (3.21). Finalmente, sejam 2.,
(i # k), 2{ipnpg (com i, k, p distintos) as varidveis duais associadas as restrigdes dadas por

(3.17), e (3.18). A seguir o dual do RRLT2 GQAP:

DUAL RRLT2 GQAP:

M N
i=1 j=1
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S.a. b, — SijUy + Z ij + Z 32] n))u;jn Z 0

- (3.23)
VY oi=1,..M. j=1,..,N
Cijkn — r?’:j Sknuz]n - Z]k'l’l, + Z zgknp Z SU j q) - SknF(” q)) Uijkng >0
p#lk
Voik=1,..Mjn=1, N
(3.24)
dijknpq - r;;'knp quuzjknq Z;;knpq >0 (325)
vV i,k,p=1,....M;3,n,q=1,...,.N
0—u; >0 V j=1,..N, (3.26)
0—u,, >0 ¥V i=1,.,Mjn=1,.,N (3.27)
O_UZJkanO v iak:17"'>M;j7naq:1a“'7N (328)
Z;jkn + Zl/cm'j =0 v i? k: = 17 ceey Ma]?” - 17 7N (329)
Z;;knpq + Zz]qun + Zk:'m]pq + zknpng + Z qz]kn + Z qknz] =0 (330)

vV i,kp=1,....M; jnq=1,....N

A solugao dual corrente é representada por um conjunto de matrizes contendo os coe-
ficientes de custo modificados (custos reduzidos) que sdo mantidos nao-negativos durante
a execugao do algoritmo satisfazendo as restrigdes ((3.23)-(3.25)). Assim, o lado esquerdo
das restrigdes (3.23) sdo armazenados em uma matriz de dimensdo M x N denominada
matriz B, e seus coeficientes representado por l_)l-j.Néo foi adotado a representacao b;; para
nao confundir com os coeficientes utilizados pelo RLT aplicada a formulacao do GQAP.
Da mesma forma, o lado esquerdo das restrigoes (3.24) sao dispostas em uma matriz C'
com dimensao M? x N2, sendo (i — 1)M + k o indice de linha, e (j — 1) N + n o indice da

coluna e cada coeficiente representado por k., € o lado esquerdo das restrigoes (3.25)
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organizados na matriz D de dimensao M? x N3, sendo (i — 1)M?+ (k —1)M + p o indice
de linha, e (j — 1)N? + (n — 1)N + ¢ o indice da coluna, e cada coeficiente representado
por gijknpq-

Ressaltamos que armazenando os M3 x N3 coeficientes da matriz D é, de longe, a
operacao de maior consumo de memoria do procedimento dual. Por exemplo, isso exigiria
820MB para uma instancia com M = 30 e N = 20 usando uma estratégia ingénua.
Este fato motiva o desenvolvimento de uma estratégia de economia de memoria que sera

descrito na Segao 3.3.3.1.

3.3.2.1 Concentracao de custos

A abordagem definida para maximizar o limite inferior é transferir os custos da matriz D
para a matriz C, em seguida, da matriz C para a B, e, por tltimo, da matriz B parao LB.
Em primeiro lugar, para cada i, k,p € {1,..., M} (i, k,p distintos) e j,n,q € {1,..., N},

atualizamos a varidveis duais 17, e u;, . de modo a maximizar o lado esquerdo de

3.24)., mantendo inalteradas todas as varidveis duais restantes e do lado esquerdo de
b

(3.25), ou seja, d;jknpg N30 negativo. Isso equivale a resolver o seguinte subproblema de

programagao linear:

CC1: para cada (i,j,k,n), com i # k

M N
Max Z T;/jknp + Z(Sq - SijF(ja Q) - SknF(”? q))u'ij‘nq (331)

pz;é:i,lk =1
5.8. dijknpq - T;fjknp - Spqu;;'knq Z 0 v b= 17 EAS) M7 q= 17 [AES) Nap % Z.7 k? (332)
e (3.28) (3.33)

Referimo-nos a esta operacao como Concentracao de custos de D para C. A seme-

lhanca do anterior, o Concentracao de custos de C' para B maximiza o lado esquerdo de

"

(3.23), atualizando as variaveis duais 77;, e u;},,, ¢ mantem o lado esquerdo de (3.24), ou

Cijkn, Nao negativo. A formulacao deste sub-problema é seguinte:
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CC2: para cada (i,))

Max Z ik + Z — 5, F(5,n))uij, (3.34)
k#z

—Spptti, >0V k=1,...M;n=1,...,.N;k # 1 (3.35)

e (3.27) (3.36)

E, finalmente, Concentracao de custos de B para LB que maximiza LB pela atuali-
zagao das varidveis duais r; e v, mantendo o lado esquerdo de (3.23), ou b;;, nao negativo.

Sua formulagao é:

CC3:
M N
Max LB =Y ri+ Y _ Sju (3.37)
i=1 j=1
S.a. bij — Ty — SijUy Z oV = ]_, ceny M, ] = ]_, ceey N (338)
e (3.26) (3.39)

3.3.2.2 Espalhamento de custos

A operagao de Espalhamento de Custos é o processo inverso da Concentracao de Custos
e ¢ feita de LB para B, de B para C' e de C' para D.

Na primeira operacao, Espalhamento de custos de LB para B, parte do LB é distri-
buida pelos coeficientes das M linhas de B, de forma mais objetiva, seja pLLB o percentual

de LB a ser distribuido na matriz B, este percentual é dado como parametro de entrada,
entdo, para cada i = {1,.., M} e j={1,..,N}, bjj+ = (LB x dLP)/M.

Na operagio de Espalhamento de Custos de B para C, cada coeficiente b;;, para todo
(i,7), é distribuido pelos coeficientes de M — 1 linhas da submatriz (c;;)k,. Ou seja, para
cada i, k= {1,..,M} comi#ke jl={1,..,N}, (c;j)gn + = bij/(M —1).

Similar as anteriores, na operacao Espalhamento de custos de C para D, cada coefi-

ciente ¢;jkn, para todo (7,7, k,n) com i # k, é distribuido pelos coeficientes das M — 2
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linhas da submatriz (Jijkn)pq. Ou seja, para cada i, k,p = {1, .., M} com ik,p distintos e

Jola=A1, . N}, (digrn)pg + = Cijen/(M = 2).
3.3.2.3 Transferéncia de custos entre coeficientes complementares

Os coeficientes complementares proporcionam a comunicagao entre os custos de subma-
trizes. Esta operagao ¢é essencial para alcangar bons L Bs através da aplicagao da técnica
de RLT, e uma boa escolha da estratégia de transferéncia de custos permite alcangar LBs

justos com baixos tempos de execucao em algoritmos duais.

A operacao de transferéncia de custos entre os coeficientes complementares consiste
de incrementar um ou mais coeficiente(s) e decrementar outro(s) respeitando as restrigoes
(3.29) e (3.30). Neste trabalho, usamos a mesma estratégia que Adams et al. [1], embora
nossa apresentacao seja mais simples por causa do uso da dualidade de programacao

linear.

3.3.2.4 O procedimento completo

O algoritmo dual de subida é baseado no trabalho de Hahn et al. (2008)[29]. Basicamente,
o Dual de subida consiste em um loop com trés operacoes: Concentracao de custos, Espa-
lhamento de custos e Transferéncia de custos entre coeficientes complementares, operagoes
estas descritas nas subsecoes anteriores. Os passos do algoritmo de dual de subida sao os

seguintes:

Nos experimentos relatados na Segao 3.3.3, usamos K = 0,001 (ou 0,1% do UB),
e UB ¢ igual a melhor solucao encontrada na literatura para a instancia que esté sendo

executada.

3.3.3 Detalhes da implementacao

3.3.3.1 Estratégia de economia de memoria

Como no algoritmo GPU-QAP, proposto no capitulo anterior, foram implementadas no
Dist-GQAP-RLT?2 as duas estratégias para economizar a memoria ao armazenar a matriz
D. A primeira estratégia consiste apenas no armazenamento do contetdo das varidveis

duais e a segunda é baseada no conceito de submatrizes complementares.

Na primeira estratégia, a matriz D, de dimensao igual a M3 x N3, ¢ substituida pelas

matrizes Drow, de dimensao M3 x N2, e Dcol de dimensao M? x N3, para armazenar
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Algoritmo 3: Algoritmo dual RLT2

1 inicio

2 LB+ 0

3 UB < melhor solugao conhecida alcangcada por uma heuristica

4 K < limite minimo do progresso do LB

5 dLB < percentual do LB a ser distribuido

6 bij < (se houver, custo de atribui¢do de i em j ¥V (i, j)

7 Cijkn — fik X djn ¥ (1,7,k,n) comi#k ej#n

8 dijinpg < 0 Y (i,7,k,n,p,q) com i, k,p distintos e j,n,q também distintos
9 progress < 1

10 loop Enquanto (progress >=K) e (LB <UB)

11 Distribuicao de custos de parte do LB para B

12 Distribuicao de custos de B para C'

13 Distribuicao de custos de C' para D

14 Transferéncia de custos entre coeficientes complementares de D
15 Concentragao de custos de D para C

16 Transferéncia de custos entre coeficientes complementares de C'
17 Concentragao de custos de C' para B

18 Concentracao de custos de B to LB’

19 LB+ LB + LB’

20 progresso < (LB'/UB)

os valores de i e ul; ., respectivamente. O armazenamento de Drow e Dcol reduz
. " . . MxN
a quantidade de memoria necessaria para a matriz D por um fator de ﬁ A se-

gunda estratégia é utilizado o concento de submatrizes complementares onde para todo
ik =1i,..M, e jn=1..,N, com i < k, as submatrizes (D;jkn)p; € (Dknij)pg 580

complementares.

A combinacao das 2 estratégias permitem a reducao da memoria necessaria por um

fator de 2XA(J]\1?VN), ou 3X%\;fN) comparado com a estratégia de Adams et al.[l]. Por
exemplo, para uma instancia 30 x 20, M = 30 e N = 20, a memoria necessaria é cerca de

25% da necessaria para a estratégia de Adams et al. [1| para o armazenamento da matriz

D.

3.3.3.2 Branch-and-Bound

O algoritmo dual RLT2 calcula o limite inferior em cada né de um algoritmo Branch-and-
bound. Como limite superior é utilizada a melhor solugao encontrada na literatura obtido
por uma heuristica. Cada né da arvore corresponde a uma nova atribuicao (facilidade -
local), a facilidade é escolhida seguindo a estratégia de Branch com o objetivo de reduzir a

profundidade da arvore. Esta estratégia consiste em uma avaliacao prévia de um conjunto
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de atribuicoes e concentragoes das facilidades ainda nao atribuidas a cada local, e em

seguida, a selecao da facilidade que alcance o maior LB.

3.3.3.3 Fixacao dos custos reduzidos

A fixacao de custos reduzidos tem o objetivo de diminuir a quantidade de operacoes
de concentracao de custos, espalhamento de custo e transferéncia de complementares e
consequente reducao do tempo de execugao da aplicagao. O procedimento de "fixar custos
reduzidos'consiste em atribuir um valor pré-definido aos elementos das matrizes B, C e
D que nao pertencam a solucao do problema. Esse valor pré-definido, aqui denominado
como INF', poderd ser qualquer valor que inviabilize o coeficiente como solugao, por
exemplo, INF = UB. Ao fixar a coeficiente Bij da matriz B, a variével binaria z;; nao
podera fazer parte da solucdo (z;; = 0). Assim, ndo é preciso executar as operagoes
previamente citadas com as submatrizes de C' e D associadas a variavel binaria x;;. A

seguir, as condigoes para fixar coeficientes:

(i) Na matriz B, para cada coeficiente b;; cujo valor somado ao LB ultrapasse o limite
superior, ou que o uso da facilidade 7 supere a capacidade de j. Atendendo a uma dessas
condicoes, conclui-se, entao, que a facilidade ¢ nao pode ser alocada em j, assim, b;; ¢

fixado, (b;; = INF), como também deverao ser fixados todos os coeficientes de C' e D

que sejam dependentes da variavel binaria x;;.

(ii) Na matriz C, para cada coeficiente ¢;ji,, com i,k = (1,..,M), j,n = (1,..,N) e
i < k, seja S = Cijkn + Crnij T l_)z-j + bin + LB. Caso S ultrapasse o limite superior,
Cijkn deverd ser fixado. E se as facilidades ¢ e k ocuparem o mesmo local (j = n) e o
uso da facilidade 7 acumulado ao da facilidade k£ supere a capacidade do local j, entao, o
coeficiente ¢, devera ser fixado. Se ¢;jx, for fixado, seu complementar também devera
ser, assim como todos os coeficientes de D que sejam dependentes da combinagao binaria

l’ij(L'/m.

(iii) Na matriz D, para cada coeficiente d;jknp, com i, k,p = (1,..,M), j,n,q =
(1,..N) ei <k <p,sejaS = dijkupg + dijpghn + drnijpg + hnpgij + dpgigin + dpginis + Cijin
+ Chnij + Chnpq + Cpgkn + Cijpg + Cpgij + Dij + bgn + bpg + LB. Caso S ultrapasse o limite
superior, d;jrnp, deverd ser fixado. E se as facilidades i, k e p ocuparem o mesmo local,
ou seja j = n = ¢, e o uso acumulado das facilidades 7, k e p supere a capacidade do local

J, entao d;jinpg devera ser fixado como também os seus complementares.
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3.3.3.4 Versao distribuida

Uma vez que a execucao de uma instancia dificil do GQAP possa durar meses para
ser resolvida em uma méquina com um tunico nicleo, optamos, entao, por implementar
uma versao distribuida do nosso algoritmo para executar em um cluster de maquinas

comerciais.

No algoritmo distribuido proposto, aqui chamado de Dist-GQAP-RLT2, cada ramo
do branch-and-bound pode ser executado independentemente por processo independentes.
O processo lider, identificado como PO, calcula o n6 raiz do branch-and-bound e inicia a
distribuicao de nos gerados ao primeiro branch para outros processos da aplicacgao. Cada
processo, que tenha recebido seu n6 do PO, inicia, entao, a sua tarefa, e a cada novo

Branch ele envia os nos recém-gerados para aqueles que ainda estejam ociosos.

Caso um processo encontre uma solu¢ao melhor, é envidada uma mensagem com a
nova solucao para os os demais processos atualizarem seus limites superiores. A distri-
buicao inicial, a estratégia de balanceamento de carga, os procedimentos de atualizacao
da solucao e término do algoritmo distribuido baseiam-se no trabalho de Drummond et

al.[22]

3.3.3.5 Algoritmo de concentracao de custos

Cada um dos subproblemas ((3.31)-(3.33)) para todo (i, 7, k,n) com i # k, cada subpro-
blema (3.34-3.36) para todo (7, j) e o subproblema (3.37-3.39) podem ser resolvidos com
o mesmo algoritmo de atribui¢ao linear. Note que o dual de(3.31-3.33) corresponde a

seguinte formulagao:

M N
Min Y ° > by (3.40)

i=1 j=1

N
sa. Y wy=1VY i=1.,M (3.41)
j=1
M
> syrg+f;=8 VY j=1,..,N (3.42)
=1

2; >0Vi=1,...M; j=1,.,N (3.43)
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Considere um caso particular do GQAP onde a capacidade de uso de ¢ permanece a
mesma independentemente do local j que for atribuido, ou seja, s;; ¢ igual a s;. Neste caso,
pode-se dimensionar cada varidvel x;; de tal modo que os seus coeficientes nas restricoes

(3.42) tornam-se unitarios. Seja w;; a versao reduzida de xz;;, satisfazendo w;; = x;; x 5.

Reescrevendo as equagoes (3.40-3.43), é obtido:

. M N bw

i=1 j=1

N
s.qa. Zwij =5 Vi=1,.,M (3.45)
j=1
M
=1
w; >0V i=1,..,M; j=1,..,N (3.47)

Observe que o total das capacidades sem uso, representado aqui por S’, é constante,

dado por:
N M N
S35 -y

j=1 =1 7j=1

f; (3.48)

A seguir, é mostrado que o subproblema (3.44-3.48) pode ser visto como um problema
de transporte [3] com os M nos produtores as M facilidades, N nos consumidores aos N
locais, e um né produtor auxiliar que representa a capacidade nao utilizada. A Figura 3.1
ilustra essa correspondéncia. Nesta figura, os nos 1,.., M correspondem a facilidades, os

noés M +2,..., M+ N + 1 correspondem aos locais, e o n6 M + 1 ao n6 produtor auxiliar.

Os noés produtores sao representados no lado esquerdo dos nés consumidores, os fluxos
ao lado direito dos nés consumidores, e os custos acima dos arcos correspondentes. Pode-
se verificar facilmente que o problema resultante é equivalente ao problema LP dado por

((3.44)-(3.47)). O algoritmo proposto por Ford [25] é usado para resolver os subproblemas.
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M+1 nés produtores
N nds consumidores

Figura 3.1: O subproblema visualizado como um problema de transporte

3.3.4 Experimentos e resultados do Branch-and-bound dual RLT2
distribuido

O Dist-GQAP-RLT2 foi implementado em C++ usando a biblioteca IntelMPI [19] para
a troca de mensagens. Os experimentos foram também realizados no Supercomputador
Netuno [59|, um cluster com 256 méaquinas. Cada maquina contém dois processadores
Intel Quad Core Xeon E5430 de 2,66 GHz, cada um com 12MB de cache L2 e 16 GB de
RAM por méquina.

O Dist-GQAP-RLT?2 foi testado com 25 instancias, 4 de Elloumi [23] e 21 de [18]. Os
resultados do no6 raiz sao apresentados na Tabela 3.1 e as estatisticas do Branch-and-bound
na Tabela 3.2.

Foi selecionado o trabalho de Pessoa et al.[51] para uma analise comparativa. O
trabalho citado apresenta duas variagoes de um algoritmo baseado na formulagao RLT1
e uma relaxacao lagrangeana onde os subproblemas sao tratados como o problema da
mochila [42]. A primeira variagdo (denotado por Volume) usa o algoritmo Volume [7|
para resolver o problema principal, e o segundo (identificado por Vol+Trans) combina
o algoritmo Volume com as etapas do RLT1 utilizadas em Hahn et al.(2008) [29]. Os
experimentos de Pessoa et al.[51] foram executados em uma tunica estagao de trabalho

Ultra 54 Sun com uma CPU de 1,6 GHz.

A Tabela 3.1 esté organizada da seguinte forma: a primeira coluna mostra a identifi-
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cagao da instancia. A identificacdo é uma composi¢ao do autor (Ell para Elloumi 23] e
CGL para Cordeu [18]), da dimensao (total de facilidades, total de locais e um terceiro
parametro presente apenas nas instancias de Cordeu [18] que indica & percentagem mé-
xima de ocupagao das capacidades dos locais). Para uma melhor compreensao, tomemos
a instancia CGL 20-15-35 como exemplo, o ntimero de facilidades é de 20, o namero de
locais é 15 e a percentagem de ocupagao é de 35% da capacidade total dos locais. A

segunda coluna apresenta a melhor solu¢ao conhecida alcancada por uma heuristica.

As instancias cuja melhor solucao estao em negrito sao as que foram resolvidas de
forma exata na literatura. As colunas seguintes foram organizadas em trés grupos, cada
uma compreendendo o tempo de execucao, o gap e o LB do no6 raiz. Cada grupo corres-
ponde aos resultados obtidos por um dos algoritmos: Volume, Vol+trans e Dist-GQAP-
RLT?2, respectivamente. O(s) melhor(es) LB(s) e gap(s), em cada instancia, estid(ao) em

negrito.

A Tabela 3.2 esta assim organizada: as duas primeiras colunas mostram as informagoes
como na Tabela 3.1. As colunas seguintes sao divididas de acordo com o0s mesmos trés
algoritmos da Tabela 3.1 onde, para cada algoritmo sao apresentados o tempo de execucao
(em segundos) e o nimero total de nés alcangados na etapa de branch-and-bound. Para o
Dist-GQAP-RLT2, adicionamos 3 colunas que mostram: o total de processos da aplicacao
distribuida (7TP), o tempo de execucao do no raiz (em segundos) e o tempo de execugao
da parede-relogio (em segundos). O tempo sequencial do Dist-QAP-RLT2 consiste da
soma do tempo de execugao do né raiz em PO (processo lider da aplicagao) e os tempos
individuais de cada processo. O melhor tempo de execucao do B&B de cada instancia

esta em negrito.

A Tabela 3.3 estda assim organizada: Nas 3 primeiras colunas, a identificacao da
instancia, total de facilidades e locais. Nas 3 colunas seguintes, as estatisticas da matriz C'
como: o total de coeficientes, a quantidade de coeficientes fixados e o percentual de fixados
em relagao ao total. Nas colunas restantes, as estatisticas da matriz D, na sequéncia: o
total de coeficientes da matriz D, a quantidade de coeficientes nao fixados, a quantidade
de fixados apenas na matriz D, o total de fixados em fungao de C' e o percentual de fixados

em D em relagao ao total de coeficientes.

3.3.5 Conclusoes

Observa-se na Tabela 3.3 que os percentuais de fixados aumentam conforme aumenta taxa

de ocupagao do total da capacidade dos locais e com N proximo a M. Tomando como
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exemplo a instancia 30 — 20 — 95, cuja taxa de ocupacao ¢ de 95% da capacidade dos
locais e M proximo a N, observa-se que 51% dos coeficientes da matriz D sao fixados.
Para instancias com M bem maior que N e alta taxa de ocupagao, como na instancia

40 — 07 — 95, a técnica pouco auxilia na redugao da quantidade de operacoes executadas.

Note que 8 das 25 instancias avaliadas nao tém resultados apresentados para os dois
primeiros algoritmos. Estes casos nao foram considerados em Pessoa et al. [51] por causa
do grande relagdo M /N, o que torna o seu método mais lento. Note que nos 17 casos
restantes, o Dist-GQAP-RLT2 alcancou o melhor LB no no raiz em 11 deles. O algoritmo
Dist-GQAP-RLT2 nao alcanca bons limites inferiores em instancias com elevadas taxas

de ocupagao.



Capitulo 4

Conclusoes finais

Esta tese apresentou trés algoritmos, dois para resolver o Problema Quadratico de Alo-

cacao e um para resolver o Problema Quadratico de Alocacao Generalizada.

O primeiro algoritmo proposto para a solugdo do QAP, o Dist-QAP-RLT3, é uma
versao distribuida baseada no dual de subida de Hahn et al(2012)[32]. Em seus testes,
o algoritmo alcangou bons limites no n6 raiz e superou, em boa parte dos testes, os
melhores limites da literatura, contudo, o tempo de execugao foi bastante impactado com
o tempo gasto na troca de mensagens. A quantidade de computadores disponiveis no
cluster Netuno nao foi o suficiente para atender o total de memoria necessaria para a
execugao do dual RLT3 nos demais nés da arvore de branch-and-bound. A execugao dos
demais nos da arvore so foi possivel quando optou-se em calcular o LB com o dual de
subida baseado na relaxacao RLT2. Essa opc¢ao reduziu a progressao do LB a cada no,
aumentando o tempo de execucao. O Dist-QAP-RLT2, que utiliza apenas o dual RLT2
no calculo do LB, alcangou tempos promissores, mas foi ofuscado quando Hahn et al.
(2013) [30] publicou os resultados com seu multithread RLT1/2/3 baseado no dual de
subid RLT3.

O GPU-QAP foi o mais promissor dos algoritmos propostos nesta tese, com resultados
excelentes e custo computacional bem inferior ao Dist-QAP-RLT3 e Dist-QAP-RLT2 e
aos melhores da literatura. Os tempos alcangados pelo GPU-QAP chegam a ser 140 vezes
mais rapidos do que os melhores tempos da literatura, e ainda resolveu pela primeira vez 2
instancias do QAP (tai35b e taid0b). Parte de seu sucesso foi devido ao uso do algoritmo de
leilao de Bertsekas [9] que tem melhor desempenho em ambientes paralelos. Seguindo uma
configuragao pré-definida, o algoritmo de leilao permitiu reduzir o tempo do GPU-QAP na
execucao da arvore de branch-and-bound. Outro responsavel pelo sucesso, foi sem duvida,

o poder computacional da GPU. Apesar da GPU ter um custo monetario relativamente
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alto, os resultados alcangados foram em uma tinica maquina de uso comercial, cujo valor
¢ muito inferior ao supercomputador com 2TB de memoéria compartilhada utilizado por

Hahn et al. (2013)[30] e responsével pelos melhores resultados até entao.

Para a solu¢ao do GQAP, foi desenvolvido o Dist-GQAP-RLT2. Este algoritmo intro-
duz pela primeira vez o RLT2 na solucao do GQAP. Boa parte dos limites alcancados no
noé6 raiz superaram os melhores conhecidos da literatura. O Dist-GQAP-RLT2 foi capaz
de resolver 24 das 25 instancias avaliadas, 8 delas foram resolvidas pela primeira vez e 11
das 17 instancias restantes superaram o melhor tempo conhecido. Algumas contribuicoes
foram importantes para conseguir esses resultados como a economia de memoria baseada
no conceito de submatrizes complementares e no armazenamento apenas dos contetdos
das variaveis duais. Outra contribui¢ao, que impactou no desempenho do algoritmo, foi

tratar as operagoes de concentragao de custo como um problema de fluxo de rede.

Como trabalhos futuros, acreditamos que o uso de ambientes heterogéneos tenha
alargado os passos na solugao de instancias abertas do QAP. Uma prévia avaliacao, com
tais instancias, aponta a Tai30a como sendo a préxima instancia a ser resolvida, cuja
estimativa de tempo para a solugao, utilizando a mesma implementacao e ambiente dessa
tese, é cerca de 10 meses. Acreditamos que o uso de um cluster de GPUs, combinando o
uso dos dois niveis de paralelismo, a distribuicao e refinamento, poderia aumentar ainda
mais o desempenho apresentado, permitindo que a solucao exata de outras instancias

abertas num tempo razoavel.

Nao foi possivel concluir antes do fechamento desta tese, mas ja foi implementado o
algoritmo GPU-GQAP-RLT2 com o propésito de reduzir os melhores tempos conhecidos
para as instancias do GQAP. O desafio de resolver instancias em aberto do GQAP tera
de aguardar novas publicagoes, ja que todas as instancias na literatura deste problema

foram resolvidas.
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APENDICE A - Algoritmos para a solucio do
Problema de Atribuicao - LAP

Em um problema de atribuigao, tem-se dois conjuntos (facilidades e locais, agentes e
tarefas, trabalhadores e empregos, equipamentos e setor, entre outros exemplos) e deve-se
encontrar uma solugao que ligue elementos destes dois conjuntos. Este tipo de problema
pode também ser nomeado como designacao, matching, emparelhamento, dentre outros

nomes. Mantendo o perfil desse trabalho, adotamos a atribuicao de facilidades a locais.

O problema de atribuicao consiste em atribuir N facilidades para N locais, tendo o
objetivo de alcancar uma solucao de custo minimo. A seguir, descreve-se a formulacao
do problema linear de atribuicao e depois dois algoritmos utilizados para resolver tais

problemas.

A.1 Formulacao basica de um Problema de Atribuicao

Tomemos como ponto de partida um problema de atribuicao (facilidades - locais). Seja
i a facilidade e j o local. Quando ¢ estd alocado em j, a varidvel binaria z;; ¢ igual a
1. Seja a;; o custo da atribuicao da facilidade ¢ ao local j. O objetivo é encontrar uma
atribuicao de facilidades a locais com custo minimo. A seguir, a formulacao geral para

este problema:

LAP GERAL:

N N

i=1 j=1
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N
 wy=1Vi=1..,N (A.3)
j=1

Ti5 € {0, 1} Vi=1,..N; j=1,...N (A4)

Seja r; e u; as varidveis duais associadas as restrigoes (A.2) e (A.3), respectivamente.
O dual de (LAP_GERAL:) é o seguinte:

DUAL_LAP:

N N
MaXZri + ZUj (A.5)
i=1 j=1

sa.ri+u;<a; VvV i,5=1,.,N (A.6)

As variaveis duais aqui representadas serao referenciadas nos Algoritmos Hingaro e

do Leilao, descritos nas proximas secoes.

A.2 Algoritmo Hungaro

Provavelmente o modo mais eficaz de resolver um problema de atribuicao seja através do

Algoritmo Hungaro, descrito inicialmente por Munkres em [45].

O método hungaro consiste basicamente de um procedimento de quatro passos, des-

critos a seguir.
Seja M uma matriz de custo com dimensao (N x N).

(1) Subtrair o menor valor de todos os valores em cada linha da matriz M. Desta forma,

cada linha teré pelo menos um valor igual a zero e todos demais serao nao-negativos.

(ii) Subtrair o menor valor de todos os valores em cada coluna da matriz M. Dessa
forma, cada coluna tera pelo menos um valor igual a zero e todos os demais serao nao-

negativos.

(ili) Fazer um contorno ao longo de linhas e colunas que possuam elementos iguais a
0, de tal modo que todos os zeros da matriz M fiquem dentro de algum contorno. Para

isso, utilize um ntmero minimo de contornos.

(iv) Se o nimero minimo de contornos necessarios para cobrir os zeros ¢ igual a
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N, entao uma alocagao 6tima de zeros foi encontrada e o procedimento é encerrado.
Caso contrario faga: a) Encontre os elementos que nao pertengam a nenhum contorno.
Subtraia daqueles elementos o menor valor entre eles. Somando este mesmo valor apenas
aos elementos que pertengam simultaneamente a 2 contornos, tanto horizontais como

verticais. Desfazer os contornos e retornar ao passo (iii)

A Figura A.1 ilustra os passos do algoritmo.

e Na Figura A.1(a) temos uma matriz de custos M com N = 5.

e Na Figura A.1(b) temos a aplicagdo do lo. passo, onde, para cada linha, busca-se o
elemento de menor valor e abate esse valor de todos os elementos da mesma linha.

Acrescenta-se o valor abatido no custo da atribuicao.

e Na Figura A.1(c) temos a aplicagdo do 20. passo, igual ao lo. passo, s6 que é
feito com as colunas. Observa-se nesta figura, uma coluna auxiliar a direta e uma
linha auxiliar acima de M, estas correspondem, respectivamente, aos contetidos das

variaveis duais r; com ¢ = 1,.., N e u; com j =1, .., N, conforme Equagao (A.5).

e Na Figura A.1(d) temos a aplicagdo do 30. passo, onde as linhas ou colunas que
tiverem elementos = 0, deverao ser "contornadas". Foi utilizado a menor quantidade

de contornos.

e Na Figura A.1(e), observa-se que a quantidade de contornos ¢ menor que N, assim, a
atribuicao ainda nao esta completa, conforme o 40. passo. Deve-se, entao, prosseguir
identificando o elemento fora dos contornos de menor valor e abater de todos os nao

"contornados".

e Na Figura A.1(f), o valor abatido devera ser acrescido ao custo da atribuicao e
também aos elementos comuns a 2 contornos. Para os duais, esse procedimento
funciona como retirar o valor de uma linha(ou coluna) e acrescentar em cada uma

das colunas (ou linhas).

e Na Figura A.1(g), ap6s completar o passo 4(a), retorna-se ao 30. passo, refazendo

0s contornos.

e Na Figura A.1(h), observa-se que por ter igualado a quantidade de contornos ao N,

entao ¢ dado como encerrado o processo de atribuigao.
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e Na Figura A.1(i), temos o custo da atribuicao = 11, os custos residuais na matriz
M, os duais 7, com @ = 1,..,N e u; com j = 1,.., N, cujos valores sao iguais aos

vetores lin e col, respectivamente.

A.3 Algoritmo de Leilao

Proposto por Bertsekas [9], nesse algoritmo as operagoes funcionam como em um leildo
real onde as pessoas nao atribuidas (que nao estejam arrematando algum objeto) ofertam
lances concorrentes para licitar objetos, elevando, assim, o seu preco. Os objetos sao

arrematados (atribuidos) aos maiores lances.

Assim como em um leilao real, a oferta da uma pessoa é forcada a ser mais elevada
que o prego atual do objeto. Como os precos de alguns dos objetos atribuidos se tornam
suficientemente altos, de tal forma que objetos nao atribuidos passam a ser mais atra-
entes a receber propostas. O algoritmo progride gradualmente até alcancar a completa

atribuicao de pessoas a objetos.

O Algoritmo do Leilao é utilizado para resolver o dual do LAP, Equagdes ((A.5)-(A.6)).
O prego do objeto ¢ associado a variavel dual u; com j =1, .., N, que sao ajustadas com o
progresso do algoritmo. Cabe ressaltar que o algoritmo de leilao é de maximizagao. Esta

observagao é importante quando na utilizagdo deste Algoritmo no Capitulo 2 desta tese.

Seja ¢ uma pessoa participante do leilao (i = 1,..,N) e j um objeto licitado (j =
1,..,N). Seja S o conjunto de pares pessoas-objetos (7, j) quando x;; = 1. Uma pessoa i
¢ dita atribuida, se existe um objeto j tal que (4, j) € S, p; o preco atual do objeto j, a;;
o valor inteiro que a pessoa ¢ associa com um objeto 7, j* o melhor objeto para quem ¢
projetara o lance, w* o segundo melhor objeto (w* # j*), value w* a referéncia de lucro
para o segundo melhor objeto (w*). E seja v;; a referéncia de lucro para definicao do lance

da pessoa i ao objeto j, sendo v;; = a;; — pJ.

O parametro e (e > 0), utilizado no célculo do lance, define uma relaxagdo na ma-
ximizagao dos lucros. O autor afirma que para uma solugao 6tima, devera e < 1/N. A

seguir o Algoritmo do Leilao:
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0 0010
4 5 8 2 1 34 7 1 0] 1 34 7 0 0] 1
2 3 4 7 5 01 2 5 3| 2 01 2 4 3| 2
34 2 9 5 1 2 0 7 3| 2 1 2 0 6 3| 2
3 25 4 3 10 3 2 1| 2 10 3 1 1| 2
4 2 4 4 3 2 0 2 2 1| 2 2 0 2 1 1] 2
Matriz de custos M Apds executar o passo 1 Ap0ds executar o passo 2
ComN=5 (retirar o menor de cada (retirar o menor de cada
Custo da atribuicdo = 0 linha) coluna)
Custo da atribuicao =9 Custo da atribuicdo = 10
(a) (b) ()
00010 00010 00021
Uzllallzlo ol]1 Bllalz o o] 1 (Ta[[s][eo 0[] o
off1 {2 14 3| 2 o142 14 3| 2 off1([2(3 2| 2
1|2 fjo |6 3| 2 120 (6 3| 2 1f2)lo|5 2| 2
1flof[3 (1 1| 2 1flof3 (1 1} 2 1ffo({3 {0 of 2
2f/lof[2 [1 1| 2 2J10 42 jJ1 1] 2 2jlofj2]0 o] 2
Apods executar o passo 3 Executando o passo 4 Apds executar o passo 4(a)
(0 menor niimero de NUmero de contornos é (retirar o menor dos que
contornos sobre os 0) menor que N estdo fora dos contornos,
atribui¢do incompleta acrescentando no(s)
Custo da atribui¢o = 10 Custo da atribuicdo = 10 coeficiente(s) comum(ns) a
2 contornos )
Custo da atribuicdo = 11
(d) (e) )
col i
in
0 00 21 000 21 \‘00021/
| S 0 0f O ([4 5{8[0 o] o 4 5 8 00| 0
o 1213 2 2 o[ I[Z2[3 z| 2 0123 2| 2
142/005 2 2 11 210l5 2] 2 1205 2| 2
%=10300]2 (a2l of3l0 ol] 2 B3 0 0| 2
=210200J2 1202002 202 0lol 2
Apds e>‘(e_c‘utalr 0 passo 3 —Executando o passo 4 Matriz residual
(o menor numero de NUmero de contornos é Os zeros (em negrito)
contornos sobre 0s 0) lgualaN correspondem a solugdo
atribuicao completa
Custo da atribui¢do = 11 Custo da atribui¢do = 11 Custo da atribuicdo = 11

(8) (h) (i)

Figura A.1: Passos para execucao do Algoritmo Hungaro
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Algoritmo 4: Algoritmo Leildo

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

13

14
15
16
17
18
19
20
21

22

inicio

FASE DE LANCES

for cada pessoa i que nao estd atribuida em S do
Para cada objeto j calcular vij = a;; — pj
Encontrar o objeto j com maior v;;

=17
Encontrar o objeto j com segundo maior v;j, com j # j*
w* =7

value  w* = vy»
if 7% € unico then
L value w* = —o0

bid;j« = a;j+ — value_w* + €

FASE DE ATRIBUICAO
for cada objeto j que nao esta atribuido em S do
Seja P(j) o conjunto de pessoas que deram lances para j
if P(j) nao vazio then
p; = mal’iep(j) bldu
remover de S o par (i,j)

novo p;

adicionar em S o par (i*,j), sendo i* a pessoa cujo lance € igual ao
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APENDICE B - Concentracao de custos baseada no
Algoritmo do Leilao adaptado para
GPU

O codigo do algoritmo do leilao modificado para execugao em GPUs e usado pelo GPU-
QAP, nas operagoes de concentragao de custos. O codigo do algoritmo do leilao é apresen-
tado aqui em 3 partes. No Algoritmo 5 sao inicializados os vetores auxiliares e a submatriz
M, no Algoritmo 6 estao as fases de lance e atribuicao do leilao e no Algoritmo 7 estao
a obtencao do custo total da atribuicao e transferéncia dos custos residuais da matriz M

para memoria global da GPU.

Para calcular uma submatriz de dimensao m, sao necesséarias m threads. Cada uma
das threads executa o Algoritmo ((5)-(7)). As m threads fazem parte de um grupo, nao
necessariamente com a mesma quantidade de threads de uma warp. O total de grupos
(totalGroups) é definido em fungao da quantidade de matrizes M e vetores auxiliares que
a memoria compartilhada pode alocar. Cada bloco a ser submetido para a GPU devera

ter um total de threads igual a m X totalGroups.

Com a descida na arvore de busca do branch-and-bound, a dimensao do problema do
QAP (N) vai reduzindo, assim como reduz também o m e a dimensao da matriz M. Com
a reducao de M, uma maior quantidade de submatrizes pode ser alocada na memoria

compartilhada.

Os testes mostram um ganho no desempenho quando o espaco a ser usado na memoria

compartilhada é fornecido como parametro no lancamento do kernel.

Como o algoritmo de leilao tem o objetivo da maximizagao de custos, tivemos que
converté-lo para minimizacgao, multiplicando todos os elementos da matriz M e o custo

total da atribuigao por (—1).

A seguir a descri¢ao das linhas do algoritmo:
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e Na linha 1 do Algoritmo 5, V é vetor armazenado na memoria compartilhada e
terd a dimensao fornecida como parametro de lancamento do kernel. O vetor V'
serd compartilhado por todos os grupos de threads. Cada grupo devera definir um

conjunto de posigoes de V' para o armazenamento de suas matrizes e vetores.

e Na linha 2, m é igual a N quando processada a matriz B, ou igual a (N — 1) quando

for uma submatriz de C' ou igual a (N — 2) quando for uma submatriz de D.

e Nas linhas 4 a 8, sdo definidos: a identificagao da thread (myld) em seu grupo,
a identificacao do grupo (myGroup) e a posicao (myPos) de V onde iniciam os

vetores e matriz utilizados pelo grupo (myGroup).

e Nas linhas 9 a 16, sao definidos os ponteiros para a matriz M, o vetor de precos
(price), o vetor (object) que contém a identificacdo da pessoa que esta atribuida
ao objeto, o vetor (person) de flags informando se a pessoa faz parte de alguma
atribuicao, vetores lin e col contendo os valores correspondentes ao menor de cada
linha e coluna (contetdo das variaveis duais), respectivamente, e finalmente, o vetor

cost com o custo total de cada grupo de threads.

e Nas linhas 17 a 23 sao inicializados os vetores, onde cada thread é responséavel por

uma posicao.

e Nas linhas 24 a 28, ha a transferéncia da submatriz da memoria global para M na
memoria compartilhada. A variavel pos, aponta para o enderego na memoria global
onde inicia a submatriz a ser transferida. O calculo de pos, depende de 1, 7, k, n para
a matriz D, de i, j para a matriz C', e leva em consideragao as técnicas de economia
de memoria. O procedimento de calculo de pos, nao foi incluido nos algoritmos

apresentados nesta secao. O X da linha 28 refere-se a matriz B, C' ou D.

e Nas linhas 1 até 23 do Algoritmo 6 temos a fase de lance. Nesta fase, os 2 loops,
para encontrar o maior e o segundo maior valor, conforme o algoritmo original do
leilao, foram reunidos em um tnico loop, o que reduziu o tempo de execucao em

torno de 15%.

e Nas linhas 24 até 32 temos a etapa de atribuigao onde é avaliado o maior lance para

cada objeto e a atribuigao do objeto ao responsavel pelo maior lance ao objeto.

e Nas linhas 4 até 5 do Algoritmo 7 o vetor price é acrescentado a cada linha da

matriz M.
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e Nas linhas 6 a 13, para cada linha é abatido o valor equivalente ao menor dos

coeficientes de mesma linha.

e Nas linhas 14 a 21, para cada coluna é abatido o valor equivalente ao menor dos

coeficientes de mesma coluna.

e Nas linhas 22 a 25, a totalizacao dos custos em cst local em cada thread, e a totali-

zagao dos custos de todas as thread de um grupo em cost|myGrooup.

e Nas linhas 26 a 31, os custos residuais de M sao transferidos de volta para a X
(que pode ser B, C ou D), e apenas quando o custo total for inferior a 0, nao ha
retorno dos custos residuais, descartando todo o trabalho. O custo total, quando
nao negativo, seré transferido para o coeficiente correspondente da matriz superior

ouo LB.
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Algoritmo 5: PARTE 1 - Inicializagao
inicio
extern __ shared

1
2 ~_ant V]

3 m=N —lv; (lv=2 para D /lv=1 para C /lv =0 para B)
4 | IDENTIFICACAO DA THREAD E DO GRUPO

5 int myGroup = (threadldz.xm);

6 | int myld= (threadldzx.z%m);

7 int totalGroups = (block Dim.xm);

8 int myPos = myGroup x (m * (m + 5) + totalGroups);

9 PONTEIROS PARA OS VETORES

10 int *xM = &V [myPos];

11 int xprice = &V [myPos + m * m|;

12 int xobject = &V [myPos +m x (m + 1)];

13 int xperson = &V [myPos + m x (m + 2)];

14 | int xlin = &V [myPos +m x (m + 3)];

15 int xcol = &V [myPos +m *x (m + 4)];

16 | int xcost = &V [myPos +m x (m + 5)];

17 INICTALIZACAO VETORES

18 __syncthreads();

19 | price[myld] = 0;

20 objectimyld] = —1;

21 | person[myld] = 0;

22 linlmyld] = 0;

23 col[myld] = 0;

24 TRANSFERENCIA DA SUBMATRIZ PARA MEMORIA

COMPARTILHADA
25 __syncthreads();
26 posx = posi¢ao da submatriz na matriz X (B,C ou D)

27 for (int j=0;7 <m;j++)do
28 L MIj *m +myld] = —X|[posx + j * m + myld];
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Algoritmo 6: PARTE 2 - Etapas de Lance e atribui¢ao do Algoritmo do Leildo
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inicio
cont = 0;
assign = 0;
e =0,000001 « UB
while (cont < ITERACOES) and (assign < m) do
ETAPA DE LANCE
if (m > 1) then
aval0 = M[myld x m] — price|0];
avall = Mmyld x m + 1] — price[l];
best j = (aval0 < avall);
best j walue = (aval0 < avall) x avall + (aval0 > avall) x avalO;
best w_wvalue = (aval0 < avall) x aval0 + (aval0 > avall) X avall;
for (j=27<m;j++)do
aval) = Mmyld x m + j] — pricel[j];
if (plbest j] == bid) then
best _j = j;
best _w_walue = best _j walue;
best 7 walue = avall;

else
best w_walue = (aval0 > best_w_wvalue) X avall + (aval0 <
best w_wvalue) x best _w_wvalue;

| bid = M[myld x m + best_j] — best_w_value + ¢;

else
best w_wvalue = —999999999;
| best_j =0;

ETAPA DE ATRIBUICAO
atomicM ax(&pricelbest  j|, bid);
if (plbest_j] == bid) then
if (objectlbest j|! = —1) then
L person|object[best _j]|] = 0;
else
L assign + +;
atomicExch(&object[best _j|, myld);
| person|myld] = (object[best _j] == myld);
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Algoritmo 7: PARTE 3 - Obtendo o custo total da atribuicao e transferéncia dos
custos residuais da submatriz para a memoria Global

1 inicio

2

[ SN

© 0w N o

10
11
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28
29
30
31

32
33

ACRESCENTANDO O VETOR DE PRECO SOBRE CADA LINHA DA
MATRIZ M
__syncthreads();
for (inti=0;i<m;i++)do
| M[i x m+myld) = —M[i x m+myld] — pricelmyld];
RETIRANDO O MENOR DE CADA LINHA
__syncthreads();
min = Infinity;)
for (int j=0;7<m;j++)do
int aval = M[myld x m + j|
L min = aval * (aval < min) + min * (min < aval);)
for (int j7=0;5 <m;j++) do
L M[myld x m + jl— = min;
linlmyld] = min;
RETIRANDO O MENOR DE CADA COLUNA
__syncthreads();
min = Infinity;)
for (inti=0;i <m;i++)do
int aval = M[i x m + myld|
L min = aval * (aval < min) + min * (min < aval);)

for (inti=0;i <m;i++) do
L M][i x m + myld|— = min
col[myld] = min;
TOTALIZANDO OS CUSTOS
__syncthreads();
int cst = lin[myld] + col[myld] + price[myld];
atomicAdd(&costmyGroup), cst);
TRANSFERE APENAS SE CUSTO RESULTANTE > 0
if (cost[myGroup] > 0) then
for (int j=0;7 <m;j++)do
L L —X|posx + j*m + myld] = M[j xm + myld);

if (myld ==0) then

| Y[posyl+ = costmyGroup));




