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Resumo

Este trabalho aborda o Problema do Caixeiro Alugador (PCA), uma variante do Problema
do Caixeiro Viajante. No PCA um turista deseja viajar por um conjunto de cidades alu-
gando diferentes tipos de veículo a um custo mínimo. O objetivo é determinar a rota
ótima e o tipo de veículo que será alugado para cumprir cada viagem. Por se tratar
de um problema NP-Difícil, neste trabalho são apresentadas duas abordagens exatas e
uma heurística para sua resolução. Dentre as abordagens exatas, a primeira é baseada
em uma formulação quadrática inteira da literatura e a segunda, uma nova formulação
linear inteira. A abordagem heurística é baseada na meta-heurística Multi-Start Itera-
ted Local Search com uma etapa de busca local inspirada na metodologia de Random
Variable Neighborhood Descent. Os resultados computacionais obtidos nas abordagens
exatas foram capazes de encontrar o ótimo de 35 das 47 instâncias testadas, sendo que 17
destas tiveram o ótimo provado pela primeira vez. A abordagem heurística foi aplicada
às instâncias euclidianas e os resultados obtidos são comparadas com o estado da arte,
mostrando que a abordagem proposta possui um melhor desempenho.

Palavras-chave: Problema do Caixeiro Alugador. Heurísticas. Programação Inteira.
Turismo e Transporte.



Abstract

The present work deals with the Car Renter Salesman Problem (CaRS), which is a Trave-
ling Salesman Problem variant. The CaRS concerns tourists intending to travel through
a set of cities using rented vehicles at minimum cost. The aim of the current research
is to establish an optimal route and renting vehicle type to each trip. Since CaRS is a
NP-Hard problem, this work presents both exact and heuristic approaches. To be more
especific, two mathematical formulations are presented. The first one was based on a qua-
dractic formulation from literature, while the second one was a newly developed linear
formulation. The heuristic approach was based on a Multi-Start Iterated Local Search
metaheuristic. Its local search step was based on the Random Variable Neighborhood Des-
cent methodology. Computational experiments showed that the exact approaches were
able to optimally solve 35 out of 47 instances, 17 of these were first proved herein. As
for the heuristic approach, tests in Euclidean instances showed that the proposed method
outperformed current state-of-art results.

Keywords: Car Renter Salesman. Heuristics. Integer Programming. Transport and
Tourism.
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Capítulo 1

Introdução

O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) é um dos problemas mais estudados em Otimiza-

ção Combinatória. Esse problema é NP-Díficil e tem como objetivo encontrar um ciclo

Hamiltoniano de custo mínimo em um grafo com peso nas arestas [10]. A alta aplicabili-

dade do PCV em situações reais gerou grande interesse por esse problema e por variantes

que abordam aplicações práticas mais complexas, como o PCV com Seleção de Hotéis

[34], Problema do Caixeiro Múltiplo [2], PCV Colorido [35].

O mercado de aluguel de carros é um dos segmentos mais investigados nos recentes

trabalhos de Pesquisa Operacional devido ao seu crescimento significante nos últimos anos

[11, 29]. A maioria dos trabalhos leva em consideração a companhia provedora dos serviços

com o objetivo de: maximizar os ganhos [31]; realizar o planejamento estratégico das frotas

de veículo para aluguel [11, 18, 20, 26]; ou prever a demanda de veículos [8]. Contudo,

o lado do consumidor tem sido pouco priorizado nas pesquisas recentes envolvendo este

assunto. Desta forma, um dos problemas que surgiu com esse objetivo é o Problema do

Caixeiro Alugador (PCA) ou Car Renter Salesman Problem (CaRS), em inglês.

O Problema do Caixeiro Alugador é uma generalização do PCV clássico, e foi pro-

posto inicialmente em [14]. Este problema possui aplicações na área de Engenharia de

Transportes, podendo representar importantes situações no setor de aluguel de veículos

para turismo, e também em manufatura flexível [12].

Neste problema, um turista deseja conhecer algumas localidades viajando com um

custo mínimo. Este custo varia de acordo com o tipo do carro alugado e algumas taxas

específicas. No escopo do PCA, o alugador (ou turista) deve viajar entre um conjunto

de lugares ou cidades, utilizando um ou mais veículos. Existe um conjunto de tipos de

veículos disponíveis e o turista pode escolher qual veículo usar para cumprir cada viagem.
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Neste trabalho, é assumido como viagem um trecho do ciclo Hamiltoniano percorrido

por um tipo de veículo. Deste modo, a união de todas as viagens levará a uma solução

viável do problema. Note que, por definição, intersecções entre diferentes viagens não são

permitidas. Desta forma, o PCA engloba os seguintes aspectos:

• qual ordem de visita de cada cidade;

• qual tipo de veículo usar para cada viagem;

• qual cidade alugar e qual devolver um tipo de veículo.

Partindo desses pressupostos, muitas variantes podem surgir com restrições de disponibi-

lidade do tipo do veículo, lugares para onde um veículo pode ser retornado, utilização de

um tipo de veículo mais de uma vez, e uma versão onde os custos e taxas de utilização de

um veículo são dadas em função do tempo de uso. Algumas dessas variantes podem ser

resolvidas como instâncias do PCA, através de adaptações como duplicação de tipos de

veículo e atribuição de custo infinito para aluguel ou devolução de um tipo de veículo em

determinado vértice.

A tarefa de resolver o PCA não é trivial, uma vez que sua versão de otimização é

NP-Díficil [14], i.e. não se conhece algoritmo determinístico capaz de encontrar soluções

ótimas em tempo polinomial. Como consequência, métodos exatos e heurísticos são fre-

quentemente utilizados para a resolução do problema. Embora os métodos exatos sejam

capazes de encontrar soluções ótimas e provar sua otimalidade, na prática o elevado custo

computacional exigido torna seu uso inviável em muitos casos. Uma forma de diminuir

este custo computacional é buscando formulações que melhor se aproximem da envoltória

convexa do problema. Nesse contexto, as meta-heurísticas também surgem como alterna-

tivas para resolução do problema ao obter, de maneira geral, soluções de boa qualidade

em um tempo significativamente menor que técnicas exatas.

Como abordagens exatas, este trabalho apresenta uma proposta de linearização de

uma formulação de Programação Quadrática Inteira (PQI), proposta previamente na

literatura, acompanhada de um conjunto de restrições ausentes no modelo original. Uma

nova formulação de Programação Linear Inteira (PLI) também é proposta, com alguns

cortes que são aplicados em conjunto a um método Branch-and-Cut para a resolução do

PCA.

Como abordagem heurística, um algoritmo Multi-Start baseado na meta-heurística

Iterated Local Search (ILS) é apresentado. Esse algoritmo faz uso de um procedimento de
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busca local chamado Variable Neighborhood Descent [24], com ordem aleatória de aplica-

ção das vizinhanças (RVND). O ILS foi escolhido como método base para a heurística aqui

proposta devido a sua simplicidade e robustez, uma vez que apresenta bons resultados

práticos quando aplicado em problemas de otimização aplicados a roteamento e logística

[22, 32, 33].

O restante deste trabalho é organizado da seguinte forma: Capítulo 2, apresenta uma

classificação quanto às principais características para o PCA, além de uma definição formal

da variante a ser abordada; Capítuto 3, apresenta uma revisão bibliográfica do problema,

com o intuito de observar o atual estado-da-arte; Capítulo 4, apresenta as metodologias

propostas, sendo estas as formulações matemáticas e a heurística desenvolvida; Capítulo

5, mostra resultados computacionais obtidos pelas abordagens desenvolvidas e traz uma

comparação com os resultados contidos na literatura; Capítulo 6, apresenta uma conclusão

do trabalho e sugestões para futuras pesquisas sobre o tema.



Capítulo 2

O Problema do Caixeiro Alugador

Neste capítulo são mostrados os conceitos e definições acerca do Problema do Caixeiro

Alugador. Uma categorização conforme os principais elementos característicos do pro-

blema é apresentada na Seção 2.1. Na Seção 2.2 é apresentada a definição formal do

problema. Por fim, algumas variantes são apresentadas na Seção 2.3 e um exemplo prá-

tico é descrito na Seção 2.4, com a finalidade de facilitar a compreensão dos diversos

aspectos apresentados.

2.1 Tipologia do Problema

A Tabela 2.1 apresenta uma proposta de classificação do PCA de acordo com os elementos

mais influentes do problema. Estes elementos foram baseados nos trabalhos [4, 14], que

propõem variantes para o PCA de acordo com características pré-definidas.

Tabela 2.1: Elementos para a classificação do PCA
CARACTERÍSTICAS ALTERNATIVAS

1. Topologia do Grafo Completo Não-completo -
2. Vértice de Partida Definido Indefinido
3. Disponibilidade do Veículo Total Parcial -
4. Entrega do Veículo Irrestrita Restrita -
5. Uso do Veículo Sem repetições Com repetições Limitante
6. Custo de Viagem Simétrico Assimétrico -
7. Taxa de Retorno Independente Dependente do grafo Função do Tempo

A primeira característica da Tabela 2.1 estipula a topologia do grafo de entrada no

que se refere às arestas, sendo este: completo, quando é possível alcançar qualquer vértice

partindo de outro vértice qualquer; não-completo, quando há restrição de alcance entre

os vértices. O vértice inicial de onde o primeiro veículo será alugado pode ser definido
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previamente pelo problema, ou ser indefinido, e portanto, uma variável de decisão. A

disponibilidade do veículo pode ser total, quando qualquer veículo pode ser alugado em

qualquer vértice do grafo, ou parcial, quando há restrição de localidades onde os veículos

podem ser alugados. O mesmo se aplica aos locais de entrega do tipo de veículo, podendo

esta ser realizada em qualquer vértice (irrestrita) ou devendo ser realizada em um conjunto

específico de vértices (restrito). O problema ainda pode ter o uso de um tipo de veículo

restrito a apenas uma vez, a um limitante superior ou ser irrestrito.

A cada tipo de veículo ainda está associado uma taxa de retorno que visa cobrir os

custos de logística envolvidos nos locais de aluguel e de devolução deste veículo. Portanto,

os custos de uma solução dependem do custo operacional da viagem e da taxa de retorno

paga pelo uso de cada veículo. Desta forma, o custo de viagem pode ser classificado

em simétrico ou assimétrico, enquanto que a taxa de retorno de um veículo pode ser

independente ou dependente da topologia do grafo, sendo que essa também pode ser

expressa como uma função do tempo em que o veículo ficou alugado.

Algumas variantes que possam surgir de acordo com as características mostradas na

Tabela 2.1 podem usar soluções do PCA como limitantes. Como exemplo, uma variante

que permite repetições no uso de veículos terá seu custo de solução sempre menor ou

igual a uma solução do PCA para os mesmos dados de entrada. O mesmo é válido para

as variantes com vértice de partida indefinido. Já as variantes mais restritas, como a de

topologia do grafo não-completo, disponibilidade parcial de veículo, entrega restrita de

veículo e custo de viagem assimétrico podem usar a solução do PCA como limite inferior.

2.2 Definição Formal

Dado um grafo G = (V,E) completo, onde V (|V | = n) é o conjunto de vértices represen-

tando as cidades e E é o conjunto de arestas. Um conjunto de diferentes tipos de veículos

C está disponível em cada cidade. Para cada c ∈ C, e cada i, j ∈ V , temos:

• Dc
ij - Custo operacional para viajar de i para j usando o tipo de veículo c, i.e. o

peso da aresta (i, j) usando c;

• F c
ij - Taxa de retorno paga toda vez que um veículo do tipo c é alugado no vértice

i e devolvido no vértice j.

O objetivo é encontrar um ciclo Hamiltoniano de custo mínimo levando em consideração

os custos operacionais e taxas de retorno. O turista deve iniciar e terminar o ciclo no
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vértice inicial. Logo, é obrigatório que o primeiro veículo seja alugado em v1 e o último

veículo devolvido em v1. O turista pode alugar e devolver um veículo sem a limitação do

vértice inicial sempre que preciso.

A versão do problema considerada neste trabalho obedece as seguintes restrições e

características:

• Um veículo pode ser alugado e devolvido em qualquer vértice;

• Um tipo de veículo só pode ser alugado no máximo uma vez, i.e., se um tipo de

veículo c já foi devolvido, um veículo do mesmo tipo não deve ser alugado novamente;

• As taxas de retorno não dependem da topologia do grafo ou de quaisquer outras

restrições;

• Os custos operacionais são simétricos, i.e. Dc
ij = Dc

ji. Entretanto, não há garantias

de que F c
ij = F c

ji.

2.3 Variantes

Diversas variantes do PCA podem surgir dependendo da aplicação prática desejada, com

base nas características da Tabela 2.1. Por se tratar de um problema proposto recente-

mente, existe pouca literatura envolvendo variantes do PCA. Uma variante do PCA com

um prêmio associado a cada cidade foi apresentada em [6, 16]. Nessa variante não há

restrição de visitação de todas as cidades, portanto, o objetivo é criar um ciclo de custo

mínimo com, pelo menos, uma quantidade pré-determinada de prêmio coletada.

Uma proposta de variante que melhor se aproxima do problema real de turismo seria

com disponibilidade de aluguel e entrega de veículo restrita, enquanto que, o aluguel de

um tipo de veículo pudesse ser repetido quantas vezes fosse necessário. A taxa de retorno

também seria calculada de acordo com o tempo de uso do veículo ou com a distância

percorrida, uma vez que essa é a prática mais comumente empregada por companhias de

aluguel de veículos.

2.4 Exemplo Prático

Com o propósito de descrever detalhadamente o problema estudado, um exemplo prático

que consiste de dois tipos de veículo e cinco vértices é apresentado nesta seção. Para este
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caso, os custos operacionais do exemplo para o veículo 1 e 2 são dados nos grafos das

Figuras 2.1.a. e 2.1.b., respectivamente. Os dados referentes às taxas de retorno para

cada veículo e vértice são apresentados na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Taxas de retorno para instância com n = 5 e |C| = 2.
Veículo 1 Veículo 2

Vértices v1 v2 v3 v4 v5 v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 24 26 26 28 0 14 10 12 12
v2 24 0 26 26 28 26 0 28 30 30
v3 30 30 0 32 34 14 20 0 18 18
v4 30 30 32 0 34 20 26 22 0 24
v5 36 36 38 38 0 20 26 22 24 0

A Figura 2.1.c. ilustra uma solução viável do exemplo apresentado. Nesta solução,

ambos os tipos de veículo são utilizados. Inicialmente, o veículo 2 é alugado no vértice v1,

sendo responsável por trafegar pelas arestas (v1, v2) e (v2, v5), até ser devolvido no vértice

v5. O veículo 1 é então alugado no vértice v5 para trafegar as arestas (v5, v4), (v4, v3) e

(v3, v1). A devolução do veículo 1 acontece no vértice inicial, v1, e o ciclo Hamiltoniano

encontrado tem um custo igual a 125. Este custo é obtido com a soma dos pesos de cada

aresta trafegada e das taxas de retorno F 2
15 e F 1

51.

Figura 2.1: Custos operacionais e solução viável para instância com n = 5 e |C| = 2.

É importante notar que uma solução viável do PCV clássico usando quaisquer um dos

dois tipos de veículo também é uma solução viável para o PCA, uma vez que o turista

pode alugar somente um veículo para cumprir toda a rota, e fazendo portanto, somente

uma viagem.



Capítulo 3

Revisão da Literatura

Neste capítulo são apresentados os principais trabalhos da literatura que abordam o PCA.

Visto que são poucos os trabalhos que se dedicam exclusivamente à variante tratada, o

processo de levantamento bibliográfico teve como objetivo proporcionar uma visão geral

sobre o estado-da-arte deste problema e de problemas semelhantes. Este capítulo se

divide em duas seções, de acordo com a natureza da metodologia proposta nos trabalhos

apresentados. Na Seção 3.1 são listados os trabalhos que propõem abordagens exatas,

enquanto na Seção 3.2 são discutidos os trabalhos que utilizam abordagens heurísticas,

meta-heurísticas ou híbridas.

3.1 Abordagens Exatas

A primeira abordagem exata para resolver o PCA foi apresentada em [15]. Uma formula-

ção inteira foi proposta, com função objetivo quadrática e restrições de ordem linear. Os

autores informaram que a função objetivo foi linearizada e a formulação foi utilizada com

o objetivo de provar o ótimo de instâncias de dimensões de até 32 vértices e 4 tipos de

veículo. A formulação se mostrou bastante ineficiente sendo capaz de resolver otimamente

apenas instâncias com até 16 vértices e 2 tipos de veículo. A formulação foi aplicada à

instâncias com características euclidianas e não-euclidianas. O processo de linearização

utilizado não foi informado na publicação, além de não existir conjuntos de restrições ne-

cessárias para formular o problema corretamente. A formulação foi também comparada

com as heurísticas propostas no mesmo trabalho, a fim de mostrar a eficiência das heu-

rísticas. Esta formulação será estendida neste trabalho, de modo a ser apropriadamente

linearizada e ter as restrições ausentes adicionadas.

Em [5], um dos autores de [15] apresentou um estudo incluindo outras duas modela-
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gens não-linear e usando três técnicas de linearização. Os testes foram feitos utilizando

apenas 20 instâncias previamente utilizadas na literatura. Os melhores resultados dessas

instâncias são os presentes em [15].

A mais recente abordagem exata envolvendo o PCA até o término deste trabalho é

uma formulação linear inteira, proposta em [4]. Essa formulação é baseada na clássica

formulação Miller-Tucker-Zemlin (MTZ) para o PCV [23]. Apesar de ser facilmente adap-

tável para diversas variantes do PCV, este tipo de formulação é conhecido por apresentar

uma relaxação linear bastante fraca quando comparada com outras, como as baseada

em fluxo [3, 19]. Com isso em mente, a formulação baseada em MTZ foi proposta de

modo a ser utilizada como busca local em um algoritmo híbrido. Logo, a formulação não

chegou a ter resultados individuais apresentados no trabalho em questão, sendo utilizada

unicamente em uma etapa heurística.

Uma variante do PCA, com coleta de prêmios, foi proposta recentemente em [16].

Neste mesmo, trabalho uma formulação inteira foi também proposta, de modo que foi

utilizada na resolução de instâncias com até 17 vértices. Essa formulação possui alguns

conjuntos de restrições quadráticas. Para utilizar técnicas de solução de formulações

lineares, foram testadas duas técnicas de linearização: a linearização proposta por [13]; e

a linearização RLT [1]. A linearização RLT obteve melhores resultados, sendo capaz de

provar o ótimo de 24 instâncias do problema.

Apesar dos esforços para a criação de formulações mais fortes para o PCA, a aplicação

de abordagens exatas apresentadas até o momento pela literatura se limitam a instâncias

de tamanho reduzido. Isso ocorre devido à explosão combinatória que surge à medida que

a quantidade de vértices e tipos de veículo em uma instância aumenta. Logo, estratégias

heurísticas têm sido mais pesquisadas para tratar de instâncias maiores.

3.2 Abordagens Heurísticas

Algumas heurísticas foram propostas na literatura com o objetivo de melhor resolver o

PCA. Um Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP) foi proposto em [14].

Esse foi o primeiro trabalho da literatura a propor e trabalhar com o PCA. O GRASP

proposto consistia de uma etapa de busca local com uma heurística Variable Neighborhood

Descent (VND). Nesse mesmo trabalho um Algoritmo Memético (AM) também foi pro-

posto. Esse algoritmo é um híbrido de Algoritmo Genético (AG) com uma etapa de busca

local acoplada. As heurísticas foram testadas com conjuntos de instâncias euclidianas e
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não-euclidianas, com o AM obtendo os melhores resultados.

Posteriormente, em [15], foi proposto um Algoritmo Transgenético (AT). Tal meta-

heurística é baseada em AG, com uma inspiração na biologia da evolução mutualística

intracelular endo-simbiótica. No AT, o ambiente de interação simula uma relação mu-

tualística entre os indivíduos da população, que agora são de dois tipos: hospedeiro e

simbiose. Esse ambiente é cooperativo no processo de evolução, permitindo que os indiví-

duos compartilhem material genético, enquanto que no AG esse ambiente é competitivo e

a cooperação só ocorre por mecanismos de reprodução entre indivíduos de mesma espécie.

A aplicação do AT foi feita para ambos os conjuntos de instâncias, configurando o atual

estado-da-arte do PCA para instâncias euclidianas.

Uma heurística híbrida de Algoritmo Evolucionário (AE) com técnicas de programa-

ção matemática foi proposta em [4], nomeado por EA-ALSP (Evolutionary Algorithm

with Adaptive Local Search Procedure), para resolução do PCA. Esse algoritmo utiliza um

resolvedor de programação inteira como caixa-preta para a etapa de busca local. A inte-

ração entre a heurística e a formulação é feita através da fixação de algumas variáveis do

modelo, de acordo com a solução de referência encontrada até o momento pelo AE. Desta

forma, a cada iteração do AE, uma execução do solver é iniciada com algumas variáveis

pré-fixadas, podendo estas serem alteradas durante a execução. O EA-ALSP proposto foi

utilizado somente nas instâncias não-euclidianas do problema, e os resultados configuram

o atual estado-da-arte para tais instâncias.

Os resultados preliminares da heurística proposta neste trabalho foram publicadas

em [7]. Essa heurística baseada em ILS contém um comportamento Multi-Start na etapa

de construção de solução inicial. Como estudos preliminares, a heurística foi testada no

conjunto de instâncias euclidianas e comparada com o AT de [15]. Os resultados foram

promissores, sendo o ILS capaz de obter melhores resultados na maioria das instâncias

testadas. A versão completa desta heurística será apresentada na Seção 4.3.

Para a variante do PCA com coleta de prêmios, duas heurísticas foram apresentadas

até o momento na literatura. Um AM foi proposto em [6], trabalho onde o problema foi

apresentado pela primeira vez. Os mesmos autores, posteriormente em [16], propuseram

um AE com um operador plasmídeo. Este operador permite que certas porções de DNA

de um indivíduo da população seja replicada independentemente das demais etapas do

algoritmo. Os trabalhos foram comparados em um grupo de 72 instâncias derivadas das

instâncias originais do PCA, sendo o AE o atual estado-da-arte do problema. As instâncias

com ótimo comprovado foram todas alcançadas pelo AE.



Capítulo 4

Metodologia Desenvolvida

Neste capítulo serão apresentadas as abordagens utilizadas para resolver o PCA. Duas

abordagens exatas serão descritas, junto de uma abordagem heurística. As abordagens

exatas propostas consistem em uma linearização da formulação de Programação Qua-

drática Inteira (PQI) proposta em [15], e uma nova formulação de Programação Linear

Inteira (PLI) onde cortes serão utilizados em um algoritmo de Branch-and-Cut (B&C). A

heurística proposta é baseada em Iterated Local Search (ILS) com abordagem Multi-Start

(MILS).

A Seção 4.1 apresenta o modelo PQI proposto em [15] junto da proposta de lineari-

zação deste modelo. Novos conjuntos de restrições foram propostos com o propósito de

corrigir a formulação original. O modelo PLI proposto é apresentado na Seção 4.2 e a

heurística MILS tem seus componentes detalhados na Seção 4.3.

4.1 Formulação Quadrática Linearizada

A formulação PQI para o PCA, proposta em [15], é introduzida neste trabalho como

(P1) e tem suas variáveis de decisão descritas na Tabela 4.1. Essa formulação possui um

problema na função objetivo e faltam algumas restrições no seu escopo. Tais detalhes

serão melhor apresentados ao longo dessa seção.

(P1)min
∑
c∈C

n−1∑
k=1

∑
(i,j)∈E

Dc
ijx

c
kix

c
(k+1)j +

∑
(1,j)∈E

Dc
1jx

c
n1x

c
1j +

∑
i∈V,j∈V

F c
ijy

c
i z

c
j

 (4.1)
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Tabela 4.1: Descrição das variáveis do modelo PQI.
Var. Descrição

xcki assume valor 1 se i é visitado na k-ésima posição pelo veículo c; 0, caso contrário.

yci assume valor 1 se o veículo c é alugado no vértice i; 0, caso contrário.

zcj assume valor 1 se o veículo c é devolvido no vértice j; 0, caso contrário.

Sujeito a:

∑
c∈C

n∑
k=2

xcki = 1, ∀i ∈ V \ {1} (4.2)∑
c∈C

∑
i∈V \{1}

xcki = 1, ∀k = 2, ..., n (4.3)

∑
c∈C

xc11 = 1 (4.4)∑
c∈C

yc1 = 1 (4.5)∑
c∈C

zc1 = 1 (4.6)∑
c∈C

yci −
∑
c∈C

zci = 0, ∀i ∈ V \ {1} (4.7)

xcki ∈ {0, 1}, ∀c ∈ C, ∀k = 1, ..., n, ∀i ∈ V (4.8)

yci ∈ {0, 1}, ∀c ∈ C, ∀i ∈ V (4.9)

zcj ∈ {0, 1}, ∀c ∈ C, ∀j ∈ V (4.10)

Observe que quando (P1) foi proposto inicialmente, v1 foi definido como o último

vértice visitado, i.e.
∑

c∈C x
c
n1 = 1. Por propósitos de simplicidade, v1 foi definido neste

trabalho como o primeiro vértice a ser visitado.

A função objetivo (4.1) na formulação acima visa minimizar a soma dos custos ope-

racionais e taxa de retorno de todos os veículos usados. Entretanto, a primeira porção

da equação, responsável pela contabilização do custo das arestas até o retorno a v1, não

contabiliza o custo da aresta quando ocorre uma mudança de tipo de veículo, pois neste

caso xc(k+1)j = 0.

As restrições (4.2) garantem que cada vértice seja visitado em uma ordem única e por

apenas um veículo. As restrições (4.3) atribuem uma ordem de visitação genérica para

todos os vértices, exceto v1 que é definido pela restrição (4.4). Nas restrições (4.5) e (4.6)

é garantido que apenas um veículo é alugado e devolvido na origem. As restrições (4.7)
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garantem que a mesma quantidade de veículos devolvidos em qualquer outro vértice que

não seja a origem, seja igual a quantidade de veículos alugados neste mesmo vértice. A

integralidade das variáveis é garantida nas restrições (4.8)-(4.10).

Além do problema da função objetivo (4.1), pode ser observado que (P1) não está

completa, pois a formulação não contém restrições essenciais para a modelagem correta

do problema. Ademais, (P1) é não-linear devido à multiplicação de variáveis presentes na

função objetivo. Isso torna a aplicação de métodos de resolução de programação linear

inteira impraticável. Os autores de (P1) não informaram o método de linearização ou

o modelo linearizado utilizado para sua implementação. Desta forma, uma linearização

é proposta neste trabalho de modo a contornar este problema. A nova formulação é

apresentada em (P2). Note que em (P1) e em (P2) o vértice de retorno de um veículo

não é considerado como sendo visitado por este, mas pelo próximo veículo na rota. De

modo a tornar a linearização viável, dois novos conjuntos de variáveis foram adicionadas

à formulação. Estas variáveis estão descritas na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Descrição das variáveis propostas para (P2).
Var. Descrição

wcij
assume valor 1 se o veículo c é alugado em i e devolvido em j, i.e. yci z

c
j = 1; 0 caso

contrário.

hcij
assume valor 1 se a aresta (i, j) é usada pelo veículo c, i.e.

∑n−1
k=1 x

c
ki

( ∑̄
c∈C

xc̄(k+1)j

)
= 1;

0 caso contrário.

(P2)min
∑
c∈C

( ∑
(i,j)∈E

Dc
ijh

c
ij +

∑
i∈V \{1}

∑
j∈V \{i}

F c
ijw

c
ij +

∑
j∈V

F c
1jw

c
1j

)
(4.11)

Sujeito a:

(4.2)− (4.10)∑
j∈V \{i,1}

hcij =
n−1∑
k=2

xcki, ∀c ∈ C, ∀i ∈ V \ {1} (4.12)

∑
j∈V \{1}

hc1j = xc11, ∀c ∈ C (4.13)

hci1 = xcni, ∀c ∈ C, i ∈ V \ {1} (4.14)∑
j∈V \{i}

hcji =
n∑

k=2

xcki + zci − yci , ∀c ∈ C, ∀i ∈ V \ {1} (4.15)

hc1i ≥ xc2i − yci , ∀c ∈ C, ∀i ∈ V \ {1} (4.16)
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∑
c∈C

hc1i =
∑
c∈C

xc2i, ∀i ∈ V \ {1} (4.17)∑
j∈V \{i}

hcji + yci =
∑

j∈V \{i}

hcij + zci , ∀i ∈ V \ {1},∀c ∈ C (4.18)

xcki +
∑
c̄∈C

xc̄(k+1)j − 1 ≤ hcij, ∀c ∈ C, ∀i ∈ V, ∀j ∈ V \ {1}, i 6= j,

∀k = 1, ..., n− 1 (4.19)∑
c∈C

(hcij + hcji) ≤ 1, ∀i, j ∈ V, i 6= j (4.20)∑
j∈V \{i}

wc
ij = yci , ∀c ∈ C, ∀i ∈ V (4.21)

∑
i∈V \{j}

wc
ij = zcj , ∀c ∈ C, ∀j ∈ V (4.22)

wc
ii = 0, ∀c ∈ C, ∀i ∈ V \ {1} (4.23)

wc
ij ∈ {0, 1}, ∀c ∈ C, ∀i, j ∈ V (4.24)

hcij ∈ {0, 1}, ∀c ∈ C, ∀i, j ∈ V, i 6= j (4.25)

A multiplicação de variáveis foi substituída pelas novas variáveis propostas na função

objetivo (4.11). As restrições (4.12)-(4.20) são as restrições de ligação entre a variável hcij
e as variáveis xcki e xc(k+1)j. A ligação entre as variáveis yci , zcj e wc

ij está apresentada nas

restrições (4.21)-(4.23). A integralidade das novas variáveis é garantida pelas restrições

(4.24)-(4.25). As restrições (4.16), (4.19) e (4.20) não são necessárias, entretanto elas

foram adicionadas de modo a fortalecer a relaxação linear do modelo.

A ausência de restrições na formulação (P1) acaba implicando em uma formulação

que não produz o conjunto de solução viável e, consequentemente, uma solução ótima

adequada. Alguns exemplos disto são: falta de ligação entre variáveis xcki, yci e zcj ; falta

de restrições que evitem um veículo de ser alugado e devolvido em um mesmo vértice que

não seja v1; um veículo pode ser alugado mais de uma vez e mais de um veículo pode

ser alugado no mesmo vértice. De modo a atender esses casos, as restrições (4.26)-(4.35)

foram adicionadas a (P2).∑
i∈V

yci −
∑
i∈V

zci = 0, ∀c ∈ C (4.26)∑
c∈C

yci ≤ 1, ∀i ∈ V \ {1} (4.27)∑
i∈V

yci ≤ 1, ∀c ∈ C (4.28)

yci + zci ≤
∑
j∈V

ycj , ∀c ∈ C, ∀i ∈ V \ {1} (4.29)
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yc1 + zc1 ≤ 2−
∑

j∈V \{1}

yc̄j , ∀c ∈ C, ∀c̄ ∈ C \ {c} (4.30)

yc1 + zc1 ≤ 2−
∑
c̄∈C

yc̄j , ∀c ∈ C, ∀j ∈ V \ {1} (4.31)

n∑
k=2

xcki ≤
∑
j∈V

ycj − zci , ∀c ∈ C, ∀i ∈ V \ {1} (4.32)

yci ≤
n∑

k=2

xcki, ∀c ∈ C, ∀i ∈ V \ {1} (4.33)

xc11 = yc1, ∀c ∈ C (4.34)∑
i∈V \{1}

xcni = zc1, ∀c ∈ C (4.35)

As restrições (4.26) garantem que se um veículo for alugado, ele deve ser devolvido.

As restrições (4.27) limitam a um o número máximo de veículos alugados por vértice,

ao passo que as restrições (4.28) obrigam um veículo a ser alugado no máximo uma vez.

As restrições (4.29) evitam os veículos de serem alugados e devolvidos no mesmo vértice,

exceto se esse vértice for v1. As restrições (4.30)-(4.31) dizem que um veículo só pode

ser alugado e devolvido em v1 se não houver mais nenhum outro veículo sendo alugado.

As restrições (4.32) asseguram que o vértice de retorno de um veículo não é marcado

como visitado por este veículo, mas pelo próximo veículo utilizado na rota. Nas restrições

(4.33)-(4.34) é garantido que um vértice só pode ser um local de aluguel de um veículo se

ele for visitado pelo próprio veículo. Por fim, as restrições (4.35) dizem que um veículo

só visita o último vértice no ciclo se este veículo for retornado em v1.

4.2 Formulação Linear Inteira

O modelo PLI proposto é definido a seguir. Este modelo tem suas variáveis descritas na

Tabela 4.3.

(PL)min
∑
c∈C

∑
i∈V

∑
j∈V

(
Dc

ijx
c
ij + F c

ijy
c
ij

)
(4.36)

Sujeito a: ∑
c∈C

∑
j∈V

yc1j = 1 (4.37)∑
c∈C

∑
i∈V

yci1 = 1 (4.38)
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ycii = 0, ∀c ∈ C, ∀i ∈ V \ {1} (4.39)∑
i∈V

∑
j∈V

ycij ≤ 1, ∀c ∈ C (4.40)∑
c∈C

∑
i∈V \{j}

xcij = 1, ∀j ∈ V (4.41)

∑
c∈C

∑
j∈V \{i}

xcij = 1, ∀i ∈ V (4.42)

∑
j∈V \{i}

xcij −
∑

j∈V \{i}

xcji =
∑

k∈V \{i}

ycik −
∑

k∈V \{i}

ycki, ∀c ∈ C, ∀i ∈ V (4.43)

∑
j∈V \{i}

xcji ≤
∑
k∈V

∑
l∈V

yckl −
∑

j∈V \{i}

ycij, ∀c ∈ C, ∀i ∈ V (4.44)

∑
i∈V \{j}

xcji ≤
∑
k∈V

∑
l∈V

yckl −
∑

i∈V \{j}

ycij, ∀c ∈ C, ∀j ∈ V (4.45)

∑
j∈V

ycij ≤
∑
j∈V

xcij, ∀c ∈ C, ∀i ∈ V (4.46)∑
i∈V

ycij ≤
∑
i∈V

xcij, ∀c ∈ C, ∀j ∈ V (4.47)

xcij ∈ {0, 1}, ∀c ∈ C, ∀i, j ∈ V, i 6= j (4.48)

ycij ∈ {0, 1}, ∀c ∈ C, ∀i, j ∈ V (4.49)

Tabela 4.3: Descrição das variáveis do modelo PLI proposto.
Var. Descrição

xcij assume valor 1 se o vértice j é visitado depois do vértice i por c; 0, caso contrário.

ycij
assume valor 1 se os vértices i e j são, respectivamente, os vértices de aluguel e devolução
de c; 0, caso contrário.

A função objetivo (4.36) visa minimizar todos os custos operacionais adicionados das

taxas de retorno de cada tipo de veículo. As restrições (4.37)-(4.38) dizem que um veículo

precisa ser alugado e um veículo precisa ser devolvido no vértice inicial. As restrições

(4.39) asseguram que um veículo não seja alugado e devolvido no mesmo vértice, a menos

que esse vértice seja v1. As restrições (4.40) garantem que um veículo no máximo terá um

local de aluguel e um de devolução, caso este seja utilizado. A garantia de que todos os

vértices serão visitados uma única vez por um veículo é assegurada nas restrições (4.41)-

(4.42). As restrições (4.43) garantem que um veículo deve entrar e sair de um vértice, caso

esse não seja seu vértice de aluguel ou devolução. As restrições (4.44) garantem que não

pode haver aresta chegando em um determinado vértice com um veículo que foi alugado

neste mesmo vértice, enquanto que em (4.45) é assegurado que não há aresta saindo de um

vértice com um veículo que foi devolvido neste vértice. Nas restrições (4.46) é assegurado



4.2 Formulação Linear Inteira 17

que um veículo só é alugado em um determinado vértice se existe uma aresta saindo

daquele vértice usando este veículo. Analogamente, para as restrições (4.47), um veículo

só é devolvido em um determinado vértice que existe aresta usada por ele chegando neste

mesmo vértice. A integralidade das variáveis é garantida nas restrições (4.48)-(4.49).

Restam ainda as restrições de eliminação de subciclo para que (PL) seja uma formu-

lação do PCA. Desta forma, duas propostas de restrições para tal fim foram apresentadas

na Seção 4.2.1. Tais propostas serão testadas como modelos separados.

4.2.1 Branch-and-Cut

As restrições (4.50) foram adicionadas a (PL) de modo a tornar o modelo completo.

Desta forma, neste texto, a formulação (PL1) será composta da função objetivo (4.36) e

restrições (4.37)-(4.50).

∑
c∈C

∑
i∈S

∑
j∈S\{i}

xcij ≤ |S| − 1, ∀S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n− 1 (4.50)

Nas restrições (4.50), S é um subconjunto não-vazio qualquer de vértices, represen-

tando ciclos, que não contenha todos os vértices do grafo. Tais cortes são aplicados

somente de forma lazy em algoritmos B&C, i.e., com o propósito de checar a viabilidade

de uma solução inteira encontrada [33].

Uma outra forma de eliminar subciclos é adicionando as restrições (4.51) a (PL). As

restrições (4.50) e (4.51) são teoricamente idênticas, entretanto na prática as restrições

(4.51) costumam obter melhores resultados pra modelos de roteamento direcionados.

∑
c∈C

∑
i/∈S

∑
j∈S

xcij ≥ 1,∀S ⊂ V \ {1} (4.51)

As restrições (4.51) são aplicadas sempre que o corte mínimo do grafo solução, não

incluindo o vértice raiz v1, estiver violado. Estes cortes possuem a vantagem de poderem

ser aplicados também sobre soluções fracionárias, diferentemente das restrições (4.50).

Desta forma, toda vez que o grafo solução, seja ela inteira ou relaxada, possuir um corte

mínimo de custo inferior a 1, um novo corte é adicionado ao modelo. Para a identificação

dos cortes mínimos em grafos direcionados foi utilizado o algoritmo proposto em [17].
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A formulação composta pela função objetivo (4.36) e restrições (4.37)-(4.49), (4.51)

será chamada neste trabalho de (PL2). Para fins de teste neste trabalho, é definido (PL2)

como a formulação (PL2) onde os cortes (4.51) são aplicados somente de forma lazy,

e (P̂L2) como a formulação (PL2) com os cortes (4.51) aplicados também em soluções

relaxadas.

4.3 Heurística Multi-Start Baseada em ILS

Um método heurístico foi proposto, uma vez que não há algoritmo determinístico conhe-

cido que resolva o problema, garantindo a otimalidade da solução encontrada, em tempo

polinomial. Além disso, os métodos exatos requerem um custo computacional bastante

elevado, à medida que o tamanho das instâncias aumentam, como pode ser observado

na Seção 5.1. A heurística proposta, apresentada no Algoritmo 1, é baseada na meta-

heurística ILS e utiliza uma abordagem Multi-Start para resolver o PCA. Algoritmos

MILS têm sido utilizados com sucesso na literatura na abordagem de diversas variantes

do PCV [30, 32].

Algoritmo 1: MILS(entrada, msmax, ilsmax, α, seed)
1 início
2 s∗ ← ∅; f(s∗)←∞
3 para i← 1, ...,msmax faça
4 s′ ← construir_sol(entrada, α, seed)
5 para j ← 1, ..., ilsmax faça
6 s′ ← inter_RVND(s′, seed)
7 se f(s′) < f(s∗) então
8 s∗ ← s′

9 fim
10 s′ ← perturbacao(s′, seed)
11 fim
12 fim
13 Retorne s∗

14 fim

Inicialmente, o algoritmo gera uma solução usando um critério guloso-aleatório para

cada uma das msmax iterações, baseado nos dados de entrada da instância (linha 4). A

solução construída passa por ilsmax aplicações de um procedimento de busca local (linha

6), utilizado para refinar a solução corrente, e um procedimento de perturbação (linha

10), utilizado com o intuito de escapar de ótimos locais. Nas linhas 7-9 é verificado o

critério de aceitação dessa solução refinada, sendo este puramente elitista, i.e. a solução
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gerada pela busca local só será aceita caso seja melhor que o ótimo global do algoritmo.

A representação da solução, método de construção, busca local e perturbação serão

explorados em detalhes nas subseções seguintes.

4.3.1 Representação da Solução

Duas estruturas de dados foram definidas para representação da solução. São elas:

• rota - Um vetor de dimensão n com a ordem de percurso da rota, tal que

rota[i] ∈ V , ∀i = 0, ..., n− 1;

• v_pos - Um vetor de dimensão 3 × |C|, com as seguintes informações para cada

viagem: a posição do vértice em rota onde o veículo foi alugado; a posição do

vértice em rota onde o veículo foi devolvido; e o tipo do veículo. Este vetor mantém

a ordem de uso dos veículos. As posições restantes são nulas quando o número de

viagens realizadas é menor que o número de veículos disponíveis.

Figura 4.1: Representação de solução da Figura 2.1.

Desta forma, a solução da Figura 2.1 é representada como demonstrado na Figura

4.1. Observe em v_pos que a posição de retorno da última viagem é igual à posição de

aluguel da primeira viagem. Isto acontece devido à definição do problema exigir que o

primeiro veículo seja alugado, e o último veículo devolvido, em v1.

4.3.2 Geração da Solução Inicial

A etapa de construção da solução inicial utilizada neste trabalho pode ser observada no

Algoritmo 2. Esse algoritmo possui comportamento guloso-aleatório, como proposto em
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[9]. A ideia deste método é construir uma rota diversificada e bem distribuída em vértices

utilizando todos os veículos disponíveis. Como consequência, a etapa de busca local terá

um espaço de busca mais variado de modo a alcançar melhores soluções.

Inicialmente, o algoritmo define a Lista de Candidatos (LC) com todos os vértices do

grafo, exceto pelo vértice v1, e também inicializa o conjunto de viagens vazias com todos os

veículos disponíveis (linhas 2 e 3). O número de vértices para cada veículo é determinado

igualmente (linhas 4 e 5), exceto quando n
|C| não é inteiro; neste caso o último veículo

terá os vértices remanescentes. Em seguida, uma viagem é construída para cada veículo,

iniciando o aluguel em v1.

Algoritmo 2: construir_sol(entrada, α, seed)
1 início
2 Inicializar LC
3 Seja S = {s1, ..., s|C|} um conjunto de viagens vazias
4 para i← 1, ..., |C| − 1 faça wsi ← b n

|C|c
5 ws|C| ← d n

|C|e
6 r1 ← v1 ; S̄ ← ∅
7 enquanto S 6= ∅ faça
8 Selecione sc ∈ S aleatoriamente
9 S ← S − {sc}

10 sc ← sc ∪ {r1}
11 se S = ∅ então LRC ← {v1}
12 senão Criar LRC
13 r2 ← r1

14 r1 ← elemento aleatório de LRC
15 LC ← LC −{r1}
16 enquanto LC 6= ∅ e |sc| < wsc faça
17 k′ ← argmin

k∈LC
{g(k, r1, r2)}

18 sc ← sc ∪ {k′}
19 LC ← LC −{k′}
20 fim
21 S̄ ← S̄ ∪ sc
22 fim
23 Retorne S̄
24 fim

Um veículo selecionado aleatoriamente é retirado do conjunto de viagens vazias. A

viagem é então iniciada do vértice de aluguel do veículo selecionado (linhas 8-10). Uma

Lista Restrita de Candidatos (LRC) é montada no próximo passo (linhas 11-12) usando

todos os elementos em LC que satisfaçam à equação (4.52) de modo a escolher aleatoria-

mente o vértice em que o veículo atual será devolvido, e consequentemente, um novo será
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alugado (linhas 13-15). Observe que, caso este seja o último veículo, o local de devolução

deve ser obrigatoriamente o vértice de origem (linha 11). Na equação (4.52), r1 é o vértice

de aluguel do veículo c na viagem atual sc, e α é um parâmetro que define qual o requisito

mínimo para um vértice r ser aceito como possível vértice de devolução de c.

LRC =

{
r ∈ LC|F c

r1r
≤ min

j∈LC
(F c

r1j
) + α

[
max
j∈LC

(F c
r1j

)− min
j∈LC

(F c
r1j

)

]}
(4.52)

Definidos os vértices de aluguel e retorno do veículo escolhido, a viagem é montada

elemento a elemento avaliando a inserção para todos os vértices da LC em cada posição

da viagem. Esta avaliação é feita por meio da Equação (4.53), baseada em [28], que visa

evitar inserções tardias de vértices localizados longe dos pontos de aluguel e devolução do

veículo.

g(k, r1, r2) =

Dc
ik − γ(Dc

r2k
+Dc

kr1
) inserção início/fim

(Dc
ik +Dc

kj −Dc
ij)− γ(Dc

r2k
+Dc

kr1
) inserção meio

. (4.53)

Na equação (4.53), i e j são, respectivamente, os vértices anterior e seguinte à posição

onde se deseja inserir k na rota. γ é um valor escolhido aleatoriamente dentro do conjunto

{0.00, 0.05, 0.10, ..., 1.65, 1.70}, que pondera a importância da distância do vértice k para

os vértices de aluguel e devolução na avaliação da inserção de k nesta viagem. Este

conjunto foi definido em [32] após a realização de experimentos preliminares.

O vértice k′ ∈ LC que tiver o menor valor de g(k, r1, r2) será adicionado à viagem sc

na sua posição correspondente e removido de LC. Este procedimento é executado até que

sc atinja seu número máximo de vértices (linhas 16-20). Após definida a viagem sc, esta

será adicionada ao final da rota S̄ (linha 21). Ao final, as viagens de todos os veículos

estarão presentes em S̄, que será retornado como solução.

4.3.3 Busca Local

A metodologia de busca local adotada foi uma variação do VND proposto por [24], cha-

mada Random Variable Neighborhood Descent (RVND). Nesta variação a ordem de apli-

cação das vizinhanças é definida de forma aleatória. Estratégia semelhante foi usada em

[28] obtendo bons resultados quando aplicados à variantes do Problema de Roteamento

de Veículo (PRV).

Neste trabalho, as estruturas de vizinhança foram divididas em dois grupos, que dife-
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renciam sua aplicação. As vizinhanças são classificadas em inter-viagem e intra-viagem.

Este agrupamento foi feito devido à natureza da aplicação destas. Enquanto as vizi-

nhanças inter-viagem realizam operações levando em consideração viagens de veículos

diferentes, as intra-viagem trabalham com a vizinhança de uma mesma viagem. Estas

vizinhanças serão detalhas nas Seções 4.3.3.1 e 4.3.3.2.

No Algoritmo 3 é demonstrado o funcionamento da metodologia de busca local, onde

a ordem de aplicação das vizinhanças inter-viagem é decidida aleatoriamente na linha 2.

A vizinhança i definida aleatoriamente é aplicada nas iterações seguintes (linha 5). Se a

aplicação desta vizinhança melhorar a solução referência, um novo RVND é aplicado sobre

a solução melhorada usando apenas vizinhanças intra-viagem e o contador das vizinhanças

é reiniciado (linhas 6-9). Caso não haja melhora, o algoritmo tenta aplicar uma nova

vizinhança inter-viagem (linha 10). Ao final, ao aplicar NUM_VIZ_INTER vizinhanças inter-

viagem sem melhoras, o algoritmo retorna a melhor solução encontrada.

Algoritmo 3: inter_RVND(s, seed)
1 início
2 ListaVizinhancasInter ← iniciar_aleatorio(seed)
3 i← 0
4 enquanto i < NUM_VIZ_INTER faça
5 s′ ← aplicar_vizinhanca(ListaVizinhancasInter[i], s)
6 se f(s′) < f(s) então
7 s ← s′

8 s ← intra_RVND(s, seed)
9 i← 0

10 senão i← i+ 1

11 fim
12 Retorne s
13 fim

Quando uma nova melhor solução é encontrada por alguma vizinhança inter-viagem,

o Algoritmo 4 é chamado de modo a melhorar esta solução do ponto de vista individual de

cada viagem. O funcionamento é semelhante ao do Algoritmo 3, com a diferença de que

são aplicadas somente as NUM_VIZ_INTRA vizinhanças intra-viagem. Ao final, o vizinho

com menor custo será retornado.

4.3.3.1 Vizinhanças Inter-Viagem

Nove vizinhanças inter-viagem foram implementadas. Sete delas são baseadas nas vizi-

nhanças clássicas de troca λ-interchange [25], originalmente propostas para o PRV. As
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Algoritmo 4: intra_RVND(s, seed)
1 início
2 ListaVizinhancasIntra ← iniciar_aleatorio(seed)
3 i← 0
4 enquanto i < NUM_VIZ_INTRA faça
5 s′ ← aplicar_vizinhanca(ListaVizinhancasIntra[i], s)
6 se f(s′) < f(s) então
7 s ← s′

8 i← 0

9 senão i← i+ 1

10 fim
11 Retorne s
12 fim

outras duas vizinhanças são propostas neste trabalho especificamente para o PCA, que

consistem em alterar o tamanho das viagens e a ordem de utilização dos veículos.

Figura 4.2: Vizinhanças inter-viagem.

As soluções encontradas por todas as estruturas de vizinhanças foram obtidas através

de exploração exaustiva, levando em consideração todas as combinações e escolhendo a

melhor delas, i.e. estratégia de best improvement. Para as vizinhanças baseadas nas λ-

interchange, os vértices onde os veículos são alugados e devolvidos não são considerados.

Todos os pares de viagens foram considerados nas vizinhanças aqui descritas. Desta

forma, sejam sx e sy viagens distintas da solução, portanto sx 6= sy, definimos as seguintes

estruturas de vizinhança inter-viagem:
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• Swap(1,1) - Troca entre um vértice vi ∈ sx com outro vértice vj ∈ sy. Desta forma,

ao aplicar a vizinhança, vi ∈ sy e vj ∈ sx. Na Figura 4.2.b., v4 e v7 das viagens 1 e

2 foram trocados.

• Swap(2,2) - Troca entre dois vértices adjacentes vi, vi+1 ∈ sx com dois outros vér-

tices adjacentes vj, vj+1 ∈ sy. Desta forma, ao aplicar a vizinhança, vi, vi+1 ∈ sy e

vj, vj+1 ∈ sx. Na Figura 4.2.c., v6 e v4 foram trocados por v7 e v8 em suas respectivas

viagens.

• Swap(3,3) - Troca entre três vértices adjacentes vi, vi+1, vi+2 ∈ sx com outros

três vértices adjacentes vj, vj+1, vj+2 ∈ sy. Desta forma, ao aplicar a vizinhança,

vi, vi+1, vi+2 ∈ sy e vj, vj+1, vj+2 ∈ sx.

• Swap(2,1) - Troca entre dois vértices adjacentes vi, vi+1 ∈ sx com um vértice vj ∈ sy.
Desta forma, ao aplicar a vizinhança, vi, vi+1 ∈ sy e vj ∈ sx. Na Figura 4.2.d., v10 e

v6 foram trocados por v7 em suas respectivas viagens.

• Shift(1) - Um vértice vi ∈ sx é transferido para uma viagem sy. Todas as posições

na viagem são consideradas para inserção de vi ∈ sy, exceto pelo vértice de aluguel

e/ou devolução. Na Figura 4.2.e., v4 é deslocado para uma posição depois de v5 na

viagem 2.

• Shift(2) - Dois vértices adjacentes vi, vi+1 ∈ sx são transferidos para uma viagem

sy. Todas as posições na viagem são consideradas para inserção de vi, vi+1 ∈ sy,

exceto pelo vértice de aluguel e/ou devolução. Na Figura 4.2.f., v6 e v4 são deslocados

para uma posição depois de v5 na viagem 2.

• Shift(3) - Três vértices adjacentes vi, vi+1, vi+2 ∈ sx são transferidos para uma via-

gem sy. Todas as posições na viagem são consideradas para inserção de vi, vi+1, vi+2 ∈
sy, exceto pelo vértice de aluguel e/ou devolução.

• Vehicle Exchange - Troca de viagens entre dois veículos. Seja ci um veículo fazendo

a viagem sx e cj fazendo a viagem sy. Desta forma, ao aplicar a vizinhança, o veículo

ci irá fazer a viagem sy e o veículo cj fará a viagem sx. Um exemplo desta vizinhança

é mostrado na Figura 4.2.g. Observe que nesta vizinhança, em alguns casos, toda a

solução deverá ser recalculada, pois há alteração nos vértices de aluguel e devolução

dos veículos bem como nos pesos das arestas em cada viagem.

• Extend & Contract (E&C) - Modifica os vértices de aluguel e devolução de viagens

adjacentes. As alterações são avaliadas para a cada novo vértice alterado das via-
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gens. A ideia é ir estendendo a viagem de um veículo enquanto a viagem de outro

é retraída. A primeira viagem foi estendida de v5 (vértice de devolução do veículo)

para v8, no exemplo da Figura 4.2.h. Desta forma, o veículo que estava realizando

a viagem 1 será alugado em v1 e devolvido em v8, enquanto o veículo da viagem 2

será alugado em v8 e devolvido em v1.

A complexidade para as vizinhanças baseadas nas λ-interchange é de O(n2). Para a

vizinhança Vehicle Exchange, O(|C|2n), e para a vizinhança E&C é O(|C|n). Para as

vizinhanças propostas neste trabalho que tratam diretamente da alteração das viagens,

o fator O(n) aparece na complexidade devido à necessidade de recálculo de uma porção

não-constante da solução, enquanto que para as demais vizinhanças a solução pode ser

reavaliada em O(1).

4.3.3.2 Vizinhanças Intra-Viagem

Oito vizinhanças intra-viagem foram propostas, sendo todas baseadas nas vizinhanças

λ-interchange originalmente propostas para o PRV. A estratégia de best improvement

também foi adotada para encontrar o vizinho de menor custo. Para todas as vizinhanças,

exceto a Reverse, os vértices de aluguel e devolução dos veículos não são considerados.

Assim sendo, temos:

• Swap(1,1), Swap(2,2), Swap(3,3), Shift(1), Shift(2), Shift(3) - Semelhan-

te aos descritos na seção anterior, entretanto as vizinhanças só são aplicadas em

vértices compartilhando a mesma viagem, i.e., sx = sy.

• 2-Opt - Duas arestas não adjacentes são excluídas e outras duas são adicionadas

de forma a gerar uma nova rota. As arestas (v6, v4) e (v5, v7) foram apagadas da

viagem 1 e as novas arestas (v6, v5) e (v4, v7) foram adicionadas, como demonstrado

na Figura 4.3.b.

• Reverse - Essa vizinhança inverte a viagem de um veículo c caso o valor de F c
ij > F c

ji,

i.e. se o custo de devolver o veículo no vértice de aluguel for menor que o original.

Neste caso, os custos operacionais da viagem invertida permanecerão o mesmo, uma

vez que eles são simétricos. O custo das arestas de devolução e aluguel que serão

acrescentadas com a inversão também devem ser consideradas. Observe que essa

vizinhança só é aplicável caso |C| > 2, pois mudar o vértice de aluguel da primeira

viagem e o de devolução da última tornaria a solução inviável. A viagem 2 da Figura
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4.3.c. é um exemplo da aplicação desta vizinhança, onde o vértice v8 é o novo local

de aluguel do veículo.

Figura 4.3: Vizinhanças intra-viagem.

A complexidade de avaliação das vizinhanças de Swap, Shift e 2-opt é O(n2), en-

quanto para a vizinhança Reverse é O(n).

4.3.4 Mecanismos de Perturbação

Três estruturas de vizinhança inter-viagem foram adaptadas como mecanismo de pertur-

bação. São elas: Shift(1), Swap(1,1) e Vehicle Exchange. Os vértices e viagens (ou

veículos) nessas estruturas foram selecionados aleatoriamente, ao contrário do critério de

melhoria da solução nas buscas locais. Logo, a alteração é feita imprevisivelmente, na

maioria dos casos, tornando a solução pior, mas permitindo o algoritmo escapar de um

ótimo local.

Figura 4.4: Perturbação Vehicle Injection.

Um novo mecanismo de perturbação também é proposto neste trabalho, chamado

Vehicle Injection. Nesta perturbação, dois veículos são selecionados. Um deles deve

estar realizando uma viagem na solução, c1 ∈ S; e o outro não c2 /∈ S. A ideia é inserir c2
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em S usando uma porção dos vértices anteriormente visitados por c1. Um ponto de início

para c2 é escolhido aleatoriamente. Este ponto deve ser o vértice de aluguel ou devolução

de c1. Após isto, um número aleatório de vértices de c1 é atribuído para c2. Na Figura

4.4.b., um novo veículo foi inserido na primeira viagem, iniciando no vértice de retorno

v7 e visitando outros 3 vértices desta viagem. Uma única perturbação, dentre as quatro

descritas, é escolhida aleatoriamente para ser aplicada a cada iteração.

Note que a perturbação Vehicle Injection só é utilizada em uma solução quando a

vizinhança E&C é aplicada removendo um veículo da solução corrente. Portanto, quando

é mais vantajoso para a solução que os vértices de uma viagem sejam visitados em uma

viagem adjacente por outro veículo. Desta forma, aplicando esta perturbação, a viagem

do veículo que foi removida pode ser inserida aleatoriamente em um outro ponto da rota

em que ele possa trazer mais vantagens após a aplicação da busca local.



Capítulo 5

Resultados Computacionais

Os testes heurísticos foram executados em um computador com arquitetura Intel i7-870

2.93GHz com 8GB de RAM. Os testes envolvendo as abordagens exatas foram executados

em uma máquina Intel i7-4770 com 16GB de RAM. O sistema operacional rodando em

ambas as arquiteturas era o Ubuntu 14.04 64-bit. Os algoritmos propostos foram codi-

ficados em C++ usando o compilador g++ 4.8.2. Todos os testes foram executados em

thread única.

Para as tabelas contendo os resultados computacionais apresentados a partir deste

capítulo, as colunas Instância apresentam as informações de cada instância. O número

de vértices é listado na coluna Nome, junto do nome da instância, enquanto o número

de tipos de veículos é apresentado na coluna |C|.

5.1 Abordagens Exatas

Os modelos de programação linear inteira foram implementados utilizando o framework

IBM ILOG CPLEX 12.6.1. Para as tabelas apresentadas nesta seção, a coluna UB ou

OPT apresenta o menor limite superior ou o ótimo provado de uma instância, obtido

por uma heurística ou método exato. Para cada formulação experimentada: a coluna

UB apresenta o melhor limite superior encontrado pelo solver ; LB apresenta o limite

inferior encontrado ao final da execução; T(s) representa o tempo total, em segundos,

de execução do solver ; LR é o valor da relaxação linear no nó raiz da árvore de branch;

LR(s) apresenta o tempo, em segundos, necessário de processamento da relaxação linear;

LR(%) é o GAP, ou diferença relativa, da relaxação linear para o melhor UB encontrado

pelo solver ;#sol é o número de soluções viáveis encontradas durante a execução;#nodes

é o número de nós gerados na árvore de branch; e #cuts apresenta a quantidade de cortes
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aplicados pelo branch-and-cut.

O tempo limite definido para todas as execuções das abordagens exatas foi definido

em 70000 segundos, como os utilizados na literatura. As instâncias que tiveram a execu-

ção finalizada sob condições normais, i.e. tiveram o ótimo provado, o valor de UB está

destacado em negrito. Entretanto, algumas instâncias tiveram o tempo limite atingido

sem o término da execução, enquanto em outras a árvore de branch alcançou o limite

físico de memória da máquina utilizada para teste. Instâncias com execução interrompida

por falta de memória tiveram o valor de UB destacado com a letra grega α.

Os resultados de abordagens da literatura são apresentados na Tabela 5.1. As colunas

(P1) apresentam os resultados como reportados em [15], usando a formulação apresentada

neste trabalho como (P1). Embora houvesse a ausência de algumas restrições, como

demonstrado na Seção 4.1, as soluções relatadas são viáveis de acordo com contato prévio

com os autores (via e-mail). Estes resultados foram obtidos usando o solver GNU GLPK

4.47 em uma arquitetura Intel i5 com 8GB de RAM e sistema operacional Ubuntu Linux

12.04 64-bit. A formulação baseada em MTZ [4] teve sua implementação gentilmente

cedida pelos autores, sendo portanto executada na arquitetura relatada para este trabalho

e tem seus resultados apresentados nas colunas MTZ.

Tabela 5.1: Resultados de abordagens exatas da literatura
Instância (P1) MTZ

Nome |C| UB T(s) UB LB T(s) LR LR(s) LR(%) #sol #nodes
Mauritania10e 2 540 0.2 540 540.00 0.15 487.00 0.04 10.88 3 426
Mauritania10n 2 571 0.9 571 571.00 3.43 453.00 0.03 26.05 3 20260
Colombia11e 2 620 2.3 620 620.00 0.22 497.00 0.04 24.75 3 502
Colombia11n 2 639 0.2 639 639.00 42.68 483.00 0.04 32.30 5 222094
Angola12e 2 719 2.5 719 719.00 0.58 598.00 0.05 20.23 4 1212
Angola12n 2 656 17.4 656 656.00 1074.56 578.00 0.03 13.49 6 4838643
Peru13e 2 672 1.0 672 672.00 0.34 586.00 0.05 14.68 3 893
Peru13n 2 693 17.4 693 693.00 305.31 583.00 0.04 18.87 9 1322600
Libia14e 2 730 13.5 730 730.00 2.58 674.00 0.06 8.31 13 6149
Libia14n 2 760 247.9 760 760.00 27856.00 650.00 0.04 16.92 4 97400482
Congo15e 2 756 2.5 756 756.00 3.23 702.00 0.03 7.69 10 9384
Congo15n 2 886 0.8 886 886.00 25867.79 735.00 0.04 20.54 19 75305652
Argentina16e 2 955 45.9 955 955.00 16.13 808.00 0.06 18.19 3 35748
Argentina16n 2 894 176.5 897α 752.00 52969.02 710.00 0.03 26.34 11 212116264
BrasilRJ14e 2 294 49.2 294 294.00 19.59 235.00 0.06 25.11 8 45958
BrasilRJ14n 2 167 32.0 167 167.00 6716.38 140.00 0.03 19.29 7 21851517
BrasilRN16e 2 375 31.8 375 375.00 39.45 328.00 0.07 14.33 9 78129
BrasilRN16n 2 188 1.3 188 188.00 83.08 169.00 0.05 11.24 6 213226
BrasilPR25e 3 509 70000.0 508 508.00 5019.14 427.50 0.10 18.83 4 2102263
BrasilPR25n 3 227 70000.0 227α 204.79 55188.31 198.00 0.01 14.65 3 96867409
BrasilAM26e 3 469 70000.0 467 467.00 54406.41 401.50 0.18 16.31 16 29629721
BrasilAM26n 3 202 70000.0 201α 184.00 47677.81 182.00 0.01 10.44 6 93360595
BrasilMG30e 4 547 70000.0 542 479.73 70000.00 442.00 0.40 22.62 2 20929693
BrasilMG30n 4 276 70000.0 272α 236.00 62798.61 231.00 0.03 17.75 14 329973574
BrasilSP32e 4 656 70000.0 841α 485.50 3352.53 472.50 0.03 77.99 3 1518353
BrasilSP32n 4 261 70000.0 266 222.16 70000.00 213.00 0.03 24.88 12 25502880
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Tabela 5.2: Resultados para Formulação (P2)
Instância (P2)

Nome |C| UB ou
OPT

UB LB T(s) LR LR(s) LR(%) #sol #nodes

Mauritania10e 2 540 540 540.00 0.04 533.90 0.04 1.14 1 1
Mauritania10n 2 571 571 571.00 0.04 519.50 0.04 9.91 1 1
Colombia11e 2 620 620 620.00 1.61 557.01 0.33 11.31 3 316
Colombia11n 2 639 639 639.00 0.26 545.92 0.16 17.05 1 5
Angola12e 2 719 719 719.00 1.59 663.40 0.21 8.38 6 149
Angola12n 2 656 656 656.00 0.31 617.75 0.26 6.19 1 3
Peru13e 2 672 672 672.00 0.30 620.67 0.17 8.27 1 5
Peru13n 2 693 693 693.00 0.09 650.33 0.09 6.56 1 1
Libia14e 2 730 730 730.00 1.49 698.00 0.29 4.58 3 26
Libia14n 2 760 760 760.00 0.14 693.33 0.14 9.62 1 1
Congo15e 2 756 756 756.00 2.35 744.00 0.72 1.61 2 100
Congo15n 2 886 886 886.00 0.22 857.50 0.22 3.32 1 1
Argentina16e 2 955 955 955.00 56.49 876.20 0.38 8.99 4 8623
Argentina16n 2 894 894 894.00 3.82 827.08 1.16 8.09 3 101
BrasilRJ14e 2 294 294 294.00 3.46 268.50 0.39 9.50 5 190
BrasilRJ14n 2 167 167 167.00 0.65 150.75 0.22 10.78 1 12
BrasilRN16e 2 375 375 375.00 7.38 350.17 0.98 7.09 4 251
BrasilRN16n 2 188 188 188.00 3.44 180.00 1.58 4.44 1 115
BrasilPR25e 3 508 508 508.00 161.13 471.71 4.49 7.69 3 1149
BrasilPR25n 3 226 226 226.00 1256.14 215.00 5.75 5.12 7 22693
BrasilAM26e 3 467 467 467.00 15699.94 430.17 2.40 8.56 15 180052
BrasilAM26n 3 202 202 202.00 4972.60 190.75 5.27 5.90 18 87653
BrasilMG30e 4 529 529 529.00 3096.96 498.75 24.39 6.07 2 3056
BrasilMG30n 4 271 279 270.13 70000.00 256.33 15.49 8.84 14 484525
BrasilSP32e 4 588 654 562.01 70000.00 525.21 17.11 24.52 7 85076
BrasilSP32n 4 254 254 254.00 12118.03 235.00 24.73 8.09 10 7808

A Tabela 5.2 apresenta os resultados para a formulação (P2). Estes resultados são

comparados com o melhor limite superior ou valor ótimo, em cada instância. Nesta

tabela, é observado que a formulação foi capaz de atingir o ótimo de todas as instâncias

anteriormente provadas pela literatura, além de ser capaz de provar o ótimo de outras

quatro instâncias. O tempo computacional requerido foi significativamente menor que o

das demais formulações da literatura. Importante observar a Relaxação Linear do modelo

(P2), encontrada em tempo computacional relativamente pequeno, e capaz de fornecer

um limite inferior inicial próximo da melhor solução conhecida. O número de nós gerados

na árvore de Branch, em comparação com a formulação MTZ, foi diversas vezes inferior

em todas as instâncias.

Os resultados com a formulação (PL1) são apresentados na Tabela 5.3. Embora esta

formulação tenha provado o ótimo de uma instância ainda não provada, ela falhou em

três instâncias, sendo duas dessas por ter alcançado o limite de memória física disponível.

O tempo requerido por (PL1) foi menor que (P2) na maioria das instâncias. A relaxação

linear de (PL1) é obtida mais rapidamente que (P2), entretanto em termos de limite da

há um certo equilíbrio com (P2).
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Tabela 5.3: Resultados para Formulação (PL1)
Instância (PL1)

Nome |C| UB ou
OPT

UB LB T(s) LR LR(s) LR(%) #sol #nodes #lazy
cuts

Mauritania10e 2 540 540 540.00 0.02 510.00 0.01 5.88 1 4 6
Mauritania10n 2 571 571 571.00 0.03 517.00 0.02 10.44 1 14 6
Colombia11e 2 620 620 620.00 0.04 512.67 0.02 20.94 2 37 9
Colombia11n 2 639 639 639.00 0.08 533.50 0.02 19.78 2 144 11
Angola12e 2 719 719 719.00 0.16 595.00 0.02 20.84 12 435 60
Angola12n 2 656 656 656.00 0.04 616.75 0.03 6.36 1 11 5
Peru13e 2 672 672 672.00 0.03 614.00 0.02 9.45 2 13 12
Peru13n 2 693 693 693.00 0.08 639.00 0.02 8.45 3 65 17
Libia14e 2 730 730 730.00 0.12 660.00 0.02 10.61 7 200 35
Libia14n 2 760 760 760.00 0.28 682.00 0.02 11.44 4 760 20
Congo15e 2 756 756 756.00 0.04 743.00 0.03 1.75 3 27 24
Congo15n 2 886 886 886.00 0.14 852.50 0.03 3.93 2 115 9
Argentina16e 2 955 955 955.00 0.47 803.00 0.03 18.93 8 851 63
Argentina16n 2 894 894 894.00 0.58 784.00 0.03 14.03 4 1334 61
BrasilRJ14e 2 294 294 294.00 1.31 234.00 0.03 25.64 9 3500 92
BrasilRJ14n 2 167 167 167.00 0.17 150.00 0.02 11.33 3 256 30
BrasilRN16e 2 375 375 375.00 0.32 324.00 0.03 15.74 4 463 42
BrasilRN16n 2 188 188 188.00 0.21 172.25 0.04 9.14 2 203 15
BrasilPR25e 3 508 508 508.00 10.55 436.67 0.08 16.34 9 7792 221
BrasilPR25n 3 226 228 221.07 70000.00 213.00 0.09 7.04 8 4228614 72419
BrasilAM26e 3 467 467 467.00 102.55 415.00 0.06 12.53 11 68640 464
BrasilAM26n 3 202 202 202.00 4.98 187.50 0.10 7.73 4 3513 86
BrasilMG30e 4 529 529 529.00 14.89 474.50 0.15 11.49 1 7390 236
BrasilMG30n 4 271 276α 261.37 1137.64 253.25 0.02 8.98 6 369915 -
BrasilSP32e 4 588 588 588.00 18449.40 491.00 0.27 19.76 13 1527272 4345
BrasilSP32n 4 254 254α 242.70 2717.37 233.75 0.03 8.66 3 828508 -

A formulação (PL2) tem seus resultados mostrados na Tabela 5.4. Já os resultados

da formulação (P̂L2) são mostrados na Tabela 5.5. Ambas as formulações foram capazes

de provar o ótimo de todas as instâncias testadas até o momento na literatura para

métodos exatos. A formulação (P̂L2) apresenta uma relaxação linear mais próxima do

limite superior devido aos cortes aplicados no nó raiz. Isto se traduz no número inferior

de nós gerados na árvore de branch, se comparados com os cortes aplicados em (PL2).

Uma vez que todas as instâncias até então testadas por modelos exatos na literatura

tiveram sua otimalidade provada, as formulações (PL2) e (P̂L2) foram então testada em

21 instâncias de dimensões maiores. Os resultados são apresentados nas Tabelas 5.6 e 5.7.

A formulação (P̂L2) (Tabela 5.6) foi capaz de provar o ótimo de oito instâncias, além

de alcançar o limite superior em uma outra instância dentro do tempo limite definido.

Mais uma vez, vale observar a proximidade do valor da relaxação linear do limite superior

encontrado em várias instâncias. Ademais, em cinco instâncias não foi encontrada solução

viável dentro do limite de tempo definido.

A formulação (PL2) (Tabela 5.7) foi capaz de provar o ótimo em todas as instâncias

que (P̂L2) provou. Além disto, uma instância não provada teve seu ótimo alcançado,

enquanto em outra instância um novo limite superior foi atingido pelo método exato. A
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Tabela 5.4: Resultados para Formulação (PL2)
Instância (PL2)

Nome |C| UB ou
OPT

UB LB T(s) LR LR(s) LR(%) #sol #nodes #lazy
cuts

Mauritania10e 2 540 540 540.00 0.04 510.00 0.03 5.88 1 4 2
Mauritania10n 2 571 571 571.00 0.03 517.00 0.01 10.44 1 13 2
Colombia11e 2 620 620 620.00 0.05 512.67 0.03 20.94 3 9 6
Colombia11n 2 639 639 639.00 0.09 533.50 0.02 19.78 4 156 7
Angola12e 2 719 719 719.00 0.18 595.00 0.02 20.84 5 382 33
Angola12n 2 656 656 656.00 0.05 616.75 0.03 6.36 1 12 6
Peru13e 2 672 672 672.00 0.06 614.00 0.02 9.45 2 30 9
Peru13n 2 693 693 693.00 0.09 639.00 0.02 8.45 2 60 9
Libia14e 2 730 730 730.00 0.08 660.00 0.02 10.61 3 92 3
Libia14n 2 760 760 760.00 0.29 682.00 0.02 11.44 4 805 8
Congo15e 2 756 756 756.00 0.03 743.00 0.02 1.75 1 7 8
Congo15n 2 886 886 886.00 0.14 852.50 0.03 3.93 1 109 2
Argentina16e 2 955 955 955.00 0.23 803.00 0.02 18.93 5 344 11
Argentina16n 2 894 894 894.00 0.54 784.00 0.04 14.03 6 1197 11
BrasilRJ14e 2 294 294 294.00 0.41 234.00 0.05 25.64 6 507 27
BrasilRJ14n 2 167 167 167.00 0.23 150.00 0.03 11.33 5 301 17
BrasilRN16e 2 375 375 375.00 0.48 324.00 0.07 15.74 6 405 36
BrasilRN16n 2 188 188 188.00 0.25 172.25 0.05 9.14 4 186 15
BrasilPR25e 3 508 508 508.00 18.06 436.67 0.09 16.34 8 7359 233
BrasilPR25n 3 226 226 226.00 91.12 213.00 0.09 6.10 5 42866 457
BrasilAM26e 3 467 467 467.00 6.91 415.00 0.06 12.53 4 2495 107
BrasilAM26n 3 202 202 202.00 8.25 187.50 0.09 7.73 4 6041 48
BrasilMG30e 4 529 529 529.00 53.52 474.50 0.14 11.49 7 6309 376
BrasilMG30n 4 271 271 271.00 2622.19 253.25 0.23 7.01 9 201754 2293
BrasilSP32e 4 588 588 588.00 1253.59 491.00 0.26 19.76 9 203711 948
BrasilSP32n 4 254 254 254.00 26948.52 233.75 0.28 8.66 8 1448436 4151

Tabela 5.5: Resultados para Formulação (P̂L2)
Instância (P̂L2)

Nome |C| UB ou
OPT

UB LB T(s) LR LR(s) LR(%) #sol #nodes #cuts

Mauritania10e 2 540 540 540.00 0.02 519.00 0.02 4.05 1 2 5
Mauritania10n 2 571 571 571.00 0.04 521.00 0.02 9.60 1 18 9
Colombia11e 2 620 620 620.00 0.02 605.00 0.02 2.48 1 3 7
Colombia11n 2 639 639 639.00 0.43 536.50 0.02 19.11 6 774 86
Angola12e 2 719 719 719.00 0.07 659.00 0.03 9.10 1 46 18
Angola12n 2 656 656 656.00 0.19 617.75 0.03 6.19 4 101 40
Peru13e 2 672 672 672.00 0.03 614.00 0.02 9.45 2 12 13
Peru13n 2 693 693 693.00 0.09 645.00 0.02 7.44 3 41 23
Libia14e 2 730 730 730.00 0.09 703.00 0.03 3.84 3 41 23
Libia14n 2 760 760 760.00 1.29 693.25 0.03 9.63 9 937 110
Congo15e 2 756 756 756.00 0.02 756.00 0.00 0.00 1 0 9
Congo15n 2 886 886 886.00 0.30 871.00 0.04 1.72 1 108 33
Argentina16e 2 955 955 955.00 1.33 870.67 0.03 9.69 7 695 69
Argentina16n 2 894 894 894.00 0.52 787.50 0.03 13.52 3 200 42
BrasilRJ14e 2 294 294 294.00 0.07 282.00 0.04 4.26 2 17 18
BrasilRJ14n 2 167 167 167.00 0.74 150.75 0.04 10.78 5 568 71
BrasilRN16e 2 375 375 375.00 0.41 346.00 0.04 8.38 1 149 32
BrasilRN16n 2 188 188 188.00 0.15 180.38 0.05 4.23 1 44 23
BrasilPR25e 3 508 508 508.00 69.47 479.00 0.19 6.05 3 2917 439
BrasilPR25n 3 226 226 226.00 1601.47 215.33 0.25 4.95 6 97737 1222
BrasilAM26e 3 467 467 467.00 4.24 450.50 0.21 3.66 4 228 68
BrasilAM26n 3 202 202 202.00 6.67 190.75 0.13 5.90 1 358 191
BrasilMG30e 4 529 529 529.00 133.87 503.75 0.39 5.01 2 1459 249
BrasilMG30n 4 271 271 271.00 5219.10 255.60 0.58 6.03 5 84562 3435
BrasilSP32e 4 588 588 588.00 4474.72 526.88 0.48 11.60 5 65061 1074
BrasilSP32n 4 254 254 254.00 49720.31 235.50 0.78 7.86 9 542729 7320
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Tabela 5.6: Resultados Formulação (P̂L2) para instâncias maiores
Instância (P̂L2)

Nome |C| UB ou
OPT

UB LB T(s) LR LR(s) LR(%) #sol #nodes #cuts

BrasilCO40e 5 668 668 668.00 52.71 633.88 1.55 5.38 3 234 67
BrasilCO40n 5 575 582 554.00 70000.00 541.46 2.28 7.49 3 149645 8903
BrasilNO45e 5 829 829 829.00 9.09 805.00 1.75 2.98 1 21 60
BrasilNO45n 5 546 546 529.00 70000.00 520.00 3.11 5.00 4 120223 5083
BrasilNE50e 5 756 756 756.00 15.99 733.00 2.13 3.14 1 25 56
BrasilNE50n 5 611 608 608.00 11545.31 593.38 4.62 2.46 4 19557 1864
att48eA 3 34571 34571 34571.00 698.27 34167.67 1.38 1.18 8 4025 123
att48nA 3 988 991 968.03 70000.00 944.33 1.62 4.94 5 233482 7747
berlin52eA 3 8948 8948 8948.00 42290.14 8442.00 1.45 5.99 7 164434 1359
berlin52nA 3 1303 1325 1252.74 70000.00 1227.67 2.00 7.93 4 157338 11098
Livramento30e 3 739 739 739.00 12.33 700.00 0.38 5.57 4 351 89
Canoas30n 4 376 376 376.00 585.63 361.00 0.49 4.16 3 8602 1353
Pelotas50e 3 1244 1434 1124.13 70000.00 1055.00 1.61 35.92 4 201977 8049
Santos50n 5 382 388 372.81 70000.00 363.72 5.21 6.68 5 78630 4666
BoaVista80e 4 1560 - 1355.00 70000.00 1313.50 9.51 - 0 45195 5330
Macapa80n 5 599 - 578.08 70000.00 572.00 60.69 - 0 26966 3099
eil76eB 4 1649 - 1472.50 70000.00 1447.75 9.64 - 0 53757 7180
rat99eB 5 2904 - 2395.00 70000.00 2346.50 84.21 - 0 10435 2125
rat99nB 5 1349 1596 1281.25 70000.00 1268.14 53.90 25.85 1 4449 1214
st70eB 4 1708 - 1461.85 70000.00 1413.83 7.83 - 0 68022 8932
st70nB 4 879 937 836.61 70000.00 821.00 8.17 14.13 1 34814 5935

Tabela 5.7: Resultados Formulação (PL2) para instâncias maiores
Instância (PL2)

Nome |C| UB ou
OPT

UB LB T(s) LR LR(s) LR(%) #sol #nodes #lazy
cuts

BrasilCO40e 5 668 668 668.00 8.00 585.00 0.45 14.19 2 336 69
BrasilCO40n 5 575 578α 557.07 14975.89 537.33 0.77 7.57 10 1890358 -
BrasilNO45e 5 829 829 829.00 26.48 730.50 0.64 13.48 1 530 136
BrasilNO45n 5 546 539 539.00 28074.79 517.00 0.50 4.26 5 2580829 1033
BrasilNE50e 5 756 756 756.00 15.13 697.00 0.96 8.46 2 551 61
BrasilNE50n 5 611 608 608.00 617.68 582.00 1.42 4.47 8 49416 362
att48eA 3 34571 34571 34571.00 624.10 27270.00 0.43 26.77 14 53473 546
att48nA 3 988 987α 972.00 13786.51 932.00 0.38 5.90 6 2403071 -
berlin52eA 3 8948 8948 8948.00 12449.33 7258.00 0.52 23.28 14 739417 922
berlin52nA 3 1303 1344α 1254.67 24384.58 1205.00 0.46 11.54 8 952437 -
Livramento30e 3 739 739 739.00 8.25 633.00 0.08 16.75 6 2780 88
Canoas30n 4 376 376 376.00 40.94 356.50 0.13 5.47 8 11183 272
Pelotas50e 3 1244 1374α 1121.25 21881.84 947.60 0.39 45.00 3 1156043 -
Santos50n 5 382 382 379.92 70000.00 359.08 0.74 6.38 6 4829166 1313
BoaVista80e 4 1560 1930α 1362.64 27539.83 1222.00 1.63 57.94 3 1643144 -
Macapa80n 5 599 608α 581.67 44613.72 564.75 4.00 7.66 6 895643 -
eil76eB 4 1649 2384α 1477.82 31520.64 1386.00 1.38 72.01 2 1023463 -
rat99eB 5 2904 5136 2432.00 70000.00 2195.00 5.14 133.99 1 694913 1265
rat99nB 5 1349 −α 1288.88 64523.19 1244.80 7.95 - 0 800632 -
st70eB 4 1708 2048α 1463.97 27700.22 1273.25 1.21 60.85 7 1482242 -
st70nB 4 879 882α 844.67 24538.61 808.00 2.59 9.16 9 1195970 -

formulação (PL2) não encontrou solução viável em apenas uma destas instâncias e atingiu

o limite de memória em 10 das 21 testadas.

Um resumo com os resultados das abordagens exatas apresentadas neste trabalho são

apresentados na Tabela 5.8. Nessa tabela, em cada linha há a quantidade de ótimos

obtidos na coluna # OPT, o número de limites inferiores alcançados em # UB e a

média do gap da relaxação linear para todas as instâncias testadas em Média LR(%).
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Tabela 5.8: Resumo dos resultados das abordagens exatas
Abordagem # OPT # UB Média LR(%)
(P1) 18 18 -
MTZ 19 20 20.49
(P2) 24 24 8.14
(PL1) 23 24 12.18
(PL2) 35 37 12.18
(P̂L2) 34 35 7.32

É importante notar que a média da relaxação linear foi calculada considerando apenas

as 26 instâncias antes utilizadas na literatura. Esses resultados mostram a eficiência das

formulações propostas na resolução das instâncias testadas. Isso se exprime, em especial,

na quantidade de ótimos provados e pela média da relaxação linear da formulação (PL2)

nas duas formas testadas. Vale observar também a relaxação linear encontrada pela

formulação (P2) graças à reformulação de (P1) apresentada neste trabalho.

5.2 Resultados MILS

Os parâmetros para o MILS foram definidos usando o pacote irace [21] em um con-

junto de 20 instâncias-treino. Estas instâncias foram escolhidas do benchmark CaRS-

lib (http://www.dimap.ufrn.br/lae/en/projects/CaRS.php), à parte das instâncias

utilizadas nos resultados para testes e comparações. Estas instâncias foram executa-

das em 500 experimentos na configuração do irace. Desta forma, o parâmetro α, res-

ponsável por restringir a Lista Restrita de Candidatos, ficou definido para assumir va-

lores no intervalo α ∈ [0.01, 0.99]. O parâmetro de limite de iterações Multi-Start,

msmax ∈ {20, 21, ..., 69, 70}, e o limite de iterações ILS ilsmax ∈ {5, 6, ..., 29, 30}. Os

valores retornados pelo pacote foram α = 0.47, msmax = 28 e ilsmax = 61.

De modo a verificar a eficiência das vizinhanças apresentadas na Seção 4.3.3, um

estudo é apresentado na Tabela 5.9. Os testes foram executados em um conjunto de

20 instâncias, sendo essas retiradas do conjunto de instâncias de teste utilizadas nos

resultados da literatura. Para cada vizinhança, cada coluna em Individual representa:

Sol, o valor médio da solução obtida nessas 20 instâncias sendo executadas como única

vizinhança da busca local; T(s), o tempo médio para obtenção dessa solução usando a

vizinhança de forma individual; Avg(%), a média de melhora da aplicação da vizinhança

em relação à solução de referência, usando vizinhança única. Para as colunas em RVND:

#Uso, A quantidade de vezes que a vizinhança foi utilizada e melhorou a solução de

referência no RVND; Avg(%), a média de melhora obtida com a aplicação da vizinhança
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Tabela 5.9: Estudo de eficiência das vizinhanças
Vizinhança Individual RVND

Inter-Viagem Sol T(s) Avg(%) #Uso Avg(%)
Swap(1,1) 6453.55 1.52 9.69 2665 3.18
Swap(2,2) 6417.15 2.80 10.29 862 5.32
Swap(2,1) 6392.60 1.45 10.46 2283 4.11
Swap(3,3) 6474.95 1.56 11.34 516 7.75
Shift(1) 5942.80 1.34 8.45 8052 1.73
Shift(2) 6256.30 2.14 8.73 3230 2.87
Shift(3) 6151.00 1.56 9.32 1994 4.18
Exchange 6760.75 3.01 12.43 139 36.88
E&C 6661.95 7.18 11.37 725 6.59
Intra-Viagem
Swap(1,1) 6763.90 1.93 2.73 11889 0.68
Swap(2,2) 6750.05 1.11 2.47 4552 0.95
Swap(3,3) 6889.00 1.53 2.15 3572 1.19
2-opt 6666.80 1.03 2.29 21859 0.89
Reverse 6959.30 2.44 0.98 277 1.08
Shift(1) 6639.55 1.36 3.08 12321 0.72
Shift(2) 6695.65 1.24 2.71 11764 0.91
Shift(3) 6756.30 1.38 2.64 8038 1.07

em relação à solução passada como referência, dentro do RVND.

A partir da Tabela 5.9 podemos observar que as vizinhanças, quando executadas de

forma individual, tendem a consumir um tempo computacional similar, a exceção fica

com as vizinhanças Exchange e E&C. Esse comportamento se dá devido ao caráter dessas

vizinhanças alterarem uma porção mais significativa da rota, requerendo um esforço maior

no re-cálculo do valor da solução. Tal preço, contudo, é compensado com uma média de

melhora elevada em relação às demais. Outro ponto a notar é a ineficiência das vizinhanças

intra-viagem em obter boas soluções, quando aplicadas sozinhas. Porém, essas vizinhanças

são muito mais utilizadas que as inter-viagem devido a sua natureza se limitar à aplicação

de cada viagem. Ademais, é possível notar que a vizinhança Exchange é a que tem

a melhor melhora da solução de referência, tanto aplicada individualmente quanto no

algoritmo completo, embora seja a menos usada devido a raridade dos casos em que ele

se aplica.

Para cada instância de teste, 30 execuções foram feitas usando sementes diferentes,

i.e. o valor de seed foi definido como o número da execução correspondente no intervalo

discreto [1, 30]. As instâncias utilizadas podem ser encontradas na CaRSlib. Nas tabelas

seguintes,Avg Sol representa o valor médio da solução entre todas as execuções; Best Sol

representa o valor da melhor solução encontrada entre todas as execuções; T (s) representa

o tempo médio total necessário para encontrar a solução relatada; e GAP = 100(S1 −
S2)/S2, onde S1 é o resultado do MILS e S2 é o melhor resultado da literatura (solução
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média ou melhor solução) para a instância correspondente, i.e. a diferença relativa entre

as duas heurísticas comparadas. A heurística que apresenta o melhor resultado para cada

instância está destacada em negrito.

Tabela 5.10: Resultado médio para instâncias euclidianas
Instância AM AT MILS

Nome |C| Avg Sol T(s) Avg Sol T(s) Avg Sol GAP(%) T (s)
BrasilRJ14e 2 294 1.00 294 1.00 294.00 0.00 0.02
BrasilRN16e 2 375 1.00 375 1.00 375.00 0.00 0.03
BrasilPR25e 3 523 2.00 508 12.00 508.00 0.00 0.34
BrasilAM26e 3 477 3.00 467 13.00 467.00 0.00 0.08
BrasilMG30e 4 549 8.00 532 26.00 530.33 -0.31 0.88
BrasilSP32e 4 606 7.00 593 27.00 590.57 -0.41 1.64
BrasilRS32e 4 496 7.00 493 24.00 491.00 -0.41 0.86
BrasilCO40e 5 696 23.00 676 51.00 673.87 -0.32 5.55
BrasilNO45e 5 857 30.00 840 70.00 830.93 -1.08 3.22
BrasilNE50e 5 766 35.00 763 70.00 758.23 -0.62 7.21
Livramento30e 3 739 2.00 739 16.00 739.00 0.00 0.14
Pelotas50e 3 1288 17.00 1265 77.00 1244.20 -1.64 4.35
BoaVista80e 4 1725 49.00 1666 350.00 1579.40 -5.20 28.55
Betim100e 3 1401 247.00 1408 348.00 1396.40 -0.33 58.01
Vitoria100e 5 1357 292.00 1362 382.00 1376.23 1.42 62.63
JoaoPessoa140e 4 2557 249.00 2461 1297.00 2276.80 -7.48 174.54
Natal160e 5 2792 298.00 2688 1944.00 2506.90 -6.74 379.16
PortoVelho200e 3 2375 1862.00 2376 3165.00 2294.50 -3.39 553.00
Cuiaba200e 3 2398 1682.00 2332 3039.00 2237.17 -4.07 737.85
Belem300e 4 3095 5184.00 3056 9649.00 3028.70 -0.89 3339.81
att48eA 3 34572 14.00 34643 39.00 34596.60 0.07 1.62
berlin52eA 3 8950 43.00 8949 59.00 8949.27 0.00 3.46
ch130e 5 8931 190.00 8828 893.00 8733.97 -1.07 93.33
eil76eB 4 1826 184.00 1779 420.00 1665.30 -6.39 37.76
lin105e 5 17053 100.00 16988 384.00 17038.27 0.30 41.85
pr107e 5 46867 104.00 46840 394.00 46925.70 0.18 41.07
rat99eB 5 3188 248.00 3133 309.00 2942.83 -6.07 66.04
rd100eB 4 9954 255.00 9951 255.00 9961.23 0.10 33.44
st70eB 4 1898 148.00 1858 310.00 1739.70 -6.37 25.65
w100eB 4 8310 82.00 8310 331.00 8422.57 1.35 33.84
Média 378.90 798.53 -1.65 191.20

A Tabela 5.10 apresenta os resultados médios para as instâncias euclidianas nas 30

execuções do algoritmo proposto neste trabalho (MILS). Os resultados são comparados

com um Algoritmo Memético (AM) [14] e um Algoritmo Transgenético (AT) [15], o atual

estado-da-arte para este grupo de instâncias. Estes resultados da literatura foram obtidos

através de códigos em C++ executados numa arquitetura Intel Xeon W3520 2.8GHz com

8GB RAM e sistema operacional Scientific Linux 5.5 64-bit. A Tabela 5.11 apresenta uma

comparação entre os melhores resultados encontrados no mesmo grupo de instâncias, em

todas as execuções dos respectivos métodos.

Algumas observações podem ser feitas a partir das Tabelas 5.10 e 5.11, uma vez que o
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Tabela 5.11: Melhores resultados para instâncias euclidianas
Instância AM AT MILS

Nome |C| Best Sol Best Sol Best Sol GAP(%)
BrasilRJ14e 2 294 294 294 0.00
BrasilRN16e 2 375 375 375 0.00
BrasilPR25e 3 510 508 508 0.00
BrasilAM26e 3 468 467 467 0.00
BrasilMG30e 4 530 529 529 0.00
BrasilSP32e 4 588 588 588 0.00
BrasilRS32e 4 494 491 491 0.00
BrasilCO40e 5 672 668 668 0.00
BrasilNO45e 5 829 829 829 0.00
BrasilNE50e 5 756 756 756 0.00
Livramento30e 3 739 739 739 0.00
Pelotas50e 3 1274 1249 1244 -0.40
BoaVista80e 4 1707 1591 1560 -1.95
Betim100e 3 1394 1394 1394 0.00
Vitoria100e 5 1354 1354 1354 0.00
JoaoPessoa140e 4 2521 2368 2243 -5.28
Natal160e 5 2753 2641 2486 -5.87
PortoVelho200e 3 2327 2312 2284 -1.21
Cuiaba200e 3 2329 2275 2215 -2.64
Belem300e 4 3007 2985 2997 0.40
att48eA 3 34571 34571 34571 0.00
berlin52eA 3 8948 8948 8948 0.00
ch130e 5 8818 8729 8631 -1.12
eil76eB 4 1756 1703 1649 -3.17
lin105e 5 16916 16916 16958 0.25
pr107e 5 46827 46812 46836 0.05
rat99eB 5 3113 3042 2904 -4.54
rd100eB 4 9909 9909 9911 0.02
st70eB 4 1849 1777 1708 -3.88
w100eB 4 8310 8310 8364 0.65

desempenho das arquiteturas de AM/AT e MILS são comparavéis, baseado no benchmark

[27]. A Tabela 5.10 mostra que o MILS foi capaz de obter limites de boa qualidade em

um tempo computacional menor que o das heurísticas anteriores da literatura. O GAP

médio comparado com o estado-da-arte foi negativo, sendo que em 24 das 30 instâncias

testadas o desempenho médio foi melhor, a um custo computacional cerca de quatro vezes

menor. Já na Tabela 5.11, é possível verificar que o MILS alcançou a melhor solução em

25 das 30 instâncias, sendo ainda capaz de propor limites melhores em 10 delas.

Como um estudo complementar, a heurística MILS foi aplicada às instâncias não-

euclidianas, de modo a avaliar sua performance em comparação com a literatura exis-

tente. Desta forma, a Tabela 5.12 apresenta os melhores resultados para as instâncias

não-euclidianas. Os resultados são comparados com os resultados das heurísticas AT e o

algoritmo evolucionário híbrido (EA-ALSP) [4], que é o atual estado-da-arte deste grupo

de instâncias. Os resultados do EA-ALSP foram obtidos em um computador com arqui-
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tetura Intel i7 3630-QM 2.4GHz com 8GB de RAM em um sistema operacional Windows

8.0 64-bit. CPLEX 12.6.1 foi utilizado como solver de programação inteira neste método.

Tabela 5.12: Melhores resultados para instâncias não-euclidianas
Instância AT EA-ALSP MILS

Nome |C| Best Sol T (s) Best Sol T (s) Best Sol GAP(%) T (s)
BrasilRJ14n 2 167 2.00 167 0.60 167 0.00 0.03
BrasilRN16n 2 188 4.00 188 0.60 188 0.00 0.09
BrasilPR25n 3 226 16.00 226 10.60 226 0.00 1.41
BrasilAM26n 3 202 16.00 202 10.60 202 0.00 1.04
BrasilMG30n 4 271 32.00 271 21.30 271 0.00 2.71
BrasilSP32n 4 254 39.00 254 26.00 254 0.00 3.28
BrasilRS32n 4 269 40.00 269 26.60 269 0.00 2.81
BrasilCO40n 5 576 84.00 576 56.00 575 -0.17 8.96
BrasilNO45n 5 551 104.00 548 69.30 546 -0.36 12.50
BrasilNE50n 5 618 147.00 611 98.00 618 1.15 14.74
Canoas30n 4 376 37.00 376 24.60 376 0.00 2.87
Santos50n 5 392 153.00 382 102.00 382 0.00 14.48
Macapa80n 5 616 624.00 599 416.00 608 1.50 58.27
Londrina100n 3 1186 1107.00 1146 738.00 1153 0.61 121.83
Osasco100n 4 993 999.00 964 666.00 974 1.04 133.46
Cuiaba140n 4 1339 2718.00 1293 1200.00 1313 1.55 367.98
PortoVelho160n 3 1426 4595.00 1382 1200.00 1399 1.23 561.09
Aracaju200n 3 1942 7349.00 1839 2400.00 1868 1.58 1248.27
Teresina200n 5 1410 8884.00 1343 2400.00 1369 1.94 1649.99
Cuiaba300n 5 2222 37391.00 2100 3600.00 2121 1.00 7836.09
att48nA 3 993 134.00 988 89.30 988 0.00 11.92
berlin52nA 3 1326 181.00 1303 120.60 1305 0.15 17.46
ch130n 5 1696 2831.00 1632 1200.00 1664 1.96 390.05
d198n 4 3188 11993.00 3036 2400.00 3069 1.09 1617.16
kroB150n 3 2966 4472.00 2845 1200.00 2876 1.09 494.01
pr107n 5 1698 1589.00 1631 1054.30 1653 1.35 221.14
rat99nB 5 1399 1310.00 1349 873.30 1371 1.63 141.00
rd100nB 4 1412 1251.00 1357 834.00 1360 0.22 156.19
st70nB 4 910 415.00 879 276.60 904 2.84 44.57
w100nB 4 1670 1166.00 1615 777.30 1630 0.93 175.30
Média 2989.43 729.72 0.74 510.36

O MILS mostrou resultados competitivos em comparação com a literatura anterior

para instâncias não-euclidianas, embora o objetivo do estudo era propor uma heurística

capaz de abordar instâncias euclidianas. É importante notar que a arquitetura utilizada

na heurística EA-ALSP possui desempenho superior à empregada neste trabalho, com

base em [27]. Embora a qualidade da solução seja inferior à apresentada pela heurística

EA-ALSP, para instâncias não-euclidianas, o MILS ainda foi capaz de obter boas soluções

em um período de tempo inferior, com um GAP médio de 0.74%. O algoritmo MILS ainda

superou os resultados de AT neste grupo de instâncias.



Capítulo 6

Conclusões e Trabalhos Futuros

O presente trabalho apresentou duas abordagens exatas para resolver o Problema do Cai-

xeiro Alugador, sendo uma destas baseada em uma formulação quadrática da literatura e

a outra, uma nova formulação. Uma linearização foi proposta para a formulação quadrá-

tica junto de alguns conjuntos de restrições ausentes do modelo original. Esta formulação

foi capaz de provar o ótimo de cinco instâncias antes não provadas. Uma nova formulação

foi proposta, a qual foi derivada de acordo com a configuração da aplicação de cortes ao

modelo original.

As formulações apresentadas foram capazes de provar o ótimo de todas as instâncias

usadas em métodos exatos para testes na literatura, com um custo computacional inferior

aos métodos existentes na literatura. Desta forma, estas formulações foram aplicadas em

21 instâncias de dimensões maiores. Neste grupo de instâncias, nove instâncias tiveram o

ótimo provado e um novo limite superior foi encontrado.

Uma vez que as formulações apresentadas começaram a ter o desempenho afetado nas

instâncias com dimensões maiores, uma metodologia heurística baseada em Iterated Local

Search com busca local intensiva foi apresentada para abordar as instâncias euclidianas

deste problema. Esta metodologia possui comportamento Multi-Start e utiliza vizinhanças

inspiradas em vizinhanças clássicas da literatura.

Os testes usando instâncias euclidianas mostraram que o algoritmo foi capaz de atingir

seu objetivo por apresentar resultados competitivos e eficientes neste conjunto de instân-

cias, superando o estado-da-arte. Em alguns casos, o algoritmo MILS foi capaz de definir

limites superiores melhores que os presente na literatura com um custo computacional

inferior. Como experimento complementar, o MILS foi testado no conjunto de instâncias

não-euclidianas, apresentando um resultado positivo. Embora o algoritmo não foi capaz
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de superar o estado-da-arte destas instâncias, ele ainda tenha sido capaz de produzir

resultados de boa qualidade com um baixo custo computacional.

Levando isso em consideração, o algoritmo apresentou bons resultados na exploração

do PCA. Entretanto, ainda há espaço para melhorias, principalmente na abordagem das

instâncias não-euclidianas. Diferentes métodos construtivos podem produzir resultados

diferentes para este conjunto. É válido notar também a fácil adaptação do método pro-

posto para variantes do PCA, uma vez que este é baseado na metodologia ILS, conhecida

por sua simplicidade.

Para as abordagens exatas, um estudo mais amplo de modo a propor novos modelos

de PLI que tragam uma maior aproximação da envoltória convexa do problema é suge-

rido como trabalho futuro. Novas inequações válidas e novos cortes que possivelmente

venham a ser facetas devem ser capazes de garantir uma melhoria de resultados neste

campo. Propor limites inferiores melhores através de uma técnica de geração de colunas

pode garantir a prova do ótimo de outras instâncias, uma vez que existem bons limites

superiores obtidos por heurísticas na literatura.

Um mecanismo de filtragem probabilístico pode ser implementado no passo Multi-

Start do algoritmo de modo a evitar iterações ILS nos casos em que a solução construída

possivelmente não leve a uma boa solução final. O uso de Estruturas de Dados Auxi-

liares (EDAs) também pode ser levado em consideração de modo a evitar o cálculo de

vizinhanças que não são interessantes em algum ponto da busca local. Estas poucas

implementações devem levar a um ganho significativo de desempenho computacional.

Por fim, a investigação da integração entre as técnicas exatas apresentadas e a heurís-

tica MILS é encorajada. Haja visto que uma heurística híbrida pode levar a melhores resul-

tados que o atual estado-da-arte, principalmente no grupo de instâncias não-euclidianas.
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