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Resumo

O presente trabalho trata de uma extensão do método do Tubo de Trajetórias para re-
solver as equações de Navier-Stokes dependentes do tempo para um �uido newtoniano
incompressível. O resultado é uma metodologia �sicamente intuitiva cuja formulação se
baseia nos fundamentos teóricos da mecânica dos meios contínuos. Esta versão do mé-
todo do Tubo de Trajetórias baseia-se numa discretização temporal semi-Lagrangiana que
emprega o teorema de transporte de Reynolds e uma abordagem de localização para esta-
belecer um algoritmo semi-Lagrangiano implícito que permite o uso de esquemas clássicos
para a discretização espacial, tais como fórmulas de diferenças centradas, sem a necessi-
dade de usar técnicas de �upwind� ou correções de alta ordem para derivadas no tempo.
Após testes numéricos usando valores diferentes para o número de Reynolds típicos de �u-
xos dominados pela advecção, o método proposto mostrou-se preciso e capaz de trabalhar
com malhas menos re�nadas.

Palavras-chave: Método do Tubo de Trajetórias; Algoritmo semi-Lagrangiano; Equação
de Navier-Stokes; Esquema Implícito; Fórmula de interpolação, Fluxo dominado pela
advecção.



Abstract

This work deals with an extension of the Path Tubes method for the solution of the time-
dependent Navier-Stokes equations for an incompressible Newtonian �uid. Departing
from a physically intuitive methodology based on the theoretical basis of the mechanics
of continuous media, a robust numerical technique is obtained. This version of the Path
Tubes method draws on a semi-Lagrangian time-discretization that employs the Reynolds'
transport theorem, and a localization approach, to establish an implicit semi-Lagrangian
algorithm that allows the use of classical schemes for spatial discretization, such as central-
di�erence formulas, without the need to use upwind techniques, or high-order corrections
for time derivatives. Some of the extensive numerical tests are shown herein, in particular
for Reynolds' numbers typical of advection dominated �ows. The tests show the method
is accurate, even for coarse grids.

Keywords: Path Tubes method; Semi-Lagrangian algorithm; Navier-Stokes equation;
Implicit scheme; Interpolation formula, Advection dominated �ow.
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Capítulo 1

Introdução

Há muitos séculos a humanidade estuda o movimento dos �uidos. Leonardo da Vinci

(1452−1519) introduziu formas que reduziram o arrasto de barcos na água; Simon Stevin

(1548−1620) publicou um tratado matemático, Estática e Hidrostática, sobre a mecânica

dos �uidos (Fortuna [18]). Leonard Euler (1707− 1783), considerado um dos fundadores

da hidrodinâmica, deduziu as equações de movimento de �uidos, denominadas Equações

de Euler. No século XIX, com os trabalhos pioneiros de Claude Louis Marie Henri Navier

(1785−1836), engenheiro, matemático e físico francês, e de George Gabriel Stokes (1819−
1903), matemático e físico irlandês, as equações matemáticas que descrevem escoamentos

de �uidos no tempo e no espaço, chamadas de Equações de Navier-Stokes, tornaram-se

fundamentais para a Mecânica dos Fluidos.

1.1 Motivação

O deslocamento de um �uido newtoniano incompressível é regido pelas equações de Navier-

Stokes, que são equações diferenciais não lineares de segunda ordem. Devido à relevância

dessas equações na simulação de diferentes fenômenos e processos importantes para as Ci-

ências Aplicadas e Engenharia, o desenvolvimento de técnicas numéricas para encontrar

soluções �sicamente coerentes para as equações de Navier-Stokes tem atraído o interesse

de muitos pesquisadores, sendo ainda um dos aspectos centrais da área comumente deno-

minada Dinâmica dos Fluidos Computacional (DFC) (Gresho e Sani [22]; Ferziger e Peri¢

[16]).

A complexidade das equações de Navier-Stokes, principalmente pelo seu caráter for-

temente não linear, as coloca num grupo de equações extremamente difíceis de serem

resolvidas analítica e numericamente. Até o momento, não há uma solução geral de
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forma fechada para esta equação.

Uma abordagem numérica para as equações de Navier-Stokes dependentes do tempo

deve levar em conta sua descrição no tempo e no espaço, além de um tratamento adequado

das não-linearidades.

Os termos advectivos das equações do momento trazem para as equações de Navier-

Stokes um caráter hiperbólico não-linear, enquanto os termos viscosos dessas equações

são semelhantes aos termos de uma equação diferencial parabólica linear típica, tal como

a equação de condução de calor. Assim, dependendo do valor do chamado número de

Reynolds, uma dessas características pode prevalecer sobre a outra, tornando o tratamento

numérico das equações de Navier-Stokes um problema complexo.

Para valores de número de Reynolds considerados baixos, geralmente, não são en-

contradas maiores di�culdades para resolver as equações de Navier-Stokes, empregando

diferentes abordagens numéricas tipicamente usadas na discretização de equações parabó-

licas, tais como aproximações de diferenças centradas. Entretanto, com o valor do número

de Reynolds alto, onde o fenômeno advectivo é dominante, essas equações se tornam mais

difíceis de serem resolvidas (Ghia et al. [19]). Particularmente, num método Euleriano

semi-implícito, onde a advecção é tratada explicitamente, os passos de tempo estão su-

jeitos a uma condição de estabilidade (Bulgarelli et al.[8]). Geralmente, tal condição de

estabilidade impõe severas restrições ao tamanho do passo de tempo. Assim, com um nú-

mero de Reynold elevado, essa restrição pode tornar um esquema Euleriano semi-implícito

proibitivo. É exatamente isso que acontece quando as diferenças �nitas centradas são uti-

lizadas para discretizar os termos convectivos (Casulli [11]). Por outro lado, os métodos

Eulerianos totalmente implícitos para as equações de Navier-Stokes, geralmente, são in-

condicionalmente estáveis (Ferziger e Peri¢ [16]). Como muitos desses métodos totalmente

implícitos requerem uma grade de discretização muito �na, eles podem se tornar muito

caros.

Como veri�cado inicialmente por Pironneau [41], uma discretização temporal semi-

Lagrangiana pode ser uma boa alternativa para o tratamento numérico das equações de

Navier-Stokes.

1.2 Revisão Bibliográ�ca

Na verdade, os métodos semi-Lagrangianos são parte do legado histórico da Dinâmica

dos Fluidos Computacional. De fato, a abordagem padrão para a modelagem numérica
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dos fenômenos de advecção nos anos 50 e 60 foi o tratamento Lagrangiano (Wiin-Nielsen

[57]; Trulio [54]; Hirt [27]). Uma vantagem destes métodos semi-Lagrangianos reside no

fato de que eles normalmente não estão sujeitos a restrições impostas por condições de

estabilidade. Historicamente estas metodologias têm sido utilizadas para a computação

numérica de equações de advecção quando grandes passos de tempo se tornam necessários,

por exemplo, no cálculo numérico da previsão do tempo (Robert [43]; Staniforth e Côté

[49]; Smolarkiewicz e Pudykiewicz [48]).

A principal desvantagem da maioria dos esquemas semi-Lagrangianos é que eles nor-

malmente não conservam a massa (ou outra propriedade conservativa), o que pode com-

prometer a precisão das soluções numéricas geradas por esses métodos. Trabalhos re-

centes mostram melhorias na propriedade conservativa de algoritmos semi-Lagrangianos

para equações de advecção (Rancic [42]; Gravel e Staniforth [21]; Laprise e Plante [34];

Nakamura et al. [37]; Yabe et al. [61] e [60]; Bermejo e Conde [5]; Nair et al. [36]; Sun e

Sun [51]; Henderson et al. [26] e [25]).

Desde o trabalho pioneiro de Pironneau [41], diferentes autores aplicaram abordagens

semi-Lagrangianas às equações de Navier-Stokes (Hu�enus e Khaletzky [28]; Süli [50];

Casulli [11]; Buscaglia e Dari [10]; Boukir et al. [6] e [7]; Allievi e Bermejo [1]; Xiu e

Karniadakis [59]; Celledoni et al. [12]; Piao et al. [40]).

1.3 Objetivos da Tese

O método do Tubo de Trajetórias é um algoritmo semi-Lagrangiano introduzido por Hen-

derson et al. [26] e [25] para as equações de advecção, cuja formulação se baseia nos

fundamentos da mecânica dos meios contínuos. Este algoritmo semi-Lagrangiano é �sica-

mente intuitivo e utiliza o chamado teorema do transporte de Reynolds para estabelecer

criteriosamente sua principal propriedade, escrita com base em equações integrais conser-

vativas. No presente trabalho, estende-se a aplicação do método do Tubo de Trajetórias

à solução numérica das equações de Navier-Stokes.

A metodologia proposta tem a propriedade de integrar as equações de Navier-Stokes no

espaço-tempo, de modo que (após o uso do teorema de Reynolds e de um procedimento de

localização) os termos advectivos não fazem mais parte das equações diferenciais parciais

resultantes. De fato, as equações resultantes têm uma forma essencialmente parabólica,

equipada com uma discretização temporal semi-Lagrangiana para as derivadas materiais.

Esta abordagem permite o uso de esquemas clássicos para a discretização espacial, como
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as fórmulas de diferença centrada empregadas aqui, sem a necessidade de usar técnicas

de �upwind", ou correções de alta ordem para derivadas no tempo.

Para determinar valores em pontos a montante, muitos métodos semi-Lagrangianos

usam processos de retrocesso no tempo. Como os pontos calculados a jusante podem

não coincidir com pontos da grade computacional, em geral, métodos semi-Lagrangianos

dependem de interpolações de per�s iniciais (Xiao [58]). A escolha da fórmula de inter-

polação pode ter um impacto na precisão da solução numérica.

Neste estudo, utiliza-se uma versão simpli�cada da fórmula de interpolação ponderada

da distância inversa. Esta técnica numérica é uma fórmula de interpolação bem estabele-

cida, originalmente desenvolvida por Shepard [45] para ser utilizada no desenvolvimento

de sistemas de informação geográ�ca.

Conforme demonstrado em testes anteriores conduzidos por Henderson et al. [26],

esta versão simpli�cada da fórmula de interpolação de Shepard é apropriada para equipar

o método do Tubo de Trajetórias.

Para testar o desempenho numérico da metodologia proposta para as equações de

Navier-Stokes empregam-se problemas teste bidimensionais disponíveis na literatura, onde

as soluções exatas são conhecidas analiticamente, e o problema da injeção de �uido cuja

solução analítica não é conhecida.

Após vários testes numéricos, veri�cou-se que o método do Tubo de Trajetórias para

as equações de Navier-Stokes apresenta excelente acurácia.

1.4 Organização do Trabalho

Além desse capítulo de Introdução, a sequência desta Tese está organizada e dividida em

seis outros capítulos. No capítulo 2, é apresentada a formulação do Tubo de Trajetórias

utilizando os aspectos cinemáticos da mecânica dos meios contínuos. No capítulo 3,

considera-se a aplicação do Método do Tubo de Trajetórias destinado as equações de

Navier-Stokes. No capítulo 4, é construído um esquema de discretização das equações

de Navier-Stokes no Tubo de Trajetórias. No capítulo 5, é descrito o método iterativo

utilizado para resolver o sistema resultante da discretização espaço-tempo das equações de

Navier-Stokes. No capítulo 6, são obtidos resultados numéricos de testes computacionais

realizados com problemas testes desa�adores, disponíveis na literatura. As contribuições

e considerações �nais desta Tese, além de algumas perspectivas futuras referentes a este
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trabalho, nesta área de estudo, são dadas no capítulo 7.



Capítulo 2

O Tubo de Trajetórias

Neste capítulo, será apresentada a formulação do Tubo de Trajetórias apoiada em aspectos

básicos da Mecânica do Contínuo, à luz da metodologia semi-Lagrangiana (Henderson et

al. [26]; [25]). Em vista disso, serão considerados inicialmente alguns conceitos físicos

de interesse, relacionados à cinematica básica dos meios contínuos, e algumas notações

utilizadas neste trabalho.

2.1 Cinemática dos Meios Contínuos

Nesta seção se faz uma revisão de alguns conceitos físicos relacionados com aspectos

cinemáticos da Mecânica do Contínuo. Para maiores detalhes sobre a teoria da Mecânica

do Contínuo, recomenda-se os seguintes textos: Truesdell e Toupin [53], Gurtin [23],

Arnold [2], Ottino [38] e Slattery [47].

Na mecânica dos meios contínuos, um corpo material é caracterizado pela possibilidade

de ocupar diferentes regiões de um espaço Euclidiano em instantes de tempo diferentes.

Geralmente, dado t ∈ R, um corpo tridimensional B (ou uma parte de B) é idealizado

como sendo um conjunto conexo Ωt ⊂ R3, chamado de con�guração do corpo no instante

t. Deste modo, em instantes de tempo distintos t̃ e t, o mesmo corpo é representado por

duas (provavelmente diferentes) con�gurações Ωt̃ e Ωt, veja a Figura 2.1.

Essas regiões, supostamente regulares, podem diferir não apenas pela forma geomé-

trica, mas também pelas posições ocupadas em R3. Durante o movimento do corpo, a

localização no espaço de uma dada con�guração, com relação a um sistema de coordena-

das, é feita por meio de um vetor posição:
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Figura 2.1: Duas con�gurações do mesmo corpo.

X = X(ζ, t) (2.1)

onde ζ denota uma partícula de B. Na realidade, o vetor posição X(ζ, t) representa a

posição do ponto material arbitrário ζ na con�guração relacionada com o tempo t, veja a

Figura 2.2.

Figura 2.2: Posições ocupadas pela partícula ζ e o vetor deslocamento: W = X(ζ, t) −
X(ζ, t̃).

Logo, muitas vezes, utiliza-se simplesmente a notação X = (x1, x2, x3), onde os valores

xi = xi(t), para todo i = 1, 2, 3, são as coordenadas do vetor posição da partícula ζ no

instante t. O domínio espaço-tempo clássico é identi�cado com o produto cartesiano

R3 × R do espaço Euclidiano R3 com o eixo de tempo R. Aqui, a curva no espaço-

tempo ao longo da qual uma partícula material arbitrária se desloca será referida como a

trajetória da partícula material ζ. No sentido da mecânica dos meios contínuos, existe um

outro conceito Lagrangiano que determina a localização (apenas) no espaço da partícula
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a partir da deformação do corpo, veja a Figura 2.3. Este caminho em R3 é denominado

na literatura em língua inglesa de �path line� e aqui chamaremos de linha de trajetória.

Assim, no contexto do presente trabalho, existe uma diferença substancial entre linha de

trajetória e trajetória, a primeira é uma curva no espaço (R3) parametrizada pelo tempo

e a segunda encontra-se no espaço-tempo (R4).

Figura 2.3: Linha de trajetória da partícula ζ.

Assim, de acordo com a de�nição dada na página 59 do texto clássico de Gurtin [23],

a trajetória de ζ será de�nida aqui matematicamente como sendo o seguinte conjunto em

R3 × R:

Cζ = (X, t) ∈ R3 × R;X = X(ζ, t) ∈ Ω, t ∈ R (2.2)

Dada uma partícula ζ, a linha de trajetória pode ser vista como a imagem função

X : R→ R3, de�nida por X(t) = X(ζ, t).

Visto que o tempo t é o parâmetro ao longo da linha de trajetória que corresponde

as posições ocupadas por ζ, então a equação paramétrica da linha de trajetória de uma

partícula que se move com velocidade V é uma solução particular do seguinte sistema de

equações diferenciais ordinárias:

dX

dt
= V (2.3)

o qual pode ser escrito, em termos de seus componentes, como segue:

dxi
dt

= vi, para todo i = 1, 2, 3 (2.4)

onde, na notação do vetor V = (v1, v2, v3), os valores vi = vi(t), para todo i = 1, 2, 3, são

as coordenadas do vetor velocidade da partícula ζ, na direção i no instante t. Além disso,

aqui, por conveniência, escreve-se V = (v1, v2, v3) = (u, v, w), onde u, v e w representam

as velocidades nas direções x, y e z, respectivamente.
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A condição adicional necessária para determinar uma solução particular do sistema

na Eq. (2.3) é obtida pela escolha de uma determinada con�guração de referência, a qual

informa a posição da partícula material ζ em um determinado tempo t̃ (veja Figura 2.3):

X = X(ζ, t) = X̃ (2.5)

ou simplesmente

xi(t̃) = x̃i, para todo i = 1, 2, 3 (2.6)

Dado um intervalo I = [t1, t2], é claro que a determinação de X(ζ, t), para todo t ∈ I,
de�ne não apenas a linha de trajetória como também a própria trajetória de ζ ao longo do

intervalo de tempo considerado. Por esta razão algumas vezes chamaremos de trajetória

o conjunto solução de Eq. (2.3) em um certo intervalo I = [t1, t2].

Em outras palavras, um movimento de B é uma família de deformações a um parâ-

metro, onde t é o parâmetro considerado. Dizemos que X = X(ζ, t) é o lugar ocupado

pelo ponto material ζ em R3, no tempo t.

Neste trabalho, o tubo de trajetórias do corpo material B, aqui representado por
∑
,

é uma região no espaço-tempo formada pela união das trajetórias em relação a todas

as partículas ζ de um dado corpo material B (veja Figura 2.4), que admite a seguinte

representação:

Figura 2.4: Tubo de trajetórias.

∑
= {(X, t) ;X ∈ Ωt e t ∈ R} (2.7)



Capítulo 3

O Método do Tubo de Trajetórias e as

Equações de Navier-Stokes

Neste capítulo, será considerada a aplicação do Método do Tubo de Trajetórias destinada

às equações de Navier-Stokes, a qual denomina-se simplesmente de método TTNS. Esta

metodologia fará a integração das equações de Navier-Stokes no espaço-tempo, de modo

que (após o uso do teorema de Reynolds e de um procedimento de localização) os termos

advectivos não façam mais parte das equações diferenciais parciais resultantes.

3.1 As Equaçõs de Navier-Stokes

Do ponto de vista matemático, considera-se o seguinte problema de valor inicial e de

contorno, onde, dados uma dimensão n (= 1, 2, ou, 3) e um domínio Ω ∈ Rn, procura-
se encontrar V : Ω × (0, T ) → Rn e p : Ω × (0, T ) → R que satisfaçam a equação

de momento linear para �uidos Newtonianos incompressíveis (Slattery [47]), e pela Eq.

(B.8) do apêndice B que apresenta uma dedução em detalhes, e a equação de conservação

de massa para um �uido incompressível:

∂V

∂t
+ (∇V ) · V − 1

Re
[∇ · (∇V )] +∇p = F (Equação de Navier-Stokes) (3.1)

A equação diferencial parcial (3.1) está escrita na forma adimensional. Nesta equação,

Re representa o número de Reynolds, a relação entre forças de inércia e forças viscosas,

que é o número adimensional mais importante em dinâmica dos �uidos, V = V (X, t) é o

campo de velocidade, p = p(X, t) é o campo de pressão e F representa as forças de corpo.
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Além disso, considere a Lei de Conservação de Massa para um �uido incompressível,

∇ · V = 0 (Conservação de Massa) (3.2)

que também é escrita na forma adimensional.

Serão estudadas as Eqs. (3.1) e (3.2) com a condição de contorno

V = Vb em ∂Ω, (3.3)

além da condição inicial

V (X, 0) = V0, (3.4)

onde Vb e V0 são funções conhecidas.

As condições de contorno apropriadas para cada problema particular completarão as

equações. Por exemplo, pode-se considerar a velocidade como sendo nula na fronteira de

Ω, isto é, V (X, t) = 0,∀X ∈ ∂Ω.

3.2 O Teorema do Transporte de Reynolds

A seguir, apresenta-se o teorema do transporte de Reynolds, ferramenta básica e essencial

à dedução das equações da mecânica dos meios contínuos, na abordagem Lagrangiana.

No desenvolvimento da formulação integral para o método do Tubo de Trajetórias, esse

teorema também se mostra essencial para a obtenção do esquema desejado.

Proposição 3.1. (Teorema do Transporte de Reynolds)

Seja ψ : Σ → R3 uma descrição espacial suave de uma dada propriedade ψ do mo-

vimento de um corpo B, e assumindo que ψ é também valor escalar ou valor vetorial.

Então, para todo t ∈ R,

d

dt

∫
Ωt

ψdX =

∫
Ωt

[
∂ψ

∂t
+∇ · (ψV )

]
dX (3.5)

onde d
dt

denota a derivada Lagrangiana (material) e
∫
Ωt

ψdX uma notação simpli�cada de



3.3 O Método do Tubo de Trajetórias e as Equações de Navier-Stokes 12

para
∫∫∫

Ωt

ψdX.

Demonstração. Veja Slattery [47].

Considere A :
∑
→ Rn a função A(X, t) =

∫
Ωt
ψ(X, t)dX. Seja A um campo espacial

(Euleriano) com domínio Σ, então veja que a derivada do lado esquerdo da Eq. (3.5) pode

ser interpretada como,

d

dt

∫
Ωt

ψ(X, t)dX = lim
∆t→0

A(X, t+ ∆t)− A(X)

∆t
=
dA(X, t)

dt
. (3.6)

3.3 O Método do Tubo de Trajetórias e as Equações de

Navier-Stokes

A resolução numérica das equações de Navier-Stokes é, geralmente, baseada em esquemas

de discretização explícitos ou implícitos. No entanto, tais abordagens podem impor uma

restrição no passo de tempo decorrente da estabilidade intrínseca ao método numérico

adotado e/ou exigir a utilização de grades deslocadas apropriadas para as discretizações

dos termos convectivo (∇V ) · V e difusivo ∇ · (∇V ). Para eliminar restrições relativas ao

passo de tempo e simpli�car o processo de discretizações, seguindo o formalismo apresen-

tado originalmente nas teses de doutorado de Sampaio [44], Pena [39] e Flores [17], será

empregado o método do Tubo de Trajetórias, um algoritmo semi-Lagrangiano construído

utilizando-se dos princípios básicos da mecânica dos meios contínuos, para a resolução das

equações de Navier-Stokes. Tal método foi usado, até o momento, apenas para a resolu-

ção das equações lineares de convecção e de convecção-difusão, podendo ser utilizado, no

entanto, em outros problemas de escoamento (Henderson et al. [26]).

Dado [t, t + ∆t] ⊂ R, diz-se que Σ[t,t+∆t] é uma parte do tubo de trajetórias Σ,

correspondendo ao intervalo de tempo [t, t+ ∆t], se

∑
[t,t+∆t]

=
{

(X, t̃);X ∈ Ωt, e t̃ ∈ [t, t+ ∆t]
}

(3.7)

Se ψ : Σ→ Rn é uma descrição espacial de uma propriedade ψ do movimento de um

corpo material, então para indicar a integral desta função ψ em uma parte Σ[t,→t+∆t] de

Σ, escreve-se
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∫
Σ[t,t+∆t]

ψ(X, t)dXdt ≡
∫ t+∆t

t

∫
Ωt

ψ(X, t)dXdt. (3.8)

A seguinte propriedade é um resultado chave para o desenvolvimento do método do

Tubo de Trajetórias.

Proposição 3.2. Seja ψ : Σ→ Rn uma descrição espacial suave de uma dada propriedade

ψ do movimento de um corpo material, e considere que ψ é valor escalar ou valor vetorial.

Então, para todo intervalo de tempo [t, t+ ∆t] ⊂ R, tem-se

∫
Σ[t,t+∆t]

[
∂ψ

∂t
+∇ · (ψV )

]
dXdt =

∫ t+∆t

t

∫
Ωt

ψ(X, t)dXdt. (3.9)

Demonstração. Seja A : Σ → Rn a função A(X, t) =
∫

Ωt
ψ(X, t)dX. Então, usando o

teorema do transporte de Reynolds, para um tempo arbitrário t, das Eqs.(3.5) e (3.6)

tem-se

∫
Ωt

[
∂ψ

∂t
+∇ · (ψV )

]
dX =

dA(X, t)

dt
(3.10)

Portanto, integrando ambos os lados da Eq. (3.10) durante um intervalo de tempo

[t, t+ ∆t], obtém-se

∫
Σ[t,t+∆t]

[
∂ψ

∂t
+∇ · (ψV )

]
dXdt = A(X, t+ ∆t)− A(X, t) (3.11)

O que conclui a prova.

Considerando ψ = V na Eq.(3.9), obtém-se

∫
Σ[t,t+∆t]

[
∂V

∂t
+∇ · (V V )

]
dXdt =

∫
Ωt+∆t

V (X, t+ ∆t)dX −
∫

Ωt

V (X, t)dX. (3.12)

Pode-se provar que

∇ · (V V ) = (∇V ) · V + V (∇ · V ) (3.13)

Daí, como ∇ · V = 0 , a Eq. (3.13) torna-se
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∇ · (V V ) = (∇V ) · V (3.14)

E assim, a Eq. (3.12) �ca com a forma

∫
Σ[t,t+∆t]

[
∂V

∂t
+ (∇V ) · V )

]
dXdt =

∫
Ωt+∆t

V (X, t+ ∆t)dX −
∫

Ωt

V (X, t)dX. (3.15)

O resultado mostrado na Eq. (3.15) nos conduzirá a uma formulação integral apropri-

ada para as equações de Navier-Stokes. De fato, integrando ambos os lados da Eq. (3.1)

sobre uma parte Σ[t,t+∆t] do tubo de trajetórias, e aplicando este resultado na Eq.(3.15)

chega-se à relação integral

∫
Ωt+∆t

V (X, t+ ∆t)dX

−
∫

Ωt

V (X, t)dX − 1

Re

∫ t+∆t

t

∫
Ωt

[∇ · (∇V )] dXdt+

∫ t+∆t

t

∫
Ωt

∇pdXdt

=

∫ t+∆t

t

∫
Ωt

FdXdt.

(3.16)

que é o resultado da aplicação do Método do Tubo de Trajetórias à equação de Navier-

Stokes.



Capítulo 4

Esquema de Discretização das Equações

de Navier-Stokes no Tubo de Trajetórias

Neste capítulo as Equações de Navier-Stokes em sua formulação integral, obtidas pelo

Método do Tubo de Trajetórias, serão equipadas com uma discretização temporal semi-

Lagrangiana para as derivadas materiais. Além disso, será feito o uso das fórmulas de

diferença centrada para a discretização espacial.

4.1 Tratamento Matemático

Retornando à formulação integral das equações de Navier-Stokes, dada pela Eq. (3.16),

quando aplicada no método do Tubo de Trajetórias, tem-se

∫
Ωt+∆t

V (X, t+ ∆t)dX −
∫

Ωt

V (X, t)dX − 1

Re

∫ t+∆t

t

∫
Ωt

[∇ · (∇V )] dXdt

+

∫ t+∆t

t

∫
Ωt

∇pdXdt =

∫ t+∆t

t

∫
Ωt

FdXdt.
(4.1)

Na Eq. (4.1) existem três integrais da forma
∫ t+∆t

t

∫
Ωt
θdXdt, onde θ é uma função

vetorial. Aqui, estas integrais serão aproximadas pela Regra do Trapézio, em t, do seguinte

modo:

∫ t+∆t

t

∫
Ωt

θdXdt ∼=
∆t

2

(∫
Ωt+∆t

θ(X, t+ ∆t)dX +

∫
Ωt

θ(X, t)dX

)
, (4.2)

cujo erro depende de ∆t3/12 (Atkinson [3]).
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Observe que a fórmula dos Trapézios utilizada aqui, corresponde à interpolação da

função a ser integrada por um polinômio de grau 1. Esta interpolação linear pede apenas

2 pontos, ou seja, utilizam-se os extremos t e t+ ∆t do intervalo de integração no tempo.

Assim, a Eq. (4.1) pode ser aproximada por

∫
Ωt+∆t

V (X, t+ ∆t)dX −
∫

Ωt

V (X, t)dX

− 1

Re

∆t

2

(∫
Ωt+∆t

[∇ · (∇V (X, t+ ∆t))] dX +

∫
Ωt

[∇ · (∇V (X, t))] dX

)

+
∆t

2

(∫
Ωt+∆t

∇p(X, t+ ∆t)dX +

∫
Ωt

∇p(X, t)dX

)

=
∆t

2

(∫
Ωt+∆t

F(X, t+ ∆t)dX +

∫
Ωt

F(X, t)dX

)
(4.3)

ou ainda,

∫
Ωt+∆t

{
V (X, t+ ∆t) +

∆t

2

[
∇p(X, t+ ∆t)− 1

Re
[∇ · (∇V (X, t+ ∆t))]−F(X, t+ ∆t)

]}
dX

=

∫
Ωt

{
V (X, t)− ∆t

2

[
∇p(X, t)− 1

Re
[∇ · (∇V (X, t))]−F(X, t)

]}
dX

(4.4)

Na Eq. (4.4), observe que o conjunto Ωt pode ser determinado pelo processo de

backtracking pelas linhas de trajetórias, iniciando nos pontos Ωt+∆t, no tempo t + ∆t e

terminando nos pontos Ωt, para o tempo t, veja Figura 4.1.

Assim, pode-se tratar este conjunto Ωt como a imagem de Ωt+∆t, através da relação

ϕt : Ωt+∆t ⊂ Rn → Rn que é a uma aplicação que mapeia (de forma reversa no tempo) a

con�guração Ωt+∆t na con�guração Ωt, ou seja,

ϕt(X) = X̂ ∈ Ωt;X ∈ Ωt+∆t, (4.5)

onde X̂ representa a solução do sistema de equações diferenciais ordinárias apresentado

na Eq. (2.3), com uma condição adicional, ou seja, para um tempo t+ ∆t a solução é um

dado ponto X = X(t+ ∆t) ∈ Ωt+∆t.

Seja |Ωt| a medida da con�guração do corpo em um instante t, ou seja, |Ωt| =
∫

Ωt
dX
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Figura 4.1: Ωt determinado pelo backtracking das linhas de trajetórias iniciando nos
ponots Ωt+∆t.

a medida de Ωt. Analogamente, seja |Ωt+∆t| =
∫

Ωt+∆t
dX a medida de Ωt+∆t. Como o

�uido é incompressível, pode-se mostrar que (Henderson et al. [26])

|Ωt| = |Ωt+∆t| = constante, ∀t. (4.6)

Logo, dividindo a Eq. (4.4) pela constante dada pela Eq. (4.6), chega-se a uma

igualdade entre duas médias integr ais, dada por

1

|Ωt+∆t|

∫
Ωt+∆t

G(X, t+ ∆t)dX =
1

|Ωt|

∫
Ωt

H(X, t)dX, (4.7)

onde tem-se

G(X, t+ ∆t) =V (X, t+ ∆t)

+
∆t

2

[
∇p(X, t+ ∆t)− 1

Re
[∇ · (∇V (X, t+ ∆t))]−F(X, t+ ∆t)

]
dX,

(4.8)

H(X, t) = V (X, t)− ∆t

2

[
∇p(X, t)− 1

Re
[∇ · (∇V (X, t))]−F(X, t)

]
dX. (4.9)

Teorema 1. (Teorema da Localização) Seja φ um campo escalar ou vetorial de�nido em

Rn, o qual é contínuo. Então, para todos os pontos X0 em Rn,
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φ(X0) = lim
δ→0

1

|Bδ|

∫
Bδ

φdX, (4.10)

onde Bδ é uma bola em Rn, de centro em X0 ∈ Rn e raio δ > 0, e |Bδ| =
∫
Bδ
dX é a

medida de Bδ.

Demonstração. A prova desse Teorema é dada na página 38 do texto clássico de Gurtin

[23].

Se a constante dada pela Eq. (4.6) é su�cientemente pequena, então, para cada tempo,

pode-se assumir que Ωt+∆t ⊂ Bδ(X), onde Bδ(X) é uma bola de raio δ ≈ 0 centrada em

X = X(t + ∆t). Pode-se considerar também que Ωt ⊂ Bδ(X̂), onde Bδ(X̂) é uma bola

com o mesmo raio δ ≈ 0, mas centrada em X̂, onde X̂ é de�nido pela Eq. (4.5). Nestas

condições, usando o teorema da localização, escreve-se a Eq. (4.7) na forma aproximada

G(X, t+ ∆t) = H(X̂, t), ou equivalentemente:

V (X, t+ ∆t) +
∆t

2

[
∇p(X, t+ ∆t)− 1

Re
[∇ · (∇V (X, t+ ∆t))]−F(X, t+ ∆t)

]
= V (X̂, t)− ∆t

2

[
∇p(X̂, t)− 1

Re

[
∇ ·
(
∇V (X̂, t)

)]
−F(X̂, t)

]
(4.11)

onde X̂ é de�nido pela Eq.(4.5).

Observando as equações de Navier-Stokes (Eq. (3.1)), nota-se um fato bem conhecido.

Os termos ∂V
∂t

+ (∇V ) · V trazem para esta equação diferencial parcial um caráter hiper-

bólico não-linear, enquanto os termos ∂V
∂t
− 1

Re
[∇ · (∇V )] procuram fazer com que esta

equação seja como do tipo parabólico. Assim, dependendo do valor do número de Rey-

nolds, uma dessas características pode prevalecer sobre a outra, tornando o tratamento

numérico das equações de Navier-Stokes um problema difícil.

Por outro lado, esta di�culdade não é observada na Eq. (4.11), obtida através do

método do Tubo de Trajetórias. Agora, sem a competição existente entre os chamados

termos convectivos e difusivos das equações de Navier-Stokes, se pode tratar a discretiza-

ção das derivadas espaciais que ainda permanecem na Eq. (4.11) simplesmente utilizando

técnicas clássicas, tais com as fórmulas de diferenças centradas.

No que segue, considere um espaço bidimensional R2 de modo que X = xe1 + ye2,

V = ue1 + ve2, e F = F1e1 + F2e2, onde e1 e e2 são vetores unitários representando
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direções ortogonais em R2. Assim, Ω ⊂ R2 é um domínio bidimensional, supostamente

retangular.

Com a �nalidade de discretizar o domínio Ω ⊂ R2, para um tempo t+ ∆t, considera-

se uma grade uniforme com células centradas, tal que um bloco arbitrário dessa grade é

descrito por Ωi,j = [xi−1/2, xi+1/2]× [yj−1/2, yj+1/2], com espaçamentos da grade na direção

x e direção y dados por ∆x = xi+1/2 − xi−1/2 e ∆y = yj+1/2 − yj−1/2, respectivamente. O

ponto X = Xi,j = (xi, yj) representa o nó da grade localizado no bloco Ωi,j. O contorno

de Ωi,j é representado por ∂Ωi,j, veja a Figura 4.2.

Figura 4.2: Célula representativa.

O nível de tempo n está associado com o tempo t = n∆t, onde ∆t é o passo de tempo

do esquema numérico. Note que o conjunto Ωt+4t pode ser visto como uma célula da

grade de discretização no instante t + 4t, supostamente regular, dada por Ωn+1
i,j , cujo

centro é o ponto X = Xi,j = (xi, yj), sendo Ωt a sua imagem mapeada para o instante

anterior t. Como o mapeamento é elaborado seguindo-se as trajetórias no sentido reverso

do tempo, Ωt, que representa a imagem de Ωn+1
i,j , não é necessariamente um quadrilátero,

isto é, possivelmente encontra-se deformada por ϕt, veja Figura 4.3.

O mapeamento reverso de cada uma das células e os processos de discretização ao

longo das trajetórias determinam tubos de trajetórias análogos aos que se pode ver na

Figura 4.3.

Para célula Ωn+1
i,j , a Eq. (4.11) pode ser escrita na forma:

V n+1
i,j +

∆t

2

[
∇pn+1

i,j −
1

Re

[
∇ ·
(
∇V n+1

i,j

)]
−Fn+1

i,j

]
= V n(X̂)− ∆t

2

[
∇pn(X̂)− 1

Re

[
∇ ·
(
∇V n(X̂)

)]
−Fn(X̂)

] (4.12)
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Figura 4.3: Domínio discretizado com um tubo de trajetórias.

onde X̂ = ϕt(Xi,j).

Baseado no que foi dito anteriormente, pode-se considerar a formulação Lagrangeana

dada na Eq. (4.12) para cada um dos tubos de trajetórias de�nidos pelas células da grade

de discretização.

Sabe-se que:

∇ · (∇V ) =

(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

∂2v
∂x2 + ∂2v

∂y2

)
(4.13)

Então, utilizando uma notação clássica empregada na literatura de métodos de dife-

renças �nitas e a informação dada na Eq. (4.13), para cada bloco Ωi,j, onde |Ωi,j| = ∆x∆y

suposto su�cientemente pequeno, pode-se escrever a Eq. (4.12) como

un+1
i,j +

∆t

2

[
∂pn+1

i,j

∂x
− 1

Re

(
∂2un+1

i,j

∂x2
+
∂2un+1

i,j

∂y2

)
− (F1)n+1

i,j

]

= u(x̂(t), ŷ(t))− ∆t

2

[
∂p(x̂(t), ŷ(t))

∂x

− 1

Re

(
∂2u(x̂(t), ŷ(t))

∂x2
+
∂2u(x̂(t), ŷ(t))

∂y2

)
−F1(x̂(t), ŷ(t))

]
,

(4.14)



4.2 Derivadas por Diferenças Finitas Centradas 21

vn+1
i,j +

∆t

2

[
∂pn+1

i,j

∂y
− 1

Re

(
∂2vn+1

i,j

∂x2
+
∂2vn+1

i,j

∂y2

)
− (F2)n+1

i,j

]

= v(x̂(t), ŷ(t))− ∆t

2

[
∂p(x̂(t), ŷ(t))

∂y

− 1

Re

(
∂2v(x̂(t), ŷ(t))

∂x2
+
∂2v(x̂(t), ŷ(t))

∂y2

)
−F2(x̂(t), ŷ(t))

]
,

(4.15)

onde (x̂(t), ŷ(t)) é a solução do sistema de equações diferenciais ordinárias (EDOs)

{
dx/dt = u(x, y, t)

dy/dt = v(x, y, t)
(4.16)

que satisfaz a condição adicional

x(t+ ∆t) = xi e y(t+ ∆t) = yj (4.17)

Veja que un+1
i,j e vn+1

i,j são variáveis do sistema de equações apresentadas nas Eqs.

(4.14) e (4.15). Então, não se conhece qualquer valor de u e v no intervalo de tempo

(t, t + ∆t]. Este fato requer uma aproximação para o sistema de equações diferenciais

ordinárias dado pela Eq. (4.16). Aqui, para todo τ ∈ [t, t + ∆t], emprega-se a seguinte

aproximação, que utiliza uma extrapolação para os valores da velocidade em t e t−∆t,

{
dx/dt = u(x(t),y(t))−u(x(t−∆t),y(t−∆t))

∆t
(τ − t) + u(x(t), y(t))

dy/dt = v(x(t),y(t))−v(x(t−∆t),y(t−∆t))
∆t

(τ − t) + v(x(t), y(t))
(4.18)

Para cada bloco Ωi,j, este sistema aproximado de duas EDOs (Eq. (4.18)) é acrescido

de uma condição adicional mostrada na Eq. (4.17).

4.2 Derivadas por Diferenças Finitas Centradas

Os termos das derivadas apresentadas nas Eqs. (4.14) e (4.15) serão aproximados pelo

método das Diferenças Finitas através de fórmulas centradas nos pontos da grade de

discretização, veja Figura 4.4.
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Figura 4.4: Pontos para a Discretização.

4.2.1 Primeiras Derivadas

Considerando as fórmulas de diferenças �nitas centradas para a primeira derivada da

pressão na direção x, por exemplo, obtém-se a seguinte aproximação:

∂pn+1
i,j

∂x
=
pn+1
i+ 1

2
,j
− pn+1

i− 1
2
,j

∆x

onde,

pn+1
i+ 1

2
,j

=
1

2

(
pn+1
i+1,j + pn+1

i,j

)
e pn+1

i− 1
2
,j

=
1

2

(
pn+1
i,j + pn+1

i−1,j

)
Daí,

∂pn+1
i,j

∂x
=

(
pn+1
i+1,j + pn+1

i,j − pn+1
i,j − pn+1

i−1,j

)
2∆x

=
1

2∆x

(
pn+1
i+1,j − pn+1

i−1,j

)
(4.19)

Analogamente, para a primeira derivada da pressão na direção y, tem-se

∂pn+1
i,j

∂y
=

1

24y
(
pn+1
i,j+1 − pn+1

i,j−1

)
(4.20)

Agora, de forma análoga ao tratamento dado as primeiras derivadas da pressão nas

direções x e y, também obtém-se as primeiras derivadas das componentes da velocidade

u e v nas direções x e y. Ou seja,
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∂un+1
i,j

∂x
=
un+1
i+ 1

2
,j
− un+1

i− 1
2
,j

∆x
=

1

2∆x

(
un+1
i+1,j − un+1

i−1,j

)
(4.21)

∂un+1
i,j

∂y
=
un+1
i,j+ 1

2

− un+1
i,j− 1

2

∆y
=

1

2∆y

(
un+1
i,j+1 − un+1

i,j−1

)
(4.22)

∂vn+1
i,j

∂x
=
vn+1
i+ 1

2
,j
− vn+1

i− 1
2
,j

∆x
=

1

2∆x

(
vn+1
i+1,j − vn+1

i−1,j

)
(4.23)

∂vn+1
i,j

∂y
=
vn+1
i,j+ 1

2

− vn+1
i,j− 1

2

∆y
=

1

2∆y

(
vn+1
i,j+1 − vn+1

i,j−1

)
(4.24)

4.2.2 Segundas Derivadas

Para a segunda derivada considera-se, por exemplo, a componente v na direção x, e assim

tem-se

∂2vn+1
i,j

∂x2
=

∂

∂x

(
∂vn+1

i,j

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂v

∂x

)n+1

i,j

=
∂

∂x

[
vn+1
i+ 1

2
,j
− vn+1

i− 1
2
,j

∆x

]

=
1

∆x

[
∂vn+1

i+ 1
2
,j

∂x
−
∂vn+1

i− 1
2
,j

∂x

]

=
1

∆x

[
vn+1
i+1,j − vn+1

i,j

∆x
−
vn+1
i,j − vn+1

i−1,j

∆x

]

Donde,
∂2vn+1

i,j

∂x2
=

1

∆x2

[
vn+1
i+1,j − 2vn+1

i,j + vn+1
i−1,j

]
(4.25)

Agora, de modo semelhante, para a direção y, tem-se

∂2vn+1
i,j

∂y2
=

1

∆y2

[
vn+1
i,j+1 − 2vn+1

i,j + vn+1
i,j−1

]
(4.26)

E ainda, para a componente u nas direções x e y, tem-se, respectivamente,

∂2un+1
i,j

∂x2
=

1

∆x2

[
un+1
i+1,j − 2un+1

i,j + un+1
i−1,j

]
(4.27)
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∂2un+1
i,j

∂y2
=

1

∆y2

[
un+1
i,j+1 − 2un+1

i,j + un+1
i,j−1

]
(4.28)

4.3 Equações do TTNS com Diferenças Finitas Centra-

das

Através do método de Diferenças Finitas utilizando fórmulas centradas, o sistema formado

com as Eqs. (4.14) e (4.15) nas suas formas discretizadas utilizando as aproximações dadas

pelas Eqs. (4.19) - (4.28) �ca

un+1
i,j

+
∆t

2

[
pn+1
i+1,j − pn+1

i−1,j

2∆x
− 1

Re

(
un+1
i+1,j − 2un+1

i,j + un+1
i−1,j

∆x2
+
un+1
i,j+1 − 2un+1

i,j + un+1
i,j−1

∆y2

)
− (F1)n+1

i,j

]
− h1(x̂(t), ŷ(t)) = 0

(4.29)

vn+1
i,j

+
∆t

2

[
pn+1
i,j+1 − pn+1

i,j−1

2∆y
− 1

Re

(
vn+1
i+1,j − 2vn+1

i,j + vn+1
i−1,j

∆x2
+
vn+1
i,j+1 − 2vn+1

i,j + vn+1
i,j−1

∆y2

)
− (F2)n+1

i,j

]
− h2(x̂(t), ŷ(t)) = 0

(4.30)

Nas Eqs. (4.29) e (4.30) tem-se, respectivamente,

h1(x̂(t), ŷ(t)) = u(x̂(t), ŷ(t))− ∆t

2

[
∂p(x̂(t), ŷ(t))

∂x

− 1

Re

(
∂2u(x̂(t), ŷ(t))

∂x2
+
∂2u(x̂(t), ŷ(t))

∂y2

)
−F1(x̂(t), ŷ(t))

]
,

(4.31)

h2(x̂(t), ŷ(t)) = v(x̂(t), ŷ(t))− ∆t

2

[
∂p(x̂(t), ŷ(t))

∂y

− 1

Re

(
∂2v(x̂(t), ŷ(t))

∂x2
+
∂2v(x̂(t), ŷ(t))

∂y2

)
−F2(x̂(t), ŷ(t))

]
,

(4.32)

Conforme será descrito na seção (4.4), aqui as derivadas parciais que aparecem nas

Eqs. (4.31) e (4.32) também são aproximadas utilizando fórmulas de diferenças centradas.

Finalmente, para cada bloco Ωi,j, aproximamos a Lei de Conservação de Massa para

um �uido incompressível (Eq. (3.2)) por
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un+1
i+1,j − un+1

i−1,j

2∆x
+
vn+1
i,j+1 − vn+1

i,j−1

2∆y
= 0. (4.33)

4.4 A Fórmula de Interpolação

Uma vez que (x̂, ŷ) é obtido por �backtracking�, veja Figura 4.5 então este ponto não

necessáriamente será um nó da grade no nível de tempo n. Como todas as funções

são de�nidas apenas sobre os nós da grade, então uma interpolação é necessária para o

tratamento e�caz do lado direito das Eqs. (4.31) e (4.32).

Figura 4.5: Localização do ponto X̂ no backtraking.

Uma versão simpli�cada da fórmula de interpolação ponderada da distância inversa

desenvolvida por Shepard [45] foi testada por Henderson et al. [26], no contexto da

formulação do método do Tubo de Trajetórias para equações de advecção. Aqui, equipa-

se o atual método com esta mesma fórmula de interpolação, dando origem a um esquema

implícito semi-Lagrangiano para as equações de Navier-Stokes.

Seja h uma função de�nida somente nos nós da grade. Dado (xi, yj) ∈ Ωi,j no tempo

t + ∆t, queremos calcular h(X̂), onde X̂ = (x̂(t), ŷ(t)) é a solução do sistema de EDOs

em (4.18), com a condição adicional apresentada na Eq. (4.17). Para este �m, assume-se

que X̂ ∈ Ω̂i,j, onde Ω̂i,j representa um bloco da grade no tempo t = n∆t, cujo nó é X̂i,j.

Também, neste tempo t, considere os blocos mais próximos, veja Figura 4.6. Por exemplo,

se Ω̂i,j é um bloco interno, então considere os quatro blocos vizinhos Ω̂i+1,j, Ω̂i−1,j, Ω̂i,j+1

e Ω̂i,j−1, cujos nós são, respectivamente, X̂i+1,j, X̂i−1,j, X̂i,j+1, e X̂i,j−1. Assim, usando

uma versão simpli�cada da versão da fórmula ponderada da distância inversa proposta
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por Shepard [45], considere a aproximação h(X̂) ∼= ĥ(X̂), onde

Figura 4.6: Pontos para a interpolação 2D.

ĥ(X̂) =


∑j+1

l=j−1

∑i+1
k=i−1 h(X̂k,l)d

−1
k,l∑j+1

l=j−1

∑i+1
k=i−1 d

−1
k,l

, se X̂ 6= X̂i,j;

h(X̂i,j), se X̂ = X̂i,j.

(4.34)

Na Eq. (4.34), todas as somas são tomadas sobre os índices do bloco Ω̂i,j e seus

vizinhos mais próximos. A função dk,l mede as distâncias Euclidianas entre os pontos X̂

e X̂k,l, i.e., dk,l = ‖X̂ − X̂k,l‖, para todo par (k, l).

Observe que ĥ, a função interpolação da Eq. (4.34), pode ser escrita como

ĥ(X̂) =


j+1∑
l=j−1

i+1∑
k=i−1

h(X̂k,l)δk,l, se X̂ 6= X̂i,j;

h(X̂i,j), se X̂ = X̂i,j.

(4.35)

onde os pesos são da forma:

δk,l =
1

(
∑j+1

l=j−1

∑i+1
k=i−1 d

−1
k,l )dk,l

(4.36)

Em Henderson et al. [24] encontra-se a análise de interpolação. Detalhes adicionais,

são apresentados no Apêndice C.
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j+1∑
l=j−1

i+1∑
k=i−1

δk,l = 1. (4.37)

Aplicando esta interpolação ponderada para h1 na Eq. (4.31), se X̂ 6= X̂i,j, pode-se

escrever:

h1(x̂(t), ŷ(t)) =

j+1∑
l=j−1

i+1∑
k=i−1

{
unk,l −

∆t

2

[
∂pnk,l
∂x
− 1

Re

(
∂2unk,l
∂x2

+
∂2unk,l
∂y2

)
− (F1)nk,l

]}
δk,l.

(4.38)

Por outro lado, se X̂ = X̂i,j, tem-se:

h1(x̂(t), ŷ(t)) = uni,j −
∆t

2

[
∂pni,j
∂x
− 1

Re

(
∂2uni,j
∂x2

+
∂2uni,j
∂y2

)
− (F1)nk,l

]
(4.39)

Finalmente, as derivadas parciais que aparecem nas Eqs. (4.38) e (4.39) são aproxi-

madas utilizando fórmulas centradas de diferenças �nitas. Assim, por exemplo, tem-se

∂pni,j
∂x
∼=
pni+1,j − pni−1,j

2∆x
(4.40)

∂2uni,j
∂x2

∼=
uni+1,j − 2uni,j + uni−1,j

∆x2
(4.41)

∂2uni,j
∂y2

∼=
uni,j+1 − 2uni,j + uni,j−1

∆y2
(4.42)

As mesmas fórmulas de interpolação são utilizadas para aproximar a função h2(x̂(t), ŷ(t))

mostrada na Eq. (4.32). Essas descrições completam as discretizações das Eqs. (4.29) e

(4.30), �nalizando a apresentação do TTNS.

Reorganizando os termos das Eqs. (4.29), (4.30) e (4.33), obtém-se:

1

∆x
un+1
i−1,j −

1

∆x
un+1
i+1,j +

1

∆y
vn+1
i,j−1 −

1

∆y
vn+1
i,j+1 = 0 (4.43)

un+1
i,j +

∆t

Re∆x2
un+1
i,j +

∆t

Re∆y2
un+1
i,j −

∆t

2Re∆x2
un+1
i−1,j −

∆t

2Re∆x2
un+1
i+1,j

− ∆t

2Re∆y2
un+1
i,j−1 −

∆t

2Re∆y2
un+1
i,j+1 −

(
∆t

4∆x

)
pn+1
i−1,j +

(
∆t

4∆x

)
pn+1
i+1,j =

F1
n+1
i,j + h1(x̂(t), ŷ(t))

(4.44)
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vn+1
i,j +

∆t

Re∆x2
vn+1
i,j +

∆t

Re∆y2
vn+1
i,j −

∆t

2Re∆x2
vn+1
i−1,j −

∆t

2Re∆x2
vn+1
i+1,j

− ∆t

2Re∆y2
vn+1
i,j−1 −

∆t

2Re∆y2
vn+1
i,j+1 −

(
∆t

4∆y

)
pn+1
i,j−1 +

(
∆t

4∆y

)
pn+1
i,j+1 =

F2
n+1
i,j + h2(x̂(t), ŷ(t))

(4.45)

Ou ainda, reescrevendo as Eqs. (4.43), (4.44) e (4.45), tem-se

Aun+1
i−1,j − Aun+1

i+1,j +Bvn+1
i,j−1 −Bvn+1

i,j+1 = 0 (4.46)

Cu1n+1
i,j +Dun+1

i−1,j +Dun+1
i+1,j + Eun+1

i,j−1 + Eun+1
i,j+1 −Gpn+1

i−1,j +Gpn+1
i+1,j = Dir1i,j (4.47)

Cvn+1
i,j +Dvn+1

i−1,j +Dvn+1
i+1,j + Evn+1

i,j−1 + Evn+1
i,j+1 −Hpn+1

i,j−1 +Hpn+1
i,j+1 = Dir2i,j (4.48)

onde:

A =
1

∆x

B =
1

∆y

C = 1 +
∆t

Re∆x2
+

∆t

Re∆y2

D = − ∆t

2Re∆x2

E = − ∆t

2Re∆y2

G =
∆t

4∆x

H =
∆t

4∆y

Dir1i,j = f1
n+1
i,j + h1(x̂(t), ŷ(t))

Dir2i,j = f2
n+1
i,j + h2(x̂(t), ŷ(t))

4.5 Condições de Fronteiras

Quando se aplica o método de diferenças �nitas nas fronteiras, surge a necessidade de se

considerar pontos �ctícios da grade, Figura 4.7. Para os nós nas células das fronteiras,

utilizam-se pontos �ctícios correspondentes a i = −1, i = Nx + 1, j = −1 e j = Ny + 1,

que estão fora do domínio da solução.

Assim, será feito o uso de equações complementares através da técnica da Interpolação
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Figura 4.7: Pontos �ctícios da grade.

Linear utilizando as condições de fronteira, onde os pontos �ctícios serão substituídos por

estas equações discretizadas.

Figura 4.8: Interpolação Linear.

Considerando os pontos (x0, f(x0)) e (x1, f(x1)), veja Figura 4.8, a interpolante linear

é a linha entre os dois pontos. Seja x ∈ (x0, x1), o valor f(x) é aproximado pela linha

entre os pontos x0 e x1. Assim, pode-se estabelecer a seguinte relação:

f(x)− f(x0)

x− x0

=
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

(4.49)

Agora, escrevendo f(x) em função de x, obtém-se a fórmula da interpolação linear

entre o intervalo (x0, x1):

f(x) = f(x0) + [f(x1)− f(x0)]
(x− x0)

(x1 − x0)
(4.50)
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4.5.1 Fronteira Esquerda

As componentes da velocidade (u e v) e a pressão (p) na fronteira esquerda serão repre-

sentadas por ufrontE,j, vfrontE,j e pfrontE,j, respectivamente.

Para a componente u, por exemplo, na região de fronteira esquerda, na fórmula de

interpolação linear (Eq. (4.50)), com j = 1, 2, . . . , Ny, pode-se fazer

x = xfrontE,j; x0 = x0,j; x1 = x1,j

f(x) = ufrontE,j; f(x0) = u0,j; f(x1) = u1,j

Daí,

ufrontE,j = u0,j + (u1,j − u0,j)
(xfrontE,j − x0,j)

(x1,j − x0,j)

Como (xfrontE,j − x0,j) = ∆x
2

e (x1,j − x0,j) = ∆x, tem-se

ufrontE,j = u0,j + (u1,j − u0,j)
1

2

→ 2ufrontE,j = 2u0,j + u1,j − u0,j

Portanto,

u0,j = 2ufrontE,j − u1,j (4.51)

E, analogamente, tem-se

v0,j = 2vfrontE,j − v1,j (4.52)

p0,j = 2pfrontE,j − p1,j (4.53)

4.5.2 Fronteira Direita

As componentes da velocidade (u e v) e a pressão (p) na fronteira direita serão represen-

tadas por ufrontD,j, vfrontD,j e pfrontD,j, respectivamente.

Para a componente u, na região de fronteira direita, na fórmula de interpolação linear

(Eq. (4.50)), com j = 1, 2, . . . , Ny, pode-se fazer
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x = xfrontD,j; x0 = xNx,j; x1 = xNx+1,j

f(x) = ufrontD,j; f(x0) = uNx,j; f(x1) = uNx+1,j

Daí,

ufrontD,j = uNx,j + (uNx+1,j − uNx,j)
(xfrontD,j − xNx,j)
(xNx+1,j − xNx,j)

E, como (xfrontD,j − xNx,j) = ∆x
2

e (xNx+1,j − xNx,j) = ∆x, tem-se

ufrontD,j = uNx,j + (uNx+1,j − uNx,j)
1

2

Portanto,

uNx+1,j = 2ufrontD,j − uNx,j (4.54)

E, analogamente, tem-se

vNx+1,j = 2vfrontD,j − vNx,j (4.55)

pNx+1,j = 2pfrontD,j − pNx,j (4.56)

4.5.3 Fronteira Inferior

As componentes da velocidade (u e v) e a pressão (p) na fronteira inferior serão represen-

tadas por ui,frontI , vi,frontI e pi,frontI , respectivamente.

Para a componente u, na região de fronteira inferior, na fórmula de interpolação linear

(Eq. (4.50)), com i = 1, 2, . . . , Nx, pode-se fazer

x = yi,frontI ; x0 = yi,0; x1 = yi,1

f(x) = ui,frontI ; f(x0) = ui,0; f(x1) = ui,1

Daí,

ui,frontI = ui,0 + (ui,1 − ui,0)
(yi,frontI − yi,0)

(yi,1 − yi,0)
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Como (yi,frontI − yi,0) = ∆y
2

e (yi,1 − yi,0) = ∆y, tem-se

ui,frontI = ui,0 + (ui,1 − ui,0)
1

2

Portanto,

ui,0 = 2ui,frontI − ui,1 (4.57)

E, analogamente, tem-se

vi,0 = 2vi,frontI − vi,1 (4.58)

pi,0 = 2pi,frontI − pi,1 (4.59)

4.5.4 Fronteira Superior

As componentes da velocidade (u e v) e a pressão (p) na fronteira superior serão repre-

sentadas por ui,frontS, vi,frontS e pi,frontS, respectivamente.

Para a componente u, na região de fronteira superior, na fórmula de interpolação

linear (Eq. (4.50)), com i = 1, 2, . . . , Nx, pode-se fazer

x = yi,frontS; x0 = yi,Ny ; x1 = yi,Ny+1

f(x) = ui,frontS; f(x0) = ui,Ny ; f(x1) = ui,Ny+1

Daí,

ui,frontS = ui,Ny + (ui,Ny+1 − ui,Ny)
(yi,frontS − yi,Ny)
(yi,Ny+1 − yi,Ny)

Como (yi,frontS − yi,Ny) = ∆y
2

e (yi,Ny+1 − yi,Ny) = ∆y, tem-se

ui,frontS = ui,Ny + (ui,Ny+1 − ui,Ny)
1

2

Portanto,

ui,Ny+1 = 2ui,frontS − ui,Ny (4.60)
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E, analogamente, tem-se

vi,Ny+1 = 2vi,frontS − vi,Ny (4.61)

pi,Ny+1 = 2pi,frontS − pi,Ny (4.62)

4.6 Derivadas nas Fronteiras

Para os cálculos das aproximações das derivadas nas regiões de fronteiras, serão conside-

radas as fórmulas obtidas anteriormente nessas regiões, com relação as componentes da

velocidade (u e v) e a pressão (p).

4.6.1 Derivada na Região de Fronteira Esquerda

Para a primeira derivada na região de fronteira esquerda, sabe-se que:

∂u1,j

∂x
=

1

2∆x
(u2,j − u0,j)

Como u0,j = 2ufrontE,j − u1,j, obtém-se

∂u1,j

∂x
=

1

2∆x
(u2,j − 2ufrontE,j + u1,j) (4.63)

E assim, para v e p, tem-se

∂v1,j

∂x
=

1

2∆x
(v2,j − 2vfrontE,j + v1,j) (4.64)

∂p1,j

∂x
=

1

2∆x
(p2,j − 2pfrontE,j + p1,j) (4.65)

Para a segunda derivada, sabe-se que:

∂2u1,j

∂x2
=

1

∆x2
(u2,j − 2u1,j + u0,j) (4.66)

Da Eq. (4.51) em (4.66), obtém-se
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∂2u1,j

∂x2
=

1

∆x2
(u2,j − 2u1,j + 2ufrontE,j − u1,j)

⇒ ∂2u1,j

∂x2
=

1

∆x2
(u2,j − 3u1,j + 2ufrontE,j)

(4.67)

E, analogamente, para v e p, têm-se

∂2v1,j

∂x2
=

1

∆x2
(v2,j − 3v1,j + 2vfrontE,j) (4.68)

∂2p1,j

∂x2
=

1

∆x2
(p2,j − 3p1,j + 2pfrontE,j) (4.69)

4.6.2 Derivada na Região de Fronteira Direita

Para a primeira derivada na região de fronteira direita, sabe-se que:

∂uNx,j
∂x

=
1

2∆x
(uNx+1,j − uNx−1,j)

Como uNx+1,j = 2ufrontD,j − uNx,j, obtém-se

∂uNx,j
∂x

=
1

2∆x
(2ufrontD,j − uNx,j − uNx−1,j) (4.70)

E assim, para v e p, tem-se

∂vNx,j
∂x

=
1

2∆x
(2vfrontD,j − vNx,j − vNx−1,j) (4.71)

∂pNx,j
∂x

=
1

2∆x
(2pfrontD,j − pNx,j − pNx−1,j) (4.72)

Para a segunda derivada, sabe-se que:

∂2uNx,j
∂x2

=
1

∆x2
(uNx+1,j − 2uNx,j + uNx−1,j) (4.73)

Da Eq. (4.54) em (4.73), obtém-se

∂2uNx,j
∂x2

=
1

∆x2
(2ufrontD,j − uNx,j − 2uNx,j + uNx−1,j)

⇒ ∂2uNx,j
∂x2

=
1

∆x2
(2ufrontD,j − 3uNx,j + uNx−1,j)

(4.74)
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E, analogamente, para v e p, têm-se

∂2vNx,j
∂x2

=
1

∆x2
(2vfrontD,j − 3vNx,j + vNx−1,j) (4.75)

∂2pNx,j
∂x2

=
1

∆x2
(2pfrontD,j − 3pNx,j + pNx−1,j) (4.76)

4.6.3 Derivada na Região de Fronteira Inferior

Para a primeira derivada na região de fronteira inferior, sabe-se que:

∂ui,1
∂y

=
1

2∆x
(ui,2 − ui,0)

Como ui,0 = 2ui,frontI − ui,1, obtém-se

∂ui,1
∂y

=
1

2∆y
(ui,2 − 2ui,frontI + ui,1) (4.77)

E assim, para v e p, tem-se

∂vi,1
∂y

=
1

2∆y
(vi,2 − 2vi,frontI + vi,1) (4.78)

∂ui,1
∂y

=
1

2∆y
(pi,2 − 2pi,frontI + pi,1) (4.79)

Para a segunda derivada, sabe-se que:

∂2ui,1
∂y2

=
1

∆y2
(ui,2 − 2ui,1 + ui,0) (4.80)

Da Eq. (4.57) em (4.80), obtém-se

∂2ui,1
∂y2

=
1

∆y2
(ui,2 − 2ui,1 + 2ui,frontI − ui,1)

⇒ ∂2ui,1
∂y2

=
1

∆y2
(ui,2 − 3ui,1 + 2ui,frontI)

(4.81)

E, analogamente, para v e p, têm-se

∂2vi,1
∂y2

=
1

∆y2
(vi,2 − 3vi,1 + 2vi,frontI) (4.82)
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∂2pi,1
∂y2

=
1

∆y2
(pi,2 − 3pi,1 + 2pi,frontI) (4.83)

4.6.4 Derivada na Região de Fronteira Superior

Para a primeira derivada na região de fronteira superior, sabe-se que:

∂ui,Ny
∂y

=
1

2∆x
(ui,Ny+1 − ui,Ny−1)

Como ui,Ny−1 = 2ui,frontS − ui,Ny , obtém-se

∂ui,Ny
∂y

=
1

2∆y
(2ui,frontS − ui,Ny − ui,Ny−1) (4.84)

E assim, para v e p, tem-se

∂vi,Ny
∂y

=
1

2∆y
(2vi,frontS − vi,Ny − vi,Ny−1) (4.85)

∂pi,Ny
∂y

=
1

2∆y
(2pi,frontS − pi,Ny − pi,Ny−1) (4.86)

Para a segunda derivada, sabe-se que:

∂2ui,Ny
∂y2

=
1

∆y2
(ui,Ny+1 − 2ui,Ny + ui,Ny−1) (4.87)

Da Eq. (4.60) em (4.87), obtém-se

∂2ui,Ny
∂y2

=
1

∆y2
(2ui,frontS − ui,Ny − 2ui,Ny + ui,Ny−1)

⇒
∂2ui,Ny
∂y2

=
1

∆y2
(2ui,frontS − 3ui,Ny + ui,Ny−1)

(4.88)

E, analogamente, para v e p, tem-se

∂2vi,Ny
∂y2

=
1

∆y2
(2vi,frontS − 3vi,Ny + vi,Ny−1) (4.89)

∂2pi,Ny
∂y2

=
1

∆y2
(2pi,frontS − 3pi,Ny + pi,Ny−1) (4.90)



Capítulo 5

O Método DFSANE

Neste trabalho, será utilizado o algoritmo denominado DFSANE (Derivative-Free Spectral

Algorithm for Nonliner Equations), que foi originalmente desenvolvido por La Cruz et al.

[33], com a �nalidade de resolver grandes sistemas de equações não-lineares, sem o uso

de derivadas e nem o emprego de resoluções de sistemas lineares, sendo um método de

busca direta que essencialmente utiliza, a cada iteração, o valor da aplicação que de�ne o

sistema no ponto corrente. Como se verá no capítulo 6, este algoritmo para problemas em

larga escala mostrou-se muito apropriado para lidar com o sistema linear resultante da

discretização das equações de Navier-Stokes através do método do Tubo de Trajetórias.

5.1 O Problema Básico

Note que o sistema indicado pelas Eqs. (4.29), (4.30) e (4.33) pode ser escrito com as

seguintes características:

F (x) = 0, (5.1)

onde

F : RNxNy −→ RNxNy , (5.2)

é a aplicação linear de�nida pelas expressões do lado esquerdo das Eqs. (4.29), (4.30) e

(4.33). A variável x ∈ RN é o vetor cujas componentes são os valores das velocidades (u e

v) e pressão (p) para cada nó da grade de discretização no tempo t+∆t e N = 3×Nx×Ny,

onde Nx e Ny são os números de nós internos da grade nas direções x e y, respectivamente,
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e as variáveis (u, v, p) são efetivamente de�nidas.

Assim, deve-se considerar o problema para encontrar uma solução x∗ ∈ RN tal que

F (x∗) = 0 (5.3)

Na seção 5.3 será visto que existe uma relação entre este problema e resolver o seguinte

problema de minimização:

{
Min f(x) = ‖F (x)‖2

x ∈ R,
(5.4)

Existem outros métodos iterativos diferentes para o problema apresentado em (5.4),

Golub e Van Loan [20] e Li et al. [35].

5.2 A Solução de Norma Mínima

As Eqs. (4.29) e (4.30), com h1(x̂(t), ŷ(t)) e h2(x̂(t), ŷ(t)) aproximadas conforme descrito

na seção 4.4, junto com a Eq. (4.33), constitutem um sistema de equações lineares nas

variáveis un+1
i,j , vn+1

i,j e pn+1
i,j associado a cada nó da grade centrada na célula. Este sistema

se torna completo com a condição de contorno dada na Eq. (3.3), e condição inicial

indicada na Eq. (3.4). Em todos os exemplos estudados aqui, considera-se uma condição

de contorno para a pressão dada na forma

∇p · η = pb em ∂Ω, (5.5)

onde pb é uma função conhecida, e η é um vetor unitário normal à ∂Ω.

Pode-se mostrar que este sistema linear acrescido da condição de contorno mostrada

em (5.5) tem in�nitas soluções para a pressão. De fato, nestas condições, a pressão é

determinada unicamente com exceção de um fator constante.

Como se sabe, esta di�culdade pode ser superada pela �xação de um dado valor da

pressão num nó da grade, ou proporcionando uma condição adicional para a pressão, como∫
Ω
pdX = 0, John et al. [30].

A alternativa é obter uma solução de norma mínima para este sistema com in�nitas

soluções para a pressão, que serão necessárias em cada passo de tempo. Isso será feito
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utilizando-se o método DFSANE, o qual procura resolver o problema mostrado em (5.4).

5.3 O Método DFSANE

Dada uma função diferenciável f : RN → R, existem vários métodos iterativos desenvol-

vidos para resolver o problema de otimização

{
Min f(x)

x ∈ R,
(5.6)

os quais buscam determinar x∗ ∈ R, tal que

∇f (x∗) = 0, (5.7)

onde ∇f denota o vetor Gradiente de f .

Há uma relação entre o problema de minimização, Eq. (5.6), e o problema de interesse

descrito na Eq. (5.3), ou seja, considerando f(x) = ‖F (x)‖2, se pode mostrar que∇f(x) =

2F
′
(x)TF (x). Assim, se F

′
(x∗) é inversível, então ∇f(x∗) = 0 se, e somente se, F (x) = 0.

Os métodos do tipo gradiente (ou �steepest descent�) buscam por x∗ ao longo da

direção de�nida pelo vetor gradiente de f , Dennis e Schnabel [15]. Deste modo, dado x0,

um método do tipo gradiente gera uma sequência da forma {xk}, tal que

xk+1 = xk − λk∇f (xk) , (5.8)

onde λk é o tamanho do passo tomado na iteração k.

Na solução de muitos problemas práticos os métodos do tipo gradiente costumam

convergir lentamente, sendo assim, com o objetivo de acelerar a convergência da sequência

descrita na Eq. (5.8), Barzilai e Borwein [4] propuseram um método do tipo gradiente,

de�nido por

xk+1 = xk −
1

αk
∇f (xk) , (5.9)

onde, para todo k ≥ 1, o escalar αk é o argumento que minimiza a função ‖αsk−1−yk−1‖2,

com sk−1 = xk − xk−1 e yk−1 = ∇f(xk)−∇f(xk−1), o qual é dado por
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αk =
sTk−1yk−1

sTk−1sk−1

. (5.10)

O parâmetro αk de�nido na Eq. (5.10) é denominado de coe�ciente espectral e o mé-

todo de Barzilai e Borwein [4] é, geralmente, chamado de método do Gradiente Espectral.

Barzilai e Borwein [4] também veri�caram que o método do Gradiente Espectral não

gera uma sequência monótona, no sentido de que não ocorre f(xk−1) ≤ f(xk), para todo

k.

O método DFSANE, proposto por La Cruz et al. [33], é um método para a resolução

de sistemas, o qual procura resolver o problema de mínimos quadrados não lineares

{
Min f (x) = ‖F (x)‖2

x ∈ R,
(5.11)

através de uma busca linear que emprega o coe�ciente espectral sugerido por Barzilai e

Borwein [4].

Para resolver o problema (5.11), La Cruz et al. [33] observaram que ao invés de

utilizarem a direção do gradiente de f = ‖F (x)‖2, dado por ∇f(x) = 2F
′
(x)TF (x), a

qual exige o cálculo da Jacobiana F
′
(x), pode-se de�nir um método espectral que gera uma

sequência de pontos {xk}+∞
k=0 utilizando simplesmente a seguinte relação de recorrência:

xk+1 = xk + λk

(
± 1

αk
F (xk)

)
︸ ︷︷ ︸

dk

, (5.12)

onde agora

1

αk
=
sTk−1sk−1

sTk−1yk−1

(5.13)

é calculado usando sk−1 = xk− xk−1 e yk−1 = F (xk)−F (xk−1). O vetor dk é a direção de

busca, de�nida por

dk = ± 1

αk
F (xk), (5.14)

e λk comprimento do passo.
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A escolha do sinal ±, na Eq. (5.14), vem do fato de que a direção −
(

1
αk

)
F (xk) não

é necessariamente uma direção de descida para f(xk) = ‖F (xk)‖2 para xk. Neste caso, o

método seleciona a direção de busca +
(

1
αk

)
F (xk).

Em cada iteração, o comprimento do passo λk é escolhido apropriadamente para

forçar a convergência da sequência {xk}+∞
k=0, independentemente da localização do ponto

de partida. Isto é feito empregando um passo de globalização que efetua uma pesquisa

linear não monótona nas direções dk, governada por uma condição apropriada livre de

derivada. Neste trabalho, utiliza-se a condição proposta por Cheng e Li [13], dada por

f(xk + λkdk) ≤ Ck + εk − γλ2
kf(xk), (5.15)

onde C0 = f(x0), εk é uma sequência convergente, γ ∈ [0, 1], e Ck é atualizado pelas

seguintes regras:

Qk+1 = βkQk + 1, (5.16)

Ck =
βkQk(Ck + εk) + f(xk+1)

Qk+1

, (5.17)

com Q0 = 1 e βk ∈ [0, 1], para todo k.

Assim, o algoritmo DFSANE inicialmente tenta λk = 1. Se este comprimento de

passo inicial não satisfaz a condição mostrada na Eq. (5.15), então, com a �nalidade

de causar uma redução no comprimento do passo, o método faz uso de uma estratégia

classica, Kelley [32]. Esta estratégia usa polinômios de segundo grau, p(λ), obtidos por

uma interpolação em dois pontos, de tal modo que p(0) = f(xk) ≡ ‖F (xk)‖2, p
′
(0) =

−2f(xk) ≡ −2‖F (xk)‖2 e p(λc) = f(xk + λcdk) ≡ ‖F (xk + λcdk)‖2, onde λc representa

o comprimento do passo atual que foi rejeitado por não atender a condição dada em Eq.

(5.15). Assim, vem

p(λ) = f(xk)− 2f(xk)λ+

[
f(xk + λcdk)− f(xk) + 2f(xk)λc

λ2
c

]
λ2. (5.18)

Então, o ponto crítico de p(λ) é calculado analíticamente por

λt =
λ2
cf(xk)

f(xk + λcdk) + (2λc − 1)f(xk)
, (5.19)
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o qual é uma minimização de p(λ), se f(xk + λcdk) ≥ f(xk). Finalmente, o próximo

candidato para comprimento do passo (representado aqui por λ±) é determinado por

λ± =


σ0λc, se λt < σ0λc

σ1λc, se λt > σ1λc

λt, caso contrário

(5.20)

Dado um intervalo [σ0, σ1], as duas primeiras condições mostradas na Eq. (5.20) são

ressalvas que garantem que λ± é sempre da forma λ± = σλc, para alguns σ ∈ [σ0, σ1].

Este processo é repetido até o comprimento do passo de�nido na Eq. (5.20) satis�zer a

condição indicada na Eq. (5.15).

O Algoritmo (1) descreve em detalhes os passos do método DFSANE, essencialmente

descritos por La Cruz et al. [33] juntamente com as alterações propostas por Cheng e Li

[13]. Adotam-se γ = 10−4, εk = ‖F (x0)‖(1− k)2 e βk = 0.85, para todo k ≥ 0. No Passo

6 do Algoritmo (1), pode ser visto um procedimento prático utilizado para evitar que a

magnitude do coe�ciente espectral se torne demasiadamente grande ou pequeno.
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Algoritmo 1 DFSANE

1: Dados N ∈ N, x0 ∈ RN , ea = 10−4, er = 10−4, σ0 = 0.1, σ1 = 0.5 e γ = 10−4.

2: Faça C0 = f(x0), Q0 = 1, (1/α0) = 1 e k = 0.

3: se ‖F (xk)‖√
N
≤ ea + er

‖F (x0)‖√
N

, então

4: PARE!

5: �m se

6: Faça dk = −
(

1
αk

)
F (xk), λ+ = 1, λ− = 1 e ∈k= ‖F (x0)‖

(1−k)2 .

7: se f(xk + λ+dk) ≤ Ck+ ∈k −γλ2
+f(xk) então

8: λk = λ+, e xk+1 = xk + λkdk,

9: senão

10: se (f(xk − λ−dk)) ≤ Ck+ ∈k −γλ2
−f(xk) então

11: λk = λ−, e xk+1 = xk − λkdk,
12: senão

13: λ+
t =

λ2
+f(xk)

f(xk+λ+dk)+(2λ+−1)f(xk)
,

14: λ−t =
λ2
−f(xk)

f(xk−λ−dk)+(2λ−−1)f(xk)
,

15: λ+ =


σ0λ+, se λ+

t < σ0λ+

σ1λ+, se λ+
t > σ1λ+

λ+
t , caso contrário

16: λ− =


σ0λ−, se λ−t < σ0λ−

σ1λ−, se λ−t > σ1λ−

λ−t , caso contrário
17: E vá para a linha 7.

18: �m se

19: �m se

20: Faça Qk+1 = 0.85Qk + 1 e Ck+1 = 0.85Qk(Ck+∈k)+f(xk+1)

Qk+1
.

21: Faça sk+1 = xk+1 − xk, yk+1 = F (xk+1)− F (xk) e 1
αk+1

=
sTk+1sk+1

sTk+1yk+1
.

22: se |1/αk+1| 6∈ [10−10, 10+10], então

23:
1

αk+1
=


1, se ‖F (xk)‖ > 1

‖F (xk)‖−1, se 10−5 ≤ ‖F (xk)‖ ≤ 1

105, se ‖F (xk)‖ < 10−5

24: �m se

25: Faça k = k + 1 e vá para a linha 3.



Capítulo 6

Resultados Numéricos

Neste capítulo, será desenvolvido um estudo com resultados numéricos para a avaliação

do desempenho dos algoritmos do método do Tubo de Trajetórias quando aplicado às

equações de Navier-Stokes. Para isto, serão empregados problemas bidimensionais dispo-

níveis na literatura. Nos testes referentes aos exemplos 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3 e 6.3.4, em que

soluções exatas são conhecidas analiticamente, os resultados numéricos alcançados serão

comparados com aqueles obtidos através de suas respectivas soluções analíticas. Cálcu-

los de erros, taxas de convergência e grá�cos serão apresentados. No exemplo 6.3.5 será

analisado o problema da injeção de �uido cuja solução analítica não é conhecida.

Todos os resultados computacionais desta Tese foram obtidos com códigos desenvol-

vidos na linguagem FORTRAN 90 usando um computador equipado com 2 processadores

Intel Xeon E5-2420 Hexa-Core, com 1.9 GHz e 10 MB Cache LGA.

6.1 Estratégia de Backtracking

No trabalho de Pena [39], veri�cou-se que para resolver numericamente o sistema de

EDOs dado pela Eq. (4.18), que determina trajetórias, o Método de Runge-Kutta de

quarta ordem mostrou-se o mais e�ciente para se trabalhar com o método do Tubo de

Trajetórias. Sendo assim, em todos os testes, uma aproximação da velocidade foi utilizada

na etapa de backtracking do método do Tubo de Trajetórias, em que o sistema de equações

diferenciais ordinárias dado pela Eq. (4.18) é resolvido aplicando-se apenas dois passos

do método de Runge-Kutta de quarta ordem para o problema de valor �nal (PVF).
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Algoritmo 2 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem para o PVF

1: Dados a, b, m e x0 = x(b).

2: Faça h = (b− a)/m.

3: Faça t0 = b.

4: para j = 0, 1, 2, . . . ,m, faça

5: k1 = u(xj, tj)

6: k2 = u(xj − (h/2)k1, tj − h/2)

7: k3 = u(xj − (h/2)k2, tj − h/2)

8: k4 = u(xj − hk3, tj − h)

9: xj+1 = xj − (h/6)(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

10: tj+1 = t0 − jh.
11: �m para

Observando o sistema de duas EDOs descrito na Eq. (4.18), deve-se notar que, durante

os passos do método Runge-Kutta de quarta ordem, valores de u e v são requeridos em

pontos que não necessariamente são nós da grade nos tempos t e t − ∆t. Assim, para

superar este problema, utiliza-se a mesma interpolação descrita na Eq. (4.35). Porém,

não são conhecidos valores de u e v no intervalo de tempo (t, t+ ∆t), fato que requer uma

aproximação para o sistema de equações diferenciais ordinárias mostrado na Eq. (4.16).

Sendo assim, para todo t ∈ [t, t + ∆t], utiliza-se uma extrapolação linear com valores da

velocidade u e v em t e t −∆t, juntamente com interpolações dessas funções em pontos

do domínio espacial.

Além disso, em todos os testes utiliza-se uma grade de células centradas com Nx×Ny

blocos de tamanho uniforme, com espaçamentos ∆x = Lx
Nx

e ∆y = Ly
Ny
, onde Lx e Ly são

as dimensões do domínio retangular nas direções x e y, respectivamente, veja Figura 6.1.

Figura 6.1: Grade com células centradas para uma abordagem 2D.



6.2 Estratégia de Comparação 46

6.2 Estratégia de Comparação

Ummétodo é estável se os erros numéricos provenientes de arredondamento e truncamento

diminuem à medida que as iterações avançam. Se a solução aproximada obtida pelo

método converge para a solução real, quando o espaçamento da malha e o intervalo de

tempo tendem a zero, o método é convergente.

Com a �nalidade de validar os códigos computacionais, foram empregadas avaliações

no tempo computacional consumido pelos métodos, em função do re�namento da grade

espacial, do número de passos de tempo e de parâmetros de viscosidade.

Para veri�car a acurácia dos métodos estudados será utilizado um erro numérico eΨ,

no qual toma-se com relação a solução exata em todos os pontos da grade de discretização,

de�nido como

eΨ =

[∑Ny
l=1

∑Nx
k=1

(
Ψn
k,l −Ψexato (xk, yl, n∆t)

)2

Nx ×Ny

]1/2

, (6.1)

onde a função escalar Ψ é para u ou v. Como antes, Nx e Ny são os números de nós

internos da grade na direção x e y, respectivamente.

Algoritmo 3 Erro Numérico

1: Entrada Ψ, Ψexato, Nx e Ny

2: Saída eΨ

3: Aux = 0

4: para l = 1, 2, . . . , Ny faça

5: para k = 1, 2, . . . , Nx faça

6: Aux = (Ψn
k,l −Ψexato(xk, yl, n∆t))2 + Aux

7: �m para

8: �m para

9: eΨ =
√

Aux
Nx×Ny

6.3 Resultados Computacionais

6.3.1 Exemplo 1

Este exemplo foi previamente considereado por John et al. [30]. O domínio computacional

é um quadrado dado por Ω = [0, 1]2. Aqui, a função F , o lado direito da Eq. (3.1), é
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escolhida de modo a satisfazer as soluções exatas da forma

u(x, y, z) = t3y2 (6.2)

v(x, y, z) = t2x (6.3)

p(x, y, z) = tx+ y − (t+ 1)

2
+ C (6.4)

onde C é uma constante arbitrária. As condições iniciais e de contorno para u, v e p são

escolhidas de acordo com as Eqs. (6.2)-(6.4).

Segundo John te al. [30], para este problema teste considera-se somente t ∈ (0, 1].

Esta escolha evita variações rápidas em u e v devido às regras de potência em t descritas

nas Eqs. (6.2) e (6.3).

A tabela 6.1 mostra erros numéricos para as variáveis nodais com respeito a solução

exata, no nível de tempo n. Além disso, a tabela 6.1 também mostra o tempo de execução

(em segundos) associado ao experimento numérico.

Os resultados na tabela 6.1 foram obtidos usando Re = 10 e ∆t = 10−4. Com

a �nalidade de se estudar a dependência de cada erro numérico ao longo do tempo, e

observar como um erro varia com o re�namento da grade de discretização, a tabela 6.1

mostra valores de eu e ev depois de cinco passos diferentes no tempo entre 10 e 10000,

associados com cinco grades diferentes de discretização, de uma grade grossa (10 × 10)

para uma grade �na (100× 100).

Analizando os resultados mostrados na tabela 6.1, para este exemplo pode-se observar

que eu e ev permanecem pequenos, generalmente na ordem de 10−5 mesmo usando 1000

passos no tempo, independentemente das dimensões dos blocos que constitutem a grade de

discretização. Os aumentos desses erros são observados somente depois de 10000 passos no

tempo. Mesmo assim, com exceção dos resultados associados com a grade grossa (10×10),

nota-se que eu e ev ainda são pequenos, geralmente na ordem de 10−4.

As curvas de contorno da solução exata descritas na Eq. (6.2), para Re = 10, são

mostradas na Figura 6.2a, com o domínio espacial retangular [0, 1]2 para o tempo �nal

t = 1. A respectiva solução numérica gerada pelo método do Tubo de Trajetórias depois

de 10000 passos no tempo é mostrada na Figura 6.2b, onde usamos ∆t = (10)−4 e Nx =

Ny = 100. Das Figuras 6.2a e 6.2b, pode-se notar que a solução numérica para u mostra

excelente concordância visual com a solução exata.

As curvas de contorno da solução exata para v descrita na Eq. (6.3), para Re = 10
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Tabela 6.1: Erros numéricos das soluções numéricas obtidas utilizando o método do Tubo
de Trajetórias do exemplo 6.3.1, empregando Re = 10 e ∆t = 10−4, após cinco passos
diferentes no tempo entre 10 e 10000 juntamente com cinco diferentes grades uniformes,
e o respectivo tempo de execução em segundos.

Passos no tempo Nx ×Ny eu ev Tempo de Execução (s)
10× 10 5.011× 10−5 3.232× 10−5 0.1245
20× 20 5.661× 10−5 5.062× 10−5 0.2888

10 30× 30 4.242× 10−5 7.107× 10−5 0.6608
50× 50 2.815× 10−5 9.318× 10−5 0.8391

100× 100 9.061× 10−6 3.419× 10−5 4.3758
10× 10 5.943× 10−5 8.337× 10−5 1.2308
20× 20 2.651× 10−5 7.535× 10−5 0.8270

50 30× 30 4.769× 10−5 1.902× 10−5 5.5949
50× 50 1.776× 10−5 2.663× 10−5 3.0962

100× 100 1.443× 10−5 2.389× 10−5 15.7779
10× 10 1.235× 10−5 1.141× 10−5 4.1354
20× 20 7.181× 10−5 8.370× 10−5 2.3845

100 30× 30 2.428× 10−5 2.891× 10−5 7.2816
50× 50 1.622× 10−5 3.283× 10−5 6.0058

100× 100 1.470× 10−5 3.793× 10−5 30.2779
10× 10 8.225× 10−5 9.422× 10−5 58.3725
20× 20 4.010× 10−5 3.601× 10−5 68.6675

1000 30× 30 3.039× 10−5 4.661× 10−5 50.0716
50× 50 3.271× 10−5 3.124× 10−5 63.4379

100× 100 3.622× 10−5 6.220× 10−5 308.3937
10× 10 1.219× 10−3 1.103× 10−3 721.4916
20× 20 7.647× 10−4 7.663× 10−4 563.3291

10000 30× 30 5.743× 10−4 5.743× 10−4 407.6212
50× 50 3.634× 10−4 4.274× 10−4 763.3787

100× 100 2.447× 10−4 9.652× 10−4 3331.4453

e t = 1, são apresentadas na Figura 6.3a. As respectivas curvas de contorno para t = 1

geradas pelo método do Tubo de Trajetórias, usando ∆t = 10−4 e Nx = Ny = 100, são

mostradas na Figura 6.3b.

Novamente, a solução numérica exibe excelente concordância visual com a solução

exata.

A Figura 6.4a exibe o campo de velocidades exatas V = ue1 + ve2 para t = 1 do

exemplo 6.3.1 com Re = 10. A respectiva solução numérica gerada pelo método do Tubo

de Trajetórias para t = 1, usando ∆t = 10−4 e uma grade grossa Nx = Ny = 10, é

mostrada na Figura 6.4b depois de 10000 passos no tempo. Olhando estas �guras, pode-

se a�rmar que para este exemplo (6.3.1) o método do Tubo de Trajetórias produziu um
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campo de velocidades de alta qualidade.

Figura 6.2: Curvas de contorno de u para t = 1 do exemplo 6.3.11 com Re = 10: (a) so-
lução analítica, (b) solução numérica gerada pelo método do Tubo de Trajetórias, usando
Nx = Ny = 100, ∆t = 10−4 e 10000 passos no tempo.

Com o objetivo de se estudar a sensibilidade numérica da metodologia apresentada

com relação ao número de Reynolds, usando Nx = Ny = 50 e ∆t = 10−4, a tabela 6.2

mostra os valores de eu e ev obtidos pelo método do Tubo de Trajetórias usando quatro
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Figura 6.3: Curvas de contorno de v para t = 1 do exemplo 6.3.1 com Re = 10: (a) solução
analítica, (b) solução numérica gerada pelo método do Tubo de Trajetórias, usando Nx =
Ny = 100, ∆t = 10−4 e 10000 passos no tempo.
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Figura 6.4: Campo de Velocidades V = ue1 + ve2 para t = 1 do exemplo 6.3.1 com
Re = 10: (a) solução analítica, (b) solução numérica gerada pelo método do Tubo de
Trajetórias, usando Nx = Ny = 10, ∆t = 10−4 e 10000 passos no tempo.
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valores diferentes de Re, variando entre 1 e 1000, depois de 100 passos no tempo.

Na tabela 6.2, para este exemplo, pode-se notar que o método do Tubo de Trajetórias

funciona igualmente bem para diferentes valores de Re, e, essencialmente, os erros eu e ev

não variam quando Re muda.

Tabela 6.2: Comportamento dos erros numéricos da solução numérica obtida pelo método
do Tubo de Trajetórias com o respectivo número de Reynolds do exemplo 6.3.1 depois de
100 passos no tempo, empregando Nx = Ny = 50, ∆t = 10−4, e quatro valores diferentes
para Re.

Re eu ev
1 3.647× 10−5 1.327× 10−4

10 1.622× 10−5 3.283× 10−5

100 1.606× 10−5 3.906× 10−5

1000 2.776× 10−6 3.982× 10−5

Finalmente, usando Re = 10 e Nx = Ny = 20, a tabela 6.3 mostra o comportamento

dos erros numéricos com respeito ao tamanho do passo de tempo no tempo �nal t =

1. Assim, para este exemplo pode-se observar que eu e ev aumentam monotonicamente

quando ∆t aumenta.

Tabela 6.3: Comportamento dos erros numéricos das soluções numéricas obtidas pelo
método do Tubo de Trajetórias com respeito ao tamanho do passo de tempo do exemplo
6.3.1 no tempo �nal t = 1, usando Re = 10 e Nx = Ny = 20.

Passos no tempo ∆t eu ev
10000 10−4 7.647× 10−4 7.663× 10−4

1000 10−3 1.048× 10−3 1.615× 10−3

100 10−2 1.221× 10−2 1.129× 10−2

10 10−1 1.159× 10−1 1.082× 10−1

2 0.5 3.747× 10−1 4.265× 10−1

1 1.0 4.310× 10−1 5.704× 10−1

6.3.2 Exemplo 2

Este exemplo também foi considerado por John et al. [30]. O domínio computacional é

um quadrado Ω = [0, 1]2. Aqui, F é escolhido para satisfazer as soluções exatas da forma

u(x, y, t) = sent sen(πx) sen(πy), (6.5)

v(x, y, t) = sent cos (πx) cos (πy) (6.6)
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p(x, y, t) = sent
(

sen(πx) + cos (πy)− π

2
)
)

+ C (6.7)

onde C é uma constante arbitrária. As condições iniciais e condições de contorno u, v

and p são escolhidas de acordo com as Eqs. (6.5)-(6.7).

A tabela 6.4 mostra os erros numéricos das variáveis nodais com respeito as soluções

exatas, para Re = 10, e os tempos de execução. Estes resultados numéricos gerados pelo

método do Tubo de Trajetórias foram obtidos usando ∆t = 10−4 e cinco passos diferentes

no tempo entre 10 e 10000, juntamente com cinco grades diferentes de discretização, de

uma grade grossa (10× 10) para uma �na (100× 100).

Tabela 6.4: Erros numéricos das soluções numéricas obtidas utilizando o método do Tubo
de Trajetórias no exemplo 6.3.2, empregando Re = 10 e ∆t = 10−4, após cinco diferentes
passos no tempo entre 10 e 10000 juntamente com cinco diferentes grades uniformes, e o
respectivo tempo de execução em segundos.

Passos no tempo Nx ×Ny eu ev Tempo de Execução (s)
10× 10 3.055× 10−5 5.475× 10−5 0.1395
20× 20 4.624× 10−5 4.390× 10−5 0.1304

10 30× 30 2.203× 10−5 4.883× 10−5 0.3758
50× 50 4.741× 10−5 5.823× 10−5 0.7866

100× 100 4.843× 10−5 6.428× 10−5 3.5445
10× 10 1.716× 10−4 3.142× 10−4 1.0354
20× 20 1.537× 10−4 1.209× 10−4 0.9600

50 30× 30 1.709× 10−4 1.119× 10−4 1.2208
50× 50 2.246× 10−4 1.413× 10−4 3.5129

100× 100 2.249× 10−4 1.573× 10−4 16.3479
10× 10 2.103× 10−4 1.453× 10−4 4.7124
20× 20 3.596× 10−4 2.614× 10−4 6.1812

100 30× 30 3.922× 10−4 2.592× 10−4 2.4829
50× 50 4.669× 10−4 2.867× 10−4 7.7287

100× 100 4.875× 10−4 2.809× 10−4 33.8741
10× 10 2.325× 10−3 1.713× 10−3 69.4275
20× 20 3.958× 10−3 2.431× 10−3 83.3641

1000 30× 30 4.660× 10−3 2.666× 10−3 31.2445
50× 50 5.163× 10−3 2.787× 10−3 84.3999

100× 100 5.409× 10−3 2.822× 10−3 357.4541
10× 10 2.010× 10−2 1.455× 10−2 704.6666
20× 20 3.429× 10−2 2.083× 10−2 677.8637

10000 30× 30 3.988× 10−2 2.253× 10−2 391.4091
50× 50 4.418× 10−2 2.348× 10−2 1080.1312

100× 100 4.611× 10−2 2.369× 10−2 3797.5117

Da tabela 6.4, para este exemplo, pode-se ver que (embora relativamente pequeno)

os erros numéricos eu e ev crescem, quando se aumenta o número de passos no tempo,
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independentemente das dimensões da grade de blocos. Até 100 passos no tempo esses

erros não excedem 5.0× 10−4. Eles atingem a ordem de 10−3 em 1000 passos no tempo e,

�nalmente, a ordem de 10−2 depois de um número signi�cativo de 10000 passos no tempo.

Na Figura 6.5 comparam-se as curvas de contorno da solução numérica geradas pelo

método do Tubo de Trajetorias para a função u (Figura 6.5b), usando ∆t = 10−4, e

Nx = Ny = 100, depois de 10000 passos no tempo, com as curvas de contorno da solução

exata para u com t = 1 (Figura 6.5a). Uma comparação análoga para v é mostrada na

Figura 6.6. Observando as Figuras 6.5 e 6.6, nota-se que mesmo depois de 10000 passos no

tempo, onde os erros costumam ser mais pronunciados, as soluções geradas pelo método

do Tubo de Trajetórias possuem um bom acordo visual com as soluções analíticas.

Na Figura 6.7 compara-se a imagem do campo de velocidades V = ue1 + ve2 gerado

pelo método do Tubo de Trajetórias depois de 10000 passos no tempo (usando ∆t = 10−4

e Nx = Ny = 10) com a imagem do campo de velocidades exatas para t = 1. Novamente,

pode-se observar que a metodologia apresentada foi capaz de gerar um bom campo de

velocidade, mesmo usando uma grade grossa, e após um número signi�cativo de etapas

no tempo.

Usando Nx = Ny = 50 e ∆t = 10−4, a tabela 6.5 mostra os valores de eu e ev

gerados pelo método do Tubo de Trajetórias para este exemplo com diferentes números

de Reynolds, após 100 passos no tempo. Como se pode ver, essencialmente os erros

numéricos não variam com Re, provando que o método aqui proposto é apropriado para

resolver a equação de Navier-Stokes na presença de números de Reynolds com diferentes

magnitudes.

Tabela 6.5: Comportamento dos erros numéricos da solução numérica obtida pelo método
do Tubo de Trajetórias com o respectivo número de Reynolds para o exemplo 6.3.2 depois
de 100 passos no tempo, empregando Nx = Ny = 50, ∆t = 10−4, e quatro valores
diferentes para Re.

Re eu ev
1 1.183× 10−4 5.819× 10−5

10 4.669× 10−4 2.867× 10−4

100 6.051× 10−4 3.615× 10−4

1000 6.242× 10−4 3.726× 10−4

Usando Re = 10 e Nx = Ny = 20, na tabela 6.6 tem-se variações de eu e ev com

relação ao tamanho do passo de tempo, em t = 1. Pode-se ver que os erros numéricos

aumentam (até a ordem de 10−1) quando ∆t aumenta.
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Figura 6.5: Curvas de contorno de u para t = 1 do exemplo 6.3.2 com Re = 10: (a) solução
analítica, (b) solução numérica gerada pelo método do Tubo de Trajetórias, usando Nx =
Ny = 100, ∆t = 10−4, e 10000 passos no tempo.
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Figura 6.6: Curvas de contorno de v para t = 1 do exemplo 6.3.2 com Re = 10: (a) solução
analítica, (b) solução numérica gerada pelo método do Tubo de Trajetórias, usando Nx =
Ny = 100, ∆t = 10−4, e 10000 passos no tempo.
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Figura 6.7: Campo de Velocidades V = ue1 + ve2 para t = 1 do exemplo 6.3.2 com
Re = 10: (a) solução analítica, (b) solução numérica gerada pelo método do Tubo de
Trajetórias, usando Nx = Ny = 10, ∆t = 10−4 e 10000 passos no tempo.

Este problema pode ser resolvido usando o método do Tubo de Trajetórias equipado

com ∆t ≥ 1, sem a presença de instabilidades numéricas. De fato, como mostra a tabela

6.7, empregando três valores de ∆t ≥ 1 (1, 10 e 100), pode-se observar que os erros eu e

ev permanecem instáveis, não excedendo o valor 6.0× 10−1, mesmo depois de 100 passos

no tempo.
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Tabela 6.6: Comportamento dos erros numéricos da solução numérica obtida pelo método
do Tubo de Trajetórias com respeito ao tamanho do passo de tempo para o exemplo 6.3.2
com t = 1, usando Re = 10 e Nx = Ny = 20.

Passos no tempo ∆t eu ev
10000 10−4 3.429× 10−2 2.083× 10−2

1000 10−3 4.609× 10−2 2.943× 10−2

100 10−2 4.931× 10−2 3.168× 10−2

10 10−1 6.600× 10−2 5.255× 10−2

2 0.5 2.145× 10−1 1.914× 10−1

1 1.0 4.413× 10−1 3.993× 10−1

Tabela 6.7: Erros numéricos da solução numérica obtida pelo método do Tubo de Traje-
tórias para o exemplo 6.3.2 usando ∆t ≥ 1, com Re = 10 e Nx = Ny = 20.

Passos no tempo ∆t eu ev
1 4.964× 10−1 4.377× 10−1

10 10 2.451× 10−1 5.845× 10−1

100 4.154× 10−1 4.439× 10−2

100 1 2.231× 10−1 1.986× 10−1

10 5.740× 10−1 5.456× 10−1

6.3.3 Exemplo 3

Este exemplo é baseado no problema teste usado por Chorin [14]. Aqui o domínio bidi-

mensional é o quadrado Ω = [0, 1]2, e F é escolhida para satisfazer as soluções exatas da

forma

u(x, y, t) = − cosx senye−2t, (6.8)

v(x, y, t) = senx cos ye−2t, (6.9)

p(x, y, t) = −Re
4

(cos 2x+ cos 2y)e−4t + C, (6.10)

onde a pressão está em função de Re, e C é uma constante arbitrária. As condições

iniciais e de contorno para u, v e p são escolhidas de acordo com as Eqs. (6.8)-(6.10).

Como se pode ver, o campo de velocidade deste exemplo depende exponencialmente

dos valores de t. Portanto, espera-se que tal problema seja um teste desa�ador para a

metodologia apresentada, já que na Eq. (4.18) considera-se apenas uma extrapolação

linear no tempo para este mesmo campo de velocidades.

A tabela 6.8 mostra erros numéricos de eu e ev gerados pelo método do Tubo de
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Trajetórias para este problema teste, e os tempos de execução. Como antes, os resultados

na tabela 6.8 foram obtidos usando Re = 10, ∆t = 10−4 e cinco passos diferentes no

tempo, entre 10 e 10000, junto com cinco diferentes grades de discretização, de uma grade

grossa (10× 10) para uma grade �na (100× 100).

Da tabela 6.8 pode-se notar que os erros permanecem na ordem de 10−3, depois de

cinco passos diferentes no tempo entre 10 e 1000, independentemente das dimensões da

grade dos blocos. Esta ordem de grandeza dos erros numéricos é maior do que as mostradas

nas tabelas 6.1 e 6.4, que se referem aos exemplos (6.3.1) e (6.3.2), respectivamente. Este

fato parece ser uma conseqüência da natureza deste exemplo (onde o campo de velocidade

varia exponencialmente com t), e o resultado do método utiliza uma aproximação linear

para V (com respeito ao tempo) na Eq. (4.18).

Percebe-se que, independentemente das dimensões da grade dos blocos, as ordens de

grandeza de eu e ev decrescem para 10−4 depois 10000 passos no tempo. Este fato pode

ser explicado pela observação de que o campo de velocidade para este exemplo tende a

ter pequena variação à medida que t aumenta, facilitando o tratamento numérico para

este problema depois de tempos grandes.

A Figura 6.8 compara as curvas de contorno de u geradas pelo Método do Tubo de

Trajetórias (Figura 6.8b), usando ∆t = 10−4, e Nx = Ny = 100, depois de 10000 passos

no tempo, com as curvas de contorno da solução exata de u em t = 1 (Figura 6.8a). Uma

comparação análoga para v é mostrada na Figura 6.9. Observando as Figuras 6.8 e 6.9,

tem-se que para este exemplo as soluções geradas pelo método do Tubo de Trajetórias

possuem uma boa concordância visual com as soluções exatas descritas nas Eqs (6.8) e

(6.9).

Na Figura 6.10 se compara a imagem do campo de velocidade gerado pelo Método do

Tubo de Trajetórias depois de 10000 passos no tempo (usando ∆t = 10−4 e Nx = Ny = 10)

com a imagem do campo de velocidades exatas para t = 1. Pode-se observar que a

metodologia apresentada foi capaz de gerar um bom campo de velocidade, mesmo usando

uma grade grossa.

Este exemplo apresenta outra característica interessante mostrada na Eq. (6.10), onde

o campo de pressão depende do número de Reynolds. Este fato pode representar uma

di�culdade adicional na resolução do sistema linear pelas Eqs. (4.29), (4.30) e (4.33),

principalmente para valores grandes do número de Reynolds, sendo, desta forma, um

teste desa�ador para o algoritmo DFSANE.
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Tabela 6.8: Erros Numéricos das soluções numéricas obtidas utilizando o método do Tubo
de Trajetórias no exemplo 6.3.3, empregando Re = 10 and ∆t = 10−4, depois de cinco
diferentes passos no tempo entre 10 e 10000 junto com cinco diferentes grades uniformes,
e o respectivo tempo de execução em segundos.

Passos no tempo Nx ×Ny eu ev
Tempo de Execução (s)

10× 10 1.047× 10−3 1.031× 10−3 0.2041
20× 20 1.279× 10−3 1.285× 10−3 0.5666

10 30× 30 1.276× 10−3 1.272× 10−3 1.8662
50× 50 1.319× 10−3 1.323× 10−3 4.9454

100× 100 1.339× 10−3 1.339× 10−3 9.5404
10× 10 2.269× 10−3 2.255× 10−3 4.5304
20× 20 3.186× 10−3 3.191× 10−3 4.5737

50 30× 30 3.553× 10−3 3.551× 10−3 2.9650
50× 50 3.792× 10−3 3.791× 10−3 7.9070

100× 100 3.819× 10−3 3.818× 10−3 22.4649
10× 10 2.818× 10−3 2.859× 10−3 7.2633
20× 20 3.861× 10−3 3.859× 10−3 13.1695

100 30× 30 4.328× 10−3 4.328× 10−3 3.7816
50× 50 4.689× 10−3 4.689× 10−3 10.3833

100× 100 4.797× 10−3 4.796× 10−3 42.9820
10× 10 2.115× 10−3 2.108× 10−3 63.8899
20× 20 3.339× 10−3 3.338× 10−3 64.6925

1000 30× 30 3.850× 10−3 3.825× 10−3 27.2458
50× 50 4.198× 10−3 4.198× 10−3 70.6812

100× 100 4.351× 10−3 4.350× 10−3 340.6958
10× 10 5.139× 10−4 5.079× 10−4 759.3150
20× 20 5.562× 10−4 5.538× 10−4 630.2658

10000 30× 30 6.347× 10−4 6.345× 10−4 308.0316
50× 50 6.984× 10−4 6.964× 10−4 744.3212

100× 100 6.755× 10−4 6.745× 10−4 3240.6100

Considerando Nx = Ny = 50 e ∆t = 10−4, na tabela 6.9 apresentam-se os valores de

eu e ev obtidos pelo método do Tubo de Trajetórias para este exemplo 6.3.3 depois de 100

passos no tempo, usando quatro diferentes valores de Re variando entre 1 e 1000.

Observando os resultados mostrados na tabela 6.9, nota-se que os erros eu e ev gerados

pelo método do Tubo de Trajetórias permanecem constantes, na ordem de 10−3, para todos

os valores de Re aqui considerados. Isto mostra que o algoritmo DFSANE foi capaz de

trabalhar com campos de pressão que dependem de números de Reynolds.

Agora, analizam-se os erros numéricos de eu e ev gerados pelo método do Tubo de

Trajetórias para este problema com relação ao tamanho do passo de tempo. Considerando

Re = 10 e Nx = Ny = 20, na tabela 6.10 tem-se os valores destes erros numéricos para
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Figura 6.8: Curvas de Contorno de u para t = 1 do exemplo 6.3.3 comRe = 10: (a) solução
analítica, (b) solução numérica gerada pelo método do Tubo de Trajetórias, usando Nx =
Ny = 100, ∆t = 10−4, e 10000 passos no tempo.
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Figura 6.9: Curvas de Contorno de v para t = 1 do exemplo 6.3.3 comRe = 10: (a) solução
analítica, (b) solução numérica gerada pelo método do Tubo de Trajetórias, usando Nx =
Ny = 100, ∆t = 10−4, e 10000 passos no tempo.
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Figura 6.10: Campo de velocidades V = ue1 + ve2 para t = 1 do exemplo 6.3.3 com
Re = 10: (a) solução analítica, (b) solução numérica geradas pelo método do Tubo de
Trajetórias, usando Nx = Ny = 10, ∆t = 10−4, e 10000 passos no tempo.
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Tabela 6.9: Comportamento dos erros numéricos da solução numérica obtida pelo método
do Tubo de Trajetórias com o respectivo número de Reynolds para o exemplo 6.3.3 depois
de 100 passos no tempo, empregando Nx = Ny = 50, ∆t = 10−4, e quatro valores
diferentes de Re.

Re eu ev
1 1.228× 10−3 1.237× 10−3

10 4.689× 10−3 4.689× 10−3

100 5.376× 10−3 5.374× 10−3

1000 5.429× 10−3 5.422× 10−3

t = 1, obtidos usando diferentes valores de ∆t.

Tabela 6.10: Comportamento dos erros numéricos da solução numérica obtida pelo método
do Tubo de Trajetórias com relação ao tamanho do passo de tempo do exemplo 6.3.3 com
t = 1, usando Re = 10 e Nx = Ny = 20.

Passos no tempo ∆t eu ev
10000 10−4 5.562× 10−4 5.538× 10−4

1000 10−3 6.800× 10−4 6.792× 10−4

100 10−2 1.178× 10−3 1.171× 10−3

10 10−1 1.305× 10−2 1.305× 10−2

2 0.5 1.055× 10−1 1.044× 10−1

1 1.0 3.627× 10−1 3.682× 10−1

De acordo com a tabela 6.10, os erros ev e ev gerados pelo método do Tubo de Traje-

tórias aparentemente sempre aumentam (até ≈ 10−1) conforme ∆t aumenta, semelhante

aos resultados do exemplo 6.3.2. Contudo, os erros numéricos descritos na tabela 6.11

mostram que (para o atual exemplo) tal a�rmação não é verdadeira. Na verdade, empre-

gando Re = 10, Nx = Ny = 50, e três valores diferentes de ∆t ≥ 1 (1, 10 e 100), junto

com três passos diferentes no tempo (10, 100, e 1000), da tabela 6.11 pode-se ver que

usando ∆t ≥ 1 os erros permanecem muito pequenos, após vários passos de tempo.

6.3.4 Exemplo 4 (Problema da Cavidade Quadrada Modi�cado)

Uma variação do clássico problema da Cavidade Quadrada foi proposto por Burggraf [9].

Este problema descreve o �uxo bidimensional numa cavidade quadrada de dimensão um

em cada lado, que é preenchida com um �uido viscoso incompressível. O �uxo é movido

pela tampa móvel que tem velocidade orientada na direção do eixo x positivo, representada

por uLid. Os outros três lados têm velocidades iguais a zero. Conforme enfatizado por

Piao et al. [40], este problema de referência desperta grande interesse cientí�co, pois exibe
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Tabela 6.11: Erros numéricos da solução numérica obtida pelo método do Tubo de Tra-
jetórias para o exemplo 6.3.3 usando diferentes valores de ∆t ≥ 1, com Re = 10 e
Nx = Ny = 50, depois de severos passos no tempo.

Passos no tempo ∆t eu ev
1 4.342× 10−5 2.624× 10−5

10 10 1.485× 10−5 7.863× 10−6

100 1.295× 10−6 6.890× 10−7

1 4.311× 10−5 2.601× 10−5

100 10 1.475× 10−5 7.829× 10−6

100 1.292× 10−6 6.952× 10−7

1 4.153× 10−5 2.508× 10−5

1000 10 1.472× 10−5 7.812× 10−6

100 1.292× 10−6 6.964× 10−7

quase todos os fenômenos mecânicos de �uidos para �uxos viscosos incompressíveis com

con�gurações geométricas simples.

Aqui considera-se uma versão do clássico problema da Cavidade Quadrada, chamado

de Problema Modi�cado da Cavidade com Tampa Móvel (Shin et al. [46]; Wang e Rizwan-

uddin [56]). A grande vantagem desta versão é que ela tem uma solução analítica exata.

Assim, dado Ω = [0, 1]2, a distribuição do campo de forças é (para t ≥ 0) dada por

F1(x, y, t) =− 8

Re

{
24

(
x3

3
− x4

2
+
x5

5

)
+ 2(2x− 6x2 + 4x3)(−2 + 12y2)

+ (−12 + 24x)(−y2 + y4)

}
+ 64

{
− (−2x2 + 8x3 − 14x4 + 12x5 − 4x6)(−2y + 4y3)(−y2 + y4)

+

(
x4

2
− 2x5 + 3x6 − 2x7 +

x8

2

)
[−(−2 + 12y2)(−2y + 4y3)

+ 24y(−y2 + y4)]

}
,

(6.11)

F2(x, y, t) = 0. (6.12)

Considerando que a velocidade da tampa é dada por uLid ≡ 16(x2 − 2x3 + x4), para

todo t ≥ 0 as condições de contorno para u e v são:
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u(0, y, t) = 0, v(0, y, t) = 0, (6.13)

u(1, y, t) = 0, v(1, y, t) = 0, (6.14)

u(x, 0, t) = 0, v(x, 0, t) = 0, (6.15)

u(x, 1, t) = uLid = 16(x2 − 2x3 + x4), v(x, 1, t) = 0, (6.16)

A solução exata estável do Problema da Cavidade Modi�cado é dada analiticamente

por

u(x, y) = 8(x2 − 2x3 + x4)(−2y + 4y3), (6.17)

v(x, y) = −8(2x− 6x2 + 4x3)(−y2 + y4), (6.18)

p(x, y) =
8

Re

[
24

(
x3

3
− x4

2
− x5

5

)
y + (2x− 6x2 + 4x3)(−2y + 4y3)

]
+ 64

{(
x4

2
− 2x5 + 3x6 − 2x7 +

x8

2

)
[−(−2y + 4y3)2

+ (−2 + 12y2)(−y2 + y4)]

}
+ C,

(6.19)

onde C é uma constante arbitrária. A condição de contorno para p é escolhida de acordo

com a Eq. (6.19).

Os valores iniciais são

u(x, y, 0) = v(x, y, 0) = p(x, y, 0) = 0, ∀(x, y) ∈ (0, 1)2. (6.20)

Este problema foi proposto por Shin et al. [46] para comparar nove esquemas de

diferenças centrais desenvolvidos para as equações de Navier-Stokes, em vários arranjos

de grade. Conforme destacado por Wang e Rizwan-uddin [56], os testes conduzidos por

Shin et al. [46] mostram que vários esquemas de diferenças centradas não conseguiram

convergir para a solução correta com Re > 10, e aqueles que o �zeram convergiram para

soluções grosseiramente imprecisas.

De fato, a metodologia apresentada utiliza aproximações por diferenças centradas.

Contudo, uma vez que se utiliza uma grade su�cientemente grossa, ao contrário dos mé-

todos Eulerianos estudados por Shin et al. [46], os experimentos numéricos têm demons-

trados que o método do Tubos de Trajetórias converge estável para a solução exata nas

Eqs. ((6.17)-(6.19)). E ainda, usando quatro valores para o número de Reynolds entre
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10 e 100, a tabela 6.12 mostra que os erros numéricos gerados pelo método apresentado

permanecem na ordem de 10−2. Estes testes foram realizados com ∆t = 10−3, 60 passos

no tempo, e Nx = Ny = 10.

Tabela 6.12: Erros numéricos para as soluções numéricas do problema da cavidade modi-
�cado com Re ≥ 10, usando uma grade grossa (Nx = Ny = 10), obtidos pelo método do
Tubo de Trajetórias empregando ∆t = 10−3 e 60 passos no tempo.

Re eu ev
10 4.114× 10−2 7.149× 10−2

50 4.796× 10−2 7.754× 10−2

80 4.810× 10−2 7.801× 10−2

100 4.875× 10−2 7.901× 10−2

A Figura 6.11b ilustra o campo de velocidades V = ue1 + ve2 do �uxo da cavidade

quadrada com tampa móvel modi�cada com Re = 10. Este grá�co foi obtido pelo método

do Tubo de Trajetórias usando uma grade grossa (Nx = Ny = 10), junto com ∆t = 10−3

e 60 passos no tempo. A Figura 6.11a, exibe o campo de velocidade gerado pela solução

estável exata. Assim, usando uma grade grossa, se pode notar que o método proposto foi

capaz de gerar uma solução numérica muito razoável para este difícil problema.
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Figura 6.11: O campo de velocidade V = ue1 + ve2 do exemplo 6.3.4 com Re = 10: (a)

solução exata estável, (b) solução numérica gerada pelo método do Tubo de Trajetórias,

usando Nx = Ny = 10, ∆t = 10−3, e 60 passos no tempo.

6.3.5 Exemplo 5 (Problema da injeção de �uido)

Neste exemplo, analisa-se o problema da injeção de �uido cuja solução analítica não

é conhecida. Como antes, o domínio bi-dimensional é o quadrado Ω = [0, 1]2. Aqui,

considera-se F1 = F2 = 0, e as condições de contorno são:
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u(0, y, t) = 0, v(0, y, t) = 0, (6.21)

u(1, y, t) = 0, v(1, y, t) = 0, (6.22)

u(x, 1, t) = 0, v(x, 1, t) = 0, (6.23)

u(x, 0, t) = 0, (6.24)

v(x, 0, t) = 100π sen(2πx), (6.25)

∇pη = 0, em ∂Ω (6.26)

Este problema corresponde ao �uido sendo injetado no intervalo 0 ≤ x ≤ 1/2 e

retirado no intervalo 1/2 ≤ x ≤ 1, no limite inferior de Ω. Observe que as direções

de injeção e extração são perpendiculares a este limite inferior. Os dados iniciais são

u = v = p = 0. Este teste foi realizado usando ∆t = (10)−5, Nx = Ny = 30 e Re = 100.

As Figuras 6.12a e Figuras 6.12b mostram os resultados gerados pelo método do Tubo de

Trajetórias, respectivamente, em t = 0, 01 e t = 0, 1, que são apresentados em termos da

vorticidade, de�nida por

w(x, y, t) = (∂v(x, y, t))/∂x− ∂u(x, y, t)/∂y (6.27)

Pode-se observar que a Figura 6.12 destaca a evolução de três regiões de vorticidade,

duas das quais estão nos extremos inferiores do domínio Ω = [0, 1]2, e uma terceira em

torno do ponto médio do limite inferior de Ω.
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Figura 6.12: Contornos da vorticidade gerados pelo Método do Tubo de Trajetórias para
o problema de injeção de �uido em dois tempos diferentes: (a) t = 0, 01, (b) t = 0, 1.



Capítulo 7

Conclusão

Neste capítulo serão apresentadas as contribuições e considerações �nais desta Tese, além

das recomendações para trabalhos futuros nesta área de estudo.

7.1 Contribuições

Este trabalho, utilizando uma discretização no tempo semi-Lagrangiana que emprega o

teorema do transporte de Reynolds e uma abordagem de localização, aplicou o método do

Tubo de Trajetórias à solução numérica das equações de Navier-Stokes. Esta aplicação

deu origem as principais contribuições:

� Substituição, através de uma estratégia de integração temporal, dos termos convec-

tivos não-lineares que surgem nas equações de Navier-Stokes por expressões mais

simples;

� Transformação das equações de Navier-Stokes não-lineares em equações diferenciais

lineares do tipo (essencialmente) parabólico;

� Obtenção de um algoritmo semi-Lagrangiano implícito, permitindo o uso de esque-

mas clássicos para a discretização espacial, como as fórmulas de diferenças centradas,

sem a necessidade de usar técnicas de �upwind�, ou correções de alta ordem para

derivadas no tempo;

� Obtenção de um sistema linear para calcular o campo de velocidades u e v, com

in�nitas soluções para o campo de pressão p, que foi resolvido utilizando o método

DFSANE.
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7.2 Perspectiva de Trabalhos Futuros

Em continuação desta Tese, recomenda-se para trabalhos futuros:

� Aplicação do método do Tubo de Trajetórias à solução numérica das equações de

Navier-Stokes em três dimensões;

� Análise Computacional das técnicas para a resolução numérica de EDOs. Avaliando

até que ponto um algoritmo para a resolução de EDOs tem in�uência na e�ciência e

acurácia do Método do Tubo de Trajetórias quando aplicado às equações de Navier-

Stokes;

� Avaliação do uso do paralelismo no algoritmo desenvolvido.

� Utilização de discretizações espaciais de alta ordem.

7.3 Considerações Finais

Com o objetivo de se estudar o desempenho do método do Tubo de Trajetórias quando

aplicado às equações de Navier-Stokes, foram realizados testes numéricos utilizando pro-

blemas bidimensionais de referência disponíveis na literatura.

A partir desses experimentos numéricos realizados podem-se tirar as seguintes conclu-

sões. Esta nova metodologia semi-Lagrangiana apresentada nesta Tese, que utiliza o mé-

todo do Tubo de Trajetórias aplicado à solução numérica das equações de Navier-Stokes,

mostrou-se precisa e capaz de trabalhar em simulações numéricas com grades menos re�-

nadas, usando diferentes valores do número de Reynolds, típico de �uxos dominados por

fenômenos convectivos.
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APÊNDICE A -- Dedução das equações de

Navier-Stokes

Neste apêndice será deduzido um importante conjunto de equações diferenciais parciais,

as Equação de Navier-Stokes, utilizando uma linguagem elementar da engenharia.

As equações de movimeno de �uidos, denominadas Equações de Euler, foram deduzi-

das por Leonard Euler (1707− 1783), considerado um dos fundadores da hidrodinâmica.

No século XIX, com os trabalhos pioneiros de Claude Louis Marie Henri Navier (1785−
1836), engenheiro, matemático e físico francês, e de George Gabriel Stokes (1819− 1903),

matemático e físico irlandês, as equações matemáticas que descrevem escoamentos de �ui-

dos no tempo e no espaço, tais como líquidos e gases, chamadas de Equações de Navier-

Stokes, tornaram-se fundamentais para a Mecânica dos Fluidos. Amplamente utilizadas

em diversas áreas do conhecimento, com importantes aplicações, estas equações derter-

minam em até três dimensões os campos de velocidade u, v e w, nos sentidos x, y e z,

respectivamente, a densidade ρ e a campo de pressão p num escoamento (Anderson [31];

Fortuna [18]).

A.1 De�nições Básicas

A Mecânica dos Fluidos estuda o comportamento de �uidos em movimento e em repouso.

No desenvolvimento dos princípios da Mecânica dos Fluidos, algumas propriedades dos

�uidos representam as principais funções. Ou seja:

� Na estática dos �uidos, o peso especí�co é a propriedade mais importante;

� No escoamento de �uidos, a massa especí�ca e a viscosidade são propriedades pre-

dominantes.
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Para se obter as equações de Navier-Stokes, segue-se a Filoso�a de que toda a Dinâ-

mica dos Fluidos, de uma forma ou outra, é baseada em três princípios físicos:

1. Conservação de Massa.

2. Conservação de Momento (Segunda Lei de Newton, F = ma): a taxa de variação

temporal de momento do �uido é igual à resultante das forças que atuam sobre o

�uido.

3. Conservaçao de Energia (primeira lei da termodinâmica): a taxa de variação tem-

poral da energia é igual à soma do �uxo resultante de calor para o �uido com o

trabalho realizado sobre o �uido.

Sendo assim, para se obter as equações de Navier-Stokes aplicam-se os princípios

físicos (1) e (2) a um modelo adequado do �uxo e se extrai as equações matemáticas que

encorporam estes princípios.

A Figura A.1 apresenta um roterio para obtenção das equações de Navier-Stokes

(Anderson [31]).

Figura A.1: Um roteiro para se obter as equações de Navier-Stokes.

A.1.1 Fluido

Denomina-se por �uido toda substância capaz de escoar e cujo volume se apropria da

forma de seu recipiente. Todo �uido possui um certo grau de compressibilidade, além de

oferecer pequenas resistência à mudança de forma.
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Os �uidos podem ser divididos em líquidos e gases. As principais diferenças entre eles

são:

a) líquidos são praticamente incompressíveis, enquanto os gases são geralmente tratados

como compressíveis;

b) líquidos ocupam volumes de�nidos e tem superfícies livres, enquanto uma dada massa

de gás se expande até ocupar todas as parte do recipiente.

A.1.2 Densidade (ou Massa Especí�ca)

A densidade de um �uido, denotada por ρ, é de�nida como a massa m do �uido por

unidade de volume V ocupado por ele (Vieira [55]). Ou seja,

ρ =
massa do fluido

volume ocupado pelo fluido
=
m

V

A.1.3 Pressão (ou Tensão Normal))

Considere um ponto Q no interior de um �uido, como mostra a Figura A.2. Considere

também uma superfície em torno de Q, cuja a área A é arbitrariamente pequena (pode-se

supor que o ponto está no centro desta superfície). Seja ~F uma força agindo no ponto Q

e sejam ~T e ~N , respectivamente, os vetores tangencial e normal à superfície de área A, no

ponto Q.

Figura A.2: (a) Ponto Q no interior de um �uido e (b) Uma força ~F agindo em Q.

A pressão no ponto Q do �uido, devido a força ~F , denotada por p, é por de�nição:

p =
FN
A
,

onde FN é a magnetude da componente normal de F , que possui a mesma direção e

sentido contrário de ~N , veja a Figura A.3.
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Figura A.3: Forças atuando em Q.

Forças atuando em Q.

Note que na forma dimensional, tem-se

[p] =
[F ]

[L2]
=

[M ] [L] / [T 2]

[L2]
=

[M ] [L]

[T ]
· 1

[L2]
=

[M ]

[L] [T 2]

onde, F , L, M e T representam as dimensões de força, de comprimento, de massa e de

tempo, respectivamente.

No sistema S.I., a unidade métrica que deverá ser usada para a pressão é o Newton

por metro quadrado (Nm−2), onde 1N = kg·m
s2

, ou seja, N = [M ]·[L]
[T 2]

.

A.1.4 Tensão de Cisalhamento

A força F que age em uma área A pode ser decomposta em uma componente normal FN

e uma componente tangencial FT (Vieira [55]), como mostra a Figura A.3.

A tensão de cisalhamento τ , no ponto Q, devido a força ~F , é dada por:

τ =
FT
A

A.1.5 Fluido Compressível e Incompressível

A densidade de um �uido é uma função da pressão, ou seja, ρ = ρ(p), e neste caso, se diz

que o �uido é compressível. Muitas vezes, em certas condições, ρ varia muito pouco com

a pressão p e, neste caso, a densidade é considerada constante e o �uido é chamado de

incompressível (Vieira [55]).
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A.1.6 Viscosidade

Considere um elemento de �uido localizado entre duas placas planas e paralelas ao plano

xz, onde suponha-se um escoamento entre estas placas, ocasionado pelo deslocamento da

placa superior relativamente à inferior, com uma velocidade u, enquanto a placa inferior

encontra-se �xada. Após aplicação de uma força externa de intensidade F no sentido do

eixo x, conforme Figura A.4, a relação entre a tensão tangencial e a taxa de deformação

angular de�ne a viscosidade do �uido em escoamento (Vieira [55]).

Figura A.4: Escoamento entre duas placas paralelas, sendo �xa a inferior e móvel a
superior.

Suponha que a distância L entre as placas seja su�cientemente pequena, de modo que

as camadas do �uido se movam em trajetórias paralelas. Considera-se que as camadas

adjacentes às superfícies sólidas tedem a aderir à superfície das placas.

Assim, as camadas do �uxo se arrastam umas sobre as outras gerando atrito interno,

Figura A.5.

Figura A.5: Camadas de �uido.

Este atrito é quanti�cado pela tensão de cisalhamento τ . Newton, observou que:

τ ∝ U

L

onde, ∝ signi�ca diretamente proporcional e U o vetor velocidade.
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Aqui τij denota uma tensão na direção j exercida sobre um plano perpendicular ao

eixo i. Em geral, Newton, observou que,

lim
∆y→0

∆u

∆y
=
∂u(x, y)

∂y
e τyx ∝

∂u(x, y)

∂y

Dessa forma, a lei de Newton da Vicosidade, enunciada pela primeira vez em 1687, é

dada por:

τyx = µ
∂u(x, y)

∂y

onde o fator de proporcionalidade µ é denominado de viscosidade do �uido.

Como

µ =
τyx

∂u(x,y)
∂y

então, na forma dimensional tem-se:

[µ] =

[F ]
[L2]

([L]/[t])
[L]

=
[F ]

[L2]
· [L]

([L]/[t])
=

[F ]

[L]
· [t]

[L]
=

([M ] · [L] · [t−2])

[L]
· [t]

[L]
=

[M ]

[L] · [t]

A.1.7 Classi�cação dos Fluidos

Os �uidos podem ser classi�cados como newtonianos ou não-newtonianos.

A.1.7.1 Fluido Newtoniano

Um �uido newtoniano é aquele que obedece a lei de Newton da viscosidade (Vieira [55]),

ou seja, é um �uido em que cada componente da tensão de cisalhamento é proporcional

ao gradiente da velocidade na direção normal a essa componente. A constante de propor-

cionalidade é a viscosidade. Nestes �uidos a tensão é diretamente proporcional à taxa de

deformação. Como exemplo, pode-se citar a água e o ar, que em condições usuais podem

ser considerados como apresentando viscosidade independente da taxa de deformação.
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A.1.7.2 Fluido Não-Newtoniano

Um �uido não-newtoniano é aquele cuja viscosidade varia proporcionalmente à energia

cinética que se aplica nesse mesmo �uido, respondendo de forma praticamente instantânea,

Vieira [55].

Um exemplo simples é o creme dental, que tem um comportamento de sólido quando

está dentro do tubo, porém, quando aperta-se o tubo comporta-se como um �uido, vol-

tando a comportar-se como um sólido sobre a escova de dentes.

Nestes casos, considera-se uma tensão de cisalhamento limiar τT , onde o material

comporta-se como um �uido. Fluidos com essa características, são chamados plásticos

ideiais (ou plásticos de Bingham) e muitas vezes têm uma composição molecular complexa.

Pode-se modelar esses �uidos, por exemplo para uma tensão na direção x exercida sobre

o plano y, pela equação

τyx = τT +
∂u(x, y)

∂y

Observe que um �uido newtoniano pode ser considerado um caso particular, onde

τT = 0.

O comportamento de outros �uidos não-Newtonianos, por exemplo para uma tensão

na direção x exercida sobre o plano y, pode muitas vezes ser modelado através da equação

τyx = k

(
∂u(x, y)

∂y

)m
onde m é chamado de índice de comportamento do �uxo e k, de índice de consistência.

Para assegurar que τyx tenha o mesmo sinal de ∂u(x,y)
∂y

, e tornar a equação similar àquela

válida para os �uidos Newtonianos, ela é reescrita como

τyx = k

∣∣∣∣∂u(x, y)

∂y

∣∣∣∣n−1

· ∂u(x, y)

∂y
= η

∂u(x, y)

∂y

onde η = k
∣∣∣∂u(x,y)

∂y

∣∣∣n−1

é chamada a viscosidade aparente.

Quando n < 1, a viscosidade aparente diminui com a taxa de deformação. Fluidos com

essa característica são chamados pseudoplásticos; exemplos são as soluções de polímeros,

suspensões coloidais, tintas em geral e polpa de papel. Quando n > 1, a viscosidade

aparente aumenta com a taxa de deformação, e o �uido é chamado de dilatante; um
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exemplo desse tipo de �uido é a areia movediça (mistura de água e areia). Quando n = 1,

o �uido é Newtoniano.

Finalmente, alguns �uidos apresentam um comportamento dependente do tempo.

Muitas tintas devem ser modeladas considerando-se uma viscosidade aparente decrescente

com o tempo. Fluidos com essa propriedade são chamados tixotrópicos; �uidos cuja

viscosidade apresenta o comportamento inverso, aumentando com o tempo, são chamados

de reopéticos.

A.2 Modelos de Fluxo

De�nir um modelo adequado do �uxo não é uma tarefa fácil, pois se um corpo sólido está

em movimento de translação, a velocidade de cada parte do corpo é a mesma e, por outro

lado, se um �uido está em movimento, a velocidade pode ser diferente em cada local no

�uido.

Para visualizar um �uido contínuo em movimento, de modo a aplicar-lhe os princípios

fundamentais da física, considera-se um dos quatro modelos mostrados na Figura A.6.

Figura A.6: Modelos de um �uxo. (a) Aproximação do Volume de Controle Finito; (b)
Aproximação do Volume Elemento Representativo.

A.2.1 Volume de Controle Finito

A Figura A.6a representa um campo de �uxo em geral, com um volume fechado dentro de

uma região �nita do �uxo, denominado volume de controle V , e uma superfície fechada que
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circunda este volume, denominada superfície de controle S. Este volume de controle pode

ser �xo no espaço, com o �uido em movimento através dele ou pode estar em movimento,

com o �uido de tal modo que as mesmas partículas de �uido estão sempre no seu interior.

Em ambos os casos, o volume de controle é uma região relativamente grande, com �uxo

�nito. Portanto, ao invés de olhar para o campo de �uxo inteiro de uma vez, com o

modelo de volume de controle, limitamos a nossa atenção apenas para o �uido na região

�nita do próprio volume.

A.2.2 Volume Elementar Representativo

A Figura A.6b representa um campo de �uxo em geral, com um elemento de �uido no

�uxo, com um volume diferencial dV . Este elemento de �uido é in�nitesimal no mesmo

sentido do Cálculo Diferencial, no entanto, é su�cientemente grande para conter um nú-

mero enorme de moléculas de modo que ele possa ser visto como um meio contínuo, isto é,

o elemento de �uido a ser considerado deve ser tal que contenha um número de moléculas

su�ciente para re�etir propriedades coletivas; por outro lado, deve ser muito menor que

as dimensões do problema macroscópico. Para tal elemento será dada a denominação Vo-

lume Elementar Representativo (VER). O elemento de �uido pode ser �xo no espaço, com

o �uido em movimento através dele ou pode mover-se ao longo de uma linha de corrente

com um vetor V de velocidade igual à velocidade do �uxo em cada ponto. Novamente,

ao invés de olhar para o campo de �uxo inteiro de uma vez, os princípios fundamentais

da física são aplicados apenas no próprio VER.

A.3 A Derivada Substancial (ou Material)

Matematicamente falando, a derivada substancial é uma derivada tomada ao longo de

um caminho movendo-se com velocidade V. Ela é descrita como a taxa de variação em

relação ao tempo de alguma quantidade, como por exemplo, calor ou momento, que está

sendo transportado por correntes de �uido.

Como modelo do �uxo, adotá-se o VER se movimentando com o �uxo. O movimento

deste elemento de �uido é mostrado em mais detalhes na Figura A.7. O vetor unitário ao

longo dos eixos x, y e z são i, j e k, respectivamente. Aqui, o elemento de �uido está se

movimentando através do espaço Euclidiano. O vetor campo de velocidades neste espaço

é dado por
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V = ui + vj + wk

Figura A.7: Uma ilustração da derivada substancial.

onde as componentes da velocidade, u, v e w são dadas, respectivamente, por

u = u(x, y, z, t)

v = v(x, y, z, t)

w = w(x, y, z, t)

Note que se está considerando, em geral, um �uxo, onde u, v e w são funções no

espaço e tempo t. Além disso, o campo de densidade escalar é dado por

ρ = ρ(x, y, z, t)

Na Figura A.7 tem-se que no tempo t1, o elemento de �uido está localizado no ponto

1, enquanto em um tempo posterior t2, o mesmo elemento de �uido mudou-se para o

ponto 2. Sendo assim, nestes mesmos pontos e instantes t1 e t2, as densidades desses

elementos de �uido são, respectivamente:

ρ1 = ρ(x1, y1, z1, t1) e ρ2 = ρ(x2, y2, z2, t2)
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Pode-se expandir a função ρ = ρ(x, y, z, t) em uma série de Taylor sobre o ponto 1 da

seguinte forma:

ρ2 = ρ1 +

(
∂ρ

∂x

)
1

(x2 − x1) +

(
∂ρ

∂y

)
1

(y2 − y1) +

(
∂ρ

∂z

)
1

(z2 − z1)

+

(
∂ρ

∂t

)
1

(t2 − t1) + (termos de ordemsuperior)

Dividindo a equação anterior por t2−t1 e ignorando termos de ordem superior, obtém-

se

ρ2 − ρ1

t2 − t1
=

(
∂ρ

∂x

)
1

x2 − x1

t2 − t1
+

(
∂ρ

∂y

)
1

y2 − y1

t2 − t1
+

(
∂ρ

∂z

)
1

z2 − z1

t2 − t1
+

(
∂ρ

∂t

)
1

(A.1)

Observe que o lado esquerdo da Eq. (A.1) é, �sicamente falando, a taxa média da

variação da densidade do elemento de �uido, em relação ao tempo, que se move a partir

do ponto 1 para o ponto 2. No limite, quando t1 se aproxima de t2, este termo se torna

lim
t2→t1

ρ2 − ρ1

t2 − t1
≡ dρ

dt

Por de�nição, o símbolo dρ
dt

que é a taxa de variação instantânea da densidade do

elemento de �uido, a medida que ele se move através do ponto 1 é chamado de derivada

substancial. Perceba que dρ
dt

é a taxa de variação da densidade do elemento de �uido que

se move através do espaço, enquanto
(
∂ρ
∂t

)
1
é �sicamente a taxa de variação da densidade

em relação ao tempo no ponto �xo 1, ou seja, a mudança de densidade devido a �utuações

transitórias no campo de �uxo. Assim, dρ
dt

e
(
∂ρ
∂t

)
são física e numericamente quantidades

diferentes.

Retornando a Eq. (A.1), percebe-se que

lim
t2→t1

x2 − x1

t2 − t1
≡ u; lim

t2→t1

y2 − y1

t2 − t1
≡ v; lim

t2→t1

z2 − z1

t2 − t1
≡ w.

Assim, tomando o limite da Eq. (A.1) com t2 → t1, obtém-se

dρ

dt
= u

∂ρ

∂x
+ v

∂ρ

∂y
+ w

∂ρ

∂z
+
∂ρ

∂t
(A.2)

Daí, pode-se obter uma expressão para a derivada substancial em coordenadas carte-
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sianas:

d

dt
≡ ∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z
(A.3)

Além disso, em coordenadas cartesianas, o vetor operador ∇ é de�nido como

∇ ≡ i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
(A.4)

Logo,

V · ∇ = (ui + vj + wk) ·
(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
= u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z

Donde, a Eq. (A.3) pode ser escrita como

d

dt
≡ ∂

∂t
+ (V · ∇) (A.5)

A Eq. (A.5) representa uma de�nição do operador da derivada substancial em notação

vetorial e, sendo assim, é válido para qualquer sistema de coordenadas.

Na Eq. (A.5), tem-se que d
dt
é a derivada substancial, ∂

∂t
é a derivada temporal e V ·∇

é a chamda derivada convectiva, que é �sicamente a taxa de variação devido ao movimento

do elemento do �uido de um local para outro na área de �uxo, onde as propriedades de

escoamento são espacialmente diferentes. A derivada substancial se aplica a qualquer

variável de campo de �uxo, por exemplo, dp
dt
,dT
dt
,du
dt
, etc., onde p e T signi�cam pressão e

temperatura, respectivamente. Por exemplo

dT

dt
≡ ∂T

∂t
derivada temporal

+ (V · ∇)T
derivada convectiva

≡ ∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ w

∂T

∂z
(A.6)

Senão pelo sentimento físico, pode-se a�rmar que a derivada substancial é essencial-

mente o mesmo que a diferencial total do cálculo. Isto é, se

ρ = ρ(x, y, z, t)

em seguida, da regra da cadeia do cálculo diferencial e utilizando a notação Dρ
Dt

para a

derivada total, tem-se
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Dρ =
∂ρ

∂x
Dx+

∂ρ

∂y
Dy +

∂ρ

∂z
Dz +

∂ρ

∂t
Dt

De onde se tem,

Dρ

Dt
=
∂ρ

∂t
+
∂ρ

∂x

Dx

Dt
+
∂ρ

∂y

Dy

Dt
+
∂ρ

∂z

Dz

Dt
(A.7)

E como, Dx
Dt

= u, Dy
Dt

= v e Dz
Dt

= w, a Eq. (A.7) torna-se

Dρ

Dt
=
∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ v

∂ρ

∂y
+ w

∂ρ

∂z
(A.8)

Comparando as Eqs. (A.2) e (A.8), vemos que dρ
dt

= Dρ
Dt
. Ou seja, a derivada substan-

cial não é nada mais do que uma derivada total em relação ao tempo.

A.4 Divergente da Velocidade

Considere um volume de controle movendo-se com o �uido, como esboçado no lado direito

da Figura A.6a. Este volume de controle é sempre composto das mesmas partículas de

�uido que se movem com o �uxo, portanto, a sua massa é �xa, ou seja, invariável com

o tempo. No entanto, o seu volume V e a superfície de controle S estão mudando com

o tempo, uma vez que se muda para diferentes regiões do �uxo onde existem diferentes

valores de ρ. A Figura A.8 mostra o volume de controle em algum instante no tempo.

Considere um V ER de super�cie dS movendo-se do local com velocidade V, como mostra

Figura A.8. A variação no volume do volume de controle, ∆V , devido apenas ao movi-

mento de dS durante um incremento de tempo ∆t é igual ao volume do cilindro, com área

da base dS e altura (V∆t) · n, em que n é um vetor unitário perpendicular à superfície

dS. Isto é,

∆V = [(V∆t) · n] dS = (V∆t).dS (A.9)

onde o vetor dS é de�nido simplesmente como dS ≡ ndS. Durante o incremento de

tempo t, a variação total do volume do volume de controle é igual ao somatório da Eq.

(A.9) sobre a superfície de controle total. No limite em que dS → 0, a soma torna-se a

integral de superfície
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∫∫
s

(V∆t).dS

Dividindo esta integral por ∆t, o resultado é �sicamente a velocidade da variação do

volume de controle, representado por DV
dt
, isto é,

dV

dt
=

1

∆t

∫∫
s

(V ·∆t) · dS =

∫∫
s

V · dS (A.10)

Figura A.8: Volume de controle em movimento utilizado para a interpretação física da
divergência de velocidade.

Veja que o lado esquerdo da Eq. (A.10) é a derivada substancial de V , pois estamos

lidando com a taxa de variação do volume de controle, que se move com o �uxo, com

relação ao tempo. Aplicando o teorema da divergência do Cálculo Vetorial no lado direito

da Eq. (A.10), obtém-se

dV

dt
=

∫∫∫
δV

(∇.V).dV (A.11)

Agora, imagine que o volume de controle movendo-se como na Figura A.8 é reduzido a

um pequeno volume δV , essencialmente, tornando-se um elemento de �uido in�nitesimal

em movimento, como esboçado no lado direito da Figura A.6b. Então, a Eq. (A.11) pode

ser escrita como

d(δV )

dt
=

∫∫∫
δV

(∇.V).dV (A.12)

Assuma que δV é su�cientemente pequeno de tal modo que ∇.V tem essencialmente o
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mesmo valor em todo δV . Em seguida, integral na Eq. (A.12), no limite de δV diminuindo

para zero, é dada por (∇.V)δV . Da Eq. (A.12), tem-se

d(δV )

dt
= (∇.V).δV

ou

∇.V =
1

δV

d(δV )

dt
(A.13)

Observe que, no lado esquerdo tem-se o divergente da velocidade e no lado direito, o

seu signi�cado físico. Ou seja, ∇.V é �sicamente a taxa de variação do volume de um

elemento de �uido em movimento com relação ao tempo, por unidade de volume.

A.5 Equação da Continuidade

A Equação da Continuidade é resultante da aplicação do princípio físico da conservação

de massa, para qualquer um dos quatro modelos de �uxo mostrados na Figura A.6.

A.5.1 Modelo de Volume de Controle Finito Fixo no Espaço

Considere o modelo de �uxo mostrado na parte esquerda da Figura A.6a. O �uido se

move através do volume de controle �xo, que �ue através da superfície de controle S.

Este modelo de �uxo é mostrado com mais detalhes na Figura A.10. Em um ponto na

superfície de controle, a velocidade do �uxo é V e o vetor elementar da área de superfície

é dS. Também considere dV um volume elementar dentro do volume de controle �nito.

Aplicadando neste volume de controle o nosso princípio físico fundamental de que a

massa é conservada, tem-se:

Fluxo de massa líquida no volume de controle através da superfície S︸ ︷︷ ︸
B

=

taxa de diminuição da massa no interior do volume de controle com relação ao tempo︸ ︷︷ ︸
C

(A.14)

Agora, obtém-se uma expressão para B em termos das quantidades indicadas na
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Figura A.9: Volume de controle �nito �xo no espaço.

Figura A.9. O �uxo de massa de um �uido em movimento através de qualquer superfície

�xa é igual ao produto da

(densidade)×(área da superfície)×(componente da velocidade perpendicular à superfície)

.

Por isso, o �uxo de massa elementar em toda a área dS é

ρVndS = ρV · dS (A.15)

Examinando a Figura A.9, veja que por convenção, dS sempre aponta para uma

direção para fora do volume de controle. Assim, quando V também aponta para fora

do volume de controle, o produto ρV · dS é positivo. Além disso, quando os pontos V

estão para fora do volume de controle, o �uxo de massa, �sicamente falando, está saindo

do volume de controle. Assim, um ρV · dS positivo representa uma saída. Por sua vez,

quando V aponta para o volume de controle, ρV · dS é negativo. Além disso, quando V

são pontos interiores, o �uxo de massa está �sicamente entrando no volume de controle.

Assim, um ρV · dS negativo representa uma entrada. O �uxo de massa líquida através do

volume de controle é a soma sobre S do �uxo de massa elementar expresso na Eq. (A.15).

No limite, isso se torna uma integral de superfície, que é �sicamente o lado esquerdo da

Eq. (A.15), ou seja,
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B =

∫∫
s

ρV.dS (A.16)

Agora, considere o lado direito da Eq. (A.14). A massa contida dentro do volume

elementar dV é ρdV . A massa total dentro do volume de controle é, portanto

∫∫∫
V

ρdV

A taxa de aumento da massa com relação ao tempo no interior de V é então

∂

∂t

∫∫∫
V

ρdV

por sua vez, a taxa de diminuição da massa com relação ao tempo dentro de V é o negativo

da acima, isto é,

− ∂

∂t

∫∫∫
V

ρdV = C (A.17)

Assim, substituindo as Eqs. (A.16) e (A.17) em (A.14), obtém-se

∫∫
s

ρV.dS = − ∂

∂t

∫∫∫
V

ρdV

ou

∂

∂t

∫∫∫
V

ρdV +

∫∫
s

ρV.dS = 0 (A.18)

A Eq. (A.18) é uma forma integral da equação da continuidade e como foi diretamente

obtida do modelo de �uxo que é �xo no espaço, por de�nição, é ligada a forma conservativa.

A.5.2 Modelo de Volume de Controle Finito Movendo-se com o
Fluido

Considere o modelo de �uxo mostrado na parte direita da Figura A.6a. Este volume de

controle, como se move com o �uido, é sempre composto dos mesmos elementos identi-
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�cáveis da massa, isto é, o volume de controle em movimento tem uma massa �xa. Por

outro lado, como esta massa �xa move-se a jusante, a forma e o volume do volume de

controle �nito pode, em geral, mudar. Sendo assim, considere um VER de volume dV

dentro deste volume de controle �nito; a massa deste pequeno elemento é ρdV , em que ρ

é a densidade local. Em seguida, a massa total do volume de controle �nito é dada por

Massa =

∫∫∫
V

ρdV (A.19)

Na Eq. (A.19), a integral de volume é tomada ao longo de todo o movimento do

volume de controle V . No entanto V está mudando, conforme o volume de controle move-

se a jusante. Por outro lado, aplicando o princípio físico de que a massa é conservada

neste modelo de �uxo, na Eq. (A.19), tem-se simplesmente que a massa é uma constante,

embora o volume de controle se move com o �uxo. Já que o nosso volume de controle �nito

é composto de um número in�nito de VER de �uidos, todos com uma massa imutável,

portanto, todas derivadas substanciais destas massas imutáveis são iguais a zero. Sendo

assim, pode-se escrever para o volume de controle �nito, da Eq. (A.19), que

d

dt

∫∫∫
v

ρdV = 0 (A.20)

A Eq. (A.20) é uma forma integral da equação da continuidade, diferente da que foi

expressa na Eq. (A.18). O fato do volume de controle esta se movendo com o �uido

conduz a uma forma integral especí�ca dada pela Eq. (A.20), que é chamada de forma

não-conservativa.

A.5.3 Modelo de um Volume Elementar Representativo Fixo no
Espaço

Considere o modelo de �uxo mostrado na parte esquerda da Figura A.6b. Por conveniência

adota-se um sistema de coordenadas cartesianas, onde a velocidade e a densidade são

funções no espaço (x, y, z) e tempo t. Fixo no espaço (x, y, z) o elemento tem lados dx,

dy e dz e há �uxo de massa através dele, veja Figura A.10. Agora, considere as faces

esquerda e direita do elemento que são perpendiculares ao eixo x. A área de cada uma

dessas faces é dydz. O �uxo de massa através da face esquerda é (ρu)dydz, ou seja,
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(densidade)×(área da superfície)×(componente da velocidade perpendicular à superfície)

.

Uma vez que a velocidade e a densidade são funções de localização espacial, os valores

do �uxo de massa através da face direita serão diferentes dos da face esquerda. A diferença

do �uxo de massa entre as duas faces é simplesmente
[
∂(ρu)
∂x

]
dx. Assim, o �uxo de massa

através da face direita, pode ser expressa como {ρu+ [∂(ρu)�∂x] dx} dydz. O �uxo

de massa através de ambas as faces esquerda ou direita é mostrado na Figura A.10.

Analogamente, o �uxo de massa através de ambas as faces inferior e superior, que são

perpendiculares ao eixo y, é (ρv)dxdz e {ρv + [∂(ρv)�∂y] dy} dxdz, respectivamente, e o

�uxo de massa através de ambas as faces frontal e traseira, que são perpendiculares ao

eixo z, é (ρw)dxdy e {ρw + [∂(ρw)�∂z] dz} dxdy, respectivamente. Veja que u, v e w

são positivos, por convenção, nas direções x, y, e z, respectivamente. Por isso, as setas

na Figura A.10 mostram as contribuições para a entrada e saída de massa através dos

lados do elemento �xo. Caso se denote uma saída líquida de massa como uma quantidade

positiva, tem-se:

� Saída líquida de �uxo na direção x:[
ρu+

∂(ρu)

∂x
dx

]
dydz − (ρu)dydz =

∂(ρu)

∂y
dxdydz

Figura A.10: O modelo do volume elementar representativo �xo no espaço e um diagrama
do �uxo de massa através de várias faces do elemento.

� Saída líquida de �uxo na direção y:[
ρv +

∂(ρv)

∂y
dy

]
dxdz − (ρv)dxdz =

∂(ρv)

∂y
dxdydz
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� Saída líquida de �uxo na direção z:[
ρw +

∂(ρw)

∂z
dz

]
dxdy − (ρw)dxdy =

∂(ρw)

∂z
dxdydz

Daí, a saída líquida do �uxo de massa do elemento é dada por

Fluxo de massa líquida =

[
∂(ρu)

∂x
+
∂(ρv)

∂y
+
∂(ρw)

∂z

]
dxdydz (A.21)

A massa total do �uido em um VER é ρ(dx, dy, dz). Daí a taxa de aumento da massa

no interior do elemento em relação ao tempo é dada por

Taxa de aumento da massa em relação ao tempo =
∂ρ

∂t
(dx, dy, dz) (A.22)

O princípio físico de que a massa é conservada, quando aplicado ao elemento �xo na

Figura A.10, diz que o �uxo de massa líquida para fora do elemento deve ser igual à taxa

de diminuição de massa no interior do elemento em relação ao tempo.

Denotando a diminuição de massa por uma quantidade negativa, esta a�rmação pode

ser expressa em termos das Eqs. (A.21) e (A.22) como

[
∂(ρu)

∂x
+
∂(ρv)

∂y
+
∂(ρw)

∂z

]
dxdydz = −∂ρ

∂t
(dxdydz)

ou

∂ρ

∂t
+

[
∂(ρu)

∂x
+
∂(ρv)

∂y
+
∂(ρw)

∂z

]
= 0 (A.23)

Na Eq. (A.23), o termo entre colchetes é simplesmente ∇.(ρV). Donde,

∂ρ

∂t
+∇.(ρV) = 0 (A.24)

Como a Eq. (A.24) foi derivada a partir de um VER �xo no espaço, ela é uma forma

diferencial parcial (EDP) conservativa da equação da continuidade.
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A.5.4 Modelo de um Volume Elementar Representativo Movendo-
se com o Fluxo

Considere o modelo de �uxo na parte direita da Figura A.6b. Este elemento tem massa

�xa, mas em geral sua forma e volume irão mudar à medida que se move a jusante.

Denote a massa �xa e o volume do elemento de �uido que se move variando, por δm e

δV , respectivamente. Então,

δm = ρδV (A.25)

Desde que a massa seja conservada, podemos a�rmar que a taxa de variação da massa

do elemento de �uido com relação ao tempo é igual a zero conforme o elemento se move

junto com o �uxo. Invocando o signi�cado físico da derivada substancial discutido na

seção (A.3), tem-se

d(δm)

dt
= 0 (A.26)

Aplicando a Eq. (A.26) na derivada da Eq. (A.25), obtém-se

d(ρδV )

dt
= δV

dρ

dt
+ ρ

d(δV )

dt
= 0

dρ

dt
+ ρ

[
1

δV

d(δV )

dt

]
= 0 (A.27)

(A.28)

Reorganizando os termos dos colchetes na Eq. (A.27) com o signi�cado físico de ∇.V
discutido na secão. (A.4), dado na Eq. (A.13), e combinando as Eqs. (A.13) e (A.27),

obtém-se

dρ

dt
+ ρ∇.V = 0 (A.29)

Como a Eq. (A.29) foi derivada a partir de um VER movendo-se com o �uxo, ela é

uma EDP não-conservativa da equação da continuidade.
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A.5.5 Algumas Manipulações

Obteve-se quatro diferentes formas da equação da continuidade, cada uma, um produto

direto do modelo de �uxo usado em sua derivação. Porém, estas quatro equações não

são necessáriamente diferentes. Ou seja, será examinado como as formas das equações

diferenciais parciais podem ser obtidas a partir das formas das equações integrais ou

vice-versa, Figura A.11.

Figura A.11: Uma ênfase esquemática de que todas as quatro equações são essencialmente
a mesma.

Repetindo a Eq. (A.18),

∂

∂t

∫∫∫
v

ρdV +

∫∫
s

ρV.dS = 0

Como o volume de controle usado na derivação da Eq. (A.18) é �xo no espaço, a

derivada em relação ao tempo ∂
∂t

pode ser colocada dentro da integral.

∫∫∫
v

∂ρ

∂t
dV +

∫∫
s

ρV.dS = 0 (A.30)

Aplicando o teorema da divergência do cálculo vetorial, a integral de superfície na Eq.

(A.30) pode ser expressa como uma integral de volume:

∫∫
s

(ρV).dS =

∫∫∫
v

∇.(ρV)dV (A.31)

Substituindo a Eq. (A.31) na (A.30), tem-se

∫∫∫
v

∂ρ

∂t
dV +

∫∫∫
v

∇.(ρV)dV = 0
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ou

∫∫∫
v

[
∂ρ

∂t
+∇.(ρV)

]
dV = 0 (A.32)

Uma vez que o volume de controle �nito é desenhado arbitrariamente no espaço, o

único caminho para a integral na Eq. (A.32) ser igual a zero é o integrando ser zero em

todos os pontos dentro do volume de controle. Assim, a partir da Eq. (A.32), tem-se

∂ρ

∂t
+∇.(ρV) = 0 (A.33)

A Eq. (A.32) é precisamente a equação de continuidade na forma de EDP que é

exibida na caixa III da Figura A.11. Observe que as equações nas caixas I e III estão na

forma conservativa, a manipulação acima não muda essa situação.

Agora, toma-se a equação diferencial da caixa III para convertê-la na equação dife-

rencial da caixa IV . Considere um vetor identidade envolvendo o produto do divergente

por um escalar vezes um vetor, tal como

∇.(ρV) ≡ (ρ∇.V) + (V.∇ρ) (A.34)

Substituindo a Eq. (A.34) na Eq. (A.33), obtém-se

∂ρ

∂t
+ (V.∇ρ) + (ρ∇.V) = 0 (A.35)

Os dois primeiros termos do lado esquerdo da Eq. (A.35) são simplesmente a derivada

substancial da densidade. Assim, a Eq. (A.35) se torna

dρ

dt
+ (ρ∇.V) = 0 (A.36)

A equação (A.36) é a equação mostrada na caixa IV da Figura A.11. Portanto, por

uma rápida manipulação da equação diferencial parcial da caixa III, que está na forma

conservativa, obtém-se a equação diferencial parcial da caixa IV , que esta na forma de

não-conservativa.

Agora, será feito o mesmo tipo de modi�cação nas formas integrais das equações, por

exemplo, a equação na caixa II é a Eq. (A.20),
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d

dt

∫∫∫
V

ρdV = 0

Sabe-se que na Eq. (A.20) a integral é tomada ao longo de todo o movimento do

volume de controle V e que este volume está mudando à medida que �ui. De fato, o

movimento do volume de controle �nito é constituído por um número in�nito de VER

de massa �xa in�nitamente pequena, para cada um dos volumes dV onde a magnitude

de dV também muda conforme o volume de controle se move a jusante. Uma vez que

a própria derivada substancial representa uma taxa de variação com o tempo associada

com um elemento móvel, e os limites da integração da integral de volume na Eq. (A.20)

são determinados por esses mesmos elementos móveis, então a derivada substancial pode

ser inserida na integral. Assim, a Eq. (A.20) pode ser escrita como

d

dt

∫∫∫
V

ρdV =

∫∫∫
V

d(ρdV )

dt
= 0 (A.37)

Observando mais uma vez que dV representa �sicamente um VER que varia, a de-

rivada substancial dentro da integral da Eq. (A.37) é a derivada do produto de duas

variáveis, isto é, ρ e dV . A derivada sendo expandida de acordo a Eq. (A.37) torna-se

∫∫∫
v

dρ

dt
dV +

∫∫∫
v

ρ
d(dV )

dt
= 0

Dividindo e multiplicando o segundo termo por dV , tem-se

∫∫∫
v

dρ

dt
dV +

∫∫∫
v

ρ

[
1

dV

d(dV )

dt

]
dV = 0 (A.38)

Na Eq. (A.13) o termo dentro dos colchetes é simplesmente o divergente da velocidade.

Assim, a Eq. (A.38) torna-se

∫∫∫
v

dρ

dt
dV +

∫∫∫
v

ρ∇.VdV = 0 (A.39)

Da de�nição de derivada substancial dada pela Eq. (A.9), o primeiro termo na Eq.

(A.39) pode ser expandido como
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∫∫∫
v

dρ

dt
dV =

∫∫∫
v

[
∂

∂t
+ V.∇ρ

]
dV (A.40)

Aplicando o resultado da Eq. (A.40) na (A.39), e escrevendo todos os termos sob uma

única integral de volume, tem-se

∫∫∫
v

[
∂

∂t
+ V.∇ρ+ ρ∇.V

]
dV = 0 (A.41)

A partir do vetor identidade dado na Eq. (A.34), os dois últimos termos na Eq. (A.41)

podem ser escritos como

V.∇ρ+ ρ∇.V = ∇.(ρV)

Assim, a Eq. (A.41) torna-se

∫∫∫
v

∂ρ

∂t
dV +

∫∫∫
v

∇.(ρV)dV = 0 (A.42)

Finalmente, empregando o teorema da divergência de análise vetorial, obtém-se

∫∫∫
v

∇.(ρV)dV ≡
∫∫
s

ρV.dS

que na Eq. (A.42) �nalmente resulta em

∫∫∫
v

∂ρ

∂t
dV +

∫∫
s

ρV.dS = 0 (A.43)

que é essencialmente a forma da equação na caixa I na Figura A.11.

Sendo assim, concluí-se que as as quatro equações diferentes exibidas na Figura A.11,

na realidade, são quatro formas diferentes da equação da continuidade. No entanto, cada

forma diferente exibida na Figura A.11 vem mais diretamente a partir do modelo especí�co

do �uxo adjacente a cada uma das equações, e, portanto, os termos em cada equação

tem implicações físicas ligeiramente diferentes. Além disso, a �loso�a associada com

estas diferentes formas, e como elas foram derivadas, não se limita apenas a equação da

continuidade, isto é, a mesma abordagem pode ser feita no desenvolvimento das equações
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do momento, por exemplo.

Figura A.12: Modelo usado para a derivação do componente x da equação do momento.

A.5.6 Observações

A forma integral das equações permite a presença de descontinuidades dentro do volume

de controle �xo (no espaço) e não há razão para suposições matemáticas inerente ao

contrário. No entanto, a forma diferencial das equações governantes assume que as pro-

priedades do escoamento são diferenciáveis, portanto, contínua. Isto é particularmente

evidente quando usa-se o teorema da divergência para derivar a forma diferencial da

forma integral. O teorema da divergência pressupõe continuidade matemática. Este é

um forte argumento para a forma integral da equação ser considerada mais fundamental

do que a forma diferencial. Esta consideração torna-se de particular importância para o

cálculo de um �uxo de descontinuidades reais, como as ondas de choque.

A.6 A Equação do Momento

Aplica-se agora, outro princípio físico fundamental no modelo de �uxo, a segunda lei de

Newton, F = ma.

Aqui, por ser particulamente conveniente para a derivação da equação do momento,

será utilizado o modelo de elemento de �uido em movimento mostrado na parte direita

da Figura A.6b.

Aplicando-se a segunda lei de Newton no elemento de �uido em movimento na Figura

A.12, tem-se que a força líquida em um elemento de �uido é igual a massa vezes a acelera-

ção do elemento. Obtém-se assim, uma relação vetorial, e portanto, pode ser dividida em
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três relações escalares ao longo dois eixos x, y e z. Será considerado apenas a componente

x da segunda lei de Newton,

Fx = max (A.44)

onde Fx e ax são as componentes escalares de x da força e aceleração, respectivamente.

Primeiro, considere o lado esquerdo da Eq. (A.44), ou seja, considere que o elemento

de �uido em movimento sofre uma força na direção x. Essa força resulta de duas fontes:

1. Forças de corpo, que agem diretamente sobre a massa volumétrica do elemento

�uido. Essas forças �agem à distância�; exemplos são as forças gravitacionais, elé-

tricas e magnéticas.

2. As forças de superfície, que agem diretamente sobre a massa volumétrica do elemento

de �uido. Estas são devido a apenas duas fontes:

(a) a distribuição de pressão que atua sobre a superfície, imposta pelo �uido do

lado de fora em torno do elemento de �uido;

(b) as distribuições de tensão que atuam sobre a superfície, também imposta pelo

�uido do lado de fora �puxando� ou �empurrando� a superfície por meio de

fricção.

Figura A.13: Ilustração de (a) tensão de cisalhamento e (b) tensão normal.

Denota-se a força de corpo por unidade de massa atuando no elemento de �uido por

f , sendo fx para a componente x. O volume do elemento de �uido é (dx · dy · dz). Assim,

Força Corporal no Elemento de Fluido Atuando na Direção x = ρfx(dxdydz) (A.45)

As tensões de cisalhamento e normal em �uidos estão relacionados com a taxa de

variação da deformação do elemento de �uido, tal como esboçado na Figura A.13 apenas
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para o plano xy. A tensão de cisalhamento, denotado por τxy na Figura A.13a, está

relacionada com a taxa de variação da deformação do corte do elemento de �uido no tempo,

ao passo que a tensão normal, denotada por τxx na Figura A.13b, está relacionada com a

taxa de variação do volume do elemento �uido com relação ao tempo. Como resultado,

ambas as tensões de cisalhamento e normais dependem dos gradientes de velocidade do

�uxo, a ser designado posteriormente. Na maior parte dos �uxos viscosos, tensões normais

(tais como τxx) são muito menores do que as tensões de cisalhamento, e muitas vezes são

negligenciadas. Tensões normais (τxx) tornam-se importante quando os gradientes normais

velocidade (∂u
∂x

) são muito grandes, como o interior de uma onda de choque.

As forças de superfícies na direção x exercidas num elemento de �uido são esboçadas na

Figura A.12. Na face abcd, a única força na direção x, devido a tensão de cisalhamento, é

τyxdxdz. A face efgh tem uma distância dy acima da face abcd; daí a força de cisalhamento

na direção na face efgh é
[
τyx +

(
∂τyx
∂y

)
dy
]
dxdz. Veja que para as direções da força de

cisalhamento nas faces abcd e efgh, sobre a face inferior, τyx é para a esquerda (sentido

negativo de x), enquanto na face superior, τyz+
(
∂τyx
∂y

)
dy é para a direita (sentido positivo

de x). Estas instruções são consistentes com a convenção de que os aumentos positivos em

todos os três componentes de velocidade u, v e w, ocorrem nas direções positivas dos eixos.

Por exemplo, u aumenta na direção positiva de y. Por isso, concentrando-se na face efgh,

u é um pouco acima do que na face; isto provoca uma ação de �puxar�, que tenta puxar o

elemento de �uido na direção positiva de x (para a direita). Por sua vez, concentrando-se

na face abcd, u é inferior logo abaixo da face, ou seja, isso faz com que um retardamento ou

uma ação de arrasto sobre o elemento de �uido, que atua na direção negativa de x (para

a esquerda). As direções de todos os outros tipos de tensões de viscosidade, incluindo τxx,

podem ser justi�cadas de forma semelhante. Especi�camente na face dcgh, τzx atua na

direção negativa de x, ao passo que na face abef , τzx +
(
∂τzx
∂z

)
dz, age na direção positiva

de x. Na face adhe, que é perpendicular ao eixo x, as forças, apenas na direção x são a

força de pressão pdydz, que sempre atua na direção para dentro do elemento de �uido, e

τxxdydz, é na direção negativa de x. Na Figura A.12, a razão pela qual τxxdydz na face

adhe está à esquerda, depende da convenção mencionado anteriormente para a direção

do aumento da velocidade . Aqui, por convenção, um acréscimo positivo de u ocorre na

direção positiva de x. Portanto, o valor de u apenas na face esquerda de adhe é menor

que o valor de u na própria face. A ação da viscosidade da tensão normal atua como uma

�sucção� na face adhe, isto é, há uma ação arrastando para a esquerda que quer retardar

o movimento do elemento de �uido. Em contraste, na face bcgf , a força da pressão[(
p+ ∂p

∂x

)
dx
]
dydz pressiona para dentro do elemento de �uido (na direção negativa de
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x), e porque o valor de u, apenas para a direita da face bcgf , é maior do que o valor de u na

face, há uma �sucção�, devido à tensão normal de viscosidade que tenta puxar o elemento

para a direita (na direção positiva de x) com uma força igual a
[
τxx +

(
∂τxx
∂x

)
dx
]
dydz.

Sendo assim, para o elemento de �uido em movimento, pode-se escrever

Força de Superfície Líquida na Direção x =

[
p−

(
p+

∂p

∂x
dx

)]
dydz

+

[(
τxx +

∂τxx
∂x

dx

)
− τxx

]
dydz +

[(
τyx +

∂τyx
∂y

dy

)
− τyx

]
dxdz

+

[(
τzx +

∂τzx
∂z

dz

)
− τzx

]
dxdy

(A.46)

A força total Fx na direção x, é dada pela soma das Eqs. (A.45) e (A.46). Adicionando

e cancelando os termos, obtém-se

Fx =

[
−∂p
∂x

+
∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

]
dxdydz + ρfxdxdydz (A.47)

A equação (A.47) representa o lado esquerdo da Eq. (A.44).

Considerando-se o lado direito da Eq. (A.44), relembre que a massa do elemento de

�uido é �xa e igual a

m = ρdxdydz (A.48)

Além disso, relembre que a aceleração do elemento de �uido é a taxa de variação

da sua velocidade. Assim, a componente da aceleração na direção x, denotada por ax, é

simplesmente a taxa de variação de u em relação ao tempo; uma vez que estamos seguindo

um elemento de �uido em movimento, esta taxa de variação em relação ao tempo é dada

pela derivada substancial. Assim,

ax =
du

dt
(A.49)

Combinando as Eqs. (A.44) e (A.47) ao (A.48), obtém-se
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[
−∂p
∂x

+
∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

]
dxdydz + ρfxdxdydz = ρdxdydz · du

dt

⇒ ρ
du

dt
= −∂p

∂x
+
∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+ ρfx (A.50)

que é a componente x da equação do momento para um �uxo viscoso. De uma forma

semelhante, as componentes y e z podem ser obtidas como

ρ
dv

dt
= −∂p

∂y
+
∂τxy
∂x

+
∂τyy
∂y

+
∂τzy
∂z

+ ρfy (A.51)

e

ρ
dw

dt
= −∂p

∂z
+
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂z

+
∂τzz
∂z

+ ρfz (A.52)

As Eqs. (A.50) a (A.52), com as componentes x, y e z , respectivamente, são as

Equações do Momento. Elas são equações diferenciais parciais obtidas diretamente de

uma aplicação do princípio fundamental da física para um VER. Além disso, uma vez

que este elemento de �uido se move com o �uxo, as Eqs. (A.50) a (A.52) são da forma

não-conservativa.

As equações do momento podem ser obtidas na forma conservativa. Ou seja, escre-

vendo o lado esquerdo da Eq. (A.50) em termos da de�nição da derivada substancial,

obtém-se

ρ
du

dt
= ρ

∂u

∂t
+ ρV.∇u (A.53)

Também, ampliando a derivada seguinte,

∂(ρu)

∂t
= ρ

∂u

∂t
+ u

∂ρ

∂t

e reorganizando, obtem-se

ρ
∂u

∂t
=
∂(ρu)

∂t
− u∂ρ

∂t
(A.54)

Recordando o vetor identidade para o divergente do produto de um escalar e um vetor,

tem-se
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∇.(ρuV) = u∇.(ρV) + (ρV).∇u

ou

ρV.∇u = ∇.(ρuV)− u∇.(ρV) (A.55)

Substituindo as Eqs. (A.54) e (A.55) em (A.53),

ρ
du

dt
=
∂(ρu)

∂t
− u∂ρ

∂t
− u∇.(ρV) +∇.(ρuV)

=
∂(ρu)

∂t
− u

[
∂ρ

∂t
+∇.(ρV)

]
+∇.(ρuV) (A.56)

O termo entre colchetes da Eq. (A.56) é simplesmente o lado esquerdo da equação da

continuidade (A.24).

Daí o termo entre colchetes é zero e, assim, a Eq. (A.56) reduz-se a

ρ
du

dt
=
∂(ρu)

∂t
+∇(ρuV) (A.57)

Substituindo a Eq. (A.57) em (A.50), obtém-se

∂(ρu)

∂t
+∇.(ρuV) = −∂p

∂x
+
∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

+ ρfx (A.58)

Analogamente, as Eqs. (A.51) e (A.52) podem ser expressas, respectivamente, como

∂(ρv)

∂t
+∇.(ρvV) = −∂p

∂y
+
∂τxy
∂x

+
∂τyy
∂y

+
∂τzy
∂z

+ ρfy (A.59)

∂(ρw)

∂t
+∇.(ρwV) = −∂p

∂z
+
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

+
∂τzz
∂z

+ ρfz (A.60)

As equações (A.58) a (A.60) são as equações do momento na forma conservativa. A

forma conservativa das equações contêm termos no lado esquerdo que incluem o divergente

de alguma quantidade, tal como ∇ · (ρV) ou ∇ · (ρuV). Por esta razão, a forma de

conservação das equações governantes as vezes é chamada de forma divergente.

Agora, será mostrado as relações entre as diversas tensões consideradas na expressão
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das forças de superfície e as deformações correspondentes, supondo válida a proporcio-

nalidade entre tensões e deformações de maneira análoga no que é feito na Teoria da

Elasticidade (lei de Hooke) (Vieira [55]).

Sendo assim, introduz-se o vetor deslocamento

−→s = ξ−→ex + η−→ey + ζ−→ez

Para obter as coordenadas de um ponto genérico após a deformação sofrida pelo

elemento de �uido considerado, mediante a sua soma com o vetor de posição do ponto

anteriormente à deformação

−→
R = x−→ex + y−→ey + z−→ez

Daí, para a deformação linear na direção x, apresentado na Figura A.14, para defor-

mação realtiva de uma partícula tem-se

εx =
∂ξ
∂x
dx

dx
=
∂ξ

∂x

Figura A.14: Deformação linear εx de uma partícula de �uido.

Analogamente, tem-se

εy =
∂η

∂y
e εz =

∂ζ

∂z

Observe que, εx, εy e εz são também grandezas adimensionais, já que são deformações.

Para a deformação angular da Figura A.15, obtém-se a expressão da deformação

correspondente ao plano xy



A.6 A Equação do Momento 109

γxy =
∂ξ

∂y
+
∂η

∂x

Figura A.15: Deformação angular γxy de uma partícula de �uido.

Analogamente, tem-se

γyz =
∂η

∂z
+
∂ζ

∂y
e γzx =

∂ζ

∂x
+
∂ξ

∂z

Deste modo, obtém-se as deformações angulares, e considerando que o equilíbrio dos

momentos exige que τxy = τyx, τyz = τzy e τzx = τzx, estabelece-se a relação de proporcio-

nalidade entre as tensões e as deformações angulares, resultando, a priori em

τxy = Gγxy e τyz = Gγyz

sendo γ é o ângulo de deformação, G o módulo de torção no caso de sólidos, devendo ser

substituído pela viscosidade µ no caso dos �uidos.

A relação entre as tensões e as deformações lineares é dada levando em conta o efeito da

deformação transversal nos dois sentidos ortogonais ao sentido da deformação longitudinal

procurada. Tem-se então para a deformação linear no sentido do eixo x

εx =
τxx
E
− 1

ME
(τyy + τzz)

Sendo E o módulo de elasticidade e M o módulo de Poisson.

Analogamente, tem-se

εy =
τyy
E
− 1

ME
(τxx + τzz) e εz =

τzz
E
− 1

ME
(τxx + τyy)
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Em praticamente todos os problemas práticos da aerodinâmica, o �uido pode ser

suposto como newtoniano.

Em 1845, Stokes obteve

τxx = λ(∇.V) + 2µ
∂u

∂x
(A.61)

τyy = λ(∇.V) + 2µ
∂v

∂y
(A.62)

τzz = λ(∇.V) + 2µ
∂w

∂z
(A.63)

τxy = τyx = µ

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
(A.64)

τxz = τzx = µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
(A.65)

τyz = τzy = µ

(
∂w

∂y
+
∂v

∂z

)
(A.66)

onde µ é o coe�ciente de viscosidade molecular e λ é o segundo coe�ciente de viscosidade.

Stokes fez a hipótese que λ = −2
3
µ que é frequentemente usada, mas ainda não foi

de�nitivamente con�rmada para os dias atuais. Substituindo as Eqs. (A.61), (A.62),

(A.63), (A.64), (A.65) e (A.66) em (A.58), (A.59) e (A.60), obtém-se as equações:

∂(ρu)

∂t
+
∂(ρu2)

∂x
+
∂(ρuv)

∂y
+
∂(ρuw)

∂z
= −∂p

∂x
+

∂

∂x

(
λ∇.V + 2µ

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

[
µ

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)]
+

∂

∂z

[
µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)]
+ ρfx

∂(ρv)

∂t
+
∂(ρuv)

∂x
+
∂(ρv2)

∂y
+
∂(ρuw)

∂z
= −∂p

∂y
+

∂

∂x

[
µ

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)]
+

∂

∂y

(
λ∇.V + 2µ

∂v

∂y

)
+

∂

∂z

[
µ

(
∂w

∂y
+
∂v

∂z

)]
+ ρfy

∂(ρw)

∂t
+
∂(ρuw)

∂x
+
∂(ρvw)

∂y
+
∂(ρw2)

∂z
= −∂p

∂z
+

∂

∂x

[
µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)]
+

∂

∂y

[
µ

(
∂w

∂y
+
∂v

∂z

)]
+

∂

∂z

(
λ∇.V + 2µ

∂w

∂z

)
+ ρfz

Considerando o �uido incompressível, µ = constante e ∇.V = 0, tem-se
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∂(ρu)

∂t
+
∂(ρu2)

∂x
+
∂(ρuv)

∂y
+
∂(ρuw)

∂z
− ∂

∂x

(
2µ
∂u

∂x

)
− ∂

∂y

[
µ

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)]
− ∂

∂z

[
µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)]
+
∂p

∂x
= ρfx

(A.67)

∂(ρv)

∂t
+
∂(ρuv)

∂x
+
∂(ρv2)

∂y
+
∂(ρuw)

∂z
− ∂

∂x

[
µ

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)]
− ∂

∂y

(
2µ
∂v

∂y

)
− ∂

∂z

[
µ

(
∂w

∂y
+
∂v

∂z

)]
+
∂p

∂y
= ρfy

(A.68)

∂(ρw)

∂t
+
∂(ρuw)

∂x
+
∂(ρvw)

∂y
+
∂(ρw2)

∂z
− ∂

∂x

[
µ

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)]
− ∂

∂y

[
µ

(
∂w

∂y
+
∂v

∂z

)]
− ∂

∂z

(
2µ
∂w

∂z

)
+
∂p

∂z
= ρfz

(A.69)

Reescrevendo as Eqs. (A.67) a (A.69), obtém-se

ρ
∂(u)

∂t
+ρ

[
∂(u2)

∂x
+
∂(uv)

∂y
+
∂(uw)

∂z

]
− µ

[
∂

∂x

∂u

∂x
+

∂

∂x

∂u

∂x

+
∂

∂y

∂v

∂x
+

∂

∂y

∂u

∂y
+

∂

∂z

∂u

∂z
+

∂

∂z

∂w

∂x

]
+
∂p

∂x
= ρfx

(A.70)

ρ
∂(v)

∂t
+ρ

[
∂(uv)

∂x
+
∂(v2)

∂y
+
∂(uw)

∂z

]
− µ

[
∂

∂x

∂v

∂x
+

∂

∂x

∂u

∂y

+
∂

∂y

∂v

∂y
+

∂

∂y

∂v

∂y
+

∂

∂z

∂w

∂y
+

∂

∂z

∂v

∂z

]
+
∂p

∂y
= ρfy

(A.71)

ρ
∂(w)

∂t
+ρ

[
∂(uw)

∂x
+
∂(vw)

∂y
+
∂(w2)

∂z

]
− µ

[
∂

∂x

∂u

∂z
+

∂

∂x

∂w

∂x

+
∂

∂y

∂w

∂y
+

∂

∂y

∂v

∂z
+

∂

∂z

∂w

∂z
+

∂

∂z

∂w

∂z

]
+
∂p

∂z
= ρfz

(A.72)

Veja que,

∇ · (∇V) =


∂
∂x

∂u
∂x

+ ∂
∂y

∂u
∂y

+ ∂
∂z

∂u
∂z

∂
∂x

∂v
∂x

+ ∂
∂y

∂v
∂y

+ ∂
∂z

∂v
∂z

∂
∂x

∂w
∂x

+ ∂
∂y

∂w
∂y

+ ∂
∂z

∂w
∂z

;∇(∇ ·V) =


∂
∂x

∂u
∂x

+ ∂
∂y

∂v
∂x

+ ∂
∂z

∂w
∂x

∂
∂x

∂u
∂y

+ ∂
∂y

∂v
∂y

+ ∂
∂z

∂w
∂y

∂
∂x

∂u
∂z

+ ∂
∂y

∂v
∂z

+ ∂
∂z

∂w
∂z

 ;

∇p =


∂p
∂x

∂p
∂y

∂p
∂z

 ;
∂V

∂t
=


∂(u)
∂t
∂(v)
∂t
∂(w)
∂t

 ;
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∇ · (VV) =


∂(u2)
∂x

+ ∂(uv)
∂y

+ ∂(uw)
∂z

∂(uv)
∂x

+ ∂(v2)
∂y

+ ∂(uw)
∂z

∂(uw)
∂x

+ ∂(vw)
∂y

+ ∂(w2)
∂z

 .
Logo, pode-se escrever o sistema formado com as Eqs. (A.70) - (A.72) na seguinte

notação vetorial:

ρ

[
∂V

∂t
+∇ · (VV)

]
− µ [∇ · (∇V) +∇(∇ ·V)] +∇p = ρf (A.73)

Sabe-se que ∇ · (VV) = (∇V)V + V(∇ ·V) e ∇ ·V = 0.

Portanto, da Eq. (A.73) obtém-se a forma vetorial da equação de Navier-Stokes:

ρ

[
∂V

∂t
+ (∇V) ·V

]
− µ∇ · (∇V) +∇p = ρf (A.74)
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APÊNDICE B -- Adimensionalização das Equações de

Navier-Stokes

Neste apêndice as equações de Navier-Stokes serão escritas em forma adimensional. Sabe-

se que os fenômenos da Mecânica dos Fluidos, geralmente, podem ser caracterizados

por grandezas especí�cas como velocidade ou densidade do �uido, através de parâmetros

adimensioanais, como o número de Reynolds, que passam a caracterizar o escoamento.

A adimensionalização das equações de Navier-Stokes para escoamentos incompressí-

veis pode ser feita a partir das seguintes grandezas adimensionais, veja Hughes [29]:

x∗ = x
L

; y∗ = y
L

; p∗ = p
ρU2 ; t∗ = U ·t

L
;u∗ = u

U
; v∗ = v

U

Ou seja,

x = x∗ · L; y = y∗ · L; p = ρU2 · p∗; t =
L

U
· t∗;u = U · u∗; v = U · v∗

onde L e U são, respectivamente, valores dimensionais de referência de comprimento e

velocidade.

Seja as equações de Navier-Stokes dada por:

ρ
∂V

∂t
+ ρ(∇V) ·V − µ [∇ · (∇V)] +∇p = ρf

Ou ainda,

 ρ∂u
∂t

+ ρ
[
∂(u2)
∂x

+ ∂(uv)
∂y

]
− µ

[
∂
∂x

∂u
∂x

+ ∂
∂y

∂u
∂y

]
+ ∂p

∂x
= ρfx

ρ∂v
∂t

+ ρ
[
∂(uv)
∂x

+ ∂(v2)
∂y

]
− µ

[
∂
∂x

∂v
∂x

+ ∂
∂y

∂v
∂y

]
+ ∂p

∂y
= ρfy

(B.1)

Aplicando os valores adimensionais no Sistema (B.1), obtém-se
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ρ ∂(U ·u∗)
∂(LU ·t∗)

+ ρ

[
∂((U ·u∗)2)
∂(x∗·L)

+ ∂(U ·u∗·U ·v∗)
∂(y∗·L)

]
− µ

[
∂2(U ·u∗)
∂(x∗·L)2 + ∂2(U ·u∗)

∂(y∗·L)2

]
+

∂(ρU2·p∗)
∂(x∗·L)

= ρfx

ρ ∂(U ·v∗)
∂(LU ·t∗)

+ ρ
[
∂(U ·u∗·U ·v∗)
∂(x∗·L)

+ ∂((U ·v∗)2)
∂(y∗·L)

]
− µ

[
∂2(U ·v∗)
∂(x∗·L)2 + ∂2(U ·v∗)

∂(y∗·L)2

]
+

∂(ρU2·p∗)
∂(y∗·L)

= ρfy

(B.2)

Simpli�cando as equações do Sistema (B.2), obtém-se:

 ρU
2

L
∂(u∗)
∂(t∗)

+ ρU
2

L

[
∂(u∗)2

∂x∗
+ ∂(u∗·v∗)

∂y∗

]
− µ U

L2

[
∂2u∗

∂(x∗)2 + ∂2u∗

∂(y∗)2

]
+ ρU

2

L
∂p∗

∂x∗
= ρfx

ρU
2

L
∂(v∗)
∂(t∗)

+ ρU
2

L

[
∂(u∗·v∗)
∂x∗

+ ∂(v∗)2

∂y∗

]
− µ U

L2

[
∂2v∗

∂(x∗)2 + ∂2v∗

∂(y∗)2

]
+ ρU

2

L
∂p∗

∂y∗
= ρfy

(B.3)

Agora, dividindo todos os termos das equações do Sistema (B.3) por ρU
2

L
,


∂u∗

∂t∗
+
[
∂(u∗)2

∂x∗
+ ∂(u∗·v∗)

∂y∗

]
− µ

ρLU

[
∂2u∗

∂(x∗)2 + ∂2u∗

∂(y∗)2

]
+ ∂p∗

∂x∗
= L

U2 fx

∂v∗

∂t∗
+
[
∂(u∗·v∗)
∂x∗

+ ∂(v∗)2

∂y∗

]
− µ

ρLU

[
∂2v∗

∂(x∗)2 + ∂2v∗

∂(y∗)2

]
+ ∂p∗

∂y∗
= L

U2 fy
(B.4)

O número de Reynolds (Re) é quociente das forças inerciais pelas viscosas, isto é,

Re =
µ

ρLU
(B.5)

O número de Froude (Fr) é o quociente entre as forças de inércia e de gravidade, isto

é,

Fr =
U2

Lf
(B.6)

Para simpli�car, escreve-se u∗, v∗, p∗, t∗, x∗ e y∗ sem os asterísticos, e assim o sistema

(B.4) �ca:


∂u
∂t

+ ∂(u)2

∂x
+ ∂(u·v)

∂y
− 1

Re

[
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

]
+ ∂p

∂x
= 1

Frx

∂v
∂t

+ ∂(uv)
∂x

+ ∂(v2)
∂y
− 1

Re

[
∂2v
∂x2 + ∂2v

∂y2

]
+ ∂p

∂y
= 1

Fry

(B.7)

Fazendo f = 1
Fr

e escrevendo o sistema (B.7) em notação vetorial, �nalmente obtém-se

as equações de Navier-Stokes na forma adimensional,

∂V

∂t
+ (∇V) ·V − 1

Re
[∇ · (∇V)] +∇p = f (B.8)
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APÊNDICE C -- Análise de Interpolação

Neste apêndice será feita uma análise detalhada da fórmula simpli�cada de interpolação

ponderada da distância inversa, utilizada no capítulo 4. Originalmente desenvolvida por

Shepard [45], para ser utilizada no desenvolvimento de sistemas de informação geográ�ca,

esta técnica numérica é uma fórmula de interpolação bem estabelecida.

Para uma grade uniforme, considera-se células genéricas [xi−1/2, xi+1/2][yj−1/2, yj+1/2]

com espaçamentos horizontais e verticais, dados por ∆x = xi−1/2 − xi+1/2 e ∆x =

yj−1/2 − yj+1/2, respectivamente. A Figura (C.1) destaca os cinco pontos que partici-

pam da interpolação bidimensional e os seus respectivos índices.

Figura C.1: A enumeração dos nós que participam da interpolação

Proposição C.1. Para X̂ ∈ Ω̂i,j, com X̂ 6= X̂i,j, a função interpolação mostrada na Eq.

(4.34) pode ser escrita como

f̂(X̂) =f(X̂i,j)δi,j + f(X̂i−1,j)δi−1,j + f(X̂i+1,j)δi+1,j + f(X̂i,j−1)δi,j−1

+ f(X̂i,j+1)δi,j+1,
(C.1)

onde δi,j, δi−1,j, δi+1,j, δi,j−1 e δi,j+1 são pesos positivos, de�nidos por

δi,j =
1

1 +
di,j
di−1,j

+
di,j
di+1,j

+
di,j
di,j−1

+
di,j
di,j+1

(C.2)
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δi−1,j =
1

1 +
di−1,j

di,j
+

di−1,j

di+1,j
+

di−1,j

di,j−1
+

di−1,j

di,j+1

(C.3)

δi+1,j =
1

1 +
di+1,j

di,j
+

di+1,j

di−1,j
+

di+1,j

di,j−1
+

di+1,j

di,j+1

(C.4)

δi,j−1 =
1

1 +
di,j−1

di,j
+

di,j−1

di−1,j
+

di,j−1

di+1,j
+

di,j−1

di,j+1

(C.5)

δi,j+1 =
1

1 +
di,j+1

di,j
+

di,j+1

di−1,j
+

di,j+1

di+1,j
+

di,j+1

di,j−1

(C.6)

que satisfazem a identidade

δi,j + δi−1,j + δi+1,j + δi,j−1 + δi,j+1 = 1 (C.7)

Demonstração. Num primeiro passo para a demonstração, utiliza-se uma notação mais

apropriada, fazendo para

f(X̂i,j) = fi,j

f(X̂i−1,j) = fi−1,j

f(X̂i+1,j) = fi+1,j

f(X̂i,j−1) = fi,j−1

f(X̂i,j+1) = fi,j+1

Explicitando os termos dos somatórios
i+1∑

k=i−1

fk,ld
−1
k,l e

i+1∑
k=i−1

d−1
k,l obtém-se:

i+1∑
k=i−1

fk,ld
−1
k,l = fi−1,ld

−1
i−1,l + fi,ld

−1
i,l + fi+1,ld

−1
i+1,l

e

i+1∑
k=i−1

d−1
k,l = d−1

i−1,l + d−1
i,l + d−1

i+1,l

Agora, explicitando os termos dos somatórios externos, tem-se
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j+1∑
l=j−1

(
fi−1,ld

−1
i−1,l + fi,ld

−1
i,l + fi+1,ld

−1
i+1,l

)
=

(
fi−1,j−1d

−1
i−1,j−1 + fi,j−1d

−1
i,j−1 + fi+1,j−1d

−1
i+1,j−1

)
+
(
fi−1,jd

−1
i−1,j + fi,jd

−1
i,j + fi+1,jd

−1
i+1,j

)
+
(
fi−1,j+1d

−1
i−1,j+1 + fi,j+1d

−1
i,j+1 + fi+1,j+1d

−1
i+1,j+1

)
e

l+1∑
l=j−1

(
d−1
i−1,l + d−1

i,l + d−1
i+1,l

)
=
(
d−1
i−1,j−1 + d−1

i,j−1 + d−1
i+1,j−1

)
+
(
d−1
i−1,j + d−1

i,j + d−1
i+1,j

)
+

(
d−1
i−1,j+1 + d−1

i,j+1 + d−1
i+1,j+1

) z

Como pontos Xi−1,j−1, Xi−1,j+1, Xi+1,j−1 e Xi+1,j+1 não participam da interpolação,

obtém-se

f̂(X̂) ∼=
fi−1,jd

−1
i−1,j + fi,j−1d

−1
i,j−1 + fi,jd

−1
i,j + fi,j+1d

−1
i,j+1 + fi+1,jd

−1
i+1,j

d−1
i−1,j + d−1

i,j−1 + d−1
i,j + d−1

i,j+1 + d−1
i+1,j

Então,

f̂(X̂) ∼=
fi−1,j

di−1,j
+

fi,j−1

di,j−1
+

fi,j
di,j

+
fi,j+1

di,j+1
+

fi+1,j

di+1,j

1
di−1,j

+ 1
di,j−1

+ 1
di,j

+ 1
di,j+1

+ 1
di+1,j

=

1
di−1,j

· fi−1,j

1
di−1,j

+ 1
di,j−1

+ 1
di,j

+ 1
di,j+1

+ 1
di+1,j

+

1
di,j−1

· fi,j−1

1
di−1,j

+ 1
di,j−1

+ 1
di,j

+ 1
di,j+1

+ 1
di+1,j

+

1
di,j
· fi,j

1
di−1,j

+ 1
di,j−1

+ 1
di,j

+ 1
di,j+1

+ 1
di+1,j

+

1
di,j+1

· fi,j+1

1
di−1,j

+ 1
di,j−1

+ 1
di,j

+ 1
di,j+1

+ 1
di+1,j

+

1
di+1,j

· fi+1,j

1
di−1,j

+ 1
di,j−1

+ 1
di,j

+ 1
di,j+1

+ 1
di+1,j

Agora avaliando a primeira parcela do lado direito da equação anterior, tem-se
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1
di−1,j

· fi−1,j

1
di−1,j

+ 1
di,j−1

+ 1
di,j

+ 1
di,j+1

+ 1
di+1,j

=

fi−1,j

di−1,j

1
di−1,j

+ 1
di,j−1

+ 1
di,j

+ 1
di,j+1

+ 1
di+1,j

=

=
fi−1,j

di−1,j

· 1(
1

di−1,j
+ 1

di,j−1
+ 1

di,j
+ 1

di,j+1
+ 1

di+1,j

)
=

1(
1 +

di−1,j

di,j−1
+

di−1,j

di,j
+

di−1,j

di,j+1
+

di−1,j

di+1,j

) · fi−1,j

Com o mesmo raciocínio para as demais parcelas, obtém-se

f̂(X̂) = δi−1,jfi−1,j + δi,j−1fi,j−1 + δi,jfi,j + δi,j+1fi,j+1 + δi+1,jfi+1,j (C.8)

onde os pesos δi−1,j,δi,j−1,δi,j,δi,j+1 e δi+1,j são números positivos menores do que 1, dados

por:

δi−1,j =
1

1 +
di−1,j

di,j−1
+

di−1,j

di,j
+

di−1,j

di,j+1
+

di−1,j

di+1,j

δi,j−1 =
1

di,j−1

di−1,j
+ 1 +

di,j−1

di,j
+

di,j−1

di,j+1
+

di,j−1

di+1,j

δi,j =
1

di,j
di−1,j

+
di,j
di,j−1

+ 1 +
di,j
di,j+1

+
di,j
di+1,j

δi,j+1 =
1

di,j+1

di−1,j
+

di,j+1

di,j−1
+

di,j+1

di,j
+ 1 +

di,j+1

di+1,j

δi+1,j =
1

di+1,j

di−1,j
+

di+1,j

di,j−1
+

di+1,j

di,j
+

di+1,j

di,j+1
+ 1

De�nem-se agora os coe�cientes:

δi−1,j =
1

∆ · di−1,j

; δi,j−1 =
1

∆ · di,j−1

; δi,j =
1

∆ · di,j
; δi,j+1 =

1

∆ · di,j+1

; δi+1,j =
1

∆ · di+1,j

onde ∆ = 1
di−1,j

+ 1
di,j−1

+ 1
di,j

+ 1
di,j+1

+ 1
di+1,j

.

Mais ainda,
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0 < δi−1,j =
1

∆ · di−1,j

=
1

1 +
di−1,j

di,j−1
+

di−1,j

di,j
+

di−1,j

di,j+1
+

di−1,j

di+1,j

< 1

Analogamente, tem-se que 0 < δi,j−1 < 1, 0 < δi,j < 1, 0 < δi,j+1 < 1 e 0 < δi+1,j < 1.

E mais,

δi−1,j + δi,j−1 + δi,j + δi,j+1 + δi+1,j =
1

1 +
di−1,j

di,j−1
+

di−1,j

di,j
+

di−1,j

di,j+1
+

di−1,j

di+1,j

+
1

di,j−1

di−1,j
+ 1 +

di,j−1

di,j
+

di,j−1

di,j+1
+

di,j−1

di+1,j

+
1

di,j
di−1,j

+
di,j
di,j−1

+ 1 +
di,j
di,j+1

+
di,j
di+1,j

+
1

di,j+1

di−1,j
+

di,j+1

di,j−1
+

di,j+1

di,j
+ 1 +

di,j+1

di+1,j

+
1

di+1,j

di−1,j
+

di+1,j

di,j−1
+

di+1,j

di,j
+

di+1,j

di,j+1
+ 1

Fazendo, A = di−1,j,B = di,j−1,C = di,j,D = di,j+1 e E = di+1,j, obtem-se

δi−1,j + δi,j−1 + δi,j + δi,j+1 + δi+1,j =
1

1 + A
B

+ A
C

+ A
D

+ A
E

+
1

B
A

+ 1 + B
C

+ B
D

+ B
E

+
1

C
A

+ C
B

+ 1 + C
D

+ C
E

+
1

D
A

+ D
B

+ D
C

+ 1 + D
E

+
1

E
A

+ E
B

+ E
C

+ E
D

+ 1

Daí,

δi−1,j + δi,j−1 + δi,j + δi,j+1 + δi+1,j =
1

BCDE+ACDE+ABDE+ABCE+ABCD
BCDE

+
1

BCDE+ACDE+ABDE+ABCE+ABCD
ACDE

+
1

BCDE+ACDE+ABDE+ABCE+ABCD
ABDE

+
1

BCDE+ACDE+ABDE+ABCE+ABCD
ABCE

+
1

BCDE+ACDE+ABDE+ABCE+ABCD
ABCD

E, portanto,

δi−1,j + δi,j−1 + δi,j + δi,j+1 + δi+1,j =
BCDE + ACDE + ABDE + ABCE + ABCD

BCDE + ACDE + ABDE + ABCE + ABCD
= 1
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Ou seja,

j+1∑
l=j−1

i+1∑
k=i−1

δk,l = 1

A seguinte proposição garante que a fórmula de interpolação ponderada da distância

inversa considerada acima determina uma função "bem-comportada"na vizinhança de

X̂i,j, ou seja, a função de�nida por esta interpolação é contínua em cada nó da grade.

Proposição C.2. Seja X̂ algum ponto do bloco Ω̂i,j. Se X̂i,j, é o nó de Ω̂i,j, então

limX̂→X̂i,j f̂(X̂) = f̂(X̂i,j).

Demonstração. Quando X̂ → X̂i,j, veja que:

di,j → 0,

di−1,j, di+1,j → ∆x,

di,j−1, di,j+1 → ∆y.

Portanto, tem-se que:

lim
X̂→X̂i,j

δi,j = 1,

lim
X̂→X̂i,j

δi−1,j = lim
X̂→X̂i,j

δi+1,j = 0,

lim
X̂→X̂i,j

δi,j−1 = lim
X̂→X̂i,j

δi,j+1 = 0.

Conseqüentemente, da Eq.(C.1), obtém-se

lim
X̂→X̂i,j

f̂(X̂) = f(X̂i,j)

Uma vez que, f̂(X̂i,j) = f(X̂i,j), então limX̂→X̂i,j f̂(X̂) = f̂(X̂i,j), concluindo assim a

prova.

De�nição C.1. Considerando a versão da fórmula da interpolação ponderada da distân-

cia inversa resumida na Eq. (4.35), de�ne-se o erro da aproximação f̂ para X̂ ∈ Ω̂i,j,

com relação ao valor exato de f no nó X̂i,j em Ω̂i,j, como
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êi,j(X̂) = |f̂(X̂)− f(X̂i,j)|

Aqui, utiliza-se-se O(h) para denotar os termos que contêm primeira potência e supe-

riores de um dado parâmetro h. Na próxima proposição, será analizada a dependência de

êi,j com relação a grade espacial.

Proposição C.3. Seja f uma função suave. Para X̂ 6= X̂i,j, quando a grade é re�nada,

o erro êi,j(X̂) = |f̂(X̂)−f(X̂i,j)| decresce (pelo menos) para um termo de primeira ordem

em ∆x e ∆y. Mais precisamente falando, tem-se

êi,j(X̂) < O(∆x) +O(∆y) (C.9)

Demonstração. Utilizando a série de Taylor, pode-se escrever as seguintes aproximações

de primeira ordem

f(X̂i−1,j) = f(X̂i,j) +O(∆x), (C.10)

f(X̂i+1,j) = f(X̂i,j) +O(∆x), (C.11)

f(X̂i,j−1) = f(X̂i,j) +O(∆y), (C.12)

f(X̂i,j+1) = f(X̂i,j) +O(∆y). (C.13)

Substituindo as Eqs. (C.10)-(C.13) na Eq. (C.1), tem-se

f(X̂) =(δi,j + δi−1,j + δi+1,j + δi,j−1 + δi,j+1)f(X̂i,j) + (δi−1,j + δi+1,j) ·O(∆x)

+ (δi,j−1 + δi,j+1) ·O(∆y)
(C.14)

Assim, usando a Eq. (C.7), da Eq. (C.14), obtém-se

|f(X̂)− f(X̂i,j)| ≤ |(δi−1,j + δi+1,j)| ·O(∆x) + |(δi,j−1 + δi,j+1)| ·O(∆y) (C.15)

Uma vez que |(δi−1,j + δi+1,j)| < 1 e |(δi,j−1 + δi,j+1)| < 1, então |f(X̂) − f(X̂i,j)| <
O(∆x) +O(∆y), isto é, êi,j(X̂) < O(∆x) +O(∆y), e esta proposição está provada.

Dado um ponto X̂ pertencente a um bloco Ω̂i,j, a próxima de�nição irá considerar os
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erros devidos à aproximação f̂(X̂) ∼= f(X̂).

De�nição C.2. De�ne-se o erro da aproximação f̂ em X̂ ∈ Ω̂i,j, com relação ao valor

exato de f no ponto X̂, como

Ei,j(X̂) = |f̂(X̂)− f(X̂)|.

O erro mencionado na De�nição 3.2 é importante para o uso da fórmula de interpo-

lação, que, na ausência de f(X̂), será empregado o valor aproximado f̂(X̂). O resultado

a seguir mostrará que a diferença entre os erros Ei,j(X̂) e êi,j(X̂) é inferior ou igual a um

resíduo in�nitesimal.

Proposição C.4. Seja f uma função suave, X̂ um ponto em um determinado bloco Ω̂i,j,

e X̂i,j o nó de Ω̂i,j. Se X̂ = X̂i,j, então existe R = R(X̂ − X̂i,j), uma função de X̂ − X̂i,j,

tal que o erro Ei,j(X̂) = |f̂(X̂)− f(X̂)| tem a seguinte propriedade:

E(X̂)− êi,j(X̂) ≤ |R(X̂ − X̂i,j)|, (C.16)

onde limX̂→X̂i,j |R(X̂ − X̂i,j)| = 0.

Demonstração. Utilizando uma expansão da série Taylor com resíduo in�nitesimal R =

R(X̂ − X̂i,j), pode-se escrever

f(X̂) = f(X̂i,j) +R(X̂ − X̂i,j), (C.17)

onde R(X̂ − X̂i,j)→ 0, sempre que X̂ → X̂i,j.

Da Eq. (C.17) segue que

f(X̂)− f̂(X̂) = f(X̂i,j)− f̂(X̂) +R(X̂ − X̂i,j). (C.18)

Uma vez que êi,j(X̂) = |f(X̂i,j)− f̂(X̂)|, então usando a Eq. (C.18) obtém-se

E(X̂) ≡ |f(X̂)− f̂(X̂)| ≤ êi,j(X̂) + |R(X̂ − X̂i,j)|, (C.19)

Completando assim a prova dessa proposição.
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Agora, equipado com esta versão da fórmula de interpolação ponderada da distância

inversa, pode-se escrever um esquema semi- Lagrangiano explícito, ou seja

fn+1
r,s =f(X̂i,j)δi,j + f(X̂i−1,j)δi−1,j + f(X̂i+1,j)δi+1,j + f(X̂i,j−1)δi,j−1

+ f(X̂i,j+1)δi,j+1, se X̂ = X̂i,j,
(C.20)

fn+1
r,s = f(X̂i,j), se X̂ = X̂i,j. (C.21)

A principal vantagem de um algoritmo semi-Lagrangiano está no fato de que tal

esquema (em geral) permite a utilização de grandes passos no tempo. Abaixo, usando a

análise de estabilidade de von Neumann, mostra-se que o método descrito nas Eqs. (C.20)

e (C.21) é incondicionalmente estável, isto é, este esquema explícito não impõe qualquer

restrição ao passo do tempo

Para isso, escreve-se as Eqs. (C.20) e (C.21) com uma notação mais apropriada:

fn+1
r,s = fni,jδi,j + fni−1,jδi−1,j + fni+1,jδi+1,j + fni,j−1δi,j−1 + fni,j+1δi,j+1, se X̂ = X̂i,j, (C.22)

fn+1
r,s = fni,j, se X̂ = X̂i,j, (C.23)

onde fni,j = f(X̂i,j), f
n
i−1,j = f(X̂i−1,j), f

n
i+1,j = f(X̂i+1,j), etc.

Para aplicar o chamado critério de von Neumann discreto a um problema bidimensi-

onal, primeiro devemos considerar fmk,l descrita na forma de uma série de Fourier �nita,

da seguinte forma, Thomas [52].

fmk,l = ξmeI kβx∆xeI lβy∆y, (C.24)

onde I =
√
−1. Na Eq. (C.24), βx e βy são números "wave"nas direções x e y, respecti-

vamente, e ξ é o fator de ampli�cação.

O modo de Fourier mostrado na Eq. (C.24) pode ser escrito como

fmk,l = ξmeI(kφx+lφy), (C.25)
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onde φx = βx∆x e φy = βy∆y são os ângulos de fase na direção x e na direção y,

respectivamente.

O método de von Neumann consiste em investigar a propagação de fmk,l = ξmeI (kφx+lφy)

no contexto do esquema numérico. Assim, deve-se substituir fn+1
r,s , fni,j, f

n
i−1,j, etc. por

expressões na forma dada pela Eq. (C.25). A estabilidade do esquema numérico será

garantida se |ξ| ≤ 1, Thomas [52]. Utilizando esta abordagem, a próxima proposição

mostrará que o esquema descrito nas Eqs. (C.22) e (C.23) é estável.

Proposição C.5. A forma particular do método do Tubo de Trajetórias aplicado à solu-

ção numérica das equações de Navier-Stokes para �uidos incompressíveis equipada com a

fórmula de interpolação ponderada da distância inversa mostrada na Eq. (4.34), implica

em um esquema explicito semi-Lagrangiano de cinco pontos (Eqs. (C.22) e (C.23)), que

é incondicionalmente estável.

Demonstração. Inicialmente, considerando X̂ 6= X̂i,j, e se substituir fn+1
r,s , fni,j, f

n
i−1,j, etc.

na Eq.(C.22) pela expressão da forma dada na Eq. (C.25), então, após a divisão por

ξneI(rφx+rφy), obtém-se

ξ =δi,je
I[(i−r)φx+[(j−s)φy ]] + δi−1,je

I[(i−1−r)φx+[(j−s)φy ]] + δi+1,je
I[(i+1−r)φx+[(j−s)φy ]]

+ δi,j−1e
I[(i−r)φx+[(j−1−s)φy ]] + δi,j+1e

I[(i−r)φx+[(j+1−s)φy ]]
(C.26)

Sendo |eIΘ| =
√

(sinΘ)2 + (cosΘ)2 = 1, para todo Θ ∈ R, então tomando o módulo

em ambos os lados da Eq.(C.26), pode-se escrever

|ξ| ≤ δi,j + δi−1,j + δi+1,j + δi,j1 + δi,j+1, se X̂ 6= X̂i,j (C.27)

Analogamente, usando a Eq. (C.23), pode-se mostrar que

|ξ| = 1, se X̂ = X̂i,j. (C.28)

Portanto, a partir das Eqs. (C.7), (C.27) e (C.28), concluí-se que |ξ| ≤ 1, para todos

os X̂. Assim, este esquema explícito é incondicionalmente estável, e assim prova-se a essa

proposição.
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APÊNDICE D -- Condição Inicial para a Pressão

Neste apêndice será desenvolvida uma formulação matemática para determinação do valor

da pressão inicial, que geralmente não é dado como condição inicial, isto é, só se informa

V no instante t = 0.

Primeiramente considera-se as equações de Navier-Stokes na sua forma divergente

(Veja Anderson [31]), ou seja,

∇ · (∇p) = −ρ∇ · (∇ · (VV)) (D.1)

Sabe-se que

∇ · (VV) =

[
∂u2

∂x
+ ∂(uv)

∂y
∂(vu)
∂x

+ ∂v2

∂y

]

Logo,

∇ · (∇ · (VV)) =
∂

∂x

(
∂u2

∂x
+
∂(uv)

∂y

)
+

∂

∂y

(
∂(uv)

∂x
+
∂v2

∂y

)
=
∂2u2

∂x2
+

∂

∂x

∂

∂y
(uv) +

∂

∂y

∂

∂x
(uv) +

∂2v2

∂y2

=
∂2u2

∂x2
+ 2

∂

∂x

∂

∂y
(uv) +

∂2v2

∂y2

Por outro lado,

∇p =

[
∂p
∂x

∂p
∂y

]
.

Então,
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∇ · (∇p) =
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2

Portanto, a Eq. (D.1) pode ser

∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
= −ρ∂

2u2

∂x2
− 2ρ

∂

∂x

∂

∂y
(uv)− ρ∂

2v2

∂y2
(D.2)

Como visto anteriormente, pode-se ter

∂2pi,j
∂x2

=
1

∆x2
[pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j] ;

∂2pi,j
∂y2

=
1

∆y2
[pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1] ;

∂2u2

∂x2
=

1

∆x2

[
(u2)i+1,j − 2(u2)i,j + (u2)i−1,j

]
;

∂2v2

∂y2
=

1

∆y2

[
(v2)i,j+1 − 2(v2)i,j + (v2)i,j−1

]
.

Para a derivada ∂
∂x

∂
∂y

(uv), tem-se

∂

∂x

∂

∂y
(uv) =

∂

∂x

(
∂(uv)

∂y

)
Ou melhor,

∂

∂x

∂

∂y
(uv) =

∂

∂x

(
∂(uv)

∂y

)
i,j

=
∂

∂x

[
(uv)i+ 1

2
,j − (uv)i− 1

2
,j

∆y

]

=
1

∆y

[
∂(uv)i+ 1

2
,j

∂x
−
∂(uv)i− 1

2
,j

∂x

]

=
1

∆y

[
(uv)i+1,j − (uv)i,j

∆x
− (uv)i,j − (uv)i−1,j

∆x

]
Logo,

∂

∂x

∂

∂y
(uv) =

1

∆x∆y
[(uv)i+1,j − 2(uv)i,j + (uv)i−1,j]

Agora, substituindo as aproximações anteriores na Eq. (D.2), obtém-se
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1

∆x2
[pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j] +

1

∆y2
[pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1]

=− ρ

∆x2

[
(u2)i+1,j − 2(u2)i,j + (u2)i−1,j

]
− 2ρ

∆x∆y
[(uv)i+1,j − 2(uv)i,j + (uv)i−1,j]

− ρ

∆y2

[
(v2)i,j+1 − 2(v2)i,j + (v2)i,j−1

]
(D.3)

Donde, chega-se ao sistema pentadiagonal para a pressão no instante t = 0,

1

∆x2
pi−1,j +

1

∆y2
pi,j−1 −

(
2

∆x2
+

2

∆y2

)
pi,j +

1

∆x2
pi+1,j +

1

∆y2
pi,j+1

=− ρ

∆x2

[
(u2)i−1,j − 2(u2)i,j + (u2)i+1,j

]
− 2ρ

∆x∆y
[(uv)i−1,j − 2(uv)i,j + (uv)i+1,j]

− ρ

∆y2

[
(v2)i,j−1 − 2(v2)i,j + (v2)i,j+1

]
(D.4)

A Eq. (D.4) pode ser resumida para a forma

Api−1,j + Cpi,j−1 +Dpi,j + Api+1,j + Cpi,j+1 = bi,j (D.5)

onde,

A =
1

∆x2
,

C =
1

∆y2
,

bi,j =− ρ

∆x2

[
(u2)i−1,j − 2(u2)i,j + (u2)i+1,j

]
− 2ρ

∆x∆y
[(uv)i−1,j − 2(uv)i,j + (uv)i+1,j]

− ρ

∆y2

[
(v2)i,j−1 − 2(v2)i,j + (v2)i,j+1

]
D = −2(A+ C)

com a condições de contorno apropriadas.


