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Resumo

As funções sintonizadas de Gabor são senóides moduladas por Gaussianas, cujos parâme-
tros �cam determinados por um dado sinal − o sinal de sintonia −, para o qual as funções
sintonizadas fornecem uma representação exata. Tais funções foram originalmente pro-
postas como núcleos de uma variante da transformada de Gabor, que se mostrou capaz
de identi�car com precisão eventos espaciais e espectrais do sinal analisado, mesmo em
situações em que a abordagem de Gabor tradicional falha. No presente trabalho, nós pro-
pomos e analisamos um modelo, baseado na representação sintonizada, para os campos
receptivos e as respostas de células do córtex visual primário (V1). Mais especi�camente,
os campos receptivos das células de V1 são modelados por funções sintonizadas do do-
mínio espacial (células complexas) ou espectral (células simples), enquanto as respectivas
respostas são fornecidas pelas transformadas sintonizadas correspondentes. Este modelo
permite replicar as respostas neuro�siológicas de ambos os tipos de células a estímulos-
padrão, além de reproduzir a variação dos seus campos receptivos de acordo com a classe
do estímulo considerado. Em seguida, nós introduzimos uma versão generalizada dos
campos receptivos sintonizados, com base em funções de codi�cação das derivadas, em
qualquer ordem, do sinal de sintonia, obtidas pela incorporação de polinômios de Hermite
às funções sintonizadas originais. A partir daí, nós de�nimos as respostas das classes de
células que nós denotamos como da classe simples e da classe complexa, demonstramos que
elas obedecem equações de Schrödinger e, com base nisto, propomos uma interpretação
quantum-like para a abordagem sintonizada.

Palavras-chave: Funções de Gabor, Córtex Visual Primário, Equação de Schrödinger,
Interpretação Quantum-Like.



Abstract

The signal-tuned Gabor functions are Gaussian-modulated sinusoids whose parameters are
de�ned by a given signal − the tuning signal −, of which the signal-tuned functions yield
an exact representation. Such functions were originally introduced as kernels of a variant
Gabor transform which has proven able to accurately detect the spatial and spectral
signatures of the analyzed signal, even when the traditional Gabor approach fails. Here we
propose and analyze a model, based on the signal-tuned framework, for the receptive �elds
and responses of cells in the primary visual cortex (V1). Speci�cally, the receptive �elds
of V1 cells are modeled as signal-tuned functions in the spatial (complex cells) or spectral
(simple cells) domains, while the respective responses are given by the corresponding
signal-tuned transforms. Such model replicates the neurophysiological responses of both
cell types to standard stimuli, while also emulating receptive-�eld dependence on the
stimulus set, as experimentally observed. Next, we introduce an extended version of the
signal-tuned receptive �elds, based on coding functions of the derivatives, in any order, of
the tuning signal, obtained by incorporating Hermite polynomials to the original signal-
tuned functions. We then de�ne the responses of the simple-class and complex-class
signal-tuned cells, show that they obey Shrödinger equations, and, based on this, propose
a quantum-like interpretation of the signal-tuned framework.

Keywords: Gabor Functions, Primary Visual Cortex, Schrödinger Equation, Quantum-
Like Interpretation.
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Capítulo 1

Introdução

A Representação de Gabor Sintonizada foi originalmente introduzida em [20, 56], onde

se demonstrou que um sinal espacial pode ser expresso como a superposição de funções

de Gabor (senóides moduladas por Gaussianas) cujos parâmetros são obtidos a partir da

transformada de Fourier do sinal. No caso unidimensional, esta representação toma a

forma 1

I(x) =

∫ +∞

−∞
dω eiωx ∗ ψω(x) (1.1)

onde I(x) é um sinal de quadrado integrável, em geral complexo, de�nido sobre um

domínio ilimitado, tal que a sua transformada de Fourier exista. Na equação acima, o

asterisco denota uma convolução espacial, e a função ψω(x) é dada por

ψω(x) =
1

(2π)
3
2

ei[ωx+φ(ω)]e
− x2

2|Ĩ(ω)|2 (1.2)

com |Ĩ(ω)| e φ(ω) denotando a magnitude e a fase da transformada de Fourier espacial

de I(x): Ĩ(ω) = |Ĩ(ω)|eiφ(ω).

O modelo sintonizado foi também estendido para a representação de sinais no do-

mínio da frequência. Neste caso, as funções de representação são funções de Gabor na

frequência, com parâmetros determinados pela transformada inversa do sinal codi�cado.

1Conforme observado pelo Prof. Jorge Stol�, uma notação menos ambígua seria

I(x) =

∫ +∞

−∞
dω(fω ∗ ψω)(x)

onde fω(x) = eiωx. Mantendo em mente que na Eq. 1.1 a convolução deve ser efetuada antes que um
valor de x seja assumido, nós conservaremos aqui a notação naquela equação.
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Especi�camente, nós temos

Ĩ(ω) =

∫ +∞

−∞
dx e−iωx ∗ω ψx(ω) (1.3)

onde ∗ω denota uma convolução na frequência, e a função ψx(ω) é dada por

ψx(ω) =
1

(2π)2
e−i[ωx−ϕ(x)]e

− ω2

16π3|I(x)|2 (1.4)

com |I(x)| e ϕ(x) representando a magnitude e a fase de I(x) − ou seja, da transformada

de Fourier inversa de Ĩ(ω): I(x) = |I(x)|eiϕ(x).

Em [64], as funções sintonizadas ψω(x) e ψx(ω) foram utilizadas como núcleos de

transformadas de Gabor, de�nindo assim as transformadas de Gabor sintonizadas (TGS).

Nestas, um sinal dado − espacial ou espectral − é analisado por funções de Gabor as-

sociadas à sua própria representação, o que resulta em certas propriedades analíticas

semelhantes às da transformada de Wigner [11], considerada teoricamente ideal para a

análise de sinais.

A transformada de Gabor sintonizada baseada nas funções ψω(x) �ca de�nida como

Tω(x, ω) =
1

(2π)
3
2

∫ +∞

−∞
e−i[ωξ+φ(ω)]e

− (ξ−x)2

2|Ĩ(ω)|2 I(ξ)dξ (1.5)

enquanto a baseada nas funções ψx(ω) toma a forma

Tx(x, ω) =
1

(2π)2

∫ +∞

−∞
ei[Ωx−ϕ(x)]e

− (Ω−ω)2

16π3|I(x)|2 Ĩ(Ω)dΩ (1.6)

Conforme demonstrado em [61], estas duas versões da TGS são capazes de detectar com

grande precisão os eventos espaciais e espectrais dos sinais analisados, mostrando-se, em

certos casos, bastante superiores a abordagens alternativas, como a transformada de Ga-

bor tradicional ou a transformada S [49].

1.1 Modelagem de Campos Receptivos

Em [64], foi sugerido que as funções de Gabor sintonizadas poderiam ser utilizadas para

representar os campos receptivos de células do córtex visual. O campo receptivo de

um neurônio visual informa em que região do espaço um dado estímulo irá in�uenciar a

resposta do neurônio, e como se dará esta in�uência. Ao longo do chamado caminho visual

− que segue desde os fotorreceptores da retina, passando pelo núcleo geniculado lateral

(NGL), até o córtex (ver a Fig. 2.1 do Capítulo 2) − encontram-se campos receptivos
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com diferentes con�gurações, sendo que o córtex visual primário, também conhecido como

V1, costuma ser descrito como �uma espécie de banco de �ltros de Gabor� [36] −, devido
ao fato de que os dois principais tipos de células ali encontrados, as células simples e as

células complexas, têm os seus campos receptivos modelados por funções de Gabor.

Originalmente, acreditava-se que os campos receptivos atuassem como �ltros espaço-

temporais �xos, mas as evidências foram se acumulando de que eles se comportam, na

verdade, como estruturas dinâmicas, altamente dependentes do estímulo [4, 6, 14]. Por

outro lado, as funções de Gabor sintonizadas incorporam elas também um caráter de

dependência do sinal, já que se con�guram de acordo com a função de sintonia que elas

representam. Isto levou à hipótese de que as funções ψω(x) e ψx(ω), apresentadas acima,

poderiam servir como modelos para os campos receptivos dependentes do estímulo, iden-

ti�cados em V1. Em [64], no entanto, não se procedeu a uma análise de tal hipótese, o

que se tornou o principal objetivo do nosso trabalho.

Conforme reportado no Capítulo 2, nós conseguimos demonstrar que, modelando-se

o campo receptivo das células corticais simples por funções de Gabor sintonizadas seme-

lhantes à ψx(ω), e a resposta de tais células por uma expressão semelhante à respectiva

transformada sintonizada Tx, é possível reproduzir as propriedades dessas células quando

testadas com estímulos-padrão, como grades senoidais e fendas retangulares [16,34,35,42].

Do mesmo modo, os campos receptivos e as respostas das células complexas podem ser

modelados pela função sintonizada ψω(x) e pela transformada sintonizada Tω, dessa forma

também replicando as propriedades neuro�siológicas de tais células quando testadas com

estímulos-padrão. Além disso, a modelagem sintonizada permite emular o comportamento

dependente do estímulo dos campos receptivos de ambos os tipos de células, revelado por

estudos recentes [66].

1.1.1 Uma Aplicação: Shape From Shading Biologicamente Ins-

pirado

Como uma aplicação do modelo sintonizado para as células do córtex visual, nós propomos

e avaliamos uma abordagem biologicamente motivada para o processo de estimação de

forma conhecido como shape from shading (SFS). O SFS é uma técnica com uma longa

história na visão computacional. O seu objetivo é recuperar o mapa de profundidades de

uma cena a partir do padrão de irradiância registrado numa única imagem da mesma [24].

Diversas abordagens já foram sugeridas para o SFS [17,67], mas poucas tentativas foram

feitas para desenvolver soluções biologicamente plausíveis para o problema [30,38], e a base
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neuro�siológica do processo ainda é desconhecida. A proposta biologicamente inspirada

que nós estudamos se baseia na abordagem linear/não-linear para o shape from shading

(LN-SFS) introduzida em [57].

O chamado modelo linear/não-linear é frequentemente utilizado para descrever as res-

postas dos neurônios visuais: o sinal de entrada passa por um �ltro linear seguido por

uma transformação não-linear, e isto fornece a taxa média de resposta do neurônio [26].

Em [57], este modelo foi empregado para modelar o SFS: a imagem de entrada é �ltrada

localmente por funções de Gabor, e depois submetida a transformações baseadas nas cha-

madas funções de sintonia dos neurônios corticais binoculares [41], o resultado fornecendo

uma estimativa da profundidade local. Dessa forma, obtém-se uma implementação do

SFS até certo ponto consistente com os mecanismos biológicos da estereoscopia.

Na modi�cação do LN-SFS proposta aqui, o ponto de partida foi a substituição da

etapa linear do algoritmo pelo equivalente à resposta de Gabor sintonizada de uma célula

simples. Nós incorporamos também à nossa abordagem um modelo simpli�cado do pro-

cessamento efetuado pelos estágios pré-corticais do caminho visual (retina [7] e NGL [12]),

introduzindo a equalização e o branqueamento − i.e., a equalização em frequência − da

imagem de entrada. Conforme demonstrado no Capítulo 3, isto nos proporciona ganhos

relevantes de qualidade, relativamente aos resultados obtidos com a abordagem do LN-

SFS original.

1.2 Extensão da Abordagem Sintonizada

Enquanto o Capítulo 2 apresenta o modelo sintonizado do córtex V1 conforme original-

mente introduzido na referência [60], o Capítulo 4 propõe uma extensão daquela aborda-

gem que incorpora desenvolvimentos posteriores, sumariados a seguir:

i) Em [54], a equação de movimento obedecida pela resposta da célula complexa

unidimensional foi derivada, e demonstrada equivalente à equação de Schrödinger para

um sistema quântico de massa imaginária e potencial complexo, ambos uniformes mas

dependentes do tempo. Conforme também demonstrado em [54], as respostas naturais

do sistema − correspondentes às funções de onda da equação de Schrödinger − assumem

duas formas: uma baseada na onda plana, e uma baseada na função de Airy [62], a

primeira prestando-se para a modelagem das respostas neuronais graduais − que decaem

rapidamente−, e a segunda prestando-se, sob certas condições, à modelagem das respostas

propagadas − isto é, dos potenciais de ação (espículas ou spikes), capazes de propagação
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por longas distâncias.

ii) Posteriormente, em [55], sugeriu-se que a abordagem sintonizada proporciona uma

interpretação quantum-like para a geração das respostas neuronais, uma vez que, quando a

resposta de onda plana (função de onda) é considerada como uma amplitude de probabi-

lidade, em consonância com os postulados da física quântica, o seu módulo quadrado

pode ser interpretado como uma probabilidade de geração de espículas consistente com

as observações experimentais.

No Capítulo 4, estendendo os resultados acima, nós propomos uma versão generalizada

para os campos receptivos sintonizados, com base em funções de codi�cação das derivadas

em qualquer ordem do sinal de sintonia, que se obtêm pela incorporação dos polinômios de

Hermite às funções de Gabor sintonizadas originais. A partir daí, nós obtemos as respostas

das classes de células que nós denotamos como da classe simples e da classe complexa −
que incluem as células simples e complexas como casos particulares −, derivando também
as respectivas equações de movimento e propondo a interpretação quantum-like das suas

soluções. O nosso estudo da abordagem sintonizada expandida demonstra que as células

da classe simples fornecem respostas qualitativamente semelhantes às das células simples,

o mesmo se passando com as respostas das células da classe complexa em relação às das

células complexas − ou seja, as respostas neuro�siológicas das células corticais, quando

submetidas a estímulos-padrão como grades contrafase ou em movimento, mostram-se

compatíveis com as fornecidas pelo nosso modelo sintonizado expandido. Um resultado

signi�cativo da extensão da interpretação quantum-like às células simples − e, de forma

mais geral, às da classe simples − é o fato de que desta resulta, naturalmente, a reti�cação

da resposta. Esta propriedade se mostra de acordo com as observações experimentais, e

surge, no contexto da abordagem sintonizada, sem a necessidade de incorporação de um

estágio de reti�cação a uma �ltragem linear, como assumido pelos modelos correntes das

células simples. De modo geral, os desenvolvimentos reportados aqui ressaltam o fato

de que, na abordagem sintonizada, tanto para as células da classe simples como para as

da classe complexa, a dinâmica subjacente à geração das respostas − representada pelas

respectivas equações de movimento e suas respostas naturais − assume o papel prepon-

derante, demonstrando-se, por exemplo, que os campos receptivos das células podem ser

entendidos como resultando de uma combinação linear das suas respostas de onda plana.



Capítulo 2

Funções Sintonizadas de Gabor para a

Modelagem de Células Corticais

2.1 Campos Receptivos

Campo receptivo é um conceito fundamental para a descrição de um neurônio visual, já

que informa como uma porção qualquer do campo visual poderá afetar a resposta deste

neurônio. Sabe-se, por exemplo, a partir dos estudos eletro�siológicos, que células dos

estágios iniciais do caminho visual (ver Fig. 2.1) possuem campos receptivos rotacio-

nalmente simétricos com organização centro-periferia, de tal forma que, iluminando-se

alternadamente o centro ou a periferia desses campos, obtêm-se efeitos antagônicos − ou

seja, sempre que houver, em um caso, um aumento na taxa de disparo do neurônio (res-

posta ON), haverá uma diminuição dessa taxa (resposta OFF) no outro (Fig. 2.2). Uma

teoria recente sugere que tais células teriam o efeito de branquear as entradas retinais,

antes de transmiti-las ao córtex visual [5, 12].

2.1.1 Campos Receptivos Corticais

Os campos receptivos das células do córtex visual primário (V1, ou córtex estriado) fo-

ram mapeadas inicialmente na década de 1960 por Hubel e Wiesel, que identi�caram

uma ampla variedade de estruturas [26]. As principais dentre estas são as chamadas cé-

lulas corticais simples e células corticais complexas. Os campos receptivos das células

simples apresentam-se organizados em sub-regiões excitatórias (ON) e inibitórias (OFF)

alternadas, alinhando-se paralelamente. As células simples têm um efeito de �ltragem

quase-linear sobre o sinal de entrada, e o seu campo receptivo é em geral modelado por

funções de Gabor (senóides moduladas por Gaussianas − ver Fig. 2.3) [31], cuja saída é
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Figura 2.1: O caminho visual se inicia com os fotorreceptores da retina, localizada na
parte posterior do globo ocular. Além dos fotorreceptores (cones e bastonetes), na retina
se encontram outros tipos de células, como as bipolares, e as ganglionares, cujos axônios
formam o eixo óptico. Este faz comunicação com o núcleo geniculado lateral (NGL) de
onde as radiações ópticas levam a informação ao córtex visual primário (V1), onde se
encontram as células simples e complexas. (Figura adaptada de [25])

posteriormente submetida a uma reti�cação de meia-onda, já que tais células apresentam

resposta de repouso (na ausência de estímulo) desprezível. Assim, re�etindo a organiza-

ção do seu campo receptivo, a célula simples responde, preferencialmente, a entradas com

a orientação e o posicionamento adequados. Por outro lado, o campo receptivo de uma

célula complexa não apresenta domínios excitatórios e inibitórios bem de�nidos, pare-

cendo haver uma sobreposição das sub-regiões ON e OFF. Além disso, a célula complexa

apresenta uma não-linearidade maior do que a encontrada na célula simples. Sua resposta

é, em geral, aproximada por uma combinação não-linear das respostas de um pequeno

conjunto de células simples. O conhecido modelo da energia para as células complexas,

por exemplo, considera a soma dos quadrados das saídas de duas ou mais células simples

em deslocamento de fase ou de posição (ver Fig. 2.4) [2].

Essa breve descrição dos campos receptivos e das respostas das células simples e

complexas serve como um esboço do modelo padrão que emergiu a partir do nosso conhe-

cimento atual sobre o córtex estriado. No entanto, a visão do V1 �como uma espécie de

banco de �ltros de Gabor� [36] vem sendo contestada, ultimamente, por diversos resultados

que evidenciam o fato de que os campos receptivos corticais se comportam como estru-

turas dinâmicas altamente dependentes do estímulo, e não como �ltros espaço-temporais

�xos [4, 6, 14]. Recentemente, por exemplo, C.-I. Yeh e seus colaboradores reportaram

um trabalho que demonstra, de maneira convincente, como os campos receptivos de célu-
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Figura 2.2: O campo receptivo pode ser de�nido como a região do campo visual onde
estímulos luminosos evocam respostas da célula. a) Um campo receptivo centro-periferia,
como observado nas células da retina e do NGL, pode ser dos tipos centro-on ou centro-
o�. Como mostrado em b), uma célula centro-on responde com excitação a um estímulo
luminoso na sua sub-região central, e com inibição se a sua periferia é iluminada. O oposto
ocorre com a célula do tipo centro-o�. (Figura em b) adaptada de [25])

las nas camadas super�ciais de V1 se modi�cam de acordo com o conjunto de estímulos

considerado [66].

As funções de Gabor sintonizadas ao sinal foram introduzidas em [61] como os núcleos

de uma transformada de Gabor modi�cada, cuja característica distintiva é a de se ajustar

ao sinal analisado, permitindo a detecção precisa de seus eventos temporais e espectrais.

Tais funções foram inicialmente de�nidas como um conjunto de núcleos de Gabor cuja

largura e fase �cam determinadas, em uma dada frequência, pela magnitude e pela fase
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Figura 2.3: Em cima e no meio, campos receptivos experimentais de células simples, e sua
aproximação por funções de Gabor (adaptado de [13]). Embaixo, imagem de uma função
de Gabor com dois lobos inibitórios �anqueando a região excitatória central.

da transformada de Fourier do sinal analisado. Ficou demonstrado que as funções sinto-

nizadas são capazes de produzir uma representação exata de qualquer sinal espacial de

quadrado integrável, o que levou à sugestão de que elas poderiam servir como modelo

para a codi�cação de sinais por campos receptivos corticais dependentes do estímulo [58].

Uma abordagem semelhante, baseada em funções sintonizadas circularmente simétricas,

foi utilizada para descrever a codi�cação de imagens branqueadas por estruturas com

campo receptivo centro-periferia, seguindo o modelo proposto em [5, 12] para células da

retina e do NGL [59].

Conforme indicado em [61], funções de Gabor sintonizadas ao sinal também podem

ser introduzidas para a representação de sinais de quadrado integrável de�nidos no do-

mínio da frequência: a largura e a fase dessas funções �cam então determinadas pela

transformada inversa de Fourier da entrada espectral. Aqui, nós trataremos do emprego
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Figura 2.4: Modelo da energia para células complexas. A primeira etapa é a �ltragem
linear por uma série de campos receptivos de células simples (neste caso, dois campos com
diferentes fases). Os quadrados dos resultados são então somados, fornecendo a resposta
da célula complexa. (Figura adaptada de [2])

da família estendida de �ltros de Gabor sintonizados (incluindo os �ltros espaciais e os

espectrais) para a representação dos campos receptivos corticais, concluindo que este con-

junto de funções é capaz de replicar as propriedades das respostas das células simples e das

complexas, quando testadas com estímulos padrões, como as grades senoidais (incluindo

grades compostas), e as fendas retangulares (ou pares de fendas). Ao mesmo tempo,

as funções sintonizadas apresentam um caráter dependente do estímulo que se mostra

compatível com o que foi revelado pelo trabalho de Yeh e colaboradores [66].

2.2 Funções Sintonizadas de Gabor

As funções sintonizadas de Gabor serão apresentadas considerando primeiro a representa-

ção de um sinal unidimensional independente no tempo, I(x). As integrais que aparecem

a seguir, e ao longo de todo o trabalho, são assumidas como estendendo-se de −∞ a ∞,

a não ser quando diferentemente explicitado.

Sendo Fx→ω{I(x)} ≡ Ĩ(ω) = |Ĩ(ω)|eiφ(ω) a transformada de Fourier de I(x), pode-se
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demonstrar que o conjunto das funções ψω(x), ∀ω, de�nidas como

ψω(x) =
1

(2π)
3
2

ei[ωx+φ(ω)]e
− x2

2|Ĩ(ω)|2 (2.1)

permite a representação do sinal I(x) sob a forma

I(x) =

∫
eiωx ∗x ψω(x)dω (2.2)

onde ∗x denota uma convolução espacial1. Na verdade, é possível provar que a função

ψω(x) na Eq.(2.1) tem o mesmo conteúdo que sinal I(x) na frequência ω, já que

Fx→ω′{ψω(x)}|ω′=ω = Ĩ(ω) (2.3)

Sendo assim, nós de�nimos ψω(x) como uma função sintonizada de Gabor (de frequência

ω), tendo I(x) como seu sinal sintonizador; aqui, nós também nos referiremos a ela como

uma função codi�cadora de I(x).

Efetuando-se a operação de convolução indicada na Eq. (2.2), esta pode ser reescrita

sob a forma

I(x) =
1

(2π)
3
2

∫ ∫
ei[ωx+φ(ω)]e

− (x−ξ)2

2|Ĩ(ω)|2 dξdω (2.4)

que se assemelha a uma expansão contínua de Gabor com coe�cientes unitários, mas, ao

contrário da tradicional expansão linear sobre um conjunto de base, aqui as funções de

Gabor carregam elas próprias a informação sobre o sinal.

Em [61], uma transformada espaço-frequência baseada nas funções sintonizadas de Ga-

bor− chamada transformada de Gabor sintonizada ao sinal (signal-tuned Gabor transform

- STGT) − foi proposta como

T (x, ω) =
1

(2π)
3
2

∫
e−i[ωξ+φ(ω)]e

− (ξ−x)2

2|Ĩ(ω)|2 I(ξ)dξ (2.5)

demonstrando-se que ela permite a detecção precisa das componentes do sinal, tanto no

domínio espacial quanto no espectral, mesmo em situações nas quais abordagens alter-

nativas, tais como a transformada tradicional de Gabor ou a tranformada S [9, 49], não

produzem bons resultados. Ademais, ao empregar as funções de codi�cação do sinal como

núcleos analisadores, a transformada sintonizada de Gabor mostra-se capaz de replicar

algumas das propriedades analíticas ideais da transformada de Wigner, na qual o próprio

sinal de entrada é usado como núcleo analisador [11].

1A demonstração disto se encontra em [61], mas tomando-se a transformada de Fourier de ambos os
lados da Eq. (2.2), e usando-se conhecidas propriedades analíticas, é fácil encontrar uma identidade. A
transformada de Fourier do sinal I(x) é de�nida aqui como

∫
e−iωxI(x)dx.
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Uma versão cruzada da STGT, em que o sinal de entrada passa a ser analisado pelas

funções de codi�cação de um sinal diferente, também pode ser de�nida, como abaixo

TX(x, ω) =
1

(2π)
3
2

∫
e−i[ωξ+φ1(ω)]e

− (ξ−x)2

2|Ĩ1(ω)|2 I2(ξ)dξ (2.6)

onde |Ĩ1(ω)| e φ1(ω) denotam a magnitude e a fase da transformada de Fourier do sinal

I1(x), cujas funções de codi�cação são usadas para analisar o sinal I2(x). A partir daí, é

possível obter-se

2π

∫
TX(x, ω)dx = Ĩ∗1 (ω)Ĩ2(ω) ≡ Fx→ω{I1(x) ⋆ I2(x)} (2.7)

o que demonstra que a transformada sintonizada cruzada de Gabor pode ser usada para

obtenção da correlação dos sinais I1 and I2, de�nida como

I1(x) ⋆ I2(x) =

∫
I∗1 (ξ)I2(ξ + x)dξ (2.8)

onde o asterisco em sobreescrito denota uma conjugação complexa.

Como já comentado em [61], a abordagem sintonizada de Gabor pode ser estendida

para a representação e a análise de sinais de�nidos no domínio espectral. Dado um sinal

Ĩ(ω), isto se obtém por meio das funções

ψx(ω) =
1

(2π)2
e−i[ωx−ϕ(x)]e

− ω2

16π3|I(x)|2 (2.9)

onde I(x) = |I(x)|eiϕ(x) denota o sinal complexo cuja transformada de Fourier é Ĩ(ω).

Pode ser facilmente demonstrado que a função de codi�cação ψx(ω) é localmente idêntica

ao sinal I(x), já que se tem

F−1
ω→x′{ψx(ω)}|x′=x = I(x) (2.10)

onde F−1 representa a transformada inversa de Fourier. O conjunto {ψx(ω),∀x} permite

a representação exata de Ĩ(ω), como

Ĩ(ω) =

∫
e−iωx ∗ω ψx(ω)dx (2.11)

onde ∗ω denota convolução em frequência. Explicitando esta convolução, obtém-se

Ĩ(ω) =
1

(2π)2

∫ ∫
e−i[ωx−ϕ(x)]e

− (ω−Ω)2

16π3|I(x)|2 dxdΩ (2.12)

que novamente se assemelha a uma expansão de Gabor com coe�cientes unitários, desta

vez no domínio espectral.
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Uma transformada sintonizada de Gabor também pode ser baseada nas funções de

codi�cação ψx(ω), e empregada para análise de entradas espectrais. Ela �ca de�nida pela

expressão

T2(x, ω) =
1

(2π)2

∫
ei[Ωx−ϕ(x)]e

− (Ω−ω)2

16π3|I(x)|2 Ĩ(Ω)dΩ (2.13)

que pode ser reescrita, utilizando-se o teorema de Parseval [11], em termos de uma �ltra-

gem espacial;

T2(x, ω) = (2π)2I∗(x)

∫
e−iω(ξ−x)e−4π3|I(x)|2(ξ−x)2I(ξ)dξ (2.14)

Naturalmente, uma versão cruzada da transformada T2 também pode ser de�nida, utili-

zando-se as funções de codi�cação de um determinado sinal espectral para a análise de

um sinal diferente, como abaixo

TX
2 (x, ω) =

1

(2π)2

∫
ei[Ωx−ϕ1(x)]e

− (Ω−ω)2

16π3|I1(x)|2 Ĩ2(Ω)dΩ (2.15)

A partir daí, a correlação entre os dois sinais espectrais pode ser obtida como∫
TX
2 (x, ω)dω = (2π)I∗1 (x)I2(x) ≡ F−1

ω→x{Ĩ1(ω) ⋆ Ĩ2(ω)} (2.16)

onde se de�ne

Ĩ1(ω) ⋆ Ĩ2(ω) =

∫
Ĩ∗1 (Ω)Ĩ2(Ω + ω)dΩ (2.17)

No que se segue, será analisada a hipótese de que a abordagem sintonizada de Ga-

bor pode proporcionar um modelo apropriado para a descrição dos campos receptivos

corticais dependentes do estímulo. Essencialmente, esta hipótese sugere que as funções

sintonizadas de Gabor ψω(x) e ψx(ω), das Eqs. (2.1) e (2.9), podem ser associadas aos

campos receptivos de neurônios corticais − dos tipos complexo e simples, respectivamente

− cujas respostas a um estímulo dado são obtidas via integrais semelhantes às que de�nem

as respectivas transformadas sintonizadas cruzadas, TX(x, ω) e TX
2 (x, ω), das Eqs. (2.6)

e (2.15). Antes de considerar tal hipótese, é preciso, inicialmente, apresentar as versões

bidimensionais das funções e transformadas sintonizadas de Gabor, que se mostram mais

adequadas para a descrição dos campos receptivos visuais.

2.2.1 Funções Sintonizadas de Gabor: Versão 2D

A versão bidimensional da abordagem de Gabor sintonizada pode ser facilmente obtida.

A forma da primeira função de codi�cação − correspondente ao ψω(x) da Eq. (2.1) −
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torna-se

ψc(x, y;ωx, ωy) =
1

(2π)3
ei[ωxx+ωyy+φ(ωx,ωy)]e

− x2+y2

2|Ĩ(ωx,ωy)| (2.18)

onde Ĩ(ωx, ωy) = |Ĩ(ωx, ωy)|eiφ(ωx,ωy) denota a transformada de Fourier do sinal de sintonia,

I(x, y). É importante notar que, neste caso, a variância da envoltória Gaussiana da

função de Gabor é dada pela magnitude da transformada de Fourier do sinal, não pelo

seu quadrado. Já que as funções de codi�cação da Eq. (2.18) serão, posteriormente,

associadas aos campos receptivos das células complexas, a notação ψc foi aqui introduzida.

O conjunto {ψc(x, y;ωx, ωy),∀(ωx, ωy)} permite a representação exata do sinal I(x, y),

como2

I(x, y) =

∫ ∫
ei(ωxx+ωyy) ∗x,y ψc(x, y;ωx, ωy)dωxdωy (2.19)

onde ∗x,y representa uma convolução espacial bidimensional, enquanto a transformada de

Gabor sintonizada baseada neste conjunto torna-se

Tc(x, y;ωx, ωy) =
1

(2π)3

∫ ∫
e−i[ωxξ+ωyη+φ(ωx,ωy)]e

− (ξ−x)2+(η−y)2

2|Ĩ(ωx,ωy)| I(ξ, η)dξdη (2.20)

Do mesmo modo, a forma bidimensional da função de codi�cação espectral − corres-

pondente ao ψx(ω) da Eq. (2.9) − �ca de�nida como

ψs(x, y;ωx, ωy) =
1

(2π)4
e−i[ωxx+ωyy−ϕ(x,y)]e

−
ω2
x+ω2

y

16π3|I(x,y)| (2.21)

onde I(x, y) = |I(x, y)|eiϕ(x,y) é o sinal complexo cuja transformada de Fourier, Ĩ(ωx, ωy),

é a função de sintonia de ψs. Deve-se notar que, neste caso, a variância da envoltória

Gaussiana é proporcional à magnitude de I(x, y). A notação ψs foi aqui introduzida, já

que as funções da Eq. (2.21) serão mais tarde associadas aos campos receptivos corticais

das células simples.

O conjunto {ψs(x, y;ωx, ωy), ∀(x, y)} permite a representação exata de Ĩ(ωx, ωy), como

Ĩ(ωx, ωy) =

∫ ∫
e−i(ωxx+ωyy) ∗ωx,ωy ψs(x, y;ωx, ωy)dxdy (2.22)

onde ∗ωx,ωy denota uma convolução bidimensional em frequência, enquanto a transformada

de Gabor com base neste conjunto toma a forma

Ts(x, y;ωx, ωy) = I∗(x, y)×
2Novamente, aplicando-se a transformada de Fourier a ambos os lados da Eq. (2.19), pode-se veri�car

a sua validade.
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×
∫ ∫

e−i[ωx(ξ−x)+ωy(η−y)]e−4π3|I(x,y)|[(ξ−x)2+(η−y)2]I(ξ, η)dξdη (2.23)

uma versão equivalente da qual pode ser obtida através do teorema de Parseval:

Ts(x, y;ωx, ωy) =
1

(2π)4

∫ ∫
ei[Ωxx+Ωyy−ϕ(x,y)]e

− (Ωx−ωx)2+(Ωy−ωy)2

16π3|I(x,y)| Ĩ(Ωx,Ωy)dΩxdΩy (2.24)

Deve ser observado que, embora se tenha, por simplicidade, considerado funções de

codi�cação bidimensionais moduladas por Gaussianas circularmente simétricas, a aborda-

gem sintonizada pode ser facilmente estendida para o uso de Gaussianas com diferentes lar-

guras ao longo de direções x e y rotacionadas: xθ = x cos θ+y sin θ e yθ = −x sin θ+y cos θ.
Por exemplo, uma função de codi�cação complexa mais geral tomaria a forma

ψc(x, y;ωx, ωy; kx, ky; θ) =
1

(2π)3
ei[ωxx+ωyy+φ(ωx,ωy)]e

−
k2xx2θ+k2yy2θ
2|Ĩ(ωx,ωy)| (2.25)

em termos da qual uma expansão do sinal de sintonia I(x, y) seria obtida como

I(x, y) = kxky

∫ ∫
ei(ωxx+ωyy) ∗x,y ψc(x, y;ωx, ωy; kx, ky; θ)dωxdωy (2.26)

onde kx e ky são constantes positivas. Uma extensão semelhante pode ser igualmente

introduzida no caso da ψs.

2.3 Modelagem de Campos Receptivos por Funções Sin-

tonizadas de Gabor

A proposta, aqui, é analisar as funções sintonizadas bidimensionais ψs e ψc como modelo

para os campos receptivos dependentes do estímulo das células corticais simples e comple-

xas, cujas respostas, por sua vez, serão modeladas pelas versões cruzadas das respectivas

transformadas, Ts e Tc.3

Mais especi�camente, nós assumimos que as respostas de um par de células simples

em quadratura, sintonizadas à frequência (ωx, ωy) e com campos receptivos centrados em

(x, y), serão modeladas4 como as partes real e imaginária da função

rs(t;ωx, ωy, x, y, τ) = I(x, y; t− τ)×
3Com o intuito de simpli�car as equações, serão usadas as formas originais das funções de codi�cação,

conforme as Eqs. (2.18) e (2.21). Note-se que a generalização da abordagem, ilustrada pela Eq. (2.25),
pode ser obtida sem di�culdade.

4A menos da reti�cação em meia-onda.
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×
∫ ∫

e−i[ωx(ξ−x)+ωy(η−y)]e−4π3|I(x,y;t−τ)|[(ξ−x)2+(η−y)2]I(ξ, η; t)dξdη (2.27)

onde nós usamos I∗(x, y; t) = I(x, y; t), uma vez que as entradas tratadas serão sempre

reais. Na equação acima foi introduzido o parâmetro τ ≥ 0, associado à célula, que

informa o atraso com que o seu campo receptivo se adapta à variação da entrada. Deve

�car aparente que a Eq. (2.27) corresponde a uma versão cruzada da transformada Ts da

Eq. (2.23), com o sinal de entrada no tempo t sendo analisado pelas funções de codi�cação

da sua forma no instante anterior t− τ .

No que se segue, a �m de simpli�car a exposição, sempre que nós �zermos referência

a uma célula simples ou complexa isto deve ser entendido como se tratando de um par

em quadratura de tais células.

Com base na Eq. (2.27), nós de�nimos o campo receptivo dependente do estímulo da

célula simples como sendo

CRs(ξ, η, t;ωx, ωy, x, y, τ) =

= I(x, y; t− τ)ei[ωx(ξ−x)+ωy(η−y)]e−4π3|I(x,y;t−τ)|[(ξ−x)2+(η−y)2] (2.28)

onde (ωx, ωy), (x, y), e τ são os parâmetros das célula: frequência de sintonia, posição (i.e.,

centro do seu campo receptivo), e defasagem temporal. Dada esta de�nição, a resposta

da célula da Eq. (2.27) pode ser reescrita sob a forma tradicional de um produto interno

entre o campo receptivo e o estímulo,

rs(t;ωx, ωy, x, y, τ) =

∫ ∫
CR∗

s(ξ, η, t;ωx, ωy, x, y, τ)I(ξ, η; t)dξdη (2.29)

mas deve-se notar que, devido ao fato de o campo receptivo ser dependente do sinal de

entrada, a Eq. (2.29) descreve uma operação não-linear.

Evidentemente, uma expressão alternativa, baseada na Eq. (2.24), também pode ser

utilizada para o cálculo das respostas das células simples, ou seja

rs(t;ωx, ωy;x, y, τ) =

=
1

(2π)4

∫ ∫
ei[Ωxx+Ωyy−ϕ(x,y;t−τ)]e

− (Ωx−ωx)2+(Ωy−ωy)2

16π3|I(x,y;t−τ)| Ĩ(Ωx,Ωy; t)dΩxdΩy (2.30)

mas a �ltragem, na expressão acima, não envolve um campo receptivo no sentido estrito da

palavra, mas sim o que equivaleria a um �campo receptivo espectral� − mais precisamente,

a transformada de Fourier do campo CRs, que opera sobre uma entrada espectral.

Por outro lado, para uma célula complexa centrada em (x, y) e sintonizada na frequên-
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cia (ωx, ωy), nós propomos uma resposta sob a forma

rc(t;ωx, ωy; x, y, τ) =

=
1

(2π)3

∫ ∫
e−i[ωxξ+ωyη+φ(ωx,ωy ;t−τ)]e

− (ξ−x)2+(η−y)2

2|Ĩ(ωx,ωy ;t−τ)| I(ξ, η; t)dξdη (2.31)

que corresponde a uma versão cruzada da transformada Tc na Eq. (2.20). Aqui, τ é,

novamente, o parâmetro de defasagem temporal associado à célula. Reescrevendo-se a

equação acima como um produto interno, obtém-se

rc(t;ωx, ωy, x, y, τ) =

∫ ∫
CR∗

c(ξ, η, t;ωx, ωy, x, y, τ)I(ξ, η; t)dξdη (2.32)

onde o campo receptivo da célula complexa foi identi�cado como

CRc(ξ, η, t;ωx, ωy, x, y, τ) =
1

(2π)3
ei[ωxξ+ωyη+φ(ωx,ωy ;t−τ)]e

− (ξ−x)2+(η−y)2

2|Ĩ(ωx,ωy ;t−τ)| (2.33)

Em vista das Eqs. (2.7) e (2.16), que podem ser facilmente estendidas para o caso

bidimensional, observa-se que os nossos modelos de resposta para as células simples e com-

plexas fornecem as correlações entre, respectivamente, os valores dos estímulos espacial e

espectral nos instantes t e t− τ .

É importante ressaltar aqui que τ é um atributo �xo da célula, e não deve ser confun-

dido com o parâmetro de integração temporal que aparece na de�nição usual da função

de resposta linear dos neurônios, que, no caso unidimensional, assume a forma (ver, por

exemplo, [15], Cap. 2)

L(t) =

∫ ∞

0

∫
D(x, θ)s(x, t− θ)dxdθ (2.34)

onde L é a resposta linear, D é o campo receptivo espaço-temporal, s é o estímulo, e θ é

o parâmetro de integração. Assim, a resposta neuronal no instante t leva em conta toda

a história pregressa do estímulo, com a dependência de D em relação a θ informando o

peso que cada valor passado do estímulo irá ter na determinação da resposta presente.

É possível obter uma resposta integrada semelhante, na abordagem sintonizada, in-

troduzindo um parâmetro temporal de integração no campo receptivo de Gabor, e usando

uma função de ponderação, W (θ), para de�nir, por exemplo, no caso da célula complexa,

rintc (t;ω, x, τ) =

∫ ∞

0

∫
CR∗

c(ξ, t− θ;ω, x, τ)W (θ)I(ξ; t− θ)dξdθ (2.35)

como a resposta integrada, no instante t, da célula com campo receptivo de parâmetros
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x, τ e ω. A função W (θ) faria o papel da componente temporal de um campo receptivo

espaço-temporal separável, assumindo, por exemplo, a forma proposta em [2].

2.4 Discussão

Ambos os modelos propostos para os campos receptivos consistem em funções de Gabor

espaço-temporais com parâmetros dependentes do estímulo. No caso da célula simples, a

largura do CRs, na Eq. (2.28), é inversamente proporcional à raiz quadrada da magnitude

do estímulo, enquanto para a célula complexa o CRc da Eq. (2.33) tem a mesma fase

que a transformada de Fourier do estímulo, e a largura determinada pela raiz quadrada

da magnitude desta transformada. Foram as características de suas respostas a entradas

padrões o que levou à identi�cação de cada um desses modelos como correspondendo a

uma célula simples ou a uma célula complexa. Conforme demonstrado nos Apêndices de A

a C, nós veri�camos que, em resposta a grades senoidais em contrafase ou grades senoidais

em movimento, o modelo proposto para a célula simples produz um sinal modulado na

mesma frequência temporal que a grade, e dependente da sua fase espacial. Já quando

o estímulo é uma fenda em movimento, a célula produz a resposta máxima quando a

fenda tem a mesma orientação que o campo receptivo e apenas enquanto ela atravessa o

centro do campo receptivo. Tais resultados estão de acordo com os relatados nos estudos

experimentais sobre as células corticais simples [16,34].

Do mesmo modo, o modelo proposto para as respostas das células complexas mostra-

se de acordo com os estudos experimentais sobre tais células, quando o mesmo tipo de

entradas é considerado. Para a grade em contrafase, por exemplo, o nosso modelo responde

com uma modulação no dobro da frequência temporal do estímulo, independentemente

da sua fase espacial, enquanto que, para a grade em movimento, ele produz uma resposta

não modulada. Já quando o estímulo é uma grade composta, obtém-se também uma

modulação na diferença de frequências [42]. Por outro lado, a célula não responde a

uma fenda em movimento, a menos que esta esteja alinhada na mesma orientação do

campo receptivo, neste caso a resposta não depende da posição da fenda com relação

ao centro da célula [16, 35]. A resposta do nosso modelo de célula complexa, quando o

estímulo é um par de fendas estacionárias também se encontra em conformidade com os

dados neuro�siológicos, sendo facilitada ou inibida, dependendo da separação entre os

estímulos [35].

Algumas das propriedades distintivas das células-modelo propostas, que as tornam
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compatíveis com as células corticais reais, podem ser inferidas a partir da forma analítica

das respectivas funções de campo receptivo. Por exemplo, enquanto a largura e a ampli-

tude das funções CRs − Eq. (2.28) − dependem da evolução temporal do estímulo em

um único ponto (centro da célula), a largura e a fase do CRc na Eq. (2.33) são deter-

minadas por uma medida dependente da distribuição espacial do estímulo, dada por sua

transformada de Fourier. Assim, apesar de ambos os modelos de campos receptivos cor-

responderem a funções de Gabor dependentes da entrada − que necessariamente variam

de acordo com o estímulo −, a estrutura geral do CRs não se altera tanto quanto a do o

CRc, sendo mais compatível com a organização em sub-regiões excitatórias e inibitórias

observada para as células simples. Isto porque a parte senoidal do CRs não apresenta de-

pendência da fase do estímulo; por conseguinte, variações no estímulo de entrada podem

afetar a largura e a amplitude do campo receptivo, mas não a sua organização espacial

em domínios excitatórios e inibitórios.

A situação é claramente diversa quando o modelo da célula complexa é considerado.

Além de depender da distribuição espacial do conteúdo do estímulo, a função CRc car-

rega um fator de fase dependente da entrada, que pode afetar signi�cativamente a sua

estrutura interna. Assim, uma vez que um estímulo diferente seja apresentado, uma sub-

região originalmente excitatória pode se transformar em inibitória e vice-versa − tal qual

observado com as células complexas do córtex visual.

Apesar das peculiaridades de cada classe, ambos os nossos modelos para as células

corticais exibem uma dependência do estímulo que parece consistente com o que é repor-

tado para células das camadas super�ciais do córtex visual. Como descrito em [66], foi

veri�cado que as células das camadas 2 e 3 do córtex visual podem produzir mapas de

campos receptivos bem distintos, dependendo do conjunto de estímulos utilizado: quando

mapeadas com os chamados estímulos de Hartley (fragmentos de um tipo particular de

grades senoidais [44]), muitas destas células, tanto simples quanto complexas, tendem

a produzir campos receptivos compostos por múltiplas sub-regiões alongadas; por outro

lado, quando estimuladas com ruído esparso (pontos isolados, claros ou escuros, sobre

um fundo cinza), elas produzem estruturas tipo bolha. Um comportamento similar não

é observado com os neurônios da camada 4 do córtex estriado, que tendem a produzir

mapas de campos receptivos semelhantes, independentemente da entrada.

Consideremos então a Fig.2.5b, que apresenta alguns exemplos dos nossos campos

receptivos, CRs (em cima) e CRc (embaixo), produzidos a partir das versões branqueadas

de uma imagem da base Hartley e de outra de ruído esparso. As imagens originais apare-
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cem no topo da Fig. 2.5a, enquanto as suas versões branqueadas, tomadas como entradas

para nossas células-modelo, são mostradas embaixo. O branqueamento foi realizado por

meio dos campos receptivos centro-periferia dependentes do estímulo descritos em [59].

Seguindo o modelo de Atick e colaboradores para células da retina e do NGL [5,12], essas

funções implementam um �ltro que tende a equalizar o espectro das imagens naturais −
que é sabido decair com o inverso da magnitude da frequência, ou seja, ≈ (ω2

x + ω2
y)

−1/2 [45]

−, ao mesmo tempo em que atenua ruídos de alta frequência.

Nos exemplos da Fig. 2.5, enquanto o estímulo da base Hartley produz campos

receptivos com domínios excitatórios e inibitórios alongados e bem de�nidos, o ruído

esparso produz campos tipo bolha, de forma similar ao que é observado para células das

camadas 2 e 3 do córtex visual. Alterando-se os parâmetros dos campos receptivos (ver

abaixo), um comportamento menos sensível ao conjunto de estímulos, consoante com o

que é reportado para células da camada 4C do córtex, pode também ser reproduzido pelo

modelo sintonizado ao sinal. Isto é ilustrado na Fig. 2.5c, onde são apresentadas funções

de campo receptivo, de células simples e complexas, que não diferem qualitativamente

quando os dois tipos de entrada são usados. É interessante observar que, neste caso,

os campos receptivos complexos tendem a ser do tipo bolha, em concordância com os

mapeados em [66]. Por outro lado, no que diz respeito às entradas não branqueadas

(Fig. 2.5a, em cima), mesmo que ainda possa ser encontrada alguma disparidade entre os

campos complexos gerados pelos estímulos da base Hartley e o ruído esparso, o modelo

proposto para as células simples tende sempre a produzir campos receptivos do tipo bolha.

As funções de campo receptivo usadas para gerar as Figs. 2.5b e 2.5c são versões

discretizadas das formas (ver Eqs. (2.28) e (2.33))

CRs(ξ, η;ωx, ωy, x, y, ks) = I(x, y)ei[ωx(ξ−x)+ωy(η−y)]e−4π3k2s |I(x,y)|[(ξ−x)2+(η−y)2] (2.36)

e

CRc(ξ, η;ωx, ωy, x, y, kc) =
1

(2π)3
ei[ωxξ+ωyη+φ(ωx,ωy)]e

−k2c
(ξ−x)2+(η−y)2

2|Ĩ(ωx,ωy)| (2.37)

onde a dependência temporal foi omitida. Para o cômputo dos modelos dos campos

receptivos acima, a intensidade média da imagem foi inicialmente subtraída da entrada,

enquanto que os parâmetros ks e kc foram escolhidos de modo a produzir campos receptivos

simples e complexos com larguras de banda em frequência aproximadamente iguais, com

mediana em torno de uma oitava, tal como é observado para as células corticais.

As larguras de banda a meia-amplitude das funções nas Eqs. (2.36) e (2.37) são
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(a) (b)

(c)

Figura 2.5: a) Entradas teste: Estímulo de Hartley (esquerda) e imagem de ruído esparso
(direita). As entradas originais (tamanho 96 × 96, intensidades de 0 a 255) aparecem
no topo, e suas versões branqueadas, embaixo. b) Campos receptivos simples (topo)
e campos receptivos complexos (embaixo) gerados sobre uma janela 30 × 30, a partir
das entradas branqueadas em (a). Os campos correspondentes à imagem Hartley são
mostrados à esquerda, os gerados pela imagem de ruído esparso aparecem à direita. Os
campos receptivos simples e complexos foram calculados através das Eqs. (2.36) e (2.37),
respectivamente, com parâmetros (x, y) = (25, 66) e ks = 0.0055, com kc determinado pela
Eq. (2.41). As frequências usadas foram (ωx, ωy) = (1, 2) para a célula simples, e (2, 2)
para a célula complexa. c) Outros exemplos de campos gerados a partir das mesmas
entradas: em cima, campos simples obtidos com (x, y) = (24, 64) e (ωx, ωy) = (3, 2);
embaixo, campos complexos obtidos com (x, y) = (24, 64) e (ωx, ωy) = (1, 2). Assim como
anteriormente, usou-se ks = 0.0055, com kc obtido através da Eq. (2.41).

facilmente calculadas como (ver [33], por exemplo)

∆Fs = log2

∣∣∣∣ω + 4π3/2ks
√
log 2|I(x, y)|1/2

ω − 4π3/2ks
√
log 2|I(x, y)|1/2

∣∣∣∣ (2.38)
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e

∆Fc = log2

∣∣∣∣∣ω|Ĩ(ωx, ωy)|1/2 + kc
√
2 log 2

ω|Ĩ(ωx, ωy)|1/2 − kc
√
2 log 2

∣∣∣∣∣ (2.39)

onde ω =
√
ω2
x + ω2

y. Pode ser veri�cado que as expressões acima serão idênticas quando

tivermos
k2c
k2s

= (2π)3|I(x, y)||Ĩ(ωx, ωy)| (2.40)

A �m de obter larguras de banda aproximadamente iguais para os modelos de células

propostos, nós decidimos �xar o valor de ks, e escolher kc, considerando a Eq. (2.40),

como

kc = ks[(2π)
3|Iav||Ĩav|]1/2 (2.41)

onde |Iav| e |Ĩav| denotam a intensidade média absoluta e a magnitude média da trans-

formada de Fourier do sinal de entrada. Aqui, nós usamos ks = 0.0055, uma escolha que

levou a larguras de banda para as células simples e complexas que se mostraram compatí-

veis com as indicadas pelos estudos neuro�siológicos, embora levando a valores medianos

menores do que o reportado em [16], por exemplo. A Fig. 2.6 mostra as distribuições das

larguras de banda totais a meia-amplitude obtidas a partir de um conjunto de imagens

branqueadas de grades senoidais, com as funções de campo receptivo calculadas sobre

janelas 30× 30 posicionadas aleatoriamente, de forma semelhante ao considerado na Fig.

2.5 5.

Ao escolher um valor �xo para ks, e em seguida kc de acordo com a Eq. (2.41),

nós obtemos também campos receptivos simples e complexos cujas larguras de banda são

inversamente correlacionadas com o contraste do estímulo, assim como observado para

as células corticais reais [47]: caso se admita um fator multiplicativo de contraste, ϵ, no

sinal I(x, y), e consequentemente também na sua transformada Ĩ(ωx, ωy), as Eqs. (2.36)

e (2.37) fornecem funções cujas larguras são proporcionais a ϵ−1/2.

As larguras de banda em orientação dos campos receptivos nas Eqs. (2.36) e (2.37)

também podem ser calculadas, sendo que em ambos casos encontra-se uma relação funci-

onal com as respectivas larguras de banda em frequência, sob a forma

∆F = log2

∣∣∣∣1 + tan (∆θ/2)

1− tan (∆θ/2)

∣∣∣∣ (2.42)

5Observou-se que valores maiores de ks podem aumentar as larguras de banda das células-modelo, mas
isto geraria um número excessivo de células complexas com larguras de banda elevadas (> 2.6). É claro
que, usando uma relação de proporcionalidade na Eq. (2.41), em vez de uma igualdade, nós teríamos
mais liberdade para variar ks independentemente de kc, mas ao custo de introduzir um parâmetro livre
a mais no nosso modelo.
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(a)

(b)

Figura 2.6: Distribuições de lagura de banda em frequência obtidas com janelas 30× 30
posicionadas aleatoriamente, para um conjunto de estímulos senoidais. a) Células simples
(cf. Eq. (2.38)); valor da mediana: 0.705. b) Célula complexa (cf. Eq. (2.39)); valor de
mediana: 0.922.

onde ∆θ expressa a largura de banda em orientação a meia-amplitude. A Eq. (2.42)

reproduz a conhecida correlação positiva entre a sintonia em frequência e a sintonia da

orientação, característica das células corticais [16].

Usando as funções de campo receptivo das Eqs. (2.36) e (2.37), novamente com

ks = 0.0055 e kc fornecido pela Eq. (2.41), as respostas do nosso modelo foram calculadas

(Eqs. (2.29) e (2.32)) para um par de imagens naturais do banco de imagens de van

Hateren [63]. As respostas foram computadas para todas as frequências possíveis, em

janelas 5×5 aplicadas sobre as imagens. Assim como antes, nós trabalhamos com entradas

branqueadas, e subtraindo a média das intensidades. Os painéis inferiores das Figs. 3a e

3b apresentam os mapas de intensidade das respostas máximas obtidas em cada posição

da imagem. Nota-se que, enquanto o modelo proposto para células complexas produz

mapas de borda bem de�nidos, as células simples parecem funcionar como detectores

grosseiros não apenas de bordas, mas também de texturas.
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(a)

(b)

Figura 2.7: a) Em cima: Imagem natural da base de dados de van Hateren (esquerda)
e sua versão branqueada (direita). As imagens são 128 × 192 pixels, e suas intensidades
variam de 0 a 255. Embaixo: Mapas das respostas máximas obtidas com as células
simples (esquerda) e as complexas (direita). As respostas foram geradas sobre janelas
5× 5 aplicadas sobre as imagens branqueadas. As saídas são apresentadas com 124× 188
pixels, em razão de efeitos de borda. b) O mesmo que em (a), para uma segunda imagem.

2.5 Outras Considerações

Neste capítulo, foi examinada a aplicabilidade das funções sintonizadas de Gabor como

modelo para os campos receptivos dependentes do estímulo das células corticais simples e

complexas. Dado um sinal de entrada, o campo receptivo da célula simples foi modelado

como uma função de Gabor cujas largura e amplitude �cam de�nidas pelo valor do sinal

no centro da célula, enquanto o campo receptivo da célula complexa foi modelado como

uma função de Gabor cujas largura e fase �cam determinadas pelo valor da transformada

de Fourier do sinal na frequência preferida da célula. Os modelos de campos receptivos
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assim de�nidos mostraram-se capazes de reproduzir o tipo de dependência ao estímulo

veri�cada entre os neurônios das camadas 2 e 3 do córtex visual [66]. Além disso, o

nosso estudo analítico demonstrou que as respostas das nossas células modelo, obtidas

pelo produto interno entre os seus campos receptivos e o estímulo, replicam as respostas

das células corticais para grades senoidais e fendas retangulares.

Em termos gerais, o modelo proposto mostra-se em acordo com a visão padrão das

células simples como unidades quase-lineares (até o passo de reti�cação) com campos re-

ceptivos estruturados em sub-regiões excitatórias e inibitórias bem de�nidas, enquanto as

células complexas apresentam maior não-linearidade e um campo receptivo com estrutura

mais maleável. Por outro lado, em contraste com o modelo da energia, que considera

a célula complexa como consistindo em uma combinação não linear de células simples

[2], o campo receptivo complexo sintonizado ao sinal é, da mesma forma que o da célula

simples, uma função de Gabor. Portanto, a nossa célula complexa poderia, em princípio,

ser gerada de maneira hierárquica a partir de uma combinação de neurônios talâmicos

(i.e., do NGL) com organização centro-periferia, de modo semelhante ao proposto por

Hubel e Wiesel para os neurônios simples [26]. Isto poderia sugerir uma possível orga-

nização em paralelo do córtex estriado, com tanto as células simples como as complexas

recebendo entrada direta do NGL, e constituindo, assim, dois caminhos visuais separa-

dos. No entanto, uma organização estritamente paralela parece pouco compatível com o

modelo sintonizado ao sinal, visto que este assume que os campos receptivos complexos

�cam de�nidos pela transformada de Fourier do sinal de entrada, que, por sua vez, seria

codi�cada pelas células simples, na forma da Eq. (2.22).

Portanto, o modelo sintonizado ao sinal para o córtex visual parece ser melhor des-

crito como uma organização paralelo-hierárquica, como ilustrado na Fig. 2.8. O estímulo

originado no tâlamo dá origem aos �campos receptivos espectrais� das células simples,

encarregados de codi�car a transformada de Fourier da entrada − ver equações (2.21) e

(2.22); a partir daí, as respostas das células simples são geradas (Eq. (2.30)), assim como

os campos receptivos complexos (Eq. (2.33)), que por sua vez produzem as respostas das

células complexas, conforme a Eq. (2.31). Lembrando que as células complexas podem,

por elas próprias, gerar uma representação do estímulo (ver Eq. (2.19)), nós postulamos

uma conexão de feedback das células complexas para as células simples, esta sendo respon-

sável pela introdução da defasagem temporal entre o estímulo e a con�guração do campo

receptivo, como assumido pelo modelo proposto (ver Eqs. (2.27) e (2.31)). Isso adici-

ona um elemento recorrente ao nosso circuito cortical paralelo-hierárquico, o que parece

estar em conformidade com uma observação feita por Martinez e Alonso, para quem, a
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Figura 2.8: Representação esquemática do modelo sintonizado ao sinal para V1. O sinal
de entrada induz a formação dos �campos receptivos espectrais� da célula simples, aqui
denotados por C̃Rs(ω), que produzem a representação da transformada de Fourier. A
partir desta, as respostas da célula simples e os campos receptivos das células complexas
são gerados. Estes últimos, por sua vez, dão origem tanto à resposta da célula complexa
quanto à representação do sinal retardado, I(x, t− τ).

cada novo avanço nas pesquisas, as diferentes classes de modelos sugeridos para o córtex

estriado − hierárquicos, paralelos e recorrentes − tenderiam a se tornar cada vez mais

semelhantes [32].

Outros tipos de neurônios foram identi�cados em V1, além das células simples e com-

plexas, que já se sugeriu representarem apenas dois extremos num contínuo de classes [6].

Talvez a abordagem sintonizada se mostre capaz de acomodar esta variedade de células,

uma vez que ela pode ser facilmente estendida por meio da transformada fracionária de

Fourier, mantendo os nossos modelos para as células simples e complexas como casos

particulares.

A transformada fracionária de Fourier pode ser de�nida como [37]

Iα(u) ≡ FrFTα{I(v)} = ei
cotα

2
u2√

1− i cotα

∫
ei[

v2

2
cotα−uv cscα]I(v)dv (2.43)

(aqui, u e v são assumidos como grandezas adimensionais), uma expressão que fornece

a transformada de Fourier tradicional, Ĩ(u), quando α = π/2, e a sua inversa, como
√
2πI(v), quando α = 0. Para um α genérico, Iα(u) equivale a uma representação do

sinal ao longo da direção correspondente no plano espaço-frequência.

Uma generalização da transformada de Gabor sintonizada pode ser de�nida, com base
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na FrFT, como

Tα,β(u, v) =
| cscα|
(2π)2

∫
e
i
(

ν2+u2

2

)
cotα−i[uν cscα+φα+β(u)]e

− (ν−v−u cosα)2

2(|Iα+β(u)| sinα)2 Iβ(ν)dν (2.44)

onde nós identi�camos, sob a integral, uma função generalizada de Gabor cujas fase e

largura são determinadas por uma transformada fracionária de Fourier do sinal de entrada

Iβ, isto é,

Iα+β(u) = FrFTα{Iβ(v)} ≡ |Iα+β(u)|eiφα+β(u) (2.45)

Não é di�cíl concluir que, para α = π/2 e β = 0, a Eq. (2.44) fornece a primeira forma

da transformada de Gabor sintonizada, dada pela Eq. (2.5), enquanto que α = −π/2 e

β = π/2 levam à segunda forma, dada pela Eq. (2.13).

De acordo com o exposto acima, seria possível de�nir um contínuo de campos recep-

tivos e funções de resposta sintonizadas ao sinal, apenas variando α e β. Algumas destas

funções podem vir a fornecer modelos adequados para certos tipos de células corticais.

Em todo caso, a prova de�nitiva da adequação da abordagem sintonizada ao sinal −
como de qualquer outro modelo do córtex estriado [10, 36] − dependerá da sua capaci-

dade de prever as respostas neuronais a estímulos arbitrários, sob condições naturais de

visão. Comprovando-se isto, a abordagem sintonizada pode se mostrar útil como uma

ferramenta para a simulação dos processos da visão biológica, se não para descrever o

efetivo funcionamento do córtex visual.



Capítulo 3

Aplicação ao Shape From Shading

3.1 Introdução

O shape from shading (SFS) é uma técnica de estimação de forma que vem sendo lon-

gamente estudada na visão computacional, os trabalhos pioneiros nesta área datando da

década de 1970. Dada uma imagem de uma cena, o objetivo do SFS é recuperar um

mapa de profundidades relativas a partir do padrão de irradiância associado à variação de

orientação das superfícies na cena, geralmente assumidas suaves, uniformes, e iluminadas

por uma fonte distante. Diferentes abordagens têm sido propostas para o shape from sha-

ding [17,67], todas elas baseadas na solução de alguma versão da equação de irradiância da

imagem, que relaciona as intensidades registradas na imagem às propriedades fotométricas

e geométricas da cena, incorporadas na função mapa de re�ectância [24]. Os fundamentos

neuro�siológicos da estimação visual de forma permanecem em grande medida ignorados,

e poucas abordagens biologicamente inspiradas foram até o momento sugeridas para o

SFS [30,38], uma destas sendo o shape from shading linear/não-linear [57].

Em neurociências, a resposta de certos neurônios é frequentemente aproximada pelo

chamado modelo linear/não-linear: o estímulo à célula é submetido, em sequência, a uma

�ltragem linear e a uma transformação não-linear, cuja saída irá fornecer a intensidade

de um processo estocástico − geralmente de Poisson − de geração de espículas [34]. A

intensidade de resposta fornecida pelo modelo pode portanto ser expressa como r = F (L),

onde L é a saída do �ltro linear e F é a transformação não-linear, geralmente escolhida

sob a forma de uma função limiar, reti�cadora, ou sigmoide. No shape from shading

linear/não-linear (LN-SFS), estimativas de profundidade são computadas submetendo-se

a imagem de entrada à �ltragem linear por funções de Gabor, seguida por uma série de

transformações não-lineares baseadas nas curvas de sintonia dos neurônios corticais bino-
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culares [41], as transformações sendo assim escolhidas com o propósito de formular o SFS

de modo consistente com a estereoscopia biológica. Conforme demonstrado em [57], esta

abordagem consegue produzir estimativas de profundidade plausíveis a partir de imagens

sintéticas ou reais, sem precisar recorrer à equação de irradiância da imagem − ou seja, na

ausência da informação requerida pelas abordagens tradicionais do shape from shading,

como a re�ectância das superfícies e a direção de iluminação.

O nosso objetivo, nesta parte do trabalho, foi estender a abordagem do LN-SFS,

conservando em grande medida a sua estrutura geral, mas nos aproximando mais das

condições reais da visão biológica. Para isto, nós incorporamos, num mesmo algoritmo

de estimação monocular de forma, como descrito na próxima seção: i) elementos do

processamento de baixo nível efetuado pela retina; ii) o descorrelacionamento de sinais

que se acredita ser efetuado tanto pelas células ganglionares da retina como pelas células

do núcleo geniculado lateral (NGL) [12], e iii) aprimorando a abordagem original do LN-

SFS, o modelo sintonizado de Gabor para as respostas das células corticais [60].

Figura 3.1: Modelo para o Shape From Shading biologicamente inspirado. A seta mais
à esquerda corresponderia à saída dos fotorreceptores, e a seta mais à direita, a uma
estimativa do mapa de profundidades da cena.

3.2 Abordagem Bio-inspirada para o SFS

O coração da nova abordagem é o módulo cortical da Fig. 3.1, que se baseia numa modi�-

cação do algoritmo linear/não-linear apresentado em [57], cujas principais características

sumariamos abaixo. Em seguida, nós discutimos as modi�cações aí introduzidas.

3.2.1 LN-SFS Original

No LN-SFS original, um primeiro estágio submete a imagem de entrada a um banco

de �ltros complexos de Gabor, de diferentes frequências. Um modelo unidimensional é

assumido, de forma que as intensidades da imagem que se encontram sob uma janela
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linear, de orientação e tamanho �xos e centrada na posição x (ver Fig.3.2) fornecem, na

frequência ω, a saída

Lθ
ω =

∫
θ

dξeiωξe−
(ξ−x)2

2σ2 I(ξ) (3.1)

onde σ é um parâmetro livre, mantido �xo para toda a imagem, e θ denota a orientação

da janela sob a qual a integração é efetuada.

Num segundo estágio, o valor absoluto da resposta Lθ
ω é submetido a uma série de

transformações modeladas nas curvas de sintonia dos neurônios seletivos a disparidade do

córtex visual [41]. A estimativa de profundidade na posição x é então obtida somando-se

as contribuições não-lineares sobre o conjunto de frequências e orientações consideradas,

ou seja,

Z ≡
∑
ω,θ

Zθ
ω =

∑
ω,θ,Ω

FΩ(|Lθ
ω|) (3.2)

com o mapeamento FΩ de�nido como

FΩ(|Lθ
ω|) = [RT0δ(L

θ
Ω) +RTI

+RΩ
TN

+RΩ
TF
](|Lθ

ω|) (3.3)

onde δ denota a função impulso unitário, e onde as funções RT0 , RTI
, RTN

, e RTF
modelam

as curvas de sintonia dos neurônios corticais binoculares classi�cados, respectivamente,

como tuned-zero, tuned-inhibitory, tuned-near e tuned-far [40].

Mais especi�camente, nós consideramos (ver a Fig. 3.2)

RΩ
TN ,TF

(L) = exp

[
−(L± |Lθ

Ω|)2

Σ2

]
(3.4)

onde Σ é um parâmetro livre e Lθ
Ω representa a saída do �ltro linear na frequência Ω (ver

Eq. 3.1). Em termos do paralelo, estabelecido em [57], com um sistema estereoscópico, o

valor de |Lθ
Ω| na Eq. 3.4 corresponderia à disparidade preferida dos neurônios sintonizados,

os sinais ± associando-se, respectivamente, aos neurônios tuned-near e tuned-far, enquanto

uma resposta tuned-zero (T0) resulta quando Lθ
Ω = 0, neste caso,

RΩ
TN

(L) = RΩ
TF
(L) ≡ RT0(L) = exp

[
−L

2

Σ2

]
(3.5)

Por outro lado, a resposta tuned-inhibitory (TI) é modelada, independentemente de Lθ
Ω,

como

RTI
(L) = 1− exp

(
−L

2

Σ2

)
(3.6)

veri�cando-se ainda que as combinações RTI
+RΩ

TN
e RTI

+RΩ
TF

geram os tipos de per�s

de sintonia conhecidos como tuned far e tuned near, respectivamente [57].
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Figura 3.2: Sistema linear/não-linear para o SFS, como introduzido em [57]: (a) Uma
janela de tamanho e orientação �xos é centrada em cada pixel da imagem, e uma me-
dida linear, Lθ

ω, é obtida �ltrando-se as intensidades da janela por uma função de Gabor
complexa, representada na �gura por Dω(x). No estágio não-linear, o módulo de Lθ

ω é
submetido a uma série de transformações modeladas nas funções de sintonia dos neurô-
nios binoculares do córtex visual, representadas em (b). A combinação dos valores obtidos
para as diversas orientações e frequências fornece a estimativa local de profundidade.

3.2.2 LN-SFS Modi�cado

Na nossa abordagem bio-inspirada, nós mantivemos o estágio não-linear do LN-SFS ori-

ginal como um dos módulos corticais (ver Fig. 3.1), mas o estágio linear foi substituído

pelo equivalente à resposta de Gabor sintonizada de uma célula simples, segundo o modelo

descrito no Capítulo 2. Conforme visto ali, no caso unidimensional tal resposta, para uma

célula sintonizada à frequência ω e com campo receptivo centrado na posição x, toma a

forma

(2π)2I(x, t− τ)

∫
e−iω(ξ−x)e−4π3|I(x,t−τ)|2(ξ−x)2I(ξ, t)dξ (3.7)

onde I(x, t) denota o sinal de entrada no instante t, enquanto τ denota o parâmetro de

atraso da célula − i.e., o intervalo de tempo que o seu campo receptivo leva para se

adaptar à variação da entrada. Como observado no Capítulo 2, a Eq. (3.7) corresponde

a uma variante cruzada da transformada de Gabor sintonizada, em que a entrada no
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instante t é analisada por uma função de Gabor cujos parâmetros �cam de�nidos pelo

valor desta mesma entrada no instante anterior t − τ . Também ali nós salientamos que

diferentes versões do sinal de entrada podem fazer os papéis da função de sintonia e do

sinal analisado. Por exemplo, é possível considerar uma variante da Eq. (3.7) em que um

campo receptivo sintonizado pelo estímulo original analisa uma versão branqueada deste

estímulo. Dado que, em qualquer caso, a função analisadora depende do sinal analisado,

a TGS não é linear, embora ela possa ser descrita como uma transformação `quase-linear'

(ver Capítulo 2).

Na nossa abordagem bio-inspirada, nós propusemos substituir o estágio linear do LN-

SFS original por um módulo cortical quase-linear, cuja saída na posição x, para frequência

ω e orientação θ (nós trabalhamos com θ = 0 e θ = ±π/4), é obtida como

Lqθω = (2π)2I ′(x)

∫
θ

e−iω(ξ−x)e−4π3|I′(x)|2(ξ−x)2I(ξ)dξ (3.8)

onde I e I ′ representam estímulos que são assumidos seguirem diferentes caminhos de

processamento − desde os fotorreceptores, através da retina e do NGL, até o córtex

visual −, conforme discutido a seguir. Deve-se observar que, como o shape from shading

lida com sinais estáticos, qualquer referência temporal perde sentido, e é portanto omitida

na Eq. (3.8).

Nós encontramos, portanto, assim como no LN-SFS original, uma transformada de

Gabor como primeiro estágio cortical da nova abordagem − mas neste caso tratando-

se de uma transformada de Gabor sintonizada. Como demonstrado no Capítulo 2, tal

transformada pode ser relacionada à correlação cruzada entre os espectros do sinal de

sintonia e do sinal analisado. Mais especi�camente, se nós integrarmos, por exemplo, a

resposta Lq0ω sobre todas as frequências, iremos obter 2πI(x)I ′(x), que é a transformada

de Fourier inversa da correlação espectral entre os sinais I(x) e I ′(x),

Ĩ(ω) ⋆ Ĩ ′(ω) =

∫
Ĩ∗(Ω)Ĩ ′(Ω + ω)dΩ (3.9)

Isto signi�ca que, em certo sentido, o primeiro estágio cortical do nosso algoritmo bio-

inspirado computa uma medida de similaridade entre as entradas corticais provenientes

dos dois caminhos considerados.

É interessante observar que o cômputo da medida quase-linear Lqθω, envolvendo o

que seriam duas entradas distintas ao córtex a partir do NGL, pode ser considerado

consistente com o nosso propósito de traçar um paralelo entre as formulações do shape

from shading e da estereoscopia. Isto porque é sabido que o NGL se organiza em uma
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série de camadas, cada uma das quais recebendo entrada de apenas um olho [25]. Nós

podemos então sugerir que os sinais I e I ′ na Eq. (3.8) fariam um papel equivalente ao de

saídas do NGL originadas em camadas associadas a olhos distintos − o que igualmente

serviria para reforçar a nossa interpretação de |Lqθω| como uma espécie de `medida de

disparidade', a ser analisada pelo estágio não-linear do módulo cortical. A saída deste

último módulo, assim como no LN-SFS, é dada por (ver Eq. (3.2))∑
ω,θ,Ω

FΩ(|Lqθω|) ≡ ∆ (3.10)

medida que, no nosso algoritmo, fornece uma estimativa do mapa de profundidades das

superfícies na cena como

Z =
∆

∆2 + α
(3.11)

onde α é uma constante, escolhida aqui como α = 0,001. A forma empiricamente escolhida

para a estimativa Z foi motivada, novamente, pelo propósito de estabelecer um paralelo

entre o SFS e a estereoscopia. Pela Eq. (3.11), valores altos de ∆ − i.e., quando ∆2 >> α

− resultam em mapas de profundidade inversamente proporcionais a ∆, enquanto valores

baixos de∆ resultam em profundidades diretamente proporcionais a∆. O primeiro regime

mostra-se portanto consistente com a situação na estereoscopia, sob projeção perspectiva,

em que profundidade e disparidade estereoscópica são inversamente proporcionais; já o

segundo, conforme demonstrado em [53], mostra-se consistente com a proporcionalidade

direta entre disparidade fotométrica e profundidade, como se observa, sob projeção orto-

grá�ca, no Estéreo Fotométrico Baseado em Disparidades [51] e no Green's function shape

from shading [52]. Uma disparidade monocular, como considerada nesses dois processos

− e, de certo modo, também aqui − se assemelharia a uma disparidade estereoscópica

no limite em que a projeção perspectiva se aproxima da projeção ortográ�ca − ou seja,

quando câmera e cena estão distantes, e os valores das disparidades estereoscópicas são

pequenos.

Em alguns experimentos, mostrou-se vantajoso adotar a prescrição, sugerida original-

mente em [52], de dividir a medida ∆, na Eq. (3.11), por um fator kθ(y − γx), onde

γ = arctan(θ), sendo θ a direção da janela sobre a qual a medida quase-linear Lqθω é

calculada. O fator modulador é obtido a partir de (ver [52])

k4θ(y − γx) =

∫
[Z(p+ γq)]2ds∫
(x+ γy)2ds

(3.12)

onde

p =
∂Z

∂x
, q =

∂Z

∂y
(3.13)
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são as componentes do gradiente do mapa Z na Eq. (3.11), e onde s denota a direção

perpendicular às linhas y − γx = constante. Assim, quando θ = 0, por exemplo, a

integração se faz ao longo da horizontal, e quando θ = ±π/4, ela se faz ao longo das

direções ∓π/4. Para cada θ utilizado, obtém-se a nova estimativa

Zθ =
∆/kθ

(∆/kθ)2 + α
(3.14)

e toma-se a sua média aritmética, Zθ, como a estimativa �nal de profundidades, caso vários

valores de θ sejam considerados, ou seja, a nossa estimativa do mapa de profundidades

passa a ser Zest = Zθ.

Voltando agora à questão da escolha da forma especí�ca dos sinais I e I ′, o nosso

objetivo, como já mencionado, foi o de incorporar à nova abordagem do SFS, além da

modelagem sintonizada das células do córtex visual, elementos do processamento efetuado

pela retina e pelo núcleo geniculado lateral, conforme discutiremos a seguir.

3.2.3 Módulo Retino-Geniculado

Na referência [7], um modelo bastante detalhado do funcionamento da retina foi introdu-

zido, e sugerido como base para o desenvolvimento de algoritmos biologicamente inspira-

dos para o processamento de imagens. O modelo inclui, além dos fotorreceptores, as célu-

las horizontais, bipolares, amácrinas e ganglionares, e implementa simulações das camadas

plexiformes interna e externa da retina, com o uso de �ltros especí�cos. Entre os efeitos

de processamento de baixo nível obtidos incluem-se a equalização e o branqueamento das

entradas retinais − esta última transformação sendo igualmente atribuída às células do

NGL [12]. Um protótipo para a implementação do modelo retinal encontra-se disponí-

vel na internet (https://sites.google.com/site/benoitalexandrevision/demonstrations), e o

nosso objetivo inicial era o de utilizá-lo, com diferentes valores dos parâmetros de ajuste,

para gerar as entradas I e I ′ do módulo cortical do SFS bio-inspirado (ver Eq. (3.8)). No

entanto, os resultados obtidos provaram-se pouco con�áveis, mostrando-se extremamente

sensíveis aos ajustes empregados, e isto nos levou a rejeitar tal estratégia.

Nós decidimos então testar o nosso algoritmo com uma versão radicalmente simpli-

�cada da proposta inicial, escolhendo para I ′ (o sinal de sintonia do campo receptivo,

conforme a Eq. (3.8)) a imagem retinal equalizada e branqueada, desta forma simulando

parte do processamento de baixo nível modelado em [7]. Para a obtenção da I ′, nós im-

plementamos então uma simples equalização de histograma (como se sabe, este tipo de
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processamento já foi identi�cado na retina da mosca [29]), seguida pelo branqueamento da

imagem resultante, obtido por sua codi�cação pelos campos sintonizados centro-periferia

introduzidos em [59].

Já para a imagem I (o sinal analisado na Eq. (3.8)), nós escolhemos uma versão

suavizada por integração, sobre janelas horizontais locais com sete pixels de largura, da

imagem retinal original. Este tipo de transformação pode ter a sua contrapartida, na

visão biológica, no processamento efetuado pelas células horizontais da retina, que, como

se sabe, são simultaneamente alimentadas por grupos locais de fotorreceptores. Talvez se

argumente ser pouco plausível que um estímulo se propague desde a retina até o córtex

visual sem sofrer qualquer transformação ao longo do trajeto. Mas o nosso objetivo aqui

foi o de buscar inspiração biológica para o nosso algoritmo, e não o de garantir a sua

plausibilidade neuro�siológica. Ademais, como o nosso trabalho experimental comprova,

a incorporação de elementos de um pré-processamento bio-inspirado, ainda que bastante

simpli�cado, ao nosso algoritmo de SFS proporcionou ganhos substanciais sobre o LN-SFS

que lhe serviu de modelo, produzindo consistentemente estimativas de melhor qualidade,

como apresentado abaixo.

3.3 Resultados Experimentais

A seguir, apresentamos alguns resultados experimentais fornecidos pela nossa abordagem.

Dado que os parâmetros do módulo retino-geniculado (equalização e branqueamento, para

a imagem I ′, e integração, para a imagem I) foram mantidos �xos, o algoritmo requer

a escolha de apenas dois parâmetros do módulo cortical: o tamanho da janela sobre a

qual a transformada sintonizada de Gabor é calculada, e a largura das funções Gaus-

sianas de sintonia do estágio não-linear (Σ), conforme a Tabela 3.1. As reconstruções

ilustradas nas �guras de 3.3 a 3.7 foram obtidas a partir de imagens cujos mapas reais

de profundidades encontram-se disponíveis [19, 67], possibilitando a estimativa de erros,

conforme apresentado nas Tabelas 3.1 e 3.2. Nós consideramos o erro do melhor ajuste

do mapa de profundidades estimado ao mapa real (best-�t error [46]), e o erro médio das

intensidades, obtido a partir da re-iluminação das superfícies reconstruídas, assumindo

re�ectância Lambertiana e a mesma iluminação da imagem original. Em todos os casos,

observam-se taxas de erro inferiores às obtidas com o LN-SFS [57]. Por outro lado, nos ex-

perimentos com imagens de cenas cujos mapas reais de profundidades são desconhecidos,

as estimativas fornecidas pelo SFS bio-inspirado mostram-se visualmente consistentes.
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Tabela 3.1: Imagens e parâmetros de reconstrução. Exceto quando informado na coluna
Observações, as imagens são de superfícies lambertianas e têm dimensão de 256 x 256
pixels. A tripla de números entre parênteses indica a direção de iluminação, quando esta
é conhecida. A imagem Mozart3 foi gerada com o modelo de Phong [39], combinando uma
componente lambertiana e uma pequena (10%) componente quase-especular. As imagens
Head1, Head2 [19], Face, Melina, Lena, Neiva, Yale11, Yale19, Yale20 e Storm Trooper
foram capturadas sob iluminação desconhecida.

Imagem Observações Janela Σ Silhueta θ γ

Head1 266 x 200 7 3,0 Sim ±π/4 1 e -1
Head2 266 x 200 7 2,9 Sim ±π/4 1 e -1
Mozart1 (1;0;1) 7 1,8 Sim ±π/4 1 e -1
Mozart2 (5;5;7) 7 2,3 Sim ±π/4 1 e -1
Mozart3 Glossy (0;0;1) 7 2,3 Sim ±π/4 1 e -1

Vaso Sintético1 - 3 1,8 Sim 0 0
Vaso Sintético2 (0;0,25;1) 3 1,2 Sim 0 0
Vaso Sintético3 I2 3 1,0 Sim 0 0

Vaso Real - 3 1,6 Sim 0 0
Face 256 x 314 7 2.5 Sim 0 -

Melina Per�l 192 x 256 3 1,3 Não 0 -
Melina Frontal 192 x 256 3 1,5 Não 0 -

Lena - 3 0,9 Não 0 -
Neiva - 3 0,9 Sim 0 -
Yale 11 - 3 0,95 Sim 0 -
Yale 19 - 3 0,8 Sim 0 -
Yale 20 - 3 0,8 Sim 0 -

Storm Trooper - 3 1,1 Sim ±π/4 1 e -1

Tabela 3.2: Erro Médio de Profundidades %
Imagem Nossa Proposta Ref. [57]

Head1 5,26 6,11
Head2 7,24 7,95
Mozart1 5,72 10,05
Mozart2 5,68 10,08
Mozart3 5,32 9,67

Vaso Sintético1 3,10 7,83
Vaso Sintético2 2,81 7,89
Vaso Sintético3 2,23 6,99

Vaso Real 3,28 4,42
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Tabela 3.3: Erro Médio de Intensidades %
Imagem Nossa Proposta Ref. [57]

Head1 16,88 18,08
Head2 21,64 15,77
Mozart1 11,81 15,56
Mozart2 12,40 16,38
Mozart3 0,46 3,72

Vaso Sintético1 7,42 8,25
Vaso Sintético2 6,76 8,29
Vaso Sintético3 7,20 7,40

Vaso Real 5,00 6,11
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Figura 3.3: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. (a) Imagem de entrada:
Head1. (b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem obtida pela
reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 0, 1). (d) representação
da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de cinza.
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Figura 3.4: Reconstrução usando o modelo proposto de SFS. a) Imagem de entrada:
Head2; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem obtida pela
reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 0, 1). (d) representação
da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de cinza.
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Figura 3.5: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Mozart1; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem obtida
pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 0, 1). (d) repre-
sentação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de cinza.



3.3 Resultados Experimentais 41

Figura 3.6: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Mozart2; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem obtida
pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 0, 1). (d) repre-
sentação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de cinza.
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Figura 3.7: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Mozart3; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem obtida
pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 0, 1). (d) repre-
sentação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de cinza.
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Figura 3.8: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Vaso Sintético1; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem
obtida pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 0, 1). (d)
representação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de
cinza.
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Figura 3.9: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Vaso Sintético2; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem
obtida pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 0, 1). (d)
representação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de
cinza.
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Figura 3.10: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Vaso Sintético3; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem
obtida pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 0, 1). (d)
representação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de
cinza.
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Figura 3.11: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Face; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem obtida pela
reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 0, 1). (d) representação
da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de cinza.
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Figura 3.12: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Melina Per�l; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem
obtida pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0; 0,5; 0,5).
(d) representação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis
de cinza.
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Figura 3.13: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Melina Frontal; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem
obtida pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (1; 0,5; 1). (d)
representação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de
cinza.
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Figura 3.14: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Lena; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem obtida pela
reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0, 1, 1). (d) representação
da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de cinza.
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Figura 3.15: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Neiva; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem obtida pela
reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (1, 1, 1). (d) representação
da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de cinza.
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Figura 3.16: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
base Yale 11; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem
obtida pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0,5; 0,5; 1).
(d) representação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis
de cinza.
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Figura 3.17: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
base Yale 19; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem
obtida pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0,5; 0,5; 1).
(d) representação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis
de cinza.
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Figura 3.18: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
base Yale 20; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem
obtida pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (1, 1, 1). (d)
representação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis de
cinza.
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Figura 3.19: Reconstrução usando o modelo proposto para o SFS. a) Imagem de entrada:
Storm Trooper; b) Duas perspectivas do mapa de profundidades estimado. c) Imagem
obtida pela reiluminação do mapa de profundidades estimado, iluminação (0,5; 0,5; 1).
(d) representação da superfície estimada, com as profundidades codi�cadas pelos níveis
de cinza.



Capítulo 4

Estendendo a Abordagem Sintonizada

4.1 Introdução

O Capítulo 2 apresentou a abordagem sintonizada para a modelagem neural conforme

introduzida em [60]. Desde o aparecimento daquele artigo, registraram-se os seguintes

desenvolvimentos relativos à abordagem:

i) Em [54], a equação de movimento obedecida pela resposta da célula complexa

unidimensional foi derivada, e demonstrada equivalente à equação de Schrödinger para

um sistema quântico de massa imaginária e potencial complexo, ambos uniformes mas

dependentes do tempo. Equações desse tipo estão em geral associadas a sistemas dissipa-

tivos [8,18], em que há troca de massa e/ou energia com o ambiente − este sendo o caso,

evidentemente, do cérebro. Conforme também demonstrado em [54], as respostas naturais

do sistema − correspondentes às funções de onda da equação de Schrödinger − assumem

duas formas: uma resposta baseada na onda-plana, e uma resposta baseada na função de

Airy [62], a primeira prestando-se para a modelagem das respostas neuronais graduais −
que decaem rapidamente −, e a segunda prestando-se, sob certas condições, à modelagem

das respostas propagadas − isto é, dos potenciais de ação (espículas ou spikes), capazes

de propagação por longas distâncias.

ii) Posteriormente, em [55], sugeriu-se que a abordagem sintonizada proporciona uma

interpretação quantum-like para a geração das respostas neuronais1: sem assumir que

processos quânticos estejam envolvidos no funcionamento da célula, demonstrou-se que

quando a resposta de onda plana é considerada como uma amplitude de probabilidade,

1Abordagens quantum-like, que tentam associar alguns aspectos de uma descrição quântica − como
amplitudes de probabilidade complexas − a ferramentas clássicas de modelagem neural, têm sido bem
sucedidas na modelagem de processos cognitivos e comportamentais [1, 27,28].
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em concordância com os postulados da física quântica, o seu módulo quadrado pode ser

associado a uma probabilidade de geração de espículas consistente com as observações

experimentais.

No presente capítulo, nós iremos apresentar novos desenvolvimentos relacionados ao

modelo sintonizado unidimensional para as células corticais, propondo uma versão gene-

ralizada para os campos receptivos sintonizados, com base em funções de codi�cação das

derivadas em qualquer ordem do sinal de sintonia, que se obtêm pela incorporação dos

polinômios de Hermite às funções de Gabor sintonizadas originais. A partir daí, nós obte-

remos as respostas das classes de células que nós denotamos como da classe simples e da

classe complexa − que incluem as células simples e complexas como casos particulares

−, derivando também as respectivas equações de movimento e propondo a interpretação

quantum-like das suas soluções. O nosso estudo da abordagem sintonizada expandida de-

monstra que as células da classe simples fornecem respostas qualitativamente semelhantes

às das células simples, o mesmo se passando com as respostas das células da classe com-

plexa em relação às das células complexas. Ou seja, as respostas neuro�siológicas das

células corticais, quando submetidas a estímulos-padrão como grades contrafase ou em

movimento, mostram-se compatíveis com as fornecidas pelo nosso modelo sintonizado ex-

pandido. É importante ressaltar um resultado signi�cativo da extensão da interpretação

quantum-like às células simples − e, de forma mais geral, às da classe simples: o fato de

que desta resulta, naturalmente, a reti�cação da resposta. Esta propriedade se mostra de

acordo com as observações experimentais, e surge, no contexto da abordagem sintonizada,

sem a necessidade de incorporação de um estágio adicional de reti�cação, após a �ltragem

linear, como assumido pelos modelos correntes das células simples.

No que se segue, nós inicialmente apresentamos a notação que será adotada a partir

de agora, que difere ligeiramente daquela empregada no Capítulo 2, e esclarecemos certos

pontos relativos à interpretação da abordagem sintonizada. Nós também reportamos

os resultados mais importantes das referências [54] e [55], antes de introduzir as classes

generalizadas dos neurônios sintonizados da classe simples e da classe complexa.
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4.2 Abordagem Sintonizada de Gabor Revisitada

4.2.1 Célula Complexa

A resposta, na posição x e no instante t, da célula complexa com frequência de sintonia

ω0 e campo receptivo centrado em x0 �ca dada por

rc(x, τ) ≡ rc(x, τ ;x0, ω0, t) =

∫
e−i[ω0ξ+φ(ω0,t−τ)]e

−k2c
[ξ−(x+x0)]

2

2|Ĩ(ω0,t−τ)|2 I(ξ, t)dξ (4.1)

onde kc é um parâmetro de dimensão L−1, e onde τ passa a ser assumido como uma

variável.2

A equação de movimento satisfeita por rc(x, τ) (uma equação semelhante valeria para

rc(x0, τ)) corresponde, conforme demonstrado em [54], à equação de Schrödinger para um

sistema quântico com massa e potencial dados por

Mc(τ) = ikc
2

[
∂

∂τ
|Ĩ(ω0, t−)|2

]−1

(4.2)

e

Uc(τ) = i
∂

∂τ
log Ĩ∗(ω0, t−) (4.3)

Nós vamos assumir que a resposta rc(x, τ) de uma célula complexa com parâmetro de

delay τ0 terá a sua dinâmica de�nida por esta equação, entre os instantes t− τ0 e t.

As soluções da equação de movimento são as respostas naturais da célula, que corres-

pondem às funções de onda do sistema quântico, a resposta na Eq. (4.1) equivalendo a

uma resposta forçada. As respostas naturais assumem duas formas distintas: uma baseada

na onda plana e outra baseada na função de Airy, que, a menos de fatores multiplicativos

independentes de x ou τ , assumem a forma abaixo:

Resposta de Onda Plana:

rPc (x, τ) = Ĩ∗(ω0, t−)e
iA(x+x0)e

− 1
2

A2

k2c
|Ĩ(ω0,t−)|2

(4.4)

2As integrais vão de −∞ a ∞. A partir daqui, por simplicidade, nós assumimos de�nições simétricas
para as transformadas de Fourier direta e inversa: Ĩ(ω) =

∫
e−iωxI(x)dx e I(x) =

∫
eiωxĨ(ω)dω, e daí,

portanto, δ(x) =
∫
eiωxdω. Pelas expressões das transformadas, assumindo-se I(x) adimensional, Ĩ(ω)

adquire dimensão de espaço, e, reciprocamente, assumindo-se Ĩ(ω) adimensional, I(x) adquire dimensão
de frequência. Para tratar igualmente os domínios espacial e espectral, nós vamos assumir que o estímulo
e a sua transformada encontram-se multiplicados por constantes de dimensão adequada e com valor
unitário, de modo a poder considerá-los ambos grandezas adimensionais.
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Resposta da Função de Airy:

rAc (x, τ) = Ĩ∗(ω0, t−)Ai

(
x+ x0 +

1

4

B3

k4c
|Ĩ(ω0, t−)|4

)
×

×e
− 1

2
B2

k2c
|Ĩ(ω0,t−)|2

(
x+x0+

1
6

B3

k4c
|Ĩ(ω0,t−)|4

)
(4.5)

onde Ai denota a função de Airy [62], e onde A e B, que são parâmetros livres corres-

pondentes ao momentum da resposta (A2 e B2 equivalendo portanto a energias), podem

ser funções de x0, ω0 e t.

A expressão para a resposta da função de Airy é apresentada aqui apenas por com-

pleteza. Em [54], sugeriu-se que esta resposta poderia modelar a propagação de espículas,

mas esta possibilidade não será explorada aqui, onde o nosso foco recai sobre a resposta de

onda plana. Conforme observado em [55], a resposta de onda plana pode ser interpretada

como uma amplitude de probabilidade na variável A2

k2c
, já que o seu módulo quadrado toma

a forma de uma densidade de probabilidade exponencial negativa naquela variável,

|rPc (x, τ)|2 = |Ĩ(ω0, t−)|2e
−A2

k2c
|Ĩ(ω0,t−)|2

(4.6)

A partir da conhecida relação entre a densidade exponencial negativa e a densidade de

Poisson, comumente utilizada como modelo para a geração de spikes, sugeriu-se em [55]

uma interpretação quantum-like para a abordagem sintonizada, segundo a qual a resposta

de onda plana se associa à probabilidade de geração de espículas, cuja propagação, por

sua vez, seria descrita pela resposta da função de Airy.

4.2.2 Célula Simples

A resposta, na frequência ω e no instante t, da célula simples com frequência de sintonia

ω0 e campo receptivo centrado em x0 �ca dada por

rs(ω, τ) ≡ rs(ω, τ ;x0, ω0, t) =

∫
ei[Ωx0−ϕ(x0,t−τ)]e

− [Ω−(ω+ω0)]
2

2k2s |I(x0,t−τ)|2 Ĩ(Ω, t)dΩ (4.7)

onde ks tem dimensão L−1.

A equação de movimento satisfeita por rs(ω, τ) (uma equação semelhante seria obe-

decida por rs(ω0, τ)) corresponde à equação de Schrödinger, nas variáveis ω e τ , de um

sistema quântico com massa e potencial dados por

Ms(τ) = ik−2
s

[
∂

∂τ
|I(x0, t−)|2

]−1

(4.8)
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e

Us(τ) = i
∂

∂τ
log I∗(x0, t−) (4.9)

De forma semelhante ao caso da célula complexa, nós assumiremos que a resposta rs(ω, τ)

da célula simples com parâmetro de delay τ0 terá sua dinâmica de�nida, entre t− τ0 e t,

por esta equação de Schrödinger.

As soluções da equação de movimento são as respostas naturais, equivalentes às fun-

ções de onda do sistema quântico, que podem assumir a forma de uma resposta de onda

plana ou de uma resposta da função de Airy, conforme abaixo:

Resposta de Onda Plana:

rPs (ω, τ) = ksI
∗(x0, t−)e

−iA(ω+ω0)e−
A2

2
k2s |I(x0,t−)|2 (4.10)

Resposta da Função de Airy:

rAs (ω, τ) = I∗(x0, t−)Ai

(
ω + ω0 +

B3

4
k4s |I(x0, t−)|4

)
×

×e−
B2

2
k2s |I(x0,t−)|2

(
ω+ω0+

B3

6
k4s |I(x0,t−)|4

)
(4.11)

onde, novamente, A e B − os parâmetros de momentum da resposta − podem ser funções

de x0, ω0 e t. Assim como no caso da célula complexa, a resposta na Eq. (4.7) corresponde

a uma resposta forçada do sistema.

4.2.3 Resposta da Célula Simples em Função de x e τ

Para obter a resposta de onda plana da célula simples como função de x e τ , nós tomamos

a transformada de Fourier inversa de rPs (ω, τ),

rPs (x, τ) ≡ rPs (x, τ ;x0, ω0, t) =

∫
eiω(x−x0)rPs (ω, τ)dω (4.12)

e, usando a Eq. (4.10),

rPs (x, τ) = ksI(x0, t−)e
iAω0e−

A2

2
k2s |I(x0,t−)|2

∫
eiω(x−x0−A)dω (4.13)

Portanto,

rPs (x, τ) = ksI(x0, t−)e
iAω0e−

A2

2
k2s |I(x0,t−)|2δ(x− x0 − A) (4.14)

De forma semelhante ao proposto para a célula complexa em [55] (ver acima), nós assu-

mimos aqui que rPs (x, τ) corresponde a uma amplitude de probabilidade na variável A2,
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mas, neste caso, a Eq. (4.14) impõe uma condição extra: que o momentum seja dado por

A ≡ |Ĩ(ω0, t)| = x− x0 (4.15)

Assim, a probabilidade de resposta na posição x será nula, exceto quando

x = x0 + A ≡ x0 + |Ĩ(ω0, t)| (4.16)

Assumindo que tal condição é satisfeita, nós obtemos, a partir da Eq. (4.14),

|rPs (x, τ)|2 = k2s |I(x0, t−)|2e−A2k2s |I(x0,t−)|2 (4.17)

que é uma densidade de probabilidade exponencial negativa na variável A2, com intensi-

dade k2s |I(x0, t−)|2, à qual estará associada, assim como no caso da célula complexa, uma

probabilidade de emissão de spikes da forma de Poisson. Este modelo será detalhado a

seguir, no âmbito da generalização da abordagem sintonizada de Gabor introduzida na

próxima seção.

4.3 Introduzindo os Polinômios de Hermite

4.3.1 Funções Sintonizadas da Primeira Forma

As funções sintonizadas de Gabor da primeira forma,

ψω(x) =
1√
2π
ei[ωx+φ(ω)]e

− x2

2|Ĩ(ω)|2 (4.18)

podem ser obtidas como caso particular, para n = 0, das funções

ψ(n)
ω (x) =

1√
2π

(−1)n

|Ĩ(ω)|n
ei[ωx+φ(ω)]Hn

[
x− iω|Ĩ(ω)|2

|Ĩ(ω)|

]
e
− x2

2|Ĩ(ω)|2 (4.19)

que também podem ser escritas como

ψ(n)
ω (x) =

1√
2π

(−1)n

|Ĩ(ω)|n
eiφ(ω)e−

ω2

2
|Ĩ(ω)|2Hn

[
x− iω|Ĩ(ω)|2

|Ĩ(ω)|

]
e
− [x−iω|Ĩ(ω)|2]2

2|Ĩ(ω)|2 (4.20)

onde os Hn(x) são os polinômios de Hermite na forma �dos probabilistas�, ou seja,

Hn(x) = 2−n/2Hn(x/
√
2) (4.21)

com Hn(x) denotando os polinômios de Hermite �dos físicos�, mais comumente encontra-

dos.
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Os polinômios Hn(x) são dados por

Hn(x) = (−1)ne
x2

2
dn

dxn
e−

x2

2 (4.22)

e satisfazem a propriedade

H
′′
n(x)− xH

′
n(x) = −nHn(x) (4.23)

onde as plicas denotam derivação. Os primeiros desses polinômios são listados abaixo:

H0(x) = 1

H1(x) = x

H2(x) = x2 − 1

H3(x) = x3 − 3x

(4.24)

O seguinte resultado vale para a transformada de Fourier dos Hn,

F{e−x2/2Hn(x)}(ω′) =
√
2π(−iω′)ne−ω′2/2 (4.25)

ou, relembrando as propriedades de escala e translação da transformada,

F
{
e−

(x−iβ)2

2α2 Hn

(
x− iβ

α

)}
(ω′) =

√
2παn+1(−iω′)ne−

ω′2α2

2 eω
′β (4.26)

Usando isto, é possível demonstrar que as funções ψ(n)
ω fornecem uma representação exata

das derivadas do sinal de sintonia, sob a forma

I(n)(x) =

∫
eiωx ∗ ψ(n)

ω (x)dω (4.27)

Especi�camente, tomando a transformada de Fourier dos dois lados da equação acima,

nós obtemos

F{I(n)(x)}(ω′) = (−1)n×

×
∫

eiφ(ω)

|Ĩ(ω)|n
e−

ω2

2
|Ĩ(ω)|2δ(ω − ω′)|Ĩ(ω)|n+1(−iω′)ne−

ω′2|Ĩ(ω)|2
2 eω

′2|Ĩ(ω)|2dω (4.28)

e portanto,

F{I(n)(x)}(ω′) = (iω′)n|Ĩ(ω′)|eiφ(ω′) = F
{
dn

dxn
I(x)

}
(ω′) (4.29)

o que demonstra a propriedade.
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4.3.2 Modelagem Sintonizada para Células da Classe Complexa

Nós propomos uma generalização do modelo sintonizado para as células complexas, com

base nas funções sintonizadas ψ(n)
ω , da Eq. (4.19).

4.3.2.1 Resposta Forçada

A resposta forçada das células que nós identi�caremos como da classe complexa �ca dada

por3

rn(x, τ) =

∫
H

∗
n

[
x− ξ − iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
G(ξ, x, t−)I(ξ, t)dξ (4.30)

− com o asterisco denotando conjugação complexa −, o que equivale a

rn(x, τ) =

∫
Hn

[
x− ξ + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
G(ξ, x, t−)I(ξ, t)dξ (4.31)

onde

G(ξ, x, t−) =
1√
2π

(−1)n

|Ĩ(ω, t−)|n
e−i[ωξ+φ(ω,t−)]e

− (ξ−x)2

2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.32)

é a função de Gabor cujo produto com o polinômio de Hermite, na Eq. (4.31), de�ne o

campo receptivo da célula da classe complexa. A resposta forçada corresponde portanto à

�ltragem do estímulo no instante t pela função de representação da sua enésima derivada

no instante t− τ .

Conforme demonstrado no Apêndice D, a resposta rn, para um n qualquer, satisfaz a

mesma equação de movimento obtida quando n = 0, ou seja,

∂τrn(x, τ) =
1

2
∂τ |Ĩ(ω, t−)|2∂2xrn(x, τ) + ∂τ log[Ĩ

∗(ω, t−)]rn(x, τ) (4.33)

que corresponde à equação de Schrödinger para um sistema com massa

M(τ) = i∂τ
−1|Ĩ(ω, t−)|2 (4.34)

e potencial

U(τ) = i∂τ log Ĩ
∗(ω, t−) (4.35)

É interessante observar que as funções de Hermite, que são produtos de gaussianas por

polinômios de Hermite �dos físicos�, já foram propostas como um modelo mais adequado

3Por simplicidade, nós estamos denotando a frequência de sintonia da célula por ω, em vez de ω0. Nós
estamos também assumindo parâmetro kc = 1, e o centro do campo receptivo em x0 = 0. Os resultados
que se seguem se generalizam para o caso x0 ̸= 0, desde que se interprete x como a posição relativa ao
centro do campo receptivo.
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para os campos receptivos corticais do que as funções de Gabor [50]. As funções de

Hermite correspondem às autofunções da energia do oscilador harmônico quântico, e nós

veri�camos que, com base nelas, é possível construir funções sintonizadas de Gabor que

se prestam à codi�cação do sinal de sintonia − mas não das suas derivadas −, quando a

ordem do polinômio de Hermite envolvido é par. No entanto, neste caso, a equação de

movimento, Eq. 4.33, não é, em geral, satisfeita. Por tais razões, nós decidimos trabalhar

aqui com as funções de Hermite �dos probabilistas�.

4.3.3 Resposta Natural

As respostas naturais (funções de onda) das células da classe complexa são obtidas resol-

vendo-se a Eq. (D.14), conforme apresentado em [54]. Por exemplo, a resposta de onda

plana é dada por

rP (x, τ) = Ĩ∗(ω, t−)e
iAxe−

1
2
A2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.36)

onde A ∈ [−∞,∞] é um parâmetro livre, que nós denotamos como o momentum da

célula, e que pode ser função de t e/ou de ω. Para o módulo quadrado da resposta, nós

obtemos

|rP (x, τ)|2 = |Ĩ(ω, t−)|2e−A2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.37)

que tem a forma de uma densidade de probabilidade exponencial negativa na variável

A2, que, por ter dimensão do quadrado do momentum, nós identi�camos como uma

energia. Por outro lado, pela conhecida relação entre as variáveis aleatórias exponencial

e de Poisson, a densidade acima está associada a uma densidade de Poisson da forma

p(k;A2) =
1

k!
(A|Ĩ(ω, t−)|)2ke−A2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.38)

que nós propomos interpretar como fornecendo a probabilidade de geração de k spikes

quando a célula se encontra no intervalo de energias [0, A2].4 A densidade na Eq. (4.37)

portanto descreve o intervalo de energia entre duas emissões sucessivas de spikes.

Dado o estímulo no instante t, nós vamos assumir que a emissão de spikes pela célula

da classe complexa com índice n dar-se-á segundo a densidade de Poisson na Eq. (4.38),

com a energia A2 determinada pela transformada de Fourier da enésima derivada do

estímulo naquele instante, ou seja,

pn(k|Ĩ(ω, t)) ≡ p(k;A2
n) =

1

k!
(ωn|Ĩ(ω, t)||Ĩ(ω, t−)|)2ke−ω2n|Ĩ(ω,t)|2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.39)

4Obs.: Os instantes de emissão das spikes não �cam determinados pela expressão acima, portanto,
podemos considerar diversos tipos de emissão, como bursts, por exemplo.
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onde nós identi�camos A2 ≡ A2
n = (ωn|Ĩ(ω, t)|)2.5 Deve-se observar que a Eq. (4.39)

corresponde a uma densidade de Poisson com taxa

ω2n[|Ĩ(ω, t)||Ĩ(ω, t−)|]2 ≡ |(iω)nFx→ω{I(x, t) ⋆ I(x, t−)}|2 (4.40)

onde ⋆ denota correlação espacial. Portanto, a taxa de emissão de spikes pela célula da

classe complexa com índice n e parâmetro de delay τ fornece uma medida associada à

enésima derivada da correlação espacial entre os estímulos nos instantes t e t− τ ,

I(x, t) ⋆ I(x, t−) =

∫
I∗(ξ, t−)I(ξ + x, t)dξ (4.41)

4.3.3.1 Relação entre a Resposta de Onda Plana e a Resposta Forçada

Retornando à expressão para a resposta de onda plana na Eq. (4.36), é importante res-

saltar que uma combinação linear de tais respostas, para diferentes valores de A, também

fornece uma solução para a equação de movimento na Eq. (4.33). Consideremos em

particular a solução

rHn (x, τ) =
in

2π

∫
rP (x, τ ;A+ ω)AndA (4.42)

onde nós explicitamos a dependência de A na resposta de onda plana. Isto corresponde à

soma ponderada das soluções de onda plana com momentum A+ω, onde ω é a frequência

de sintonia da célula, cada uma delas recebendo um peso proporcional a An.

Substituindo a expressão para rP dada pela Eq. (4.36), a equação acima fornece6

rHn (x, τ) =
in

2π
Ĩ∗(ω, t−)e

iωx

∫
eiAxAne−

1
2
(A+ω)2|Ĩ(ω,t−)|2dA (4.43)

onde a integral é calculada como

(−i)n d
n

dxn

∫
eiAxe−

1
2
(A+ω)2|Ĩ(ω,t−)|2dA (4.44)

ou seja √
2π

|Ĩ(ω, t−)|
(−i)n d

n

dxn

[
e−iωxe

− x2

2|Ĩ(ω,t−)|2

]
(4.45)

5Para consistência dimensional, deve-se assumir que esta expressão embute uma constante unitária de
dimensão apropriada.

6Por uma troca na variável de integração, isto pode ser reescrito como

rHn (x, τ) =
in

2π
Ĩ∗(ω, t−)

∫
eiAx(A− ω)ne−

1
2A

2|Ĩ(ω,t−)|2dA ≡ in

2π

∫
rP (x, τ ;A)(A− ω)ndA

que corresponde a uma combinação linear das respostas de onda plana com energia A, cada uma delas
recebendo um peso proporcional a (A− ω)n.
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e, portanto, √
2π

|Ĩ(ω, t−)|
(−i)ne−

ω2

2
|Ĩ(ω,t−)|2 d

n

dxn
e
− (x+iω|Ĩ(ω,t−)|2)2

2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.46)

Introduzindo isto na Eq. (4.43), e fazendo referência à de�nição dos polinômios de Hermite

dada pela Eq. (4.22), ou seja,

Hn(x) = (−1)ne
x2

2
dn

dxn
e−

x2

2 (4.47)

nós obtemos

rHn (x, τ) =
1√
2π

(−1)n

|Ĩ(ω, t−)|n
ei[ωx−φ(ω,t−)]e−

ω2

2
|Ĩ(ω,t−)|2×

×Hn

[
x+ iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
e
− [x+iω|Ĩ(ω,t−)|2]2

2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.48)

e, �nalmente,

rHn (x, τ) =
1√
2π

(−1)n

|Ĩ(ω, t−)|n
e−iφ(ω,t−)Hn

[
x+ iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
e
− x2

2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.49)

expressão que corresponde ao núcleo da Eq. (4.31), que pode ser reescrita como uma

convolução da forma

rn(x, τ) =

∫
rHn (x− ξ, τ)e−iωξI(ξ, t)dξ (4.50)

Isto estabelece a relação entre as respostas forçada e de onda plana no nosso modelo, o

núcleo da resposta forçada sendo obtido pela soma ponderada, com pesosAn, das respostas

de onda plana para todos os possíveis momenta (A+ω), onde ω é a frequência de sintonia

da célula, com a potência n do fator de ponderação de�nindo a ordem do polinômio de

Hermite que vai compor a resposta forçada. A nossa interpretação é portanto a de que

campo receptivo da célula da classe complexa, rHn (ω, τ), �ca de�nido pela soma ponderada

das respostas de onda plana recebidas das suas células aferentes (ver Fig. 4.1).

4.3.3.2 Relação entre a Resposta Forçada e a Taxa de Emissão de Spikes

Os modelos tradicionais das células corticais assumem que a taxa de emissão de spikes por

uma dada célula é obtida �ltrando-se o estímulo pelo campo receptivo da célula, o que

corresponde à nossa resposta forçada. Na abordagem sintonizada também se encontra

uma relação entre a resposta forçada e a taxa de resposta da célula da classe complexa.

Especi�camente, conforme demonstrado a seguir, veri�ca-se que a taxa de resposta da

célula, dada pela intensidade de Poisson na Eq. (4.40), corresponde ao módulo quadrado
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Figura 4.1: No modelo sintonizado, a dinâmica da resposta da célula complexa com
parâmetro de delay τ0 �ca de�nida entre t− τ0 e t pela equação de Schrödinger, Eq. 4.33.
A soma ponderada de respostas de onda plana com diferentes energias de�ne o campo
receptivo da célula, e a chegada do novo estímulo em t determina a probabilidade de
emissão de espículas.

da componente DC da transformada de Fourier da sua resposta forçada. Para demonstrá-

lo, consideremos a transformada de Fourier da resposta forçada, segundo a Eq. (4.31),

F{rn(x, τ)}(ω′) =
(−1)n√

2π

e−iφ(ω,t−)

|Ĩ(ω, t−)|n
×

×
∫

Fx→ω′

{
Hn

[
(x− ξ) + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
e
− (ξ−x)2

2|Ĩ(ω,t−)|2

}
e−iωξI(ξ, t)dξ (4.51)

onde a transformada no integrando pode ser reescrita como

e−2iωξe−
ω2

2
|Ĩ(ω,t−)|2×

×Fx→ω′

{
eiωxHn

[
(x− ξ) + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
e
− [(x−ξ)+iω|Ĩ(ω,t−)|2]2

2|Ĩ(ω,t−)|2

}
(4.52)

e usando a Eq. (4.26),

√
2π[−i(ω′ − ω)]n|Ĩ(ω, t−)|n+1e−i(ω′+ω)ξe−

ω′2
2

|Ĩ(ω,t−)|2 (4.53)

Substituído na Eq. (4.51), o resultado acima fornece

F{rn(x, τ)}(ω′) =

= [−i(ω′ − ω)]n|Ĩ(ω, t−)|e−iφ(ω,t−)e−
ω′2
2

|Ĩ(ω,t−)|2
∫
e−i(ω′+ω)ξI(ξ, t)dξ (4.54)
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e, portanto,

F{rn(x, τ)}(ω′) = [−i(ω′ − ω)]nĨ∗(ω, t−)Ĩ(ω, t)e
−ω′2

2
|Ĩ(ω,t−)|2 (4.55)

Para ω′ = 0, nós obtemos então

F{rn(x, τ)}(ω′ = 0) = (iω)nĨ∗(ω, t−)Ĩ(ω, t) (4.56)

cujo módulo quadrado corresponde à intensidade de Poisson para a emissão de spikes pela

célula da classe complexa, conforme a Eq. (4.40),7

|F{rn(x, τ)}(ω′ = 0)|2 = ω2n|Ĩ(ω, t−)|2|Ĩ(ω, t)|2 (4.57)

4.3.3.3 Interpretação da Resposta Forçada

As considerações que se seguem visam esclarecer o tipo de informação fornecido pela res-

posta forçada. Pela forma da Eq. (4.43), �ca claro que os diferentes momenta contribuem

diferentemente para a resposta forçada, dependendo do estímulo. Por exemplo, quando

|Ĩ(ω, t−)| é grande, apenas contribuições para A ≈ −ω serão relevantes. Neste caso, nós

podemos aproximar aquela equação pelo seu limite superior

rHn (x, τ) ≈
(−iω)n

2π
Ĩ∗(ω, t−)e

iωx

∫
eiAxe−

1
2
(A+ω)2|Ĩ(ω,t−)|2dA (4.58)

onde a integral fornece √
2π

|Ĩ(ω, t−)|
e−iωxe

− x2

2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.59)

e, portanto,

rHn (x, τ) ≈
1√
2π

(−iω)ne−iφ(ω,t−)e
− x2

2|Ĩ(ω,t−)|2 (4.60)

A resposta forçada da Eq. (4.50) �ca então dada, aproximadamente, por

rn(x, τ) ≈ (−iω)n 1√
2π

∫
e−i[ωξ+φ(ω,t−)]e

− (x−ξ)2

2|Ĩ(ω,t−)|2 I(ξ, t)dξ (4.61)

onde a integral corresponde à resposta forçada para n = 0,

rn(x, τ) ≈ (−iω)nr0(x, τ) (4.62)

É instrutivo considerar uma outra forma para a aproximação da resposta forçada.

7Se houvéssemos considerado o centro do campo receptivo da célula em x0 ̸= 0, a Eq. (4.55) incorpo-
raria o fator de fase eiω

′x0 , sem afetar o resultado na Eq. (4.57).
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Quando |Ĩ(ω, t−)| é grande, o fator gaussiano no integrando da Eq. (4.61) se aproxima

da unidade, qualquer que seja o valor de ξ, e a equação então fornece

rn(x, τ) ≈
1√
2π
ei[nπ−φ(ω,t−)](iω)nĨ(ω, t), ∀x (4.63)

o que corresponde à transformada de Fourier da enésima derivada do estímulo, sob um

deslocamento de fase de nπ − φ(ω, t−). Alternativamente, isto também pode ser escrito

como

rn(x, τ) ≈
1√
2π

(−iω)n|Ĩ(ω, t)|ei[φ(ω,t)−φ(ω,t−)], ∀x (4.64)

o que equivale a

rn(x, τ) ≈
1√
2π

(−iω)n |Ĩ(ω, t)||Ĩ(ω, t−)|
|Ĩ(ω, t−)|

ei[φ(ω,t)−φ(ω,t−)], ∀x (4.65)

e, portanto,

rn(x, τ) ≈
1√
2π

(−1)n

|Ĩ(ω, t−)|
(iω)nFx→ω{I(x, t) ⋆ I(x, t−)}, ∀x (4.66)

onde a operação ⋆ é uma correlação espacial, conforme a Eq. (4.41). Este resultado indica

que a resposta forçada rn será alta quando a enésima derivada da correlação espacial do

estímulo entre os instantes t− τ e t apresentar um conteúdo elevado, na frequência ω, em

comparação com o conteúdo do próprio estímulo em t − τ . Observe-se que, conforme as

Eqs. (4.39) e (4.40), o módulo quadrado do produto rn(x, τ)|Ĩ(ω, t−)| fornece a taxa de

emissão de spikes pela célula da classe complexa.

Métodos baseados em correlação espacial são comumente utilizados para a estimação

do deslocamento relativo entre imagens, e a sua equivalência ao modelo da energia para

a resposta das células complexas já foi estabelecida, sob certas condições, na aplicação

à estereoscopia.8 Como �ca demonstrado pela Eq. (4.66), na abordagem sintonizada a

resposta forçada das células da classe complexa permite estimar não apenas a correlação

espacial entre duas amostras temporais do estímulo (quando n = 0), mas também as

derivadas espaciais (para n = 1 e n = 2) a partir das quais o máximo desta correlação

pode ser obtido.

8Os métodos baseados em correlação em geral determinam a disparidade pelo ponto de máximo desta
medida, enquanto o modelo da energia utiliza a fase da sua transformada de Fourier: a resposta da célula
complexa é modelada como o módulo quadrado da soma das respostas de um par de células simples sob
diferentes fases. A máxima resposta, que vai indicar o valor da disparidade, resulta quando a diferença de
fase entre as células é igual à fase de Fourier da correlação local entre o par estereoscópico (ver [43]). Na
visão biológica, já �cou demonstrado que a mosca utiliza detetores de movimento baseados em correlação
− os detetores de Reichardt [22].
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Finalmente, uma última observação quanto à resposta forçada. Retornando à Eq.

(4.64), nós aí identi�camos uma transformada de Fourier cujo módulo é o mesmo da

transformada do estímulo no instante t, mas cuja fase é a mudança de fase que esta sofre

entre os instantes t− τ e t. Uma variação na fase da transformada de Fourier de um sinal

está em geral associada a um deslocamento do sinal. Se considerarmos, por exemplo, um

estímulo em movimento com velocidade constante v − ou seja, I(x, t) = I0(x − vt) −,
para o qual se obtém Ĩ(ω, t) = e−iωvtĨ0(ω), onde Ĩ0(ω) = |Ĩ0(ω)|eiφ0(ω) é a transformada

de Fourier do estímulo em t = 0, a Eq. (4.64) se torna

rn(x, τ) ≈
1√
2π

(iω)n|Ĩ0(ω)|e−iωvτ , ∀x (4.67)

ou seja,

rn(x, τ) ≈
1√
2π
e−iφ0(ω)Fx→ω

{
dn

dxn
I0(x− vτ)

}
, ∀x (4.68)

Dado o estímulo no instante t, a resposta forçada rn informa, neste caso, a transformada

de Fourier da enésima derivada da sua versão espacialmente propagada pelo intervalo de

tempo τ . Isto está consistente com a relação obtida, na referência [54], entre a resposta

forçada no caso n = 0 e o propagador de Feynman da equação de movimento por ela

obedecida, especi�camente a equação de Schrödinger na Eq. (4.33).

4.4 Funções Sintonizadas da Segunda Forma

Os resultados acima podem ser facilmente estendidos para as funções sintonizadas de

Gabor da segunda forma, levando ao modelo sintonizado para células da classe simples.

As funções sintonizadas da segunda forma

ψx(ω) =
1√
2π
e−i[ωx−ϕ(x)]e

− ω2

2|I(x)|2 (4.69)

podem ser obtidas como caso particular, para n = 0, das funções

ψ(n)
x (ω) =

1√
2π

(−1)n

|I(x)|n
e−i[ωx−ϕ(x)]Hn

[
ω + ix|I(x)|2

|I(x)|

]
e
− ω2

2|I(x)|2 (4.70)

que também podem ser escritas como

ψ(n)
x (ω) =

1√
2π

(−1)n

|I(x)|n
eiϕ(x)e−

x2

2
|I(x)|2Hn

[
ω + ix|I(x)|2

|I(x)|

]
e
− [ω+ix|I(x)|2]2

2|I(x)|2 (4.71)

Estas funções fornecem uma representação exata das derivadas da transformada de Fourier
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do sinal de sintonia, sob a forma

Ĩ(n)(ω) =

∫
e−iωx ∗ω ψ(n)

x (ω)dx (4.72)

o que se veri�ca tomando a transformada inversa de Fourier dos dois lados da equação

acima, para obter

F−1{Ĩ(n)(ω)}(x′) = (−1)n×

×
∫

eiϕ(x)

|I(x)|n
e−

x2

2
|I(x)|2δ(x− x′)|I(x)|n+1(ix′)ne−

x′2|I(x)|2
2 ex

′2|I(x)|2dx (4.73)

o que fornece

F−1{Ĩ(n)(ω)}(x′) = (−ix′)n|I(x′)|eiϕ(x′) = F−1

{
dn

dωn
Ĩ(ω)

}
(x′) (4.74)

e portanto,

Ĩ(n)(ω) =
dn

dωn
Ĩ(ω) (4.75)

onde usamos

F−1

{
e−

(ω+iβ)2

2α2 Hn

(
ω + iβ

α

)}
(x′) =

√
2παn+1(ix′)ne−

x′2α2

2 ex
′β (4.76)

4.4.1 Modelagem Sintonizada para Células da Classe Simples

A modelagem sintonizada para as células da classe simples, com base nas funções sinto-

nizadas ψ(n)
x , procede de forma semelhante à das células da classe complexa, apresentada

acima. Nós começamos por considerar a resposta forçada daquela classe de células.

4.4.1.1 Resposta Forçada

A resposta forçada das células deda classe simples com campo receptivo centrado em x0

�ca dada por9

rsn(ω, τ) =

∫
H

∗
n

[
ω − Ω + ix0|I(x0, t−)|2

|I(x0, t−)|

]
G(Ω, ω, t−)Ĩ(Ω, t)dΩ (4.77)

que equivale a

rsn(ω, τ) =

∫
Hn

[
ω − Ω− ix0|I(x0, t−)|2

|I(x0, t−)|

]
G(Ω, ω, t−)Ĩ(Ω, t)dΩ (4.78)

9Por simplicidade, nós estamos assumindo parâmetro ks = 1, e a frequência de sintonia da célula como
ω0 = 0. Os resultados que se seguem se generalizam para o caso de ω0 ̸= 0 quando se interpreta ω como
o valor da frequência relativo à frequência de sintonia da célula.
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para

G(Ω, ω, t−) =
1√
2π

(−1)n

|I(x0, t−)|n
ei[Ωx0−ϕ(x0,t−)]e

− (Ω−ω)2

2|I(x0,t−)|2 (4.79)

De forma semelhante ao caso das células da classe complexa, demonstra-se que a

resposta rsn satisfaz uma equação de movimento da forma

∂τr
s
n(ω, τ) =

1

2
∂τ |I(x0, t−)|2∂2ωrsn(ω, τ) + ∂τ log[I

∗(x0, t−)]r
s
n(ω, τ) (4.80)

que corresponde à equação de Schrödinger para um sistema com massa

Ms(τ) = i∂τ
−1|I(x0, t−)|2 (4.81)

e potencial

Us(τ) = i∂τ log[I
∗(x0, t−)] (4.82)

4.4.2 Resposta Natural

As respostas naturais (funções de onda) das células da classe simples, como função de ω e

τ , podem ser obtidas resolvendo-se a Eq. (4.80). Por exemplo, a resposta de onda plana

é dada por

rsP (ω, τ) = I∗(x0, t−)e
iAωe−

1
2
A2|I(x0,t−)|2 (4.83)

onde A ∈ [−∞,∞] é um parâmetro livre que nós denotamos como o momentum da célula,

e que pode ser função de t e/ou de x0.

Tomando a transformada de Fourier inversa da Eq. (4.83), nós obtemos a resposta

das células da classe simples como função de x e τ ,

rsP (x, τ) =

∫
eiωxrPs (ω, τ)dω =

= I∗(x0, t−)e
− 1

2
A2|I(x0,t−)|2

∫
eiω(x−A)dω (4.84)

e portanto,

rsP (x, τ) = I∗(x0, t−)e
− 1

2
A2|I(x0,t−)|2δ(x− A) (4.85)

Em contraste com a resposta natural rP (x, τ), da célula da classe complexa, neste caso a

resposta não se estende espacialmente, mas se concentra em x = A. Nós propomos então

considerar

rsP (x = A, τ) = I∗(x0, t−)e
− 1

2
A2|I(x0,t−)|2 (4.86)

como uma amplitude de probabilidade na variável A2, cujo módulo quadrado fornece uma
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densidade exponencial negativa,

|rsP (x = A, τ)|2 = |I(x0, t−)|2e−A2|I(x0,t−)|2 (4.87)

à qual está associada uma densidade de Poisson da forma,

ps(k;A2) =
1

k!
(A|I(x0, t−)|)2ke−A2|I(x0,t−)|2 , x = A (4.88)

De forma semelhante ao proposto para a célula da classe complexa, dado o estímulo

no instante t, nós vamos assumir que a emissão de spikes se dá de acordo com a densidade

de Poisson acima, com a energia dada por A2 ≡ A2
n = (xn0 |I(x0, t)|)2.10

psn(k|I(x0, t)) ≡ p(k;A2
n) =

=
1

k!
(xn0 |I(x0, t)||I(x0, t−)|)2ke−|I(x0,t)|2|I(x0,t−)|2 , x = x0I(x0, t) (4.89)

Assim, dado o estímulo I(x0, t), a probabilidade de resposta numa dada posição x será

nula, exceto quando x = x0A ≡ x0I(x0, t). Isto implica em que a resposta da célula da

classe simples a um estímulo cuja polaridade varia irá aparecer reti�cada em meia-onda,

já que a posição x em que a resposta é obtida determina a polaridade do estímulo capaz de

estimulá-la, a polaridade oposta levando a resposta nula. Esta não-linearidade se veri�ca

experimentalmente para as respostas das células simples, e requer a introdução de uma

etapa de reti�cação, após a �ltragem linear, nos modelos correntes dessas células. Já na

abordagem sintonizada, esta propriedade emerge naturalmente, embora ela não haja sido

explicitamente incorporada ao modelo de �ltragem considerado.

Assim como no caso da célula da classe complexa, a taxa de emissão de spikes pela

célula da classe simples fornece uma medida da correlação entre os estímulos nos instantes

t e t− τ , neste caso tratando-se de uma correlação no domínio da frequência, já que

x2n0 [|I(x0, t)||I(x0, t−)|]2 ≡ |(ix0)nF−1
ω→x0

{Ĩ(ω, t) ⋆ω Ĩ(ω, t−)}|2 (4.90)

onde ⋆ω denota correlação em frequência,

Ĩ(ω, t) ⋆ω Ĩ(ω, t−) =

∫
Ĩ∗(Ω, t−)Ĩ(Ω + ω, t)dΩ (4.91)

10O que corresponde ao módulo quadrado da transformada inversa de Fourier da enésima derivada com

relação à frequência do estímulo Ĩ(ω, t).
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4.4.2.1 Relação entre a Resposta de Onda Plana e a Resposta Forçada

É fácil concluir que, quando consideradas como funções de ω e τ , as respostas natural e

forçada da célula da classe simples apresentam uma relação semelhante à demonstrada

na Seção 2 para as respostas da célula da classe complexa. Especi�camente, se nós consi-

deramos uma combinação linear de respostas de onda plana, sob a forma

rsHn (ω, τ) =
in

2π

∫
rsP (ω, τ ;A− x0)A

ndA (4.92)

ou seja,

rsHn (ω, τ) =
in

2π
I∗(x0, t−)e

−iωx0

∫
eiAωAne−

1
2
(A−x0)2|I(x0,t−)|2dA (4.93)

esta se mostra equivalente ao núcleo da resposta propagada da célula da classe simples,

conforme a Eq. (4.78), que pode ser reescrita como

rsn(ω, τ) =

∫
rsHn (ω − Ω, τ)eiΩx0 Ĩ(Ω, t)dΩ (4.94)

para

rsHn (ω, τ) =
1√
2π

(−1)n

|I(x0, t−)|n
e−iϕ(x0,t−)Hn

[
ω − ix0|I(x0, t−)|2

|I(x0, t−)|

]
e
− ω2

2|I(x0,t−)|2 (4.95)

A nossa interpretação é portanto a de que campo receptivo da célula da classe simples,

rsHn (ω, τ), �ca de�nido pela soma ponderada das respostas de onda plana recebidas das

suas células aferentes.

4.4.2.2 Relação entre a Resposta Forçada e a Taxa de Emissão de Spikes

Tomando a transformada de Fourier inversa da resposta forçada da célula da classe sim-

ples, nós podemos relacionar esta resposta à taxa de emissão de spikes por esta célula.

Especi�camente, conforme demonstrado a seguir, veri�ca-se que a taxa de resposta da

célula, dada pela intensidade de Poisson na Eq. (4.90), corresponde ao módulo quadrado

da componente DC (i.e., para x = 0) da transformada de Fourier inversa da sua res-

posta forçada. Para demonstrá-lo, consideremos esta transformada inversa, segundo a

Eq. (4.77),

F−1{rsn(ω, τ)}(x) =
(−1)n√

2π

e−iϕ(x0,t−)

|I(x0, t−)|n
×

×
∫

F−1
ω→x

{
Hn

[
(ω − Ω)− ix0|I(x0, t−)|2

|I(x0, t−)|

]
e
− (Ω−ω)2

2|I(x0,t−)|2

}
eiΩx0 Ĩ(Ω, t)dΩ (4.96)
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onde a transformada no integrando pode ser reescrita como

e2iΩx0e−
x20
2
|I(x0,t−)|2×

×F−1
ω→x

{
e−iωx0Hn

[
(ω − Ω)− ix0|I(x0, t−)|2

|I(x0, t−)|

]
e
− [(ω−Ω)−ix0|I(x0,t−)|2]2

2|I(x0,t−)|2

}
(4.97)

e fazendo referência à Eq. (4.26),

√
2π[i(x− x0)]

n|I(x0, t−)|n+1eiΩ(x+x0)e−
x2

2
|I(x0,t−)|2 (4.98)

Substituído na Eq. (4.96), o resultado acima fornece

F−1{rsn(x, τ)}(x) =

= [−i(x− x0)]
n|I(x0, t−)|e−iφ(ω,t−)e−

ω′2
2

|Ĩ(ω,t−)|2
∫
eiΩ(x+x0)Ĩ(Ω, t)dΩ (4.99)

e, portanto,

F−1{rsn(x, τ)}(x) = [−i(x− x0)]
nI∗(x0, t−)I(x+ x0, t)e

−x2

2
|I(x0,t−)|2 (4.100)

Para x = 0, nós obtemos então

F−1{rsn(x, τ)}(x = 0) = (ix0)
nI∗(x0, t−)I(x0, t) (4.101)

cujo módulo quadrado corresponde à intensidade de Poisson para a emissão de spikes pela

célula da classe simples, conforme a Eq. (4.90),

|F−1{rsn(x, τ)}(x = 0)|2 = x2n0 |I(x0, t−)|2|I(x0, t)|2 (4.102)

4.4.2.3 Interpretação da Resposta Forçada

É possível chegar a interpretações para a resposta forçada da célula da classe simples

semelhantes às obtidas no caso da célula da classe complexa. Por exemplo, considerando

que |I(x0, t−)| é grande, nós podemos aproximar a Eq. (4.93) como

rsHn (ω, τ) ≈ (ix0)
n

2π
I∗(x0, t−)e

−iωx0

∫
eiAωe−

1
2
(A−x0)2|I(x0,t−)|2dA (4.103)

onde a integral fornece √
2π

|I(x0, t−)|
eiωx0e

− ω2

2|I(x0,t−)|2 (4.104)

e, portanto,

rsHn (ω, τ) ≈ (ix0)
n

√
2π

e−iϕ(x0,t−)e
− ω2

2|I(x0,t−)|2 (4.105)
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A resposta forçada na Eq. (4.94) �ca então dada, aproximadamente, por

rsn(ω, τ) ≈
(ix0)

n

√
2π

∫
ei[Ωx0−ϕ(x0,t−)]e

− (Ω−ω)2

2|I(x0,t−)|2 Ĩ(Ω, t)dΩ (4.106)

onde a integral é a resposta forçada para n = 0,

rsn(ω, τ) ≈ (ix0)
nrs0(ω, τ) (4.107)

4.5 Experimentos

4.5.1 Geração de Espículas com Sinais Sintéticos

Com o objetivo de avaliar o comportamento do modelo sintonizado para as células da

classe simples e da classe complexa no processo de geração de espículas, foram feitos

experimentos com grades senoidais em contrafase e também com grades senoidais em

movimento, simples e compostas. Tais experimentos reproduzem os padrões neuro�sioló-

gicos, como já veri�cado pelo estudo analítico das células sintonizadas simples e complexas

apresentado no Capítulo 2.

Para a geração das respostas da célula do tipo simples, em cada instante de tempo,

um valor aleatório uniformemente distribuído é obtido. Uma espícula será gerada sempre

que esse valor aleatório for menor ou igual ao produto entre a intensidade de Poisson e

um intervalo padrão de tempo. A intensidade de Poisson neste caso é dada por:

λ = x2n|I(x; t)|2|I(x; t− τ)|2 (4.108)

O processo de geração de espículas para a célula do tipo complexo ocorre de forma

semelhante, sendo que, neste caso a intesidade de Poisson é dada por:

λ = ω2n|Ĩ(ω; t)|2|Ĩ(ω; t− τ)|2 (4.109)

4.5.1.1 Grade Senoidal em Contrafase - Célula da Classe Simples

Inicialmente, foi usado o sinal grade senoidal em contrafase como estímulo de entrada

para o processo de geração de espículas pela célula do tipo simples, como mostram as

Figs. 4.2 e 4.3. Neste caso, a produção de espículas se dá na mesma frequência temporal

do estímulo o que está de acordo com os estudos neuro�siológicos [16].
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Figura 4.2: Geração de espículas. Célula do Tipo Simples, Grade Senoidal em contrafase.
Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de Poisson em
relação ao tempo, τ = 0, ω = 26, x = 208, além de n = 0. Embaixo, as espículas geradas,
como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.3: Corresponde à linha 18 do grá�co de espículas em função do tempo da Fig.
4.2.
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Figura 4.4: Geração de espículas. Célula do Tipo Simples, Grade Senoidal em contrafase.
Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de Poisson em
relação ao tempo, τ = 10, ω = 26, x = 208 e n = 1. Embaixo, as espículas geradas, como
função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.5: Geração de espículas. Célula do Tipo Simples, Grade Senoidal em contrafase.
Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de Poisson em
relação ao tempo, τ = 20, ω = 26, x = 208 e n = 2. Embaixo, as espículas geradas, como
função do tempo, para várias repetições do experimento.
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4.5.1.2 Grade Senoidal em Contrafase - Célula da Classe Complexa

A célula complexa, quando o estímulo dado é a grade senoidal em contrafase, gera espículas

no dobro da frequência temporal do estimulo, estando conforme os relatos experimentais

[16].

Figura 4.6: Geração de espículas. Célula do Tipo Complexo, Grade Senoidal em Contra-
fase. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de Poisson
em relação ao tempo, τ = 0, ω = 26, x = 208 e n = 0. Embaixo, as espículas geradas,
como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.7: Corresponde à linha 18 do grá�co de espículas em função do tempo da Fig.
4.6.
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Figura 4.8: Geração de espículas. Célula do Tipo Complexo, Grade Senoidal em Contra-
fase. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de Poisson
em relação ao tempo, τ = 10, ω = 26, x = 208 e n = 1. Embaixo, as espículas geradas,
como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.9: Geração de espículas. Célula do Tipo Complexo, Grade Senoidal em Contra-
fase. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de Poisson
em relação ao tempo, τ = 20, ω = 26, x = 208 e n = 2. Embaixo, as espículas geradas,
como função do tempo, para várias repetições do experimento.
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4.5.1.3 Grade Senoidal em Movimento - Célula da Classe Simples

Quando o estímulo de entrada é a grade senoidal em movimento, a célula simples gera

espículas na mesma frequência temporal do estímulo. Tal comportamento está de acordo

com os resultados obtidos em estudos neuro�siológicos.

Figura 4.10: Geração de espículas. Célula do Tipo Simples, Grade Senoidal em Movimento
Simples. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de
Poisson em relação ao tempo, τ = 0, ω = 26, x = 208 e n = 0. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.11: Corresponde à linha 18 do grá�co de espículas em função do tempo da Fig.
4.10.
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Figura 4.12: Geração de espículas. Célula do Tipo Simples, Grade Senoidal em Movimento
Simples. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de
Poisson em relação ao tempo, τ = 10, ω = 26, x = 208 e n = 1. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.13: Geração de espículas. Célula do Tipo Simples, Grade Senoidal em Movimento
Simples. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de
Poisson em relação ao tempo, τ = 20, ω = 26, x = 208 e n = 2. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.
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4.5.1.4 Grade Senoidal em Movimento - Célula da Classe Complexa

Quando o estímulo é a grade senoidal em movimento, a produção de espículas da célula

complexa não apresenta modulação temporal estando consistente com resultados experi-

mentais [16].

Figura 4.14: Geração de espículas. Célula do Tipo Complexo, Grade Senoidal em Movi-
mento Simples. Em cima, o sinal temporal na posição x = 204. No meio, as intensidades
de Poisson em relação ao tempo, τ = 0, ω = 26, x = 208 e n = 0. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.15: Corresponde à linha 18 do grá�co de espículas em função do tempo da Fig.
4.14.
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Figura 4.16: Geração de espículas. Célula do Tipo Complexo, Grade Senoidal em Movi-
mento Simples. Em cima, o sinal temporal na posição x = 204. No meio, as intensidades
de Poisson em relação ao tempo, τ = 10, ω = 26, x = 208 e n = 1. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.17: Geração de espículas. Célula do Tipo Complexo, Grade Senoidal em Movi-
mento Simples. Em cima, o sinal temporal na posição x = 204. No meio, as intensidades
de Poisson em relação ao tempo, τ = 20, ω = 26, x = 208 e n = 2. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.
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4.5.1.5 Grade Senoidal em Movimento Composta - Célula da Classe Simples

Neste caso, assim como veri�cado experimentalmente [42], a resposta da célula da classe

simples mostrou-se difícil de prever a partir das características do estímulo.

Figura 4.18: Geração de espículas. Célula do Tipo Simples, Grade Senoidal em Movimento
Composta. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de
Poisson em relação ao tempo, τ = 0, ω = 29, x = 208 e n = 0. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.19: Corresponde à linha 18 do grá�co de espículas em função do tempo da Fig.
4.18.
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Figura 4.20: Geração de espículas. Célula do Tipo Simples, Grade Senoidal em Movimento
Composta. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de
Poisson em relação ao tempo, τ = 10, ω = 29, x = 208 e n = 1. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.21: Geração de espículas. Célula do Tipo Simples, Grade Senoidal em Movimento
Composta. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades de
Poisson em relação ao tempo, τ = 20, ω = 29, x = 208 e n = 2. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.
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4.5.1.6 Grade Senoidal em Movimento Composta - Célula da Classe Com-

plexa

Com o estímulo grade senoidal em movimento composta, a modulação das intensidades

de Poisson da célula complexa é dada na diferença da frequência da grade composta. Tal

comportamento está em consonância com os dados experimentais [42].

Figura 4.22: Geração de espículas. Célula do Tipo Complexo, Grade Senoidal em Movi-
mento Composta. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades
de Poisson em relação ao tempo, τ = 0, ω = 29, x = 208 e n = 0. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.23: Corresponde à linha 18 do grá�co de espículas em função do tempo da Fig.
4.22.
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Figura 4.24: Geração de espículas. Célula do Tipo Complexo, Grade Senoidal em Movi-
mento Composta. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades
de Poisson em relação ao tempo, τ = 10, ω = 29, x = 208 e n = 1. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.

Figura 4.25: Geração de espículas. Célula do Tipo Complexo, Grade Senoidal em Movi-
mento Composta. Em cima, o sinal temporal na posição x = 208. No meio, as intensidades
de Poisson em relação ao tempo, τ = 20, ω = 29, x = 208 e n = 2. Embaixo, as espículas
geradas, como função do tempo, para várias repetições do experimento.
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4.5.2 Geração de Espículas com Sinais Reais

O estímulo considerado é uma linha de uma sequência de vídeo de dimensão 504 x 480

pixels (Fig. 4.26). O processo de geração de espículas é o mesmo empregado para os

sinais sintéticos. No caso dos sinais reais, tanto para as células simples como para as

complexas, observou-se maior coerência temporal dos trens de espículas do que com os

sinais sintéticos.

Figura 4.26: Estímulos de entrada. No topo, o instante inicial. Os demais repre-
sentam os instantes subsequentes de um vídeo. Retirado de http://vasc.ri.cmu.edu
/idb/html/motion/UMassMotion/index.html, em 2016.
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4.5.2.1 Células Simples

Figura 4.27: Geração de espículas usando a célula simples. Em cima, o sinal temporal na
posição x = 252. No meio, as intesidades de Poisson. Embaixo, as espículas geradas com
x = 252 e τ = 3; usando a linha (225) do �lme como estímulo.

Figura 4.28: Geração de espículas usando a célula simples. Em cima, o sinal temporal na
posição x = 252. No meio, as intesidades de Poisson. Embaixo, as espículas geradas com
x = 252 e τ = 3; usando a linha (465) do �lme como estímulo.
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Figura 4.29: Geração de espículas usando a célula simples. Em cima, o sinal temporal na
posição x = 252. No meio, as intesidades de Poisson. Embaixo, as espículas geradas com
x = 252 e τ = 3; usando a linha (400) do �lme como estímulo.

Figura 4.30: Geração de espículas usando a célula simples. Em cima, o sinal temporal na
posição x = 252. No meio, as intesidades de Poisson. Embaixo, as espículas geradas com
x = 252 e τ = 3; usando a linha (200) do �lme como estímulo.
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Figura 4.31: Geração de espículas usando a célula simples. Em cima, o sinal temporal na
posição x = 252. No meio, as intesidades de Poisson. Embaixo, as espículas geradas com
x = 252 e τ = 3; usando a linha (170) do �lme como estímulo.

Figura 4.32: Geração de espículas usando a célula simples. Em cima, o sinal temporal na
posição x = 252. No meio, as intesidades de Poisson. Embaixo, as espículas geradas com
x = 252 e τ = 3; usando a linha (205) do �lme como estímulo.
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Figura 4.33: Geração de espículas usando a célula simples. Em cima, o sinal temporal na
posição x = 252. No meio, as intesidades de Poisson. Embaixo, as espículas geradas com
x = 252 e τ = 3; usando a linha (430) como estímulo.
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4.5.2.2 Células Complexas

Figura 4.34: Geração de espículas usando a célula complexa. Em cima, o sinal temporal,
correspondente à linha 225 de um vídeo, na posição x = 252. No meio, as intensidades de
Poisson em relação ao tempo. Embaixo, as espículas geradas em função do tempo, com x
= 252, ω = 3 e τ = 4.

Figura 4.35: Corresponde à linha 18 do grá�co de espículas em função do tempo da Fig.
4.34.
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Figura 4.36: Uma nova geração de espículas para a célula complexa, desta vez, usando
como estímulo uma outra linha (465) do mesmo vídeo. Parâmetros ω = 3 e τ = 9. Em
cima, o sinal temporal na posição x = 252. No meio, as intensidades de Poisson em
relação ao tempo. Embaixo, as espículas geradas em função do tempo, onde cada linha
corresponde a uma de dezoito iterações.

Figura 4.37: Uma nova geração de espículas para a célula complexa, desta vez, usando
como estímulo uma outra linha (400) do mesmo vídeo. Parâmetros ω = 3 e τ = 3. Em
cima, o sinal temporal na posição x = 252. No meio, as intensidades de Poisson em
relação ao tempo. Embaixo, as espículas geradas em função do tempo, onde cada linha
corresponde a uma de dezoito iterações.
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Figura 4.38: Uma nova geração de espículas para a célula complexa, desta vez, usando
como estímulo uma outra linha (200) do mesmo vídeo. Parâmetros ω = 3 e τ = 2. Em
cima, o sinal temporal na posição x = 252. No meio, as intensidades de Poisson em relação
ao tempo. Embaixo, as espículas geradas em função do tempo.

Figura 4.39: Uma nova geração de espículas para célula complexa, desta vez, usando como
estímulo a linha (170) do mesmo vídeo. Parâmetros ω = 3 e τ = 1. Em cima, o sinal
temporal na posição x = 170. No meio, as intensidades de Poisson em relação ao tempo.
Embaixo, as espículas geradas em função do tempo.
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Figura 4.40: Geração de espículas para a célula complexa, usando como estímulo a linha
(205) do mesmo vídeo. Parâmetros ω = 3 e τ = 4. Em cima, o sinal temporal na posição
x = 252. No meio, as intensidades de Poisson em relação ao tempo. Embaixo, as espículas
geradas em função do tempo.

Figura 4.41: Geração de espículas para a célula complexa, usando como estímulo a linha
(205) do mesmo vídeo. Parâmetros ω = 1 e τ = 4. Em cima, o sinal temporal na posição
x = 334. No meio, as intensidades de Poisson em relação ao tempo. Embaixo, as espículas
geradas em função do tempo.



Capítulo 5

Conclusões e Trabalhos Futuros

Esta Tese apresentou uma abordagem para a modelagem de células do córtex visual pri-

mário (V1) baseada nas funções sintonizadas de Gabor. Tais funções haviam sido original-

mente de�nidas como funções de Gabor − ou seja, senóides moduladas por Gaussianas −
cujos parâmetros (largura e fase) �cam determinados por um sinal de sintonia [61], e esta

de�nição foi aqui estendida pela incorporação de uma modulação adicional por polinô-

mios de Hermite. Na sua versão estendida, as funções sintonizadas de Gabor constituem

funções de codi�cação das derivadas, em qualquer ordem, do sinal de sintonia.

Em nossa aplicação à modelagem neuronal, funções sintonizadas de Gabor de�nidas

no domínio espacial, cujos parâmetros �cam determinados pela transformada de Fourier

espacial do sinal espaço-temporal de sintonia, modelam os campos receptivos das células

que nós denotamos como da classe complexa − que incluem as células complexas do V1

como caso particular −, enquanto funções sintonizadas de Gabor de�nidas no domínio

espectral, cujos parâmetros �cam determinados pelo sinal de sintonia, modelam os campos

receptivos das células que nós denotamos como da classe simples − que incluem as células

simples do V1 como caso particular. As respostas de ambas classes de célula, por outro

lado, �cam de�nidas pelo produto escalar entre o campo receptivo da célula e a respectiva

versão (espaço-temporal ou espectro-temporal) do sinal de sintonia, que é assumido como

sendo o estímulo à célula. Nós demonstramos que as respostas assim de�nidas satisfazem

equações de movimento equivalentes a equações de Schrödinger para sistemas com massa

imaginária e potencial complexo, ambos dependentes do tempo, e estas, por sua vez,

levam a dois tipos de soluções correspondentes às funções de onda quânticas, uma delas

baseada na onda-plana, e a outra na função de Airy. Com base nisto, nós propusemos

uma interpretação quantum-like para o modelo sintonizado das respostas neuronais, em

que o módulo quadrado da resposta de onda-plana fornece uma probabilidade de Poisson
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para a emissão de espículas pela célula, enquanto a resposta da função de Airy − como

já sugerido anteriormente [54] − descreveria a propagação das espículas.

Um resultado signi�cativo da nossa abordagem é o fato de que dela resulta, natural-

mente, a reti�cação da resposta das células simples. Esta propriedade se mostra de acordo

com as observações experimentais, e surge, no contexto da abordagem sintonizada, sem

a necessidade de incorporação de um estágio adicional de reti�cação após uma �ltragem

linear, como assumido pelos modelos correntes das células simples. Ademais, é impor-

tante salientar que, na abordagem sintonizada, tanto para as células da classe simples

como para as da classe complexa, a dinâmica subjacente à geração das respostas − repre-

sentada pelas respectivas equações de movimento e suas respostas naturais (funções de

onda) − assume o papel preponderante, demonstrando-se, por exemplo, que os campos

receptivos das células podem ser entendidos como resultando de uma combinação linear

das suas respostas de onda plana.

Finalmente, o estudo analítico, bem como o trabalho de simulação, das respostas for-

necidas por nosso modelo para entradas-padrão, como grades em contrafase, grades em

movimento e fendas, mostrou que a abordagem sintonizada replica as propriedades neuro-

�siológicas das células simples e complexas do córtex visual, e também a variação do seu

campo receptivo com a classe do sinal de entrada. Na simulação da emissão de espículas

quando o estímulo é uma sequência de vídeo real, uma característica do nosso modelo

foi a maior consistência temporal observada entre as respostas obtidas para diferentes

apresentações do estímulo, em comparação com os resultados para sinais sintéticos.

5.1 Extensões do Nosso Trabalho

A seguir nós indicamos possíveis vertentes para a extensão do nosso trabalho.

5.1.1 Formulação Baseada no Logaritmo do Estímulo

A Fig. 5.1 ilustra a variação da resposta (intensidade de Poisson) de uma célula sinto-

nizada complexa em função do contraste do estímulo, quando a resposta é baseada no

logaritmo deste. A saturação da resposta nos altos contrastes é um comportamento co-

erente com os resultados experimentais [3] que não se obtém quando a intensidade do

processo é baseada no valor do estímulo (conforme a Eq.(4.38)). No que se segue, nós

esboçamos a formulação de uma abordagem sintonizada baseada no logaritmo do estímulo.
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Figura 5.1: Funções de resposta ao contraste para células sintonizadas complexas. Curva
inferior, para frequência ω = 12. Curva superior, para frequência ω = 20.

Vamos considerar uma célula da classe complexa com dinâmica de�nida pela massa

Mc(τ) = i∂−1
τ log2 |Ĩ(ω, t−)| (5.1)

e pelo potencial (comparar com as Eqs.(4.2) e (4.3))

Uc(τ) = i∂τ log{|Ĩ(ω, t−)|m
2

e−iφ(ω,t−)} (5.2)

onde m é um inteiro. A ela estarão associadas respostas de onda plana da forma

rP (x, τ) = |Ĩ(ω, t−)|m
2

ei[Ax−φ(ω,t−)]e−
1
2
A2 log2 |Ĩ(ω,t−)| (5.3)

cujo módulo quadrado fornece

|rP (x, τ)|2 = |Ĩ(ω, t−)|2m
2

e−A2 log2 |Ĩ(ω,t−)| (5.4)

Identi�cando

τp = log2 |Ĩ(ω, t−)| (5.5)

e assumindo |Ĩ(ω, t−)| > 1, a Eq. (5.4) pode ser reescrita como

|rP (x, τ)|2 = e−A2τpe2m
2√τp (5.6)

o que admite uma interpretação probabilística, se nós assumirmos que o estímulo Ĩ(ω, t−),
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e portanto τp, está sujeito a ruído.1 Neste caso, nós podemos identi�car |rP (x, τ)|2 como

uma densidade de probabilidade conjunta nas variáveis
√
τp e A2,

f(
√
τp, A

2) ≡ |rP (x, τ)|2 (5.7)

As correspondentes probabilidades condicionais são obtidas como

f(A2|√τp) =
f(
√
τp, A

2)

f(
√
τp)

(5.8)

e

f(
√
τp|A2) =

f(
√
τp, A

2)

f(A2)
(5.9)

onde

f(
√
τp) =

∫ ∞

0

f(
√
τp, A

2)dA2 =
e2m

2√τp

τp
(5.10)

e

f(A2) =

∫ ∞

0

f(
√
τp, A

2)d
√
τp = e

m4

A2

√
π

2A
erfc

(
−m

2

A

)
(5.11)

com erfc denotando a função erro complementar. Nós chegamos, portanto, às condicionais

f(A2|√τp) = τpe
−A2τp (5.12)

que corresponde a uma densidade exponencial negativa − a que estará associada uma

probabilidade de resposta de Poisson, como antes, mas com intensidade relacionada ao

logaritmo do estímulo −, e

f(
√
τp|A2) =

2A√
π

e−A2(
√
τp−m2

A2 )2

erfc
(
−m2

A

) (5.13)

que corresponde a uma densidade normal truncada, como modelo para o ruído. Como

extensão do nosso trabalho, nós iremos estudar este modelo sintonizado alternativo. É

interessante observar que um modelo sintonizado para células com campos receptivos

espaço-cromáticos, conforme descrito na próxima seção, também se baseia no logaritmo

do estímulo.
1Em [21], por exemplo, foi proposto um modelo para a taxa de resposta dos neurônios visuais em que

um ganho aleatório modula uma componente de origem sensorial. Neste caso, nós também poderíamos
assumir τp = τsτn, onde τs e τn denotam, respectivamente, a componente sensorial e o ganho.



5.1 Extensões do Nosso Trabalho 101

5.1.2 Modelagem Sintonizada para Campos Receptivos Espaço-

Cromáticos

As células do Núcleo Geniculado Lateral (NGL), assim como as células ganglionares da

retina, apresentam campos receptivos circularmente simétricos. Em [59] foi proposto um

modelo sintonizado para os campos receptivos com organização centro-periferia, caracte-

rísticos de algumas dessas células, em que se identi�ca uma região central, excitatória ou

inibitória, circundada por uma periferia de polaridade oposta.

Esse modelo objetivava descrever a codi�cação de versões branqueadas das imagens

retinais, segundo a hipótese formulada por Atick e seus colaboradores [5], para quem

os primeiros estágios do caminho visual teriam a �nalidade de transmitir ao córtex vi-

sual primário versões descorrelacionadas das suas entradas. Sendo sabido que o espectro

espaço-temporal das imagens naturais decai com a magnitude da frequência [45], o papel

das células da retina e do NGL seria o de equalizar esse espectro, ao mesmo tempo atenu-

ando componentes de ruído em alta frequência. Além de implementar o branqueamento

das imagens de entrada, o modelo sintonizado para as células centro-periferia mostrou-se

capaz de replicar várias das propriedades neuro�siologicamente observadas destas células,

como a ausência de resposta a entradas uniformes, e a variação do seu campo receptivo

com a frequência [59].

No NGL, além de células que respondem à luminância do estímulo, encontram-se tam-

bém células sensíveis à cor. Dentre estas, as células classi�cadas como Tipo II, segundo a

nomenclatura introduzida por Hubel e Wiesel [65], são do tipo centro − ou seja, não se

identi�ca uma periferia do campo receptivo circularmente simétrico, seja ele excitatório

ou inibitório. Por outro lado, esse campo apresenta oposição cromática, mostrando-se ex-

citatório para certa banda espectral, e inibitório para outra. No NGL foram identi�cadas

células Tipo II com oposição vermelho-verde e também com oposição azul-amarelo, com

amarelo aqui representando uma combinação de vermelho e verde.

Além das células Tipo II, encontram-se também no NGL células com campo receptivo

centro-periferia e oposição cromática, classi�cadas como Tipo I, por Hubel e Wiesel. Nes-

tas, a periferia apresenta polaridade oposta à do centro, do mesmo modo que nas células

sensíveis à luminância, mas centro e periferia respondem a bandas espectrais diferentes.

Assim, podemos encontrar células com centro excitatório para a luz vermelha e periferia

inibitória para a luz verde (identi�cadas como r+g−), ou células com centro inibitório

para a luz vermelha e periferia excitatória para a luz verde (ou seja, r−g+), bem como

todas as outras combinações possíveis. Da mesma forma, encontram-se células Tipo I
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com oposição azul-amarelo: células b+y−, por exemplo, e as demais variações. Os cam-

pos receptivos dos neurônios sensíveis à cor são tradicionalmente modelados por funções

espaço-cromáticas do tipo [48]

R(x, y, λ) = aLL(λ)rL(x, y) + aMM(λ)rM(x, y) + aSS(λ)rS(x, y) (5.14)

onde λ é o comprimento de onda da luz, e L(λ), M(λ) e S(λ) − com L, M e S denotando

longo (long), médio (medium) e curto (small) − são as funções de resposta espectral dos

cones vermelho, verde e azul da retina, cuja maior sensibilidade se encontra, respectiva-

mente, na faixa dos longos, médios e curtos comprimentos de onda. As funções rL(x, y),

rM(x, y) e rS(x, y) representam, por sua vez, a sensibilidade espacial do campo receptivo

às entradas recebidas dos respectivos cones, enquanto aL, aM e aS são parâmetros que

permitem o ajuste do modelo, controlando o peso e a polaridade de cada componente

espectral na resposta do neurônio, em geral obtida pela convolução do sinal de entrada

com o campo R(x, y, λ).

Os campos receptivos das células Tipo I e Tipo II discutidas acima são conhecidos

como de oposição simples, e podem ser modelados pela função da Eq. 5.14, com os se-

guintes parâmetros: i) para células vermelho-verde, aS = 0 e aL = −aM ; ii) para células

azul-amarelo: aS = −(aL + aM). Em ambos os casos, as funções rL(x, y), rM(x, y) e

rS(x, y) são aproximadas por Gaussianas bidimensionais circularmente simétricas, com

larguras σL, σM e σS. O campo receptivo das células Tipo II distingue-se por combinar

componentes Gaussianas de larguras iguais, enquanto que o das Tipo I resulta da composi-

ção de Gaussianas com larguras diferentes, o que gera a sua con�guração centro-periferia.

O nosso objetivo aqui é estudar modelos sintonizados para os campos receptivos

espaço-cromáticos das células Tipo I e Tipo II do núcleo geniculado lateral, conside-

rados como funções de representação dos sinais de entrada destas células. Para isto, nós

introduzimos funções Gaussianas rotacionalmente simétricas, da forma

ψB(r;ωx, ωy) =
e

−πr2

ΣB(ωx,ωy)

ΣB(ωx, ωy)
(5.15)

onde r2 = x2 + y2, ωx e ωy são as componentes da frequência espacial, e B denota a

banda cromática considerada. A largura da Gaussiana, ΣB(ωx, ωy), será aqui obtida da

condição de que o conjunto de funções {ψB(r;ωx, ωy),∀(ωx, ωy)} forneça a representação

exata da densidade de energia do sinal de entrada à célula na banda considerada − o que

denotaremos por IB(x, y).
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Assim, nós impomos

PB(x, y) =

∫ ∫
ei(ω

′
xx+ω′

yy) ∗ ψB(r;ω
′
x, ω

′
y)dω

′
xdω

′
y (5.16)

onde o asterisco denota uma convolução espacial bidimensional, e PB é um sinal cuja

transformada de Fourier fornece a densidade de energia recebida pela célula na banda

B − isto é, nós assumimos |P̃B(ωx, ωy)| = |ĨB(ωx, ωy)|2. Como de praxe na abordagem

sintonizada, nós tomamos a transformada de Fourier dos dois lados da equação acima,

para obter

P̃B(ωx, ωy) =

∫ ∫
δ(ωx − ω′

x, ωy − ω′
y)e

−
ΣB(ω′

x,ω′
y)

4π
(ω2

x+ω2
y)dω′

xdω
′
y (5.17)

e, portanto,

P̃B(ωx, ωy) = e−
ΣB(ωx,ωy)

4π
(ω2

x+ω2
y) (5.18)

Daí resulta

|P̃B(ωx, ωy)| ≡ |ĨB(ωx, ωy)|2 = e−
ΣB(ωx,ωy)

4π
(ω2

x+ω2
y) (5.19)

e então,

ΣB(ωx, ωy) = −8π
log |ĨB(ωx, ωy)|

(ω2
x + ω2

y)
(5.20)

Como requeremos que o argumento da Gaussiana na Eq. (5.15) seja negativo, nós devemos

impor a condição de que log |ĨB(ωx, ωy)| ≤ 0, e portanto de que |ĨB(ωx, ωy)| ≤ 1, o que

pode ser obtido trabalhando-se com os valores da transformada original divididos pelo seu

máximo em magnitude.

As funções ψB da Eq. (5.15) tomam portanto a forma,

ψB(r;ωx, ωy) =
1

8π

(ω2
x + ω2

y)∣∣∣log |ĨB(ωx, ωy)|
∣∣∣e−

1
8

(ω2
x+ω2

y)

|log |ĨB(ωx,ωy)|| r
2

(5.21)

Elas modelam o campo receptivo de uma célula centro, e constituem funções de represen-

tação das componentes na frequência espacial (ωx, ωy) do sinal PB(x, y), que por sua vez

representa a densidade da energia de entrada à célula na banda cromática B. Nós tencio-

namos estudar estas funções como possível modelo sintonizado para os campos receptivos

espaço-cromáticos.
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5.1.3 Equações de Movimento das Respostas Sintonizadas e a

Equação do Cabo

Um outro campo a ser explorado na continuação do nosso trabalho é a investigação de

uma possível relação entre a equação de movimento das respostas sintonizadas e a equação

do cabo, que descreve a propagação passiva ou quase-ativa do potencial da membrana nos

modelos compartimentais dos neurônios [23]:

∂

∂t
V (x, t) = D

∂2

∂x2
V (x, t)− 1

Θ
V (x, t) (5.22)

onde V denota o potencial da membrana, e D e Θ são parâmetros reais positivos que

dependem das propriedades físicas e geométricas do segmento de neurônio considerado,

como o seu diâmetro, e a resistência e capacitância elétricas da sua membrana. O estabe-

lecimento de tal relação poderia levar a uma fundamentação biofísica para a abordagem

sintonizada.
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APÊNDICE A -- Respostas a Grades em Contrafase

A seguir, nós apresentamos os cálculos das respostas obtidas com o modelo proposto

quando o estímulo são grades senoidais da forma

I(x, t) = cos(kx+ ϕ) cos(κt+ δ) (A.1)

Para tal estímulo, pode-se trabalhar com uma versão unidimensional das funções de campo

receptivo, com as respostas das células baseadas nas transformadas sintonizadas 1D das

Eqs. (2.5) e (2.14), conforme descrito abaixo.

A.1 Células Simples

A resposta de uma célula simples sintonizada à frequência ω e centrada na posição x é

obtida como [rs(t;ω, x, τ)]+, onde [ · ]+ denota a reti�cação de meia onda, e onde (ver Eq.

(2.14))

rs(t;ω, x, τ) = (2π)2I∗(x, t− τ)

∫
e−iω(ξ−x)e−4π3|I(x,t−τ)|2(ξ−x)2I(ξ, t)dξ (A.2)

Tomando como entrada a grade senoidal em contrafase da Eq. (A.1), obtém-se

rs(t;ω, x, τ) = 2π2 cos(kx+ ϕ) cos[κ(t− τ) + δ] cos(κt+ δ)eiωx×

×
∫ {

e−i[(ω−k)ξ−ϕ] + e−i[(ω+k)ξ+ϕ]
}
e−4π3|I(x,t−τ)|2(ξ−x)2dξ (A.3)

A integral acima corresponde a duas transfomadas de Fourier, que resultam em

rs(t;ω, x, τ) =
π

|I(x, t− τ)|
cos(kx+ ϕ) cos[κ(t− τ) + δ] cos(κt+ δ)×

×
{
ei(kx+ϕ)e

− (ω−k)2

16π3|I(x,t−τ)|2 + e−i(kx+ϕ)e
− (ω+k)2

16π3|I(x,t−τ)|2

}
(A.4)
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e, fazendo uso da Eq. (A.1), obtém-se

rs(t;ω, x, τ) = π
I(x, t− τ)

|I(x, t− τ)|
cos(κt+ δ)×

×
{
ei(kx+ϕ)e

− (ω−k)2

16π3|I(x,t−τ)|2 + e−i(kx+ϕ)e
− (ω+k)2

16π3|I(x,t−τ)|2

}
(A.5)

que produz uma resposta modulada na frequência temporal do estímulo, e dependente de

sua fase espacial, o que se mostra consistente com os resultados experimentais para as

células corticais simples [16].

A.2 Células Complexas

A resposta da célula complexa sintonizada à frequência ω, e com campo receptivo centrado

na posição x, pode ser obtida como (ver Eq. (2.5))

rc(t;ω, x, τ) =
1

(2π)
3
2

∫
e−i[ωξ+φ(ω;t−τ)]e

− (ξ−x)2

2|Ĩ(ω;t−τ)|2 I(ξ, t)dξ (A.6)

que, para a entrada da Eq. (A.1), torna-se

rc(t;ω, x, τ) = e−iφ(ω;t−τ) cos(κt+ δ)

2(2π)
3
2

×

×
∫ {

e−i[(ω−k)ξ−ϕ] + e−i[(ω+k)ξ+ϕ]
}
e
− (ξ−x)2

2|Ĩ(ω;t−τ)|2 dξ (A.7)

Novamente, a integral corresponde a duas transformadas de Fourier, que resolvidas for-

necem

rc(t;ω, x, τ) = Ĩ∗(ω; t− τ)
cos(κt+ δ)

4π
×

×
{
e−i[(ω−k)x−ϕ]e−|Ĩ(ω;t−τ)|2 (ω−k)2

2 + e−i[(ω+k)x+ϕ]e−|Ĩ(ω;t−τ)|2 (ω+k)2

2

}
(A.8)

Para uma grade senoidal como a da Eq. (A.1), nós temos

Ĩ(ω; t) = πeiφ(ω) cos(κt+ δ){δ(ω − k) + δ(ω + k)} (A.9)

onde

φ(ω) =

ϕ, se ω = k

−ϕ, se ω = −k
(A.10)

Devido à presença do fator multiplicativo Ĩ∗(ω; t − τ) na Eq. (A.8), deduz-se que a

célula não vai responder a menos que ω = ±k. Em cada um desses casos, um dos fatores
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da Gaussiana da Eq. (A.8) desaparecerá, enquanto o outro será igual a um. A resposta

da célula complexa torna-se então

rc(t;ω, x, τ) =
1

4
cos[κ(t− τ) + δ]×

× cos(κt+ δ)
{
e−i[φ(k)−ϕ]δ(ω − k) + e−i[φ(−k)+ϕ]δ(ω + k)

}
(A.11)

e, pelo uso da Eq. (A.10),

rc(t;ω, x, τ) =
1

4
cos[κ(t− τ) + δ] cos(κt+ δ){δ(ω − k) + δ(ω + k)} (A.12)

ou, alternativamente,

rc(t;ω, x, τ) =
1

8
[cos(κτ) + cos(2κt+ 2δ − κτ)]{δ(ω − k) + δ(ω + k)} (A.13)

que equivale a uma resposta modulada no dobro da frequência temporal do estímulo, e

independente da sua fase espacial. Isto se mostra consistente com os resultados experi-

mentais para as células corticais complexas [16].
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APÊNDICE B -- Respostas a grades senoidais em

movimento

Os cálculos acima podem ser facilmente adaptados para o cômputo das respostas a grades

senoidais em movimento, da forma

I(x, t) = cos(kx− κt+ ϕ) = cos[kx+ ϕ(t)] (B.1)

onde de�nimos ϕ(t) = ϕ− κt.

B.1 Células Simples

A função de resposta da Eq. (A.2) torna-se agora

rs(t;ω, x, τ) = 2π2I(x, t− τ)eiωx×

×
∫ {

e−i[(ω−k)ξ−ϕ(t)] + e−i[(ω+k)ξ+ϕ(t)]
}
e−4π3|I(x,t−τ)|2(ξ−x)2dξ (B.2)

onde a integral corresponde a um par de transformadas de Fourier semelhante ao da Eq.

(A.3). Obtém-se então

rs(t;ω, x, τ) = π
I(x, t− τ)

|I(x, t− τ)|
×

×
{
ei[kx+ϕ(t)]e

− (ω−k)2

16π3|I(x,t−τ)|2 + e−i[kx+ϕ(t)]e
− (ω+k)2

16π3|I(x,t−τ)|2

}
(B.3)

que apresenta, através de ϕ(t), uma modulação na mesma frequência temporal do estímulo.

Novamente, assume-se que a função rs(t;ω, x, τ) sofrerá reti�cação de meia onda, para

que a resposta da célula simples seja obtida.
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B.2 Células Complexas

Para a resposta da célula complexa, a Eq. (A.6) fornece

rc(t;ω, x, τ) =
e−iφ(ω;t−τ)

2(2π)
3
2

∫ {
e−i[(ω−k)ξ−ϕ(t)] + e−i[(ω+k)ξ+ϕ(t)]

}
e
− (ξ−x)2

2|Ĩ(ω;t−τ)|2 dξ (B.4)

e assim (ver Eq. (A.8))

rc(t;ω, x, τ) =
Ĩ∗(ω; t− τ)

4π
×

×
{
e−i[(ω−k)x−ϕ(t)]e−|Ĩ(ω;t−τ)|2 (ω−k)2

2 + e−i[(ω+k)x+ϕ(t)]e−|Ĩ(ω;t−τ)|2 (ω+k)2

2

}
(B.5)

onde, agora,

Ĩ(ω; t) = πeiφ(ω;t)[δ(ω − k) + δ(ω + k)] (B.6)

para

φ(ω; t) =

ϕ(t), se ω = k

−ϕ(t), se ω = −k
(B.7)

Um raciocínio semelhante ao que se seguiu à Eq. (A.10), nos leva a

rc(t;ω, x, τ) =
1

4

{
e−i[φ(k;t−τ)−ϕ(t)]δ(ω − k) + e−i[φ(−k;t−τ)+ϕ(t)]δ(ω + k)

}
(B.8)

e, por meio da Eq. (B.7),

rc(t;ω, x, τ) =
1

4
[eiκτδ(ω − k) + e−iκτδ(ω + k)] (B.9)

que não apresenta modulação temporal, de forma consistente com os resultados experi-

mentais para as células complexas [16].

É também interessante calcular a resposta da célula complexa para grades compostas

em movimento. Veri�ca-se que esta é consistente com os resultados experimentais [42],

quando se considera uma grade observada sob uma janela �nita, ao invés da grade in�nita

considerada até agora.

Para uma grade composta de frequências espaciais k1 e k2, em movimento rígido

observado sob uma janela de largura ∆, o sinal de entrada torna-se

I(x, t) = P∆(x){cos[k1x+ ϕ1(t)] + cos[k2x+ ϕ2(t)]} (B.10)

com ϕ1(t) = ϕ1 − κ1t e ϕ2(t) = ϕ2 − κ2t, para κj = kjv, j = 1, 2, onde v corresponde à
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velocidade de movimento. Na expressão acima, P∆(x) denota a função pulso retangular,

P∆(x) =

1, se − ∆
2
< x < ∆

2

0, caso contrário
(B.11)

Por conveniência, vamos reescrever a Eq. (B.10) como

I(x, t) = I1(x, t) + I2(x, t) (B.12)

onde Ij(x, t) = P∆(x) cos[kjx+ ϕj(t)].

A tranformada de Fourier de cada Ij(x, t) é obtida como

Ĩj(ω; t) = ∆

{
sinc

[
(ω − kj)∆

2π

]
eiϕj(t) + sinc

[
(ω + kj)∆

2π

]
e−iϕj(t)

}
(B.13)

que pode ser reescrita sob a forma

Ĩj(ω; t) = Ĩ−j (ω; t) + Ĩ+j (ω; t) (B.14)

onde

Ĩ∓j (ω; t) = ∆ sinc

[
(ω ∓ kj)∆

2π

]
e±iϕj(t) (B.15)

Não é difícil concluir, tendo como referência a Eq. (B.5), que a resposta da célula complexa

será dada por

rc(t;ω, x, τ) =

∑
l Ĩ

∗
l (ω; t− τ)

4π
×

×
∑
j

{
e−i[(ω−kj)x−ϕj(t)]e−|

∑
l Ĩl(ω;t−τ)|2

(ω−kj)
2

2 + e−i[(ω+kj)x+ϕj(t)]e−|
∑

l Ĩl(ω;t−τ)|2
(ω+kj)

2

2

}
(B.16)

Considerando que a largura do pulso ∆ seja su�cientemente grande, tal que as funções

sinc da Eq. (B.15) sejam estreitas e altas, aproximando-se de funções delta, podemos

aproximar a Eq. (B.16) como

rc(t;ω, x, τ) ∼=
∆

4π
[r−c (t;ω, x, τ) + r+c (t;ω, x, τ)] (B.17)

com r−c (t;ω, x, τ) dada por

r−c (t;ω, x, τ) =

= sinc

[
(ω − k1)∆

2π

]
{eiκ1τ + e−i[(k1−k2)x+(κ1−κ2)t−(ϕ1−ϕ2)−κ1τ ]e−|

∑
l Ĩl(ω;t−τ)|2 (k1−k2)

2

2 }+

+sinc

[
(ω − k2)∆

2π

]
{eiκ2τ + e−i[(k2−k1)x+(κ1−κ2)t−(ϕ2−ϕ1)−κ2τ ]e−|

∑
l Ĩl(ω;t−τ)|2 (k2−k1)

2

2 } (B.18)
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e com uma expressão similar valendo para r+c (t;ω, x, τ).

Vemos então que, em acordo com os dados experimentais [42], nossa resposta da célula

complexa apresenta uma modulação na diferença das frequências da grade composta, além

da componente não modulada dominante. Quando ∆ tende a in�nito, de modo que as

funções sinc da Eq. (B.15) se transformam em funções delta, as componentes moduladas

da Eq. (B.18) desaparecem, já que |
∑

l Ĩl| também tende a in�nito.
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APÊNDICE C -- Respostas a Fendas

As respostas do modelo sintonizado serão calculadas, a seguir, para uma fenda em mo-

vimento, com largura ∆ e orientação dada pelo ângulo α ∈ [−π/2, π/2] com o eixo

horizontal. O sinal de entrada corresponde a

I(x, y; t) = P∆[z(x, y;α, t)] (C.1)

onde P∆[ · ] é mais uma vez a função pulso retangular da Eq. (B.11), em que z(x, y;α, t),

dada por

z(x, y;α, t) = [x− xs(t)] cosα+ [y − ys(t)] sinα (C.2)

para xs(t) = x0 + vxt e ys(t) = y0 + vyt, indica a posição do centro da fenda ao longo do

eixo z no instante t, sendo (vx, vy), para vx = v cosα e vy = v sinα, a sua velocidade.

Aqui, nós devemos trabalhar como os modelos bidimensionais para os campos recep-

tivos.

C.1 Células Simples

A resposta do modelo proposto para a células simples é obtida como a versão reti�cada

em meia onda da função (ver Eq. (2.30))

rs(t;ωx, ωy; x, y, τ) = (2π)−4×

×
∫ ∫

ei(Ωxx+Ωyy)e
− (Ωx−ωx)2+(Ωy−ωy)2

16π3|I(x,y;t−τ)| Ĩ(Ωx,Ωy; t)dΩxdΩy (C.3)

para uma célula localizada em (x, y) e sintonizada à frequência (ωx, ωy). Na equação

acima levou-se em consideração que a fase do sinal de entrada é sempre zero.

A transformada de Fourier do sinal de entrada é dada por

Ĩ(Ωx,Ωy; t) =

∫ ∫
e−i(Ωxξ+Ωyη)P∆[z(ξ, η;α, t)]dξdη =
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= secαe−iΩx[xs(t)+ys(t) tanα]

∫
e−iΩxη(tanΘ−tanα)dη

∫ ∆
2

−∆
2

e−iΩxz secαdz (C.4)

onde tanΘ = Ωy/Ωx.

Ambas as integrais do lado direito da Eq. (C.4) podem ser calculadas sem di�culdades,

sendo a primeira

2πδ[Ωx(tanΘ− tanα)] = 2π
cosΘ

Ω
δ(Θ− α) (C.5)

para Ω =
√
Ω2

x + Ω2
y ̸= 0, onde se usou a propriedade da função delta

δ[f(x)] =
∑
k

δ(x− xk)

f ′(xk)
(C.6)

com xk denotando os zeros da função genérica f(x) com a derivada f ′(x).

A segunda integral do lado direito da Eq. (C.4) fornece

∆ sinc

(
Ωx∆secα

2π

)
(C.7)

e assim obtém-se, para a transformada de Fourier da fenda retangular bidimensional,

Ĩ(Ωx,Ωy; t) = 2πe−iΩ[xs(t) cosα+ys(t) sinα]∆

Ω
sinc

(
Ω∆

2π

)
δ(Θ− α) (C.8)

Usando este resultado na Eq. (C.3), mudando para as variáveis polares de integração, Ω

e Θ, e integrando em Θ, encontramos

rs(t;ωx, ωy; x, y, τ) =
∆

(2π)3
×

×
∫ ∞

0

eiΩ{[x−xs(t)] cosα+[y−ys(t)] sinα}sinc

(
Ω∆

2π

)
e
− [Ω2+ω2−2Ωω cos(θ−α)]

16π3P∆[z(x,y;t−τ)] dΩ (C.9)

onde ω =
√
ω2
x + ω2

y e θ = tan−1(ωy/ωx).

Relembrando a expressão para a fenda em movimento, dada pelas Eqs. (C.1), (C.2)

e (B.11), obtemos �nalmente

rs(t;ωx, ωy;x, y, τ) =
∆

(2π)3

∫ ∞

0

eiΩz(x,y;α,t)sinc

(
Ω∆

2π

)
e−

[Ω2+ω2−2Ωω cos(θ−α)]

16π3 dΩ (C.10)

desde que −∆
2
< z(x, y;α, t − τ) < ∆

2
, e zero, em caso contrário. Isto signi�ca que a

célula responderá apenas enquanto a fenda atravessa o centro do seu campo receptivo.

Ademais, a resposta será máxima se a fenda possuir a mesma orientação que o campo

receptivo, de vez que, quando α = θ, o fator Gaussiano na Eq. (C.10) será maximizado.

Tais resultados estão de acordo com os dados experimentais [34].
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C.2 Células Complexas

A resposta da célula complexa será dada por (ver a Eq. (2.31))

rc(t;ωx, ωy;x, y, τ) =
1

(2π)3
×

×
∫ ∫

e−i[ωxξ+ωyη+φ(ωx,ωy ;t−τ)]e
− (ξ−x)2+(η−y)2

2|Ĩ(ωx,ωy ;t−τ)| I(ξ, η; t)dξdη (C.11)

A transformada da fenda retangular foi calculada anteriormente − Eq. (C.8) −, e assim
temos

φ(ωx, ωy; t− τ) = ϕ(ω)− ω[xs(t− τ) cosα + ys(t− τ) sinα] (C.12)

onde

ϕ(ω) =

π, se − 2π(k+1)
∆

< ω < 2π(k+2)
∆

, for k = 0, 2, ...

0, caso contrário
(C.13)

e

|Ĩ(ωx, ωy; t− τ)| = 2π
∆

ω

∣∣∣∣sinc(ω∆2π
)∣∣∣∣ δ(θ − α) (C.14)

de modo que, devido ao fator da função delta,

e
− (ξ−x)2+(η−y)2

2|Ĩ(ωx,ωy ;t−τ)| =

1, se θ = α

0, caso contrário
(C.15)

Usando as Eqs. C.12 e C.15 na Eq. C.11, obtém-se

rc(t;ωx, ωy; x, y, τ) =
1

(2π)3
ei{ω[xs(t−τ) cosα+ys(t−τ) sinα]−ϕ(ω)}×

×
∫ ∫

e−iω[ξ cosα+η sinα]I(ξ, η; t)dξdη (C.16)

quando θ ≡ tan−1(ωy/ωx) = α, e zero, em caso contrário. Identi�cando a integral como

uma transformada de Fourier, podemos reescrever

rc(t;ωx, ωy; x, y, τ) =

=
1

(2π)3
ei{ω[xs(t−τ) cosα+ys(t−τ) sinα]−ϕ(ω)}Ĩ(ω cosα, ω sinα; t) (C.17)

e, fazendo uso das Eqs. (C.12) and (C.14),

rc(t;ωx, ωy; x, y, τ) =

= e−iω{[xs(t)−xs(t−τ)] cosα+[ys(t)−ys(t−τ)] sinα} ∆

(2π)2ω

∣∣∣∣sinc(ω∆2π
)∣∣∣∣ δ(θ − α) (C.18)
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Lembrando que xs(t) = x0 + vxt e ys(t) = y0 + vyt, encontra-se, �nalmente,

rc(t;ωx, ωy; x, y, τ) = e−iωvτ ∆

(2π)2ω

∣∣∣∣sinc(ω∆2π
)∣∣∣∣ δ(θ − α) (C.19)

Assim, não haverá resposta para fendas que não estejam alinhadas com o campo receptivo;

por outro lado, para fendas que estiverem com esta mesma orientação, a célula complexa

irá responder independentemente da posição da fenda com relação ao centro do campo

receptivo. Tais resultados estão, novamente, em conformidade com os dados experimentais

[35].

Do exposto acima, pode-se também obter a resposta do nosso modelo para a célula

complexa quando o estímulo é um par de fendas estacionárias apresentadas simultanea-

mente. Neste caso, o sinal de entrada é dado por

I(x, y; t) = I1(x, y; t) + I2(x, y; t) (C.20)

com I1 e I2 de�nidos pelas Eqs. (C.1) e (C.2), mas com as duas fendas assumindo

diferentes posições estacionárias.

Para o cálculo da resposta da célula, deve-se usar a Eq. (C.11) com

Ĩ(ωx, ωy; t) = Ĩ1(ωx, ωy; t) + Ĩ2(ωx, ωy; t) (C.21)

onde ambas as transformadas no lado direito são dadas pela Eq. (C.8), de forma que se

obtém

|Ĩi(ωx, ωy; t)| = 2π
∆

ω

∣∣∣∣sinc(ω∆2π
)∣∣∣∣ δ(θ − α) (C.22)

e

φi(ωx, ωy; t) = ϕ(ω)− ω(xsi cosα + ysi sinα) (C.23)

para i = 1, 2, com (xsi , ysi) denotando as posições estacionárias das fendas − assumidas

de mesma polaridade, largura e orientação −, e com ϕ(ω) tal como na Eq. (C.13).

Lembrando que

|Ĩ1 + Ĩ2|2 = |Ĩ1|2 + |Ĩ2|2 + 2|Ĩ1||Ĩ2| cos(φ1 − φ2) (C.24)

usando a Eq. (C.22), e seguindo os mesmos passos que levaram da Eq. (C.11) à Eq.

(C.19), obtém-se

rc(t;ωx, ωy;x, y, τ) =
1

2π2

∆

ω

∣∣∣∣cos(φ1 − φ2

2

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣sinc(ω∆2π
)∣∣∣∣ δ(θ − α) (C.25)
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o que implica em que a resposta da célula depende da posição relativa das duas fendas,

através do fator

∆φ ≡ φ1 − φ2 = ω[(xs2 − xs1) cosα+ (ys2 − ys1) sinα] (C.26)

Em consonância com os resultados experimentais [35], o modelo proposto prevê que a

célula complexa terá uma resposta menor para um par de fendas do que para uma única

fenda (compare as Eqs. (C.19) e (C.25)), a menos que a distância entre os estímulos seja

pequena o su�ciente − em nosso modelo, tal que cos(∆φ/2) > 0.5. Se considerarmos um

par de fendas de polaridades opostas, um fator extra de π surgirá na diferença de fase

da Eq. (C.26), resultando em uma resposta facilitada para separações maiores entre as

fendas, o que se mostra novamente em acordo com os experimentos.
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APÊNDICE D -- Obtenção da Equação de Movimento

para a Resposta da Célula da Classe

Complexa

Aqui nós obtemos a equação de movimento satisfeita pela resposta da célula do tipo

complexo, rn(x, τ), dada pela Eq. 4.31. Para isto, nós calculamos as derivadas de rn(x, τ)

em relação a seus argumentos.

i) Derivada com relação a τ :

Tomando a derivada com relação a τ de ambos os lados da Eq. (4.31), nós obtemos

∂τrn(x, τ) = −
(
i∂τφ(ω, t−) + n|Ĩ(ω, t−)|−1∂τ |Ĩ(ω, t−)|

)
rn(x, τ)+

+|Ĩ(ω, t−)|−3∂τ |Ĩ(ω, t−)|
(
Int+ |Ĩ(ω, t−)|Int2 + iω|Ĩ(ω, t−)|3Int3

)
(D.1)

com

Int =

∫
(ξ − x)2G(ξ, x, t−) Hn

[
x− ξ + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
I(ξ, t)dξ (D.2)

Int2 =

∫
(ξ − x)G(ξ, x, t−) H

′
n

[
x− ξ + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
I(ξ, t)dξ (D.3)

e

Int3 =

∫
G(ξ, x, t−) H

′
n

[
x− ξ + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
I(ξ, t)dξ (D.4)

onde H
′
n(·) denota a derivada da função Hn(·) com relação ao seu argumento.

ii) Derivada com relação a x:

Tomando a primeira derivada com relação a x de ambos os lados da Eq. (4.31), resulta

∂xrn(x, τ) = |Ĩ(ω, t−)|−2

∫
(ξ − x)G(ξ, x, t−)Hn

[
x− ξ + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
I(ξ, t)dξ+
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+|Ĩ(ω, t−)|−1

∫
G(ξ, x, t−)H

′
n

[
x− ξ + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
I(ξ, t)dξ (D.5)

e, a partir daí,

∂2xrn(x, τ) =

= −|Ĩ(ω, t−)|−2rn(x, τ) + |Ĩ(ω, t−)|−4Int+ 2|Ĩ(ω, t−)|−3Int2 + |Ĩ(ω, t−)|−2Int4 (D.6)

com

Int4 =

∫
G(ξ, x, t−) H

′′
n

[
x− ξ + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
I(ξ, t)dξ (D.7)

onde H
′′
n(·) denota a segunda derivada da função Hn(·) com relação ao seu argumento.

Resolvendo para Int na Eq. (D.6), nós encontramos

Int = |Ĩ(ω, t−)|4×

×
[
∂2xrn(x, τ) + |Ĩ(ω, t−)|−2rn(x, τ)− 2|Ĩ(ω, t−)|−3Int2 − |Ĩ(ω, t−)|−2Int4

]
(D.8)

e substituindo na Eq. (D.1),

∂τrn(x, τ) = −
(
i∂τφ(ω, t−) + n|Ĩ(ω, t−)|−1∂τ |Ĩ(ω, t−)|

)
rn(x, τ)+

+|Ĩ(ω, t−)|∂τ |Ĩ(ω, t−)|
(
∂2xrn + |Ĩ(ω, t−)|−2rn − 2|Ĩ(ω, t−)|−3Int2 − |Ĩ(ω, t−)|−2Int4

)
+

+|Ĩ(ω, t−)|−3∂τ |Ĩ(ω, t−)|
(
|Ĩ(ω, t−)|Int2 + iω|Ĩ(ω, t−)|3Int3

)
(D.9)

de onde resulta

∂τrn(x, τ) = |Ĩ(ω, t−)|∂τ |Ĩ(ω, t−)|∂2xrn(x, τ)+

+
[
(1− n)|Ĩ(ω, t−)|−1∂τ |Ĩ(ω, t−)| − i∂τφ(ω, t−)

]
rn(x, τ)−

−|Ĩ(ω, t−)|−1∂τ |Ĩ(ω, t−)|
(
Int4 + |Ĩ(ω, t−)|−1Int2 − iω|Ĩ(ω, t−)|Int3

)
(D.10)

O termo entre parênteses na terceira linha da equação acima corresponde a∫
G(ξ, x, t−)

(
H

′′
n(·)−

[
x− ξ + iω|Ĩ(ω, t−)|2

|Ĩ(ω, t−)|

]
H

′
n(·)

)
I(ξ, t)dξ (D.11)

ou, usando a propriedade dos polinômios Hn apresentada na Eq. (4.23),

−n
∫
G(ξ, x, t−)Hn(·)I(ξ, t)dξ = −nrn(x, τ) (D.12)

de modo que nós �nalmente obtemos a equação

∂τrn(x, τ) = |Ĩ(ω, t−)|∂τ |Ĩ(ω, t−)|∂2xrn(x, τ)+



Apêndice D -- Obtenção da Equação de Movimento para a Resposta da Célula da Classe Complexa 119

+
[
|Ĩ(ω, t−)|−1∂τ |Ĩ(ω, t−)| − i∂τφ(ω, t−)

]
rn(x, τ)+ (D.13)

o que equivale a

∂τrn(x, τ) =
1

2
∂τ |Ĩ(ω, t−)|2∂2xrn(x, τ) + ∂τ log[Ĩ

∗(ω, t−)]rn(x, τ), ∀n (D.14)

conforme a Eq. (4.33).
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