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Resumo

Um grafo do tipo prisma complementar surge da uniao disjunta do grafo G, do seu com-
plementar G e da adicio de um emparelhamento entre os vértices correspondentes em G
e G. Essa classe de grafos foi introduzida recentemente e existem intimeros problemas em
aberto a seu respeito. Dois problemas cléssicos da teoria dos grafos, determinar se em
um dado grafo existe uma clique de ordem k e determinar se em um dado grafo existe
um conjunto independente de ordem k, foram provados NP-completos quando o grafo de
entrada ¢ um prisma complementar. Nessa dissertacao, estudamos as complexidades dos
problemas da clique e do conjunto independente sob a 6tica da complexidade parametri-
zada. Inicialmente provamos utilizando a teoria de Ramsey que estes problemas possuem
um nucleo e, portanto, sdo Trataveis por Parametro Fixo (FPT). Em seguida, mostramos
através de PPT reducoes que tanto determinar se o grafo possui uma clique de tamanho
k quanto determinar se o grafo possui um conjunto independente de tamanho k em grafos
prismas complementares, quando parametrizados pelo tamanho da solucao k, nao pos-
suem nucleo polinomial. Além disso, abordamos o problema 2-contaminacao no contexto
dos prismas complementares. Esse problema consiste em infectar um determinado grafo
por completo partindo de um conjunto de vértices infectados inicialmente. Para que um
vértice seja contaminado, basta que pelo menos 2 de seus vizinhos estejam contaminados.
A propagacao da contaminacao ocorreré seguindo tal regra até que todos os vértices do
grafo estejam contaminados. Sabe-se que o conjunto minimo de vértices necessario para
contaminar um grafo deste tipo é no maximo 5. Para esse problema, provamos que o
conjunto minimo necessario para contaminar todo o grafo é no méximo 3. Com isso,
descobrimos uma estratégia algoritmica para encontrar tal conjunto.

Palavras-chave: Cliques, Conjuntos Independentes, 2-Contaminacao, Prismas Comple-
mentares.



Abstract

The complementary prism graph arises from the disjoint union of the graph G and its
complement G by adding the edges of a perfect matching joining pairs of corresponding
vertices of G and G. This class of graph was recentely introduced and there are many
open questions about it. Two classical problems of graph theory, to determine if in a
given graph there is a click of order k and to determine if in a given graph there exists
an independent set of order k, were proved NP-complete when the input graph is a com-
plementary prism. In this dissertation, we study the complexities of the problems of the
clique and the independent set from the point of view of the parameterized complexity.
First we prove using Ramsey’s theory that these problems have a kernel and therefore
are Fixed Parameter Treatable (FPT). Then we show through PPT reductions that both
determine if the graph has a clique of size £ and determine if the graph has an inde-
pendent set of size k in complementary graphs prisms, when parameterized by the size
of solution k£ , have no polynomial kernel. In addition, we address the 2-contamination
problem in the context of complementary prisms. This problem consists in infecting a
certain graph completely starting from a set of initially infected vertices. For a vertex
to be contaminated, it is enough that at least 2 of its neighbors are contaminated. The
propagation of the contamination will occur following this rule until all the vertices of
the graph are contaminated. It is known that the minimum set of vertices necessary to
contaminate a graph of this type is at most 5. For this problem, we proved that the
minimum set necessary to contaminate the entire graph is at most 3. Thus, we discovered
an algorithmic strategy to find such a set.

Keywords: Cliques, Independent Sets, Irreversible Set, Complementary Prisms.
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Capitulo 1

Introducao

Em geometria espacial, um prisma ¢ um soélido geométrico caracterizado pela uniao de
duas bases paralelas e congruentes (mesma forma e mesmo tamanho) através de segmentos
de reta também paralelos e congruentes que resultam em faces laterais em forma de

paralelogramo|22].

Prisma Prisma Prisma Prisma
Triangular Pentagonal hexagonal quadrangular

Figura 1.1: Exemplos de prismas

Um grafo do tipo prisma é um grafo resultante do produto cartesiano de um caminho

P, por um ciclo C,, onde n representa o namero de vértices. [33]

Fazendo uma alusao ao conhecido prisma, um prisma complementar é composto
por duas bases: um grafo GG e o seu complementar G. A uniao destas bases ¢ dada através

de um emparelhamento perfeito entre os vértices correspondentes em G e G.

A figura 1.2 ilustra um grafo G, o seu grafo complementar G e a composicao GG

formando um prisma complementar.

Os prismas complementares foram introduzidos na tltima década por Haynes, Hen-

ning, Slater e van der Merwe [21]. Em [21], foram apresentadas propriedades relacionadas
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Figura 1.2: O grafo G, o grafo complementar G e o prisma complementar GG

a prismas complementares, tais como graus, distancias, independéncia e dominacao, além
de exibirem uma série de problemas em suas consideracoes finais. Por se tratar de uma
classe de grafos apresentada recentemente, o seu estudo tem despertado interesse pois,

existem diversos problemas ainda nao investigados a seu respeito.

Em [8] foi descrito um algoritmo polinomial capaz de reconhecer prismas complemen-
tares. Em [26] foram estudados ciclos e hamiltonicidade nesta classe de grafos. Em [16]
foram analisadas as complexidade de cliques, conjuntos independentes, k-dominagao e
Ps-convexidade em prismas complementares. Em [16] foi provado que tanto o problema
da clique quanto o problema dos conjuntos independentes sao NP-completos para esta
classe de grafos. Duarte et. al. também provaram que o conjunto minimo de vértices
necessario para contaminar um grafo prisma complementar era no maximo 5, cuja regra
para que um vértice fosse contaminado era que existisse pelo menos 2 de seus vizinhos

contaminados.

Nesta dissertagao, investigaremos os problemas das cliques e dos conjuntos indepen-
dentes, sob a 6tica da complexidade parametrizada. Provaremos que o tamanho do con-
junto minimo de vértices necessario para contaminar um grafo prisma complementar é no
méaximo 3. O restante desse trabalho é organizado da seguinte maneira: na se¢ao 1.1 sao
dadas as principais notacgoes utilizadas e as principais defini¢oes dos problemas que serao
abordados; na secao 1.2 é apresentada uma breve introducao & Teoria da Complexidade
Parametrizada. No capitulo 2 é feita uma revisao da literatura descrevendo as principais

contribuicoes existentes a cerca dos problemas em questao. No capitulo 3 mostramos que
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tanto determinar se existe uma clique de tamanho k£ ou um conjunto independente de
tamanho k em um grafo prisma complementar GG quando parametrizados pelo tamanho
da solugdo k sdo Trataveis por Parametro Fixo (Fized Parameter Tratable (FPT)) e que
ambos os problemas nao possuem nticleo polinomial. No capitulo 4 mostramos que o
tamanho minimo para o conjunto 2-contaminac¢ao ¢ no maximo 3 para os grafos prismas

complementares. No capitulo 5 conluimos apresentando as consideragoes finais.

1.1 Definicoes e Notacoes

Nesta secao serao apresentados os principais conceitos, notacoes e problemas abordados

neste trabalho.

1.1.1 Grafos

Utilizamos os notacoes e conceitos padrao de teoria dos grafos e quaisquer notacoes ou

conceitos ndo definidos podem ser encontrados em [6].

Um grafo G & um par ordenado (V(G), E(G)), onde V(G) é um conjunto finito de
vértices e E(G) é um conjunto de arestas formadas por pares de vértices. Denotaremos
a aresta que liga o vértice u ao vértice v por uv. Caso a aresta uv exista, dizemos que o
vértice u é adjacente ao vértice v e que a aresta uv é incidente a u e a v. Chamaremos de
extremidades ou extremos da aresta os pares de vértices que formam cada aresta. Para
este estudo, consideramos apenas grafos nao orientados, simples e finitos. Denotaremos
por G o complemento de um grafo G. G é composto pelo mesmo conjunto de vértices
de G e pelo conjunto de arestas complementares de G. Isto é, se a aresta uv existir em
G, ela ndo existird em G, logo os vértices u e v ndo serdo adjacentes em G. Entretanto,
se os vértices u e v nao sdo adjacentes em G, existird a aresta uv em G. O nimero de
vértices de um grafo G é dito ser a ordem ou cardinalidade de G. Um subgrafo de um
grafo G é um grafo H tal que V(H) C V(G) e E(H) C E(G), denotado por H C G. Um
subgrafo H é um subgrafo induzido de G por um subconjunto X C V(G) (representado
por H = G[X]) se, para qualquer par de vértices = e y de H, zy é uma aresta de H se e

somente se ry é uma aresta de G.
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1.1.2 Problemas Abordados

Um dos problemas combinatérios mais importantes é o de determinar se um dado grafo
G possui uma clique de tamanho k. Nesta dissertacao estamos interessados em investigar
a complexidade deste problema quando o grafo G' de entrada é um grafo do tipo prisma

complementar. Denotaremos este problema por k-CLIQUE.

k-CLIQUE
Instancia: Um grafo G e um inteiro k.

Questao: Existe uma clique de tamanho k em G?

Um outro problema combinatério igualmente importante é o de determinar se um
dado grafo G possui um conjunto independente de tamanho k. Aqui também nos interessa
estudar a complexidade deste problema quando o grafo G de entrada é um grafo do tipo

prisma complementar. Denotaremos este problema por k-CONJUNTO INDEPENDENTE.

k-CONJUNTO INDEPENDENTE

Instancia: Um grafo G e um inteiro k.

Questao: Existe um conjunto independente de tamanho k& em G?

Para auxiliar os estudos da complexidade dos problemas citados anteriormente, uti-
lizaremos o conceito de grafos split. FEssa classe de grafos foi introduzida por Foldes S.
e Hammer P. L. [19] e é uma classe de grafos bem conhecida [2, 25]. Os grafos split
consistem em grafos cujo conjunto de vértices podem ser particionados em duas partes,
onde uma parte induz uma clique e a outra induz um conjunto independente. Definire-
mos como k-SPLIT o problema de determinar se um grafo G possui um subgrafo split de

tamanho k.

k-SPLIT
Instancia: Um grafo G e um inteiro k.

Questao: Existe um conjunto de tamanho k que induz um subgrafo split G?

1.1.2.1 Teoria de Ramsey

Em [29] foi apresentado o classico Teorema de Ramsey. Neste trabalho, Ramsey provou
que dado quaisquer inteiros positivos k e [, existe um nimero inteiro minimo r(k,[) no
qual qualquer grafo que possua r(k, [) vértices contém ou uma clique de tamanho k£ ou um
conjunto independente de tamanho [. Na literatura r(k,[) é conhecido como o nimero

de Ramsey.

Problemas em Teoria de Ramsey tém sido bastante estudados e muitas técnicas tém
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3| 4 5 6 7 8 9 10

31619 14 18 23 28 36 40-42

4 18| 25 36-41 49-61 08-84 73-115 92-149

3 43-49 | 58-87 | 80-143 | 101-216 | 126-316 144-442
6 102-165 | 113-298 | 132-495 | 169-780 | 179-1171
7 205-540 | 217-1031 | 241-1713 | 289-2828
8 282-1870 | 317-3583 | 331-6090
9 565-6588 | 581-12677
10 798-23556

Tabela 1.1: Limites superior e inferior para r(k,!)

sido desenvolvidas para estimar os niimeros de Ramsey [11]. Entretanto, determinar estes
numeros tem sido um grande desafio na teoria dos grafos. De fato, somente sao conhecidos
alguns valores exatos para o nimero de Ramsey: r(2,2) = 2, r(3,3) = 6, e r(4,4) = 18,
mas 7(5,5) ainda é um problema em aberto. Dessa forma, algumas contribui¢oes tém se
concentrado em determinar limites superiores e inferiores para estes niimeros, por exemplo,
43 < r(5,5) < 49 [31]. A tabela 1.1 apresenta valores atualizados destes limitantes de

acordo com [28].

Em [17] foi estabelecido um limite superior para o nimero de Ramsey definido a seguir

(Teorema 1).

Teorema 1. [17] Para todos inteiros positivos k e 1, vale que:
k+1-—2
r(k,1) <
k—1

Neste trabalho, denotaremos por k-RAMSEY o problema de encontrar uma clique de
tamanho k£ ou um conjunto independente de tamanho k em um grafo. Assim como o
problema k-SPLIT, utilizaremos o problema k-RAMSEY como ferramenta para estudar-
mos a complexidade dos problemas k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE em grafos

prismas complementares.

k-RAMSEY

Instancia: Um grafo G e um inteiro k.

Questao: Existe uma clique ou um conjunto independente de tamanho k em G?
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1.1.2.2 Conjunto 2-Contaminagao

Na literatura, grafos sao utilizados para representar iniimeros problemas de diversas areas.
Uma modelagem em grafos que vem ganhando destaque ¢ a representacao de problemas

relacionados & propagacao de doenga ou opinido através de redes sociais[30].

Um desses modelos, proposto em [30]| consiste em um grafo G = (V, E) onde V é o
conjunto de vértices representando as pessoas e F é o conjunto de arestas conectando essas
pessoas formando uma rede. Nesse modelo, cada vértice possui um determinado estado
num determinado instante de tempo. O estado 1 corresponde a um vértice “infectado”

por uma doenca e o estado 0 corresponde a um vértice nao “infectado”.

O processo de propagacao da doenca se inicia no tempo 0 quando k vértices estao
infectados. No tempo 1, caso um vértice possua pelo menos k de seus vizinhos infectados,
ele também serd infectado e assim sucessivamente até que todos os vértices de GG estejam
infectados. Ao final do processo, chamamos este conjunto de conjunto k-contaminacao,
pois uma vez que o vértice foi infectado, a contaminagao nao pode ser desfeita. Nesta

dissertacao, trabalharemos apenas com k = 2.

Para exemplificar, considere o grafo G' da figura 1.3. Inicialmente, apenas os vértices
10 e 14 estao infectados. No tempo t = 1, os vértices 4, 9 e 15 serao infectados pois,
possuem pelo menos 2 de seus vizinhos infectados. O processo se repete ao longo do

tempo até que todos os vértices de G estejam contaminados.
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Figura 1.3: Processo de contaminagao do grafo G

Uma pergunta natural a ser feita é qual o menor quantidade de vértices infectados
inicialmente devemos ter para que no decorrer do tempo todo o grafo seja completamente

infectado, ou seja, qual o tamanho minimo de um conjunto 2-contaminagao em um grafo

G?

Embora em [10] tenha sido provado que calcular o tamanho minimo de um conjunto
2-contaminacao em um grafo G era NP-completo, calcular esse conjunto para os grafos do
tipo prisma complementar é um problema que pode ser resolvido em tempo polinomial.
Em [16] foi provado que o tamanho minimo de um conjunto 2-contaminagdo em um grafo

prisma complementar era no maximo 5.
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1.2 Complexidade Parametrizada

As definicdes e conceitos basicos de complexidade parametrizada podem ser encontrados

em [12, 13, 18, 27].

A teoria da N P-completude foi desenvolvida para determinar que certos problemas
dificeis sao, de alguma maneira, equivalentes. Problemas ditos NP-dificeis sdo comumente
chamados de intratéveis e a menos que P = N P, nao podem ser resolvidos por algoritmos
em tempo polinomial. Ao considerar que muitos desses problemas precisam ser resolvidos
na pratica e nao sao conhecidos algoritmos para resolvé-los em tempo polinomial, torna-
se pertinente o seguinte questionamento: "Como solucioné-los da forma mais eficiente

possivel?" [32].

Uma boa alternativa para se trabalhar com problemas NP-dificeis é a Teoria da Com-
plexidade Parametrizada. Nesta teoria, os problemas sao descritos da seguinte forma:
dado uma entrada de tamanho x e um inteiro nao negativo k, "z tem alguma propriedade
que depende de k7". Neste contexto, k ¢ chamado de parametro [9]. O interesse em
tais parametros se deve ao fato de que, em muitos casos, somente uma pequena faixa de
valores é realmente importante na pratica. Logo, o parametro k£ pode ser considerado
pequeno em comparagao com o tamanho de x. Sendo assim, a intratabilidade (aparente)

desses problemas no caso geral pode ser indevidamente pessimista |32].

Um problema parametrizado IT é chamado Tratével por Parametro Fixo (Fized Para-
meter Tratable (FPT)) se existe um algoritmo A (chamado algoritmo FPT) que computa
corretamente qualquer instancia [ = (z, k) e decide se I é uma instancia sim ou ndo em
tempo f(k).|z|°") para alguma funcdo computavel f. Dessa maneira, se k é definido com

um valor pequeno, o crescimento da funcao em relacao a x é pequeno.

Ao longo do texto, utilizaremos o termo FPT para nos referirmos tanto a classe
dos problemas trataveis por parametro fixo quanto também aos algortimos que possuem
complexidade da forma f(k).|z|°). Assim, dizemos que um problema est4 na classe FTP

se admitir um algoritmo FPT.

Nesta dissertacao, mostramos que tanto o problema k-CLIQUE quanto o problema
k-CONJUNTO INDEPENDENTE pertencem & classe FPT quando o grafo de entrada é um

prisma complementar.
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1.2.1 Kernelizacao

Uma das formas mais naturais de demonstrarmos que um problema II é FPT, é exibindo
um algortimo que solucione I em tempo f(k).|z|°(). Entretanto, nem sempre a constru-
¢ao desse algoritmo é feita de forma imediata. Nesse caso, é necessario o uso de algumas

técnicas que nos auxiliem em sua obtencio [32].

A kernelizacao ou reducao a um ntcleo é uma poderosa técnica comumente
utilizada na obtencao de algoritmos FPT para problemas parametrizados. A técnica
consiste em reduzir, em tempo polinomial, uma instancia I do problema I a uma instancia
I’, tal que o tamanho de I’ seja limitado por alguma funcao do parametro k independente
do tamanho de I. Essa nova instancia constitui o ntcleo do problema com tamanho
limitado. Sendo assim, I’ pode ser analisada exaustivamente e caso seja encontrada uma

solugdo para I’ esta podera ser apresentada como uma solugao para I. [12] [32].

O ntcleo de um problema parametrizado ¢ formalmente definido a seguir:

Definicao 1. /32/ Redugao a um nucleo: Seja II(k) um problema parametrizado. T1(k)
possui um nicleo se para toda instancia I = (x, k) existe um algoritmo A executdvel em
tempo polinomial que fornece como saida uma instincia equivalente I' = (2', k') tal que

|| < g(k) e |K'| < g(k) para alguma fun¢ao computdvel g.

Existe uma forte relacao entre reducao a um nicleo e Tratabilidade por Parametro

Fixo evidenciada no Teorema a seguir:

Teorema 2. [32] Um problema 11(k) admite um algoritmo tratdvel por pardmetro fizo se

e somente se ele admite um nicleo.

O ponto chave dessa técnica ¢ o tamanho do niicleo em relagao ao parametro onde
busca-se encontrar o menor niicleo, o que possibilita o desenvolvimento de um algoritmo

FPT mais eficiente.

Para demonstrar o limite inferior no tamanho do nticleo, usamos uma Transformacao

Polinomial Parametrizada (chamada PPT-redugdo). Tal redugdo é definida a seguir.

Definicao 2. PPT-redugao: Seja II(k) e II'(K') dois problemas parametrizados onde
k' < g(k) para alguma funcio polinomial g : N — N. Uma PPT-reducdo de I1(k) o II'(K')

¢ uma reducao R tal que:

(1) Para toda insténcia I = (z, k), temos que I € II(k) se e somente se R(I) € II'(K');
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(11) R é computdvel em tempo polinomial (em relagio a k).

Neste trabalho mostramos que tanto o problema k-CLIQUE quanto o problema k-

CONJUNTO INDEPENDENTE admitem um nucleo.

1.2.2 Inviabilidade de Kernel Polinomial

Apos aplicarmos a técnica de kernelizacdo e obtermos um nicleo de um problema pa-
rametrizado, uma pergunta natural que surge é o quao pequeno esse nicleo pode ser.
Evidentemente, gostariamos que o niicleo produzido fosse o menor possivel e preferenci-
almente que ele fosse polinomial, ou seja, que seu tamanho fosse polinomial em relacao

ao parametro original.

Entretanto, alguns problemas parametrizados provavelmente nao admitem um ntcleo
de tamanho polinomial. Embora existam diversos resultados positivos sobre a existéncia
de nicleos polinomiais |14, 7, 1] ou até mesmo lineares |4, 5|, apenas recentemente é que

tém aparecido os primeiros resultados a respeito da inviabilidade destes nticleos [32].

Em [3] e em |20] foi desenvolvido um framework utilizando a no¢ao de composiciona-
lidade para mostrar que um problema parametrizado nao possui um ntcleo polinomial a

menos que NP C coN P/poly, ocasionando um colapso na hierarquia polinomial [32].

Em [24] provou-se que o problema k-RAMSEY nao admite nucleo de tamanho polino-
mial a menos que NP C coNP/poly. Esta contribui¢ao foi de extrema importancia ao
nosso estudo a respeito da existéncia ou nao de um nicleo polinomial para os problemas

k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE.

No capitulo 3 mostramos que os problemas k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE

nao admitem um ntcleo de tamanho polinomial.



Capitulo 2

Revisao da Literatura

Em 2015, Duarte et al. [16] estudaram algumas questoes relacionadas a complexidade de
problemas combinatoérios em prisma complementares, tais como clique, conjuntos inde-

pendentes, k-dominacao e convexidade Ps.

Neste estudo, Duarte et al., mostraram que o problema de encontrar uma clique de
ordem k (k-CLIQUE) em um grafo prisma complementar é NP-completo. Para isso, utili-
zaram uma reducao de conjunto independente em grafos livres de triangulos ao problema
da clique em prismas complementares. A seguir apresentaremos detalhadamente tal de-

monstracao.

Teorema 3. [16] Se G é um grafo livre de tridngulos e k > 4, entdo G possui um conjunto

independente de ordem k se e somente se GG possuir uma clique de ordem k.

Demonstracao. Considere G um grafo livre de triangulos e com conjunto independente
de ordem k, k > 4. A partir de G definimos o seu grafo complementar G. Com a unido

dos grafos G e G obtemos o prisma complementar de G (GG).

Segundo a definicdo de prisma complementar, o prisma GG é composto pelo grafo G,
pelo seu complementar G e também pelo emparelhamento entre os vértices corresponden-
tesem G e G. Logo, como consideramos G um grafo que possui um conjunto independente

de ordem k, podemos afirmar que em G havera uma clique de ordem k.

Considere um grafo GG que possui uma clique de ordem k, k > 4. Considere também
que G é um grafo livre de triangulos. Neste caso, a clique pode ser formada apenas pelos

vértices de G ou pode ser formada pela combinacdo de vértices de G com vértices de G.

Assim, temos as seguintes hipoteses:
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i) a clique é formada integralmente por vértice de G. Neste caso, como a clique esta
contida em G, teremos em G um conjunto independente de ordem k pois, G é

complementar a G.

ii) a clique é formada pela combinacao dos vértices de G e de . Neste caso, analisa-

remos 3 possiveis combinagoes:

a) A clique possui 3 vértices em G e 1 vértice em G. Como se trata de uma clique,
os vértices sao vizinhos dois a dois, o que nao é possivel pois, por definicao, G

¢ um grafo livre de triangulos.

b) A clique possui 2 vértices em G e 2 vértices em G. Analogamente, isto também
nao ¢é possivel pois, pela definicao de prisma complementar um vértice do lado

G s6 pode ter 1 tinico vizinho do lado G ou vice-versa.

c¢) A clique possui 1 vértice em G e 3 em G. Esta configuragdo também nao é
possivel pois, pela definicao de prisma um complementar um vértice do lado G

sO6 pode ter 1 tinico vizinho do lado G ou vice-versa.

Dessa forma, concluimos que nao pode existir nenhum vértice em G que faga parte
da clique. Logo, todos os vértices da clique devem estar contidos em G. Como
visto anteriormente, a clique estar contida em G, implica em existir um conjunto
independente em G de ordem k. Assim, mostramos que o problema k-CLIQUE é

NP-completo no contexto dos prisma complementares.

]

Neste mesmo estudo, Duarte et al., também mostraram que o problema k-CONJUNTO
INDEPENDENTE em grafos prismas complementares é NP-completo. Para isso, utilizaram
uma reducao de conjunto independente em grafos quaisquer ao problema do conjunto

independente em prismas complementares.

Teorema 4. [16] Dado um grafo G de ordem n e um inteiro k, o grafo G possui um
conjunto independente de ordem k se e somente se o prisma complementar HH do grafo

H =G UK, 5 tem um conjunto independente de ordem n + 2 + k.
Demonstracao. Considere um grafo G de ordem n e um conjunto independente de ordem
k. Considere também H = G U K, 5 (veja figura 2.1).

A partir do grafo H definimos o seu complementar H e com a unido de H e H obtemos

o prisma complementar H H (veja figura 2.2).
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O

Figura 2.1: Exemplo de um grafo H
H A

@ O

O OO0 _ 0O

G K

n+2

Figura 2.2: Grafo Prisma Complementar HH obtido a partir de H ¢ H

Podemos afirmar que o prisma H H possui em G um conjunto independente de ordem
k, pela hipotese. Como o grafo K, 5 é uma clique de ordem n+2 e como H é complementar
a H, podemos garantir que existird um conjunto independente de ordem n + 2 em H.
Portanto, o prisma HH possui um conjunto independente de ordem n + 2 + k. Logo,
concluimos que dado um grafo G de ordem n com um conjunto independente de ordem k

teremos um prisma complementar H H com um conjunto independente de ordem n+2+k.

Considere um prisma complementar HH com um conjunto independente de ordem
n + 2 + k. Devemos verificar as possibilidades dos vértices que compoem o conjunto

independente em H H estarem dispersos no prisma complementar.

i) Suponha K, .5 = 0 e K, ;o = 0. Neste caso, em G poderdo existir no maximo
n — 1 vértices no conjunto independente e em G podera existir no maximo 1 vértice.
Sendo assim, o prisma complementar H H teria um conjunto independente de ordem

n, contrariando a hipotese (absurdo).

ii) Suponha K, ;5 =0 e G = 0. Neste caso, K, » podera ter no maximo n + 2 vértices
no conjunto independente. Como HH possui n + 2 + k, logo sobraram k vértices

(ou mais) em G.
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iii) K,.2 =1e K,,2 = 0. Neste caso, em GG poderao existir no maximo n— 1 vértices no
conjunto independente e em G poderd existir no maximo 1 vértice. Sendo assim, o
prisma complementar H H teria um conjunto independente de ordem n, contrariando

o enunciado (absurdo).

iv) Knpo=1e K,,» =n+ 1. Neste caso, como HH possui um conjunto independente

de ordem n + 2 + k, restaram k vértices no grafo G.

Dessa forma, podemos dizer que se um prisma complementar H H possuir um conjunto
independente de ordem n+2+k entao teremos um grafo G' com um conjunto independente

de ordem k.

Assim, mostramos que o problema k-CONJUNTO INDEPENDENTE é NP-completo para

os grafos do tipo prisma complementar. O

Uma outra contribuigao relevante abordada por Duarte et al. [16] foi a descoberta do
conjunto minimo para o problema do conjunto 2-contaminacao para os prismas comple-

mentares. Mostraremos esta descoberta detalhadamente a seguir.

Teorema 5. [16] Seja G um grafo. Se G e G sdo conexos, entio hy3(GG) < 5.

Na literatura, h,3 representa o nimero envoltério P3. Para nao nos alongarmos neste
assunto e tornar este trabalho muito extenso, todas as definicoes e conceitos referentes a

este tema poderdo ser encontrados em [15].

Demonstra¢ao. Sejam a, b, e ¢ trés vértices de G. Sejam V; = {a,b,c} e V5 = V(G)\V].
Seja @ o complementar do vértice a em G. Se |Va| < 1, entdo a uniao de V; UV, com a é

um conjunto envoltério Py de GG, o que implica h,3(GG) < 5.

Assim podemos assumir que |V5| > 2. Note que todos vértices em V5 sdo adjacentes
a no maximo um vértice em V;. Seja d um vértice em Va. Seja S = {a,b,c,d}. Como d
tem pelo menos dois vizinhos em V), o envoltorio PsHga(S) de S contém dois vértices de
{@,b,c} e assim V; UVs. Se Hia(S) ndo contém Vi, entdo nenhum vértice em Vi\ Heg(S)
¢ adjacente a um vértice em V,. Como G é conexo, algum vértice 7 em Vi\Hga(S) é
adjacente a um g em VN Hee(S). Como x € Vi C Hea(S), isto implica uma contradigio.
Isto implica que Hga(S) contém Vy. Agora, uma vez que G é conexo, Hga(S) contém V.
Agora, uma vez que G é conexo, S é um conjunto envoltorio Ps, o que implica h,3(GG) < 4

e completa a prova. O



Capitulo 3

k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPEN-
DENTE

Em [16] provou-se que tanto o problema de determinar se existe uma clique de ordem
k quanto o problema de determinar se existe um conjunto independente de ordem £ sao
NP-completos quando o grafo de entrada é um prisma complementar. Dessa forma, este
capitulo tem como principal objetivo mostrar que ambos os problemas sao FPT’s quando

parametrizados por k, mas nao admitem nicleo de tamanho polinomial.

3.1 Tratabilidade Parametrizada

Utilizando um limite superior conhecido para o nimero de Ramsey (ver Teorema 1) pro-
vamos que tanto o problema k-CLIQUE quanto k-CONJUNTO INDEPENDENTE pertencem
a classe FPT quando o grafo de entrada é um prisma complementar e o parametro é o

tamanho da solucao k.

Teorema 6. k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE sdo FPT quando o grafo de

entrada é GG e o pardmetro é o tamanho da solucdo k.

Demonstragao. Primeiramente suponha que |V (G)| > wu(k, k). Sendo assim, através do
numero de Ramsey, podemos afirmar que ou havera uma clique de ordem £ em G ou haveré
um conjunto independente de ordem k em G. Pela propriedade de prisma complementar
é facil ver que se existir uma clique de ordem k em G, consequentemente hd um conjunto
independente de ordem k em G. Analogamente, se existir um conjunto independente de

ordem k em G, consequentemente ha uma clique de ordem k em G.

Por outro lado suponha que |V(G)| < u(k,k). Utilizaremos o limite superior do
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numero de Ramsey apresentado anteriormente:

r+1—2
u(r,l)z( o >

J4 que o interesse é a busca por um subgrafo (clique ou conjunto independente) de
ordem k, podemos reescrever a formula para limite superior do nimero de Ramsey em

funcao de k:

k+k—2
u(k,k’)z( 1 )

Dessa forma, observe que |G| < f(k) para alguma fun¢do computavel f. Isto é, a

cardinalidade de G (e G) é uma funcao limitada de k e portanto, G' ¢ um niicleo. n

O Teorema 6, portanto, apresenta um ntucleo para o problema k-CLIQUE ou k-
CONJUNTO INDEPENDENTE quando o grafo de entrada é um prisma complementar. Dessa
forma, ambos os problemas pelo Teorema 2 sdo solucionaveis em tempo f(k).n°M e per-

tencem & classe FPT.

3.2 Limite Inferior de Reducao a um Nrcleo

Como apontado anteriormente, um problema II(k) pertence a classe FPT se e somente se
II(k) possui um niticleo. Em geral esses niicleos obtidos possuem tamanhos exponenciais
em relacao ao parametro. Dessa forma, é natural para qualquer problema FPT questio-
narmos quao bom é o niicleo, ou mesmo se é possivel a obtengao de um nicleo menor (em

geral busca-se um nucleo de tamanho polinomial em rela¢do ao parametro).

Nesta secao, mostraremos que embora k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE
pertencam a classe FP'T quando parametrizados pelo tamanho da solucao k, ambos os
problemas ndo admitem nicleo polinomial. Primeiramente provaremos que k-CLIQUE

nao admite nicleo polinomial através de uma PPT-reducao do problema k-RAMSEY.

Teorema 7. k-CLIQUE ndo admite nicleo polinomial quando a entrada é GG e k é o

pardmetro, a menos que NP C coN P/poly.

Demonstracao. Através de uma PPT-reducao do problema k-RAMSEY para k-CLIQUE,

demonstraremos que k-CLIQUE nao admite nicleo polinomial quando o grafo de entrada
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& GG e o parametro é o tamanho da solucdo k. No problema k-RAMSEY é dado como
entrada um grafo G' e um inteiro positivo k e deseja-se determinar se G' possui ou um
conjunto independente ou uma clique de tamanho k. O problema é conhecido por nao
possuir nticleo polinomial a menos que NP C coN P/poly [17]. Seja (G, k) uma instancia
do problema k-RAMSEY, construimos um prisma complementar GG onde GG possui uma,
clique de tamanho k se e somente se GG possui uma clique ou um conjunto independente

de tamanho k.

Suponha que GG possui uma clique de tamanho k. Assim, por construcao, é facil ver

que o prisma complementar GG possui uma clique de tamanho k em G.

Por outro lado, suponha que G possui um conjunto independente de tamanho k.
Assim, por construcdo, é facil ver que o prisma complementar GG possui uma clique de

tamanho k em G.

Considere que GG possui uma clique de tamanho k. Pela definicdo de prisma com-
plementar, sabemos que a clique est4 totalmente contida em G ou em G. Suponha que
a clique esteja em G. Assim, por construcdo, é facil ver que G possui um conjunto

independente de tamanho £. O]

Neste ponto, mostraremos que o problema dos Conjuntos Independentes em grafos
prismas complementares também nao admite ntcleo polinomial. Entretanto, diferente-
mente de cliques, os conjuntos independentes nao sao tao bem comportados nos pris-
mas complementares. Sendo assim, dividiremos essa demonstracao em duas etapas. Na
primeira é demonstrada uma PPT-reducao do problema k-SPLIT para o problema k-
CONJUNTO INDEPENDENTE. Na segunda parte é demonstrada uma PPT-redugao do

problema k-RAMSEY para o problema k’-SPLIT onde k' = 3k.

Lema 1. k-SPLIT quando parametrizado pelo tamanho da solucao k é PPT-redutivel ao
problema k'-CONJUNTO INDEPENDENTE tendo como grafo de entrada um prisma com-

plementar GG e parametrizado pelo tamanho da solucdo k' = k.

Demonstracao. Provaremos que k-SPLIT se reduz em tempo polinomial ao problema k-
CONJUNTO INDEPENDENTE em um prisma complementar. No problema k-SPLIT é dado
um grafo G e um inteiro positivo k e deseja-se determinar se G possui um subgrafo H
de cardinalidade pelo menos k tal que H seja subdividido em um conjunto independente
e uma clique. A partir de um grafo G, instancia do k-SPLIT criamos um grafo GG tal
que G possui um subgrafo split de tamanho k se e somente se o seu prisma complementar

possui um conjunto independente de tamanho k.
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Suponha que G possui um subgrafo split H de tamanho k. Como H pode ser parti-
cionado em dois subgrafos H = {I U C}, onde I é um conjunto independente ¢ C' é uma,

clique, temos as seguintes possibilidades:

i) H = O, portanto G possui uma clique de tamanho k. Por construgio, G possui um
conjunto independente de tamanho k. Logo, o prisma complementar GG possui um

conjunto independente de tamanho k.

ii) H = I, portanto G possui um conjunto independente de tamanho k. Logo, o prisma

complementar GG possui um conjunto independente de tamanho k.

ii1) I # 0 and C # (). Sem perda de generalidade, seja [ um conjunto independente de
cardinalidade p. Dessa forma C possui cardinalidade k& — p. Note que assim como
o conjunto independente I em G induz uma clique C’ de tamanho ¢ em G, a clique
C induz um conjunto independente I’ de tamanho k — ¢ em G (veja figura 3.1).
Portanto, GG possui uma combinacdo I U I’ que forma um conjunto independente

de tamanho k.

A

N

Figura 3.1: Subgrafo HH de um prisma complementar GG, onde H = (C U ), C e C'

sao cliques, I e I’ s30 conjuntos independentes.

Por outro lado, suponha que um prisma complementar GG possui um conjunto inde-
pendente I, de tamanho k. Podemos entdo observar I’ em termos de G e G, portanto,

temos as seguintes possibilidades:

i) O conjunto independente I, N G=10,ie., I, esta totalmente contido em G. Como
todo conjunto independente ¢ um grafo split, entao G possui um grafo split de

tamanho k.
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ii) O conjunto independente I, NG = 0 , i.e., I, esta totalmente contido em G. Pela
definicao de prisma complementar, GG possui uma clique de tamanho k£ e portanto

G possui um subgrafo split de tamanho k.

iii) O conjunto independente I, NG # 0 e I, N G # (). Pelas propriedades de prisma
complementar, e ainda, como [, é um conjunto independente, I’ ndo possui vértices
correspondentes v; e U;. J& que I, possui cardinalidade £, existe um subconjunto
I' C I, tal que I'NG néo ¢ vazio e I’ possui cardinalidade p. Como I’ é um conjunto
independente, I’ induz uma clique C de tamanho p em G. Portanto, é facil ver que

G possui um subgrafo split de H = (I, \ I') N C' de tamanho k.

]

A redugao do problema k-RAMSEY para o problema do subgrafo k-SPLIT(3k) é for-

malmente apresentada a seguir:

Teorema 8. k-RAMSEY paramelrizado pelo tamanho da solucao k é PPT-redutivel ao

kK'-SPLIT parametrizado pelo tamanho da solu¢ao k' = 3k.

Demonstracao. Provaremos que o problema k-RAMSEY parametrizado pelo tamanho da
solugao k é PPT-redutivel ao k’-SPLIT parametrizado pelo tamanho da solucao k' = 3k.
Considere um grafo G instancia do problema k-RAMSEY, i.e., G ou possui uma clique de
tamanho k£ ou um conjunto independente de tamanho k. Construimos uma instancia H

para o problema k’-SPLIT tal que k' = 3k da seguinte forma (figura 3.2):
1. Faca inicialmente G’ = G U G, i.e., crie em G’ uma copia de G e insira o grafo
complementar G também em G'.
2. Crie 2k vértices em G’ e os separe em dois subgrafos (57 e S3) de tamanho k.
3. Crie arestas entre todos os vértices de:
(a) G'V(G)] e Sy;

(b) Sl [§] SQ;
(c) Sy e G'V(G)].

4. Faca k' = 3k.



3.2 Limite Inferior de Reducao a um Ntcleo 20

G G
®
sl@} [sz@
@ © @ ©

W @

Figura 3.2: Exemplo de uma instancia para o problema k-SPLIT gerada a partir de um

grafo G.

Mostraremos a seguir que G possui uma clique de tamanho k£ ou um conjunto indepen-
dente de tamanho k se, e somente se H possui um subgrafo split de tamanho &’. Suponha,
sem perda de generalidade que G possui uma clique C' de cardinalidade k. Construiremos
um subgrafo split H = (I’ UC") onde H C G’ incluindo em I’ (conjunto independente)
os vértices em G’ equivalentes a C em G e S;. Em C’ (clique) incluir os vértices em G’
equivalentes a C' em G. Suponha, sem perda de generalidade que G possui um conjunto
independente I de cardinalidade k. Construiremos um subgrafo split H = (I’ U C") onde
H C @ incluindo em I’ (conjunto independente) os vértices em G’ equivalentes a [ em G

e Sy. Em ' (clique) incluir os vértices em G’ equivalentes a C' em G.

Por outro lado suponha que G’ possui um subgrafo split H de tamanho £’. Como H é

uma particdo /UC, e G’ é dividido em quatro subgrafos, temos as seguintes possibilidades:

i) O conjunto independente I possui cardinalidade menor que 2k. Sem perda de ge-
neralidade suponha k > 2. Dessa forma, a clique C' deve ter cardinalidade pelo
menos k + 1. Ja que vértices de G ndo sdo adjacentes a G, S; e S, sao conjuntos
independentes e G'[S1 U Ss] é um Ky, a clique C' contém no maximo um vértice de
G'[S1 U Sy]. Portanto, uma clique em G’ deve possuir pelo menos |C] — 1 vértices

ou em G'[V(G)] ou em G'[V(G)] e portanto C' induz ou uma clique ou um conjunto

independente de tamanho pelo menos k em G.

ii) O conjunto independente I possui cardinalidade pelo menos 2k.
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()

Supondo que I N (S;USy) =0, i.e., ndo existem vértices do conjunto indepen-
dente I em S; ou Sy. Assim, é facil ver que os vértices de I em G’; ou induzem
um conjunto independente de tamanho || se I estd em G'[V(G)] ; ou uma
clique de tamanho || se I estd em G'[V (G)]; ou um subgrafo split de tamanho
|I| com uma clique de tamanho ¢ se os vértices de I estdao em G'[V(G)]; ou

um conjunto independente de tamanho |I| — ¢ se os vértices de [ estiverem em

G'V(G)]-

Supondo que I N (S1eSy) # 0, i.e. existem vértices do conjunto independente
I em S ou Sy. Como G'[S1 U Sy] é um Ky, se existe vértice de Sy em [ ndo
existe de Sy e vice versa. Ainda, note que S; e S, tem cada um cardinalidade
k. Além disso, existe um subconjunto I; = (ING'[GUG]) tal que é facil obter

um subgrafo split em G de cardinalidade pelo menos k analogamente a i.(a).

]

Corolario 1. k-CONJUNTO INDEPENDENTE quando o grafo de entrada é GG e o pa-

rdmetro € o tamanho da solucao k nao admite nicleo polinomial, a menos que NP C
coN P/poly.

Demonstracao. Através do Lema 1 e Teorema 8, temos que k-RAMSEY é PPT redutivel

ao problema k’-CONJUNTO INDEPENDENTE quando o grafo de entrada é um prisma

complementar e o parametro ¢ o tamanho da solucao k' = 3k, portanto, ndo admite um

nicleo polinomial. O

Mostramos que o problema de determinar se um grafo prisma complementar GG

possui um conjunto independente de tamanho k nao possui um nicleo polinomial pelas

propriedades transitivas das PPT-redugoes (figura 3.3).



3.2 Limite Inferior de Reducao a um Ntcleo 22

k-Ramsey

ﬂ PPT-redugdo

k-Split

ﬂ PPT-redugdo

k-Conjunto Independente

Figura 3.3: PPT-reducoes de k-RAMSEY ao Conjunto Independente em grafos prisma

complementar.



Capitulo 4

2-Contaminacao

O problema de 2-contaminagao consiste em determinar o menor nimero de vértices a serem
infectados inicialmente para garantir que um dado grafo GG tenha todos os seus vértices
infectados em algum instante de tempo, onde um determinado vértice torna-se infectado
caso pelo menos 2 dos seus vizinhos estejam previamente infectados. A contaminacao
é irreversivel e ocorre ao longo do tempo. Além disso, o processo encerra-se quando o

conjunto de vértices infectados nao puder ser incrementado.

Um conjunto 2-contaminacao também é conhecido na literatura como um conjunto

Ps-envoltorio ou conjunto de 2-conversao irreversivel. [16] [10] [30].

Em [16] foi provado que o tamanho minimo de um conjunto 2-contaminagdo em um
grafo prisma complementar era k + 1 quando G é composto por k componentes conexas.
Neste mesmo estudo, Duarte et al. mostraram que o tamanho minimo de um conjunto

2-contaminacao em um grafo prisma complementar era < 5 quando G e G sao conexos.

No presente capitulo, extendendo o resultado obtido em [16|, mostraremos que o

tamanho minimo deste conjunto é < 3 quando G e G sao conexos.

Seja G um grafo e S C V(G). Denotaremos por C(S) o conjunto de vértices que
serao infectados a partir de uma infeccao inicializada pelos vértices em S. Denotaremos
POT Crin (GG) 0 conjunto minimo de vértices que devem ser infectados inicialmente a fim

de infectar todo o prisma GG em um determinado instante de tempo.

Inicialmente, mostraremos através do Lema 2 que se G e G sdo conexos e existem 2
vértices em G que estao infectados e |Cg(S)| > |V (G)| — 1 entdo o conjunto minimo para

infectar o prisma GG é no méximo 3.

Lema 2. Se G e G sdo conexos e existe S C V(G) tal que |S| =2 e |Cq(S)| > |V(G)| -1
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entio Comin(GG) < 3.

Demonstracio. Sejam G e G conexos. Se existe S C V(G) tal que |S| = 2 e |Cq(S9)]| >

|[V(G)| — 1 entdo temos dois casos:

(i) V(G)\ Ca(S) = {w};
(i) V(G)\ Ce(S) = 0.

Se V(G)\ Cq(S) = {w} basta observar que Cue(SU{w}) = V(GG). Primeiramente
observe que w ¢é vizinho de w e de algum vértice em Cg(S), uma vez que G é conexo,
portanto w € Cga(S U {w}). Logo V(G) C Cga(S U {w}). Como todo vértice em
V(G) possui um vizinho em V(G) no prisma complementar GG, V(G) C Cea(S U {w}),
entdo basta termos um vértice de G infectado que, por conectividade, teremos todos os

vértices de G infectados em algum momento. Como @ é um vértice de G temos que
Ceoa(SU{w}) = V(GG).
Se V(G) \ Cq(S) = 0 entdo Cpa(S U {w}) = V(GG), onde w é um vértice qualquer

de GG. A prova é similar ao caso anterior. n

Corolario 2. Se G e G sdo conexos e |V(G)| < 4 entdo cpnin(GG) < 3.

Demonstracdo. Se G e G sdo grafos conexos e |V (G)| < 4 entdo |V(G)| = 1 ou |V(G)| = 4.
Se |V(G)| = 1 é facil ver que temos o desejado. Se |V(G)| = 4 sabemos que G possui pelo
menos um vértice com grau > 2 pois, caso contrario, ou G seria isomorfo a um 2K, ou
possuiria um vértice com grau 0. Assuma que a, b e ¢ sao vértices de GG, onde a e ¢ sao
vizinhos de b (veja figura 4.1). Sendo S = {a,c} temos que |Cg(S)| > |V(G)| — 1 pois
{a,b,c} € Cu(S) e |V(G)| = 4. Logo pelo Lema 2 temos que ¢, (GG) < 3. O

e p—

Figura 4.1: Prisma GG e ¢,in(GG) = {a,c,d}
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Agora mostraremos que ¢, (GG) é no maximo 3 quando |V (G)| = 5.
Lema 3. Se G e G sdo conexos e |V(G)| =5 entdo cpnin(GG) < 3.
Demonstracdo. Sejam G e G grafos conexos, onde |[V(G)| = 5. Dividiremos esse prova
em dois casos:

(i) G possui ciclo;

(ii) G e G sdo aciclicos. Note que o caso em que G ¢ aciclico e G possui ciclo ndo

precisa ser analisado, pois recai no caso (i).

(i) Supondo que G é conexo e possui ciclo temos trés subcasos:

G possui C5 - Se G possui C3, como G é conexo e |V (G)| = 5 entdo G possui uma pata
como subgrafo. Seja H um subgrafo de GG isomorfo a uma pata. Como podemos ver
na Figura 4.2, ¢, (H) = 2. Dado cpin(H) =2 e |[V(H)| =4 e |[V(G)| = 5 entao
existe S C V(H) tal que |S| =2 e |Ce(S)| > |V(G)| — 1. Pelo Lema 2 temos que
Cmin(GG) < 3 se G é conexo e possui Cs.

g D

Q\c @
\_ /

Figura 4.2: Grafo G e subgrafo H

G possui Cy Seja H um subgrafo de G isomorfo a um €. Como podemos ver na
Figura 4.3, ¢in(H) = 2. Dado cpn(H) = 2 ¢ |V(H)| = 4 ¢ [V(G)| = 5 entdo
existe S C V(H) tal que |S| =2 e |Cq(S)| > |V(G)| — 1. Pelo Lema 2 temos que
Cmin(GG) < 3 se G é conexo e possui C.
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= ~

N /

Figura 4.3: Grafo G e subgrafo H

G possui Cs Podemos assumir que G é isomorfo a um Cj5, caso contrario GG possui Cy e

(5. Neste caso, cmm(G@) < 3 como pode ser verificado na Figura 4.4.

Figura 4.4: Grafo GG

(ii) Se G e G sao conexos e aciclicos entdo G e G sdo arvores. Toda arvore possui
pelo menos duas folhas. Logo G possui pelo menos dois vértices de grau 1 e pelo menos

dois vértices de grau |V (G)| — 1 (as folhas no complemento). Sejam a e b dois vértices de
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grau um em G, e sejam @ e b dois vértices de grau |V (G)| — 1 em G. Sabemos que @ e b
devem ser adjacentes, caso contrario G seria desconexo. Além disso, @ e b possuem um
vizinho em comum, caso contrario GG possui apenas 4 vértices. Logo, G possui um Cj,
contradizendo a hipotese de G ser aciclico. Portanto, o caso onde G e G sdo conexos e

aciclicos nao ocorre. O

Mostraremos agora que Cpi,(GG) é no maximo 3 quando |V (G)| = 6.

Lema 4. Se G e G sdo conexos e |V(G)| =6 entdo cpnin(GG) < 3.

Demonstragio. Sejam G e G grafos conexos, onde |V(G)| = 6. Sejam u,v € V(G).

Dividiremos esse prova em trés casos:
(i) Quando |Cg({u,v})| > 5;
(i) Quando |Cq({u,v})| = 4;

(iii) Quando |Ce({u,v})| = 3;

(i) Se existe u,v € V(G) tal que |Ce({u,v})| > 5, entdo pelo Lema 2 temos o desejado.

(ii) Supondo que existe u,v € V(G) tal que |Ce({u,v})| =4 e o caso (i) nao se aplica,
entao existe a,b € V(G), onde a,b ¢ Cg({u,v}) (Figura 4.5). Portanto, tanto
a quanto b possuem no maximo um vizinho em Cg({u,v}). Sendo assim, @ e b
possuem pelo menos 3 vizinhos em Ce({u,v}). Como [Ce({u,v})| = 4 entdo a e

b possuem pelo menos 2 vizinhos em comum. Logo, Cua({u,v,a}) 2 V(GG), pois
{Cl, b} - CGG({ua v, a}>
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Ce({w,v}) Ce({u,v})
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Figura 4.5: Grafo GG quando |V (G)| =6 e |Ca({u,v})| = 4

(iii) Suponha que (i) e (ii) nao se aplicam. Sabendo que G ¢é conexo, temos que existem
u,v tal que |Ce({u,v})| = 3. Logo existem a,b,c € V(G) que ndo pertencem a
Ce({u,v}). Portanto, a, b, c possuem, cada um, no maximo 1 vizinho em Cg ({u, v}).

Sendo assim, temos 3 subcasos:

a) a nao possui vizinhos em Cq({u, v}) (Figura 4.6). Neste caso, Cua({u,v,a}) =
VGE).
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(0)

/

~

Ce({w,v}) Ce({u,v})
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Figura 4.6: Grafo GG quando |V (G)| =6 e |Ca({u,v})| =3

b) a,b,c possuem vizinhos distintos em Cg({u,v}). Se a,b,c induzem um tri-
angulo, entdo Cuoa({u,v,a}) = V(GG), pois V(G) C Cea({u,v,a}). Caso
contrario, sem perda de generalidade, @ e b sdo adjacentes e possuem vizinho

em comum em Cg({u,v}). Logo, Cua({u,v,a}) = V(GG). (Veja figura 4.7).

o\ (- p

CG ({u' 17} )

\

Figura 4.7: Grafo GG quando |V (G)| =6 e |Ca({u,v})| =3

¢) cada vértice em a,b,c possui exatamente 1 vizinho em Cg({u,v}), sendo o
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vizinho de a e b 0 mesmo vértice, entdo |Cg({a,b})| > 4. Logo, caso (i) ou (ii)

se aplicam. (Veja figura 4.8).

~

(0)

J

Co(fu,v}) Ce({u,v})

AN

Figura 4.8: Grafo GG quando |V (G)| =6 e |Ca({u,v})| =3

]

Lema 5. Se G e G sio conexos e |V(G)| > 7 entdo ou G possui um par (a,b) tal que
|Cq({a,b})| > 4 ou G possui um par (a,b) tal que |Ca({a,b})| >4 .

Demonstra¢ao. Seja G um grafo conexo e |V (G)| > 7. Como G é conexo, existe em G pelo
menos um par de vértices que possui um vizinho em comum. Sejam a e b estes dois vértices.
Se |Cs({a,b})| > 4 temos os desejado. Se |Cx({a,b})| = 3 entdo Cu({a,b}) = {a,b,c}
onde ¢ é o vizinho em comum entre a e b (Figura 4.9). Como |Cs({a,b})| = 3 todos os
demais vértices de G possuem no maximo um vizinho em Cg({a,b}). Logo, todo vértice
em V(G)\C¢s({a,b}) possui pelo menos dois vizinhos em Cg({a,b}). Como |V(G)| > 7
entdo pelo menos dois vértices em V(G)\Cg({a, b}) possuem dois vizinhos em comum em

Cg({a,b}). Portanto, G possui um par de vértices cuja envoltéria é pelo menos 4.
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/
/

Cs({a,b}) Ce({a,b})
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Figura 4.9: Grafo GG quando |V (G)| =7

Teorema 9. Se G e G sio conexos e |[V(G)| >4, entao cpin(GG) = 3.

Demonstragio. Sejam G e G grafos conexos. Para |V(G)| = 1 temos que ¢ (GG) =
2 pois, para que um vértice seja infectado é necessario que pelo menos dois vizinhos
seus estejam infectados e como cada vértice s6 possui um vizinho, cada um deles deve
ser infectado para atingir todo o grafo GG. Para |V(G)| = 2 e |V(G)| = 3 nao ha
como analisar pois, em ambos os casos, quando G é conexo implica em G ser desconexo,
contradizendo a hipotese. Para 4 < |V(G)| < 6 temos o Coroldrio 2, o Lema 3 e o Lema 4
mostrando que ¢, (GG) = 3 nestes casos. Para |V (G)| > 7 suponha que a e b sejam dois
vértices de G tal que |Cg({a,b})| > 4. Logo, para todo vértice ¢ ¢ Cx({a,b}) temos que
¢ possui no maximo um nao vizinho em Cg({a,b}). Portanto, Csa({a,b,é}) 2 V(GG).
(Veja Figura 4.10)
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Figura 4.10: Grafo GG quando |V (G)| =7

Dessa forma, através das demonstragoes apresentadas mostramos que o tamanho mi-
nimo do conjunto 2-conversao irreversivel para que um grafo prisma complementar seja

totalmente contaminado é no maximo 3.



Capitulo 5

Conclusoes e Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos o problema de k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE
tendo como entrada a classe de grafos prisma complementar. Tais problemas foram prova-
dos NP-completos por [23| para grafos gerais. Em |16] foi provado que ambos os problemas

sao NP-completos em grafos prismas complementares.

Ao estudarmos, sob a otica da complexidade parametrizada, utilizando como ferra-
menta a Teoria de Ramsey, mostramos que tanto o problema k-CLIQUE quanto o pro-
blema k-CONJUNTO INDEPENDENTE em grafos prismas complementares pertencem a
classe FPT quando parametrizados pelo tamanho da solucao k, ou seja, sao Tratéveis por

Paradmetro Fixo.

Além disso, através de PPT-reducoes mostramos que ambos os problemas nao ad-
mitem um ntcleo polinomial. E interessante evidenciar que a inviabilidade de ntcleo
polinomial para o problema k-CONJUNTO INDEPENDENTE quando parametrizado pelo
tamanho da solucao k foi obtida de forma transitiva a partir do problema intermediario
k-SPLIT. Sendo assim, o problema de determinar se um grafo possui um subgrafo split
de cardinalidade k& é FPT a menos que NP C coNP/poly e também nao possui nicleo

polinomial.

Além dos problemas k-CLIQUE e k-CONJUNTO INDEPENDENTE para grafos prismas
complementares, também estudamos o problema do conjunto 2-conversao irreversivel para
esta classe de grafos. Mostramos que o tamanho minimo do conjunto 2-conversao irrever-

sivel para que um grafo prisma complementar seja totalmente contaminado é < 3.
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