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Resumo

Esta tese aborda dois diferentes problemas. O primeiro é focado na classe dos cografos,
onde usamos a representacao de codrvores para desenvolver um algoritmo capaz de gerar,
sem isomorfismos, todos os cografos com n vértices, cujo tempo de geracao entre dois
cografos consecutivos foi feito em tempo O(n). Em seguida aplicamos este procedimento
para conjecturar uma nova cota para o nimero b-cromatico de um cografo conexo, dada
em termos do raio espectral. O segundo problema abordado ¢ o estudo da complexidade
do problema de obter o menor niimero de cliques disjuntas em arestas necessarias para
particionar as arestas de G, chamado ¢p(G). Este problema ja é conhecido como NP-
completo para grafos em geral, inclusive para split, grafos Ky-livres e grafos cordais.
Provamos que a NP-completude é mantida para a classe dos grafos 3-coloriveis, subclasse
dos Kj-livre. Além disso, conseguimos obter a complexidade do problema para grafos
(k,0), aqueles cujo conjunto de vértices pode ser particionado em k independentes e ¢
cliques, estabelecendo quando o problema ¢ AN'P-completo ou polinomial para cada k e £
fixados.

Palavras-chave: cografo, gerador, particao de arestas em cliques, grafo-(k, ¢).



Abstract

This thesis approaches on two different problems. The first one is focused on the class of
cographs, where we use the representation of cotrees to develop an algorithm capable of
generating, without isomorphisms, all the n vertex cographs and whose generation time
between two consecutive cografos was done in time O(n). Then we apply this procedure to
conjecture a new bound for the b-chromatic number of a connected cograph given in terms
of the spectral radius. The second problem is the study of the complexity of the problem
of obtaining the least number of disjoint cliques on edges necessary to partition the edges
of G, called ¢p(G). This problem is already known as N'P-complete for general graphs,
including split, K,-free graphs and chordal graphs. We prove that NP-completeness is
maintained for the class of 3-colorable graphs, subclass of K -free. In addition, we get the
complexity of the problem for graphs (k, ), those whose set of vertices can be partitioned
into %k independent and ¢ cliques, establishing when the problem is NP-complete or
polynomial for each fixed k and /.

Keywords: cograph, generator, edge clique partition, (k, ¢)-graph.
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Capitulo 1

Introducao

Os grafos sao estruturas fundamentais em diversas areas, em especial Teoria da Compu-
tacao e Matematica. No campo teoérico sua importancia é mostrada pelo alto nimero de
publicacoes na area, com estudos acerca de estruturas, parametros e solucao de problemas
computacionais. Por outro lado, temos incontaveis situacoes reais que podem ser mode-
ladas por grafos, como redes, logistica de transporte, redes sociais, fluxogramas, dentre

VArios.

Esta tese é focada em dois diferentes problemas: criacao de um algoritmo capaz de
gerar cografos de forma eficiente e o problema de particao das arestas de um grafo em

cliques para grafos (k,¢). Em ambos os casos apresentamos novas contribuigoes.

Quanto ao primeiro problema, os cografos foram introduzidos por volta de 1970 por
diferentes autores, como Lerchs [39]. Em geral os cografos sdo mais conhecidos como os
grafos livres de Py, defini¢ao alternativa introduzida por Corneil et al [12]. Problemas
provados como N P-completo para grafos em geral, apresentam complexidade polinomial
quando restritos a esta classe, dentre estes podemos citar: clique, isomorfismo e coloracao
(e variagoes) [12] [6]. Os cografos possuem propriedades interessantes tais como sao grafos
perfeitos [12], L-integrais [44|, b-continuos [6], dentre outros. Desde entdo foram intro-
duzidas diversas classes que podem ser vistas como generalizacao dos cografos, como os

grafos de Distdancia Hereditdria, grafos (q,q-4), Py-esparso, Pj-extensiveis e Pj-redutiveis.

A area de combinatoria enumerativa tem a finalidade de obter todas as maneiras que
podemos formar um certo padrao, em Teoria dos Grafos o interesse ¢ obter um algoritmo
capaz de gerar todos os grafos com certa propriedade. Até entao nao é encontrado na lite-
ratura nenhum trabalho sobre geracao de cografos, que ¢ exatamente o tema desenvolvido

neste trabalho. Mais especificamente, dado um inteiro n desenvolvemos um algoritmo
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eficiente capaz de gerar, sem repeticao, todos cografos com n vértices, cuja eficiéncia é
obtida ao provarmos que o tempo de geracao entre dois cografos consecutivos é linear em
n. O tnico trabalho encontrado que estuda os cografos do ponto de vista da combinatoria
enumerativa é [50], contudo neste é mostrado apenas uma estimativa assintotica para o
numero de cografos possiveis, enquanto que no nosso trabalho somos capazes de gerar

todos os cografos e além disso obter o nimero exato de cografos com n vértices.

Sao naturais as aplicagoes do nosso algoritmo, pois a geracao de todos os cografos
auxilia na formulagao de novos resultados, em especial o procedimento também se mostra
util para encontrar contra-exemplos ou até validar conjecturas acerca dos cografos. O
ponto que impulsionou o desenvolvimento deste algoritmo de geracao dos cografos foi a
desigualdade estimada na dissertagao [30] que relaciona a b-coloragao e Teoria Espectral
de Grafos, duas 4reas até entao ainda nao relacionadas na literatura. Entao a primeira
aplicagao do nosso algoritmo ocorre neste proprio trabalho, onde implementamos e execu-

tamos testes computacionais em busca de contra-exemplos para a desigualdade estimada.

O segundo problema tratado nesta tese é a particao das arestas de um grafo em cliques,
cujo primeiro resultado foi em 1966 por Erdos, Goodman e Pésa [17]. Dado G definimos o
niamero cp(G) como o tamanho da menor particao das arestas em cliques, cujo problema
de decisao (ECP) é instanciado por um grafo G e um inteiro k onde é questionado se
cp(G) < k. Em paralelo é definida a menor cobertura das arestas em cliques por cc(G) e
seu respectivo problema de decisao (ECC), vale ressaltar que a diferenca entre as defini¢oes
é que cobertura permite que as cliques possuam arestas em comum. FEstes problemas
possuem aplicagoes praticas, como o ECP que apresenta importancia em computacao
biologica na classificacdo de clones de DNA, como visto em [18]; enquanto que ECC é
aplicado em problemas de conflito de palavras-chave e faseamento de trafego como citado

em |51].

Um dos focos deste trabalho é o estudo da complexidade de ECP em determinadas
classes de grafos. Em 1977 foi provado em [46] que os problemas ECP e ECC sao N'P-
completo para grafos gerais, ja em 1988 [41] foi provado que ECP permanece N'P-completo
para a classes dos grafos livres de K e a classe dos cordais. No decorrer do texto veremos a
complexidade do problema em outras classes. O nosso interesse é na complexidade do ECP
para grafos (k,¢), aqueles cujo conjunto de vértices pode ser divido em k independentes
e ¢ cliques. Wallis e Ju-Lin [56] em 1991, mostram que ECP é N'P-completo para grafos
split, o que motivou este estudo. E natural que para k, ¢ arbitrarios o problema seja N 'P-

completo , entao um dos objetivos deste trabalho é obter a complexidade do problemas
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para todos os possiveis valores de (k,¢) mostrando para quais valores de k, ¢ o problema
deixa de ser polinomial e passar a ser N'P-completo . Uma das principais contribuicoes
deste trabalho é o resultado que garante que ECP é N'P-completo para grafos 3-colorivel
(caso k = 3 e £ = 0), feito através de uma redugao polinomial. Sua importancia se deve ao
fato de apresentar uma subclasse de Ky -livre onde o problema permanece NP-completo ,
resultado de 1988 publicado por Ma, Wallis e Ju-Lin [41], citado anteriormente. Além de
conseguirmos determinar a complexidade de ECP para todos possiveis k, ¢ exibimos uma

subclasse do (3,0) onde o problema se torna polinomial.
Esta tese esta estruturada da seguinte forma:

No Capitulo seguinte apresentamos conceitos basicos, necessarios para compreensao

do texto.

No Capitulo 3 desenvolvemos o algoritmo gerador de cografos e toda teoria necessaria
para a elaboragao do procedimento. Tanto o algoritmo quanto os principais resultados
desenvolvidos neste capitulo foram publicados em Theoretical Computer Science, como

visto em [32].

No Capitulo 4 trataremos da aplicacao que motivou este trabalho. Inicialmente sera
feito um resumo da teoria necessaria para o entendimento da desigualdade estimada em
[30], e em seguida descreveremos os algoritmos implementados, incluindo os desenvolvi-
dos no capitulo anterior e, por fim, apresentaremos os resultados computacionais apos a
execucao dos testes. Tais resultados foram apresentados no XLIX Simpdsio Brasileiro de

Pesquisa Operacional e publicado nos anais do congresso, veja em [31].

No Capitulo 5 abordamos o problema de particionar as arestas de um grafo em cliques.
Onde foi feita uma revisao da literatura sobre o problema e em seguida estudamos sua
complexidade na classe dos grafos (k,¢). Os resultados obtidos neste capitulo estdo em

fase de submissao de artigo para revista.

No ultimo capitulo concluimos o trabalho evidenciando os principais resultados obti-

dos.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Teoria dos Grafos

Seja G(V, E) um grafo. Denotaremos a adjacéncia entre dois vértices u e v por (u,v) € E,
ou simplesmente uv € E. O grau de um vértice v é o niimero de vértices adjacentes

a v, cujo valor é denotado por d(v), o grau minimo, médio e maximo de um grafo sao

denotados por 6(G), d(G) e A(G), respectivamente, onde d(G) = —%:/Elg;)\

Denotamos por K, o grafo completo de n vértices, ou seja, aquele onde qualquer par
de vértices sao adjacentes, em particular K3 é comumente chamado de tridAngulo. Uma
sequéncia finita de vértices distintos v;,v;, ...v;, de G é chamado caminho de v;, a v;,
se (vil,vim) € F paral <i<k—1. Nas mesmas condi¢oes a sequéncia v;, v;, ...0; V;, €
chamada de ciclo. O comprimento de um caminho ou ciclo ¢ o niimero de arestas que

neles ocorrem.

O grafo cujo conjunto de vértices ¢ V = {vy,...,v,} e arestas E = {(v;, v;41); 1 <i <
n — 1} é chamado grafo caminho e denotado por P,. De forma semelhante, o grafo ciclo
C,, tem conjunto de arestas E = {(v;,v;11);1 <1 <n—1} U{(v,,v1)}.

Exemplo 2.1.1. Na ilustracao abaixo temos os grafos Cg e Ps.

Ce

Figura 2.1: Exemplo de grafos ciclo e caminho
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Se existe um caminho entre qualquer par de vértices do grafo, dizemos que o grafo é

conexo, caso contrario é dito desconexo.

Diremos que H(V', E’) é um subgrafo de G quando V' C V e E' C E. No caso em
que (x,y) € E' se, e somente se, (x,y) € E, diremos que H é subgrafo induzido de G,
ou ainda G induz H, neste caso escrevemos H = G[V'] ou H = G[E’]. Um grafo G ¢ livre

de H se o grafo H nao é subgrafo induzido de G.

Exemplo 2.1.2. Na figura abaizo vemos G e seu subgrafo induzido H = G[{vy, ve, v4, vs}],

observe ainda que G € livre de Cl.

G H
KD o

®

Figura 2.2: Exemplo de subgrafos de GG

Conforme a literatura, dado um grafo G(V, E), diremos que um subconjunto de vérti-
ces S C V é estéavel se o subgrafo induzido G[S] nao possui arestas, enquanto que C' C V' é
dito uma p-clique se G[S] é isomorfo ao grafo completo K. O nimero clique w(G) de um
grafo é o tamanho da maior clique induzida em G, analogamente o niimero independente
a(@) é o tamanho do maior conjunto estavel. No grafo G ilustrado no Exemplo acima
temos w(G) =3 e a(G) = 2.

Também definimos algumas operacoes em grafos:

e O grafo complementar de G é o grafo G(V', E'), onde V' =V e E' = {(z,y); (v,y) ¢
E}. E facil ver que G = G;

o A unidgo de G1(V1, E1) e Go(Va, Ey), denotada por Gy U G, é o grafo cujo conjunto
de vértices é V(G1) UV(Gy) e arestas E(G1) U E(G3). A unido de k copias de um
grafo G é denotada por kG;

e O join de G1(Vi, Ey) e Go(Vs, Es), também conhecida como unidgo complementar, é o
grafo GV G, com conjunto de vértices V- = ViUV, e arestas F = E1UE,U{(z,y);x €
Ey ey € Ey}. Observe que vale G1 UGy = G1VGy
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Exemplo 2.1.3. Na figura abaizo vemos o join de dois grafos.

G G

1 2

Figura 2.3: G1VG,

Dois grafos GGy e Gy sao ditos isomorfos, denotado por G; = (G5, quando podemos
obter um do outro somente por uma permutacao de vértices, ou melhor, existe uma
aplicagao f : V(G1) — V(G2) biunivoca de modo que (u,v) € E(G1) se, e somente se,
(f(u), f(v)) € E(Ga).

2.2  Arvore

Os grafos conexos que nao possuem nenhum ciclo induzido sao chamados de arvore.
Observe que uma &arvore é o grafo com o menor nimero de arestas tal que este seja
conexo, uma vez que cada par de vértices sao ligados por um tnico caminho, cuja prova
pode ser vista em [5]. Uma arvore é dita enraizada se um vértice qualquer é elegido como
raiz. A seguir introduzimos algumas nomenclaturas béasicas que usaremos no decorrer do

texto. Dada uma arvore T

O vértice raiz é denotado por raiz(T).

e Se T' nao é trivial, os vértices cujo grau é 1, sao chamados folhas, os demais sao

chamados vértices internos;
e Dado um vértice v (diferente da raiz) denotamos P, o tunico caminho de v até a raiz;

e Os vértices de P, (exceto v) sao ditos ancestrais de v em T, onde o anteces-
sor imediato de v em P, é chamado pai de v e denotado por pair(v). Fixamos

pai(raiz(T)) = null .

e Para cada vértice interno v definimos seus filhos pelo conjunto filhosp(v) = {u €

V(T)|pair(u) = v}
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e Se v nao ¢ a raiz, definimos sua irmandade por Ir(v) = {filhosr(pair(v))}. Fi-
xamos Ip(raiz(T)) = {raiz(T)};

e Para cada vértice v definimos seu nivel de forma recursiva:

nivelr(raiz(T)) =0 nivelp(v) = nivelr(pai(v)) + 1 ;

e O nivel da arvore é dado por nivel(T) = maz{nivelr(v);v € V(T)} e os vértices de

nivel ¢ dados por niwvel(T,i) = {v € V(T); nivelr(v) = i}.
e Dado v € V(T) definimos por T'(v) a subarvore induzida por T cuja raiz é v.

e Dados v,w vértices distintos em 7', o tltimo ancestral comum (last common an-
cester) de v e w é o vértice de maior nivel comum em ambos caminhos P, e P,

denotado por lca(v,w).

Para nao sobrecarregar o texto, em casos livres de ambiguidade ocultaremos o indice

T das notacoes acima.

Exemplo 2.2.1. Abaixo temos o exemplo de uma drvore enraizada em a. A partir desta
drvore podemos concluir, por exemplo: pai(g) = ¢; pai(a) = null ; lca(m, f) = ¢; 1(g) =
{f,g,h}; filhos(a) = {b,c,d}, os ancestrais de o sao h,c,a; nivel(f) = 2; nivel(T,3) =
{k,l,m,n,o}; nivel(T) = 4.

Figura 2.4: Exemplo de arvore

2.3 Cografo

Um dos focos deste trabalho é a classe dos cografos. Nesta secdo introduziremos sua

definicao e trataremos alguns conceitos basicos conhecidos na literatura e que serao tteis
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no decorrer do trabalho.

Os cografos sao conhecidos por aqueles livres de Py, entao tal classe contém os th-
resholds, que sao os grafos livres de 2K, P, e Cy. Apesar dos cografos serem lembrados

pela proibigdo de Py, sua defini¢do original é feita de forma recursiva [12]:

e O grafo trivial é cografo;
e Se (G é cografo entdo G é cografo

e Se (1 e (G5 sao cografos entao G U Gy é cografo.

Como vale a relacdo G; UGy = G1VGs, entdo um cografo pode ser obtido através
de sucessivas operagoes de join e unido entre cografos. Corneil et al [12] mostraram que
um cografo pode ser representado por uma arvore, chamada coarvore, da seguinte forma:
as folhas da coarvore sao os vértices do cografo e os vértices internos de 7' representam
operacoes de join ou uniao entre as arvores induzidas pelos seus filhos, recebendo nomen-
claturas tipo-1 e tipo-0, respectivamente. O que assegura que cada né interno possua ao
menos dois filhos. Além disso, a coarvore é definida de forma que os filhos de vértices
tipo-1 serem folhas ou noés internos do tipo-0, e vice-versa. Note que cada codrvore é refe-
rente a um unico cografo, assim como cada cografo tem somente uma coarvore associada,

a menos de permutacao entre vértices. Dado um grafo GG sua coarvore é denotada por

T(G).
Exemplo 2.3.1. Na figura abaizo temos a codrvore T(G) referente ao cografo G.

T(G) G

Figura 2.5: Coarvore T'(G) e seu respectivo cografo G

Os seguintes fatos sao imediatos da definicao de coarvore, e podem ser encontrados
em [12].
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Fato 2.3.1. [12] Considere G um cografo.

e Um par de vértices v,w de G sao adjacentes se, e somente se, o ancestral comum

das suas folhas correspondentes em T(G) € um vértice tipo-1.
e Um cografo é conexo se, e somente se, a raiz de sua codrvore € tipo-1.

e Dado um vértice v da codrvore T(G), entao T'(v) € a codrvore associada a um cografo

induzido de G pelos vértices de T'(v).

2.4 Grafos (k,£)

Dados dois inteiros k, ¢ > 0 diremos que um grafo é (k, £) se seu conjunto de vértices pode
ser particionado em k conjuntos independentes e £ cliques, esta é outra classe que seréd

focada neste trabalho, mais especificamente no capitulo 5.

Exemplo 2.4.1. O grafo abaizo € (2,1).

Figura 2.6: Exemplo grafo (2,1)

Como podemos considerar conjuntos vazios nas particoes do conjunto de vértices,

garantimos o seguinte fato:
Fato 2.4.1. Se ly > {; >0 e ky > ki > 0 sao inteiros, entdo a classe dos grafos (ki, ;)

estd contida na classe dos grafos (ka, (s).

Vale também observar que a nogao de grafos (k, ¢) pode ser vista como uma generaliza-

cao de classes ja conhecidas na literatura. Em particular quando ¢ = 0, a classe representa
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os grafos k-coloriveis cores; quando k = ¢ = 1 o grafo é chamado de split; quando k£ = 0
e ¢ = 2 pode ser chamado de co-bipartido, uma vez que é obtido do complemento de um

grafo bipartido.

E conhecido que para k > 3 ou £ > 3 é N'P-completo reconhecer se um grafo é (k, ¢),
conforme provado em [7]. Podemos encontrar na literatura diversos trabalhos acerca
desta classe, como em [14] onde é estudado o Problema Sanduiche para Grafos (k, /), ou

alguns focados em estudar o comportamento em algumas subclasses como cordal-(k, ¢)
[23], cografo-(k, ) [16], Ps-esparso-(k,?) [8], dentre outras.



Capitulo 3

Geracao de cografos

Neste capitulo desenvolveremos um algoritmo eficiente capaz de gerar todos os cografos
com n vértices. Todos resultados e defini¢oes desenvolvidos neste capitulo sao contribui-
coes desta tese, salvo aqueles com referéncia explicita. Inicialmente, introduziremos novos

conceitos e obteremos resultados intermediarios para alcancarmos o desejado.

Este capitulo foi desenvolvido durante a qualificacao do doutorado, cujos resultados

foram publicados em 2018 na revista Theoretical Computer Science, veja em [32].

3.1 Relacao entre arvores enraizadas e cografos

Nesta secao vamos identificar os cografos através de arvores enraizadas, onde introduzire-
mos parametros nos vértices que permitirao escrever cada cografo numa forma tnica de

arvore, que sera chamada arvore ordenada.

Vimos que cada vértice interno de uma coarvore é tipo-1 ou tipo-0 de forma que em
qualquer caminho vy, ..., v, 0s tipos alternam ao longo do percurso, portanto o tipo dos
vértices internos sao determinados unicamente pelo tipo da raiz. Além disso, como a
coarvore de um cografo é tinica a menos de permutacoes entre vértices de uma irman-
dade, entao pela observacao anterior cada arvore, cujos nés internos possuem ao menos
dois filhos, representa exatamente duas coarvores: uma cuja raiz é tipo-0 e outra tipo-1,

representando um cografo e seu respectivo complementar.

Definimos T como o conjunto das arvores enraizadas onde cada vértice interno possui
ao menos dois filhos. Portanto cada elemento de T se refere a exatamente dois cografos

distintos (conexo e desconexo).

Definicao 3.1.1. Seja T' € T. Para cada vértice v de'l" definimos o nimero de folhas
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induzidas por v, denotado por l(v), como o nimero de folhas da drvore T'(v). No caso
do proprio v ser uma folha, definimos l(v) = 1.

O fato a seguir decorre diretamente da definicao.
Fato 3.1.1. Um vérticev de T € T é uma folha se, e somente se, [(v) = 1.

Exemplo 3.1.1. Na drvore abaizo rotulamos cada vértice v com o valor [(v).

Figura 3.1: arvore rotulada

Fato 3.1.2. Seja T € T, para cada v vértice interno de T vale 1(v) = 3 ¢ rinos() W)

Demonstracao. Seja filhos(v) = {v1,...,vx}. Para cada i € {1,...,k} as folhas da
subarvore T'(v;) sdo também folhas de de T'(v), portanto l(v) > 37, rinos(w) L(w). Por
outro lado qualquer folha de T'(v) é folha de alguma subarvore T(v;). Logo segue a

igualdade. [

Como cada vértice interno de T" € T possui ao menos dois filhos, entao pelo fato acima

concluimos o seguinte resultado.

Fato 3.1.3. Seja T € T, para cada vértice v de T, exceto a raiz, vale [(v) < (pai(v)).

Vale notar que dado um cografo GG com n vértices, este é representado por uma arvore
T € T, onde consequentemente [(raiz(1T)) = n. Entao é necessario particionar o conjunto
T segundo o ntimero de folhas induzidas na arvore, ou seja, para cada inteiro positivo n

definimos o conjunto

T, ={T €T; l(raiz(T)) = n}.

E facil ver que .2, T, ¢ uma particdo de T, portanto a geragao dos cografos com n

vértices sera feita através da geragao dos elementos de T,,, para cada n fixado.
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Como estudaremos mais adiante algoritmos e complexidades, sera ttil termos conhe-
cimento do nimero méaximo de vértices em uma arvore de T,,. O que é respondido pela

proposi¢ao abaixo, ja conhecida na literatura.

Proposicao 3.1.1. Seja T' € T, o nidmero de vértices de T' é no mdximo 2n — 1.

Demonstracao. Como T € T,, entao a arvore possui n folhas, provaremos por inducao

que o nimero de vértices internos ¢ no maximo n — 1.

Como cada ndé interno possui no minimo dois filhos, entao a base da nossa inducao é
n = 2. Que por sua vez satisfaz o resultado, pois trata-se de uma arvore cuja raiz possui

dois filhos folhas e portanto o nimero de nés internos é 1.
Suponha que para todo T" € T,,, o nimero de noés internos de 7' ¢ no méaximo n — 1.

Dado T € T,,,1, existe n6 interno v cujos filhos sao todos folhas, pois caso contrario

a arvore nao seria finita. Temos dois casos a considerar:

e CASO 1: Se v possui dois filhos, entao considere a arvore T’ obtida de T onde
substituimos v por uma folha. Ou seja, para construcado de T” retiramos um no
interno e duas folhas, seguida pela inser¢ao de uma nova folha, portanto seu nimero
folhas & ((n+1) —24 1) = n. Entao, pela hipotese de indugao, tal arvore possui no
maximo n — 1 nos internos. Logo a arvore original 7" possui no maximo (n — 1+ 1)

no6s internos, donde segue o resultado neste caso.

e CASO 2: Se v possui trés ou mais filhos, entdo considere a arvore 7" obtida de T
onde retiramos um tnico filho de v, portanto 7" possui n folhas e, pela hipotese de
indugao, no maximo n — 1 nés internos. Como o nimero de nés internos de T e T”
sdo iguais, entdo a arvore T' possui no maximo (n — 1) nos internos, o que garante

o resultado, pois n — 1 < n. O que finaliza a prova.
O

Como nosso interesse é gerar os elementos de T),, inicialmente vamos estudar as formas
que as n folhas de uma arvore podem estar distribuidas, o que é dado pela possiveis
formas de obter o valor [(z) através de soma de inteiros positivos, que serdo relacionadas
as subarvores induzidas por seus filhos. Este estudo é chamado de particao de inteiros,
que foi introduzido por Euler e desde entao muita teoria foi desenvolvida. Usaremos aqui
uma forma adaptada da definicao, onde consideraremos que a particao deve possuir ao

menos dois elementos, conforme formalizado abaixo.
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Definicao 3.1.2. Seja n > 2 um inteiro positivo. Uma parti¢cao de n é uma sequéncia
nao-decrescente de nimeros inteiros positivos (a;), = (a1, as,as, ..., ay), tal que k > 2 e

Ele a; = n. Denotaremos o conjuntos de todas as possiveis particoes de n por Part(n)

Exemplo 3.1.2. a = (1,2,5,5) € uma parti¢ao do n = 13.

Usaremos a ordenacao lexicogrdfica para estabelecer uma ordenacao total dentre par-

ticoes de um inteiro n, conforme descrito abaixo.

Defini¢ao 3.1.3. Dados a,b € Part(n), onde a = (a;), e b = (b;),,, a ordenagio entre

m’
tais partigoes é dada pela ordenacao lexicogrifica. Isto é, tome j = min{i; a; # b; e 1 <
i < min{k,m}}, caso ezxista, e defina a relagio de ordem entre a e b pela relagio entre

0s inteiros a; e b;, se j nao existir significa que a = b.

Fato 3.1.4. (Tricotomia) Vale a tricotomia de ordem em Part(n), ou seja, dados a,b €

Part(n) vale exatamente um dos sequintes casos: (a < b) ou (a =b) ou (a > b).

Segue uma tabela onde enumeramos todos os elementos de Part(n) em ordem cres-

cente, para 1 <n <8
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n=2 | n=3 n=4 n=>5 n=>6 n="7 n==8
1 | 11,1 1,101 | 1,110 | 11,1111 | 1,1,1,1,1,1,1 | 1,1,1,1,1,1,1,1

2 | 1,12 | 1,112 | L1112 | 1,0,1,1,1,2 | 1,1,1,1,1,1,2
1,3 1,13 1,1,1,3 1,1,1,1,3 1,1,1,1,1,3
2,2 1,2,2 1,1,2,2 1,1,1,2,2 1,1,1,1,2,2

1,4 1,14 1,1,14 1,1,1,1,4
2,3 1,2,3 1,1,2,3 1,1,1,2,3
15 1,15 1,1,1,5

2,2,2 1,2,2.2 1,1,2,2,2

2,4 1,24 1,124

3,3 1,3,3 1,1,3,3

1,6 1,1,6

2,2,3 1,2,2,3

2,5 1,2,5

34 1,34

1,7

2,2,2.2

2,2,4

2,3,3

2,6

3,5

4,4

Tabela 3.1: Particoes den =2,...,8

Fato 3.1.5. O menor elemento de Part(n) é a = (1,...,1) e o maior é b= (|%],[%]).

Considere um no6 v de uma arvore 7' € T, onde {(v) = 5. A menos de uma permutacao

dentre os vértices, as tinicas possiveis configuragoes para os filhos de v sao:

(5) (5)
O OO0 OO

To0 oG
DO OO® O

Figura 3.2: Configuracoes dos filhos de um vértice com 5 folhas induzidas

7 \
/ \
AN
2R R
/ \ A\,
/ \ ! \

A definicdo abaixo relaciona particdo de inteiro com distribuicoes de folhas numa
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arvore.

Definicao 3.1.4. Seja T' € T e v um vértice interno de T. Escrevendo os filhos de v na
ordem vy, ..., vy de forma que [(vy),l(va), ..., (vg) forme uma sequéncia nao-decrescente,

a sequéncia (I(v1),...,l(vy)) € chamada partigcao induzida por v.

A partigao induzida de um vértice estd bem definida pelo fato 3.1.2.

Definigao 3.1.5. Uma drvore de T, € dita rotulada se é conhecido o valor l(v) para

cada vértice v da drvore.

O algoritmo abaixo faz uso do fato 3.1.2 para calcular o nimero de folhas induzidas

em cada vértice de uma Aarvore.

Algorithm 3.1 Rotulacao de arvore

Input: Arvore T em T

Output: Arvore T onde cada vértice v possui o rétulo I(v)
1: procedure Rotular(T)
2: for i < nivel(T) to 1 do

3: for all v € nivel(T,i) do
4: if v é folha then I(v) < 1
5: else [(v) <= ), pl(x), onde F' = filhos(v)

end for

6
7: end for
8

. end function

A proposicao 3.1.1 assegura o seguinte fato.

Fato 3.1.6. Se T € T,,, a complexidade do procedimento Rotular(T) é O(n).

3.2 Ordenacao de vértices e arvores

Como cada cografo esté associado a uma tnica arvore de T, a menos de uma permutacao
de vértices dentro de uma irmandade, é fundamental que seja estabelecida uma forma “pa-
drao” de escrever coarvores isomorfas. Para isso estabeleceremos uma relagao de ordem
entre vértices e tomaremos como forma padrao aquela que possui todas as irmandades na

forma que chamaremos “ordenadas”. Dados vértices v e w ¢ natural que a relacao entre
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estes seja estabelecida atraves dos valores [(v) e [(w), mas a questao é decidir qual critério

de “desempate” deve ser tomado quando [(v) = [(w)?

Na arvore abaixo, cada irmandade esta disposta em ordem nao-decrescente segundo

o numero de folhas induzidas.

Figura 3.3: Arvore antes da ordenacio.

Mas observe que na area indicada, existem dois vértices v e w tais que I(v) = l(w) = 3.
Como uma permutacao entre v e w geram cografos isomorfos, entdo precisamos definir
uma ordem entre estes vértices, que sera dada pela particao induzida por v e w: como v
induz a particdo a = (1,2) e w induz b = (1,1,1) < a, entdo diremos w < v e podemos

reescrever a arvore, conforme ilustrado abaixo.

Figura 3.4: Arvore apos ordenacdo.

A solucao exibida acima estabelece um critério de desempate entre um par de vértices
com mesma, quantidade de folhas induzidas, mas o problema pode continuar quando as
particoes induzidas também empatam no nivel abaixo. Entao uma solucao é aplicarmos

0 mesmo raciocinio nos niveis seguintes até que seja possivel decidir uma ordem entre o
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par de vértices. No pior dos casos haverd empate em todos os subniveis e diremos que os
vértices sao equivalentes, pois a permutacao entre estes nao altera em nada a configuracao
da arvore, isto é, geram arvores idénticas. A formalizacao desta ordenagao total é dada

pela definicao abaixo.

Definicao 3.2.1. Sejam T € T e v, w vértices de T'. Estabelecemos as relagoes entre v e

w.

e CASO 1: Sel(v) < l(w) definimos v < w
o CASO 2: Sel(v) > l(w) definimos v > w
o CASO 3: Sel(v) =1l(w) =1 deﬁmmos V2w
o CASO 4: Sel(v) =Il(w), l(v) #
Tome (a;), a particao induzida por v e filhos(v) = {v1,...,vx}. Analogamente
(b;),, por w, onde filhos(w) = {w1, ..., wy}. Temos trés subcasos a considerar:

CASO 4.1: Se (a;), < (b;),, definimos v < w
CASO 4.2: Se (a;), > (b;),, definimos v > w
CASO 4.3: Se (a;),, = (bi),,, consequentemente k =m
CASO 4.3a: Se v; = w; para todo 1 < i < k definimos vow.

CASO 4.3b: Senao tome j = min{i;v; # w;}. Se v; < w; definimos v < w,

Senao v > w.

No caso v=ow diremos que v e w sao equivalentes. F ao referir que vow ou v < w

escrevemos simplesmente v < w, analogamente v > w.

Vale observar que a definicao pode ser estendida para vértices de arvores distintas,
basta considerar uma terceira arvore onde os filhos da raiz sao os vértices a serem com-

parados.

A tricotomia na ordenacao de vértices é assegurada pela tricotomia de particoes de

inteiro, fato 3.1.4.

Fato 3.2.1. (Tricotomia) Seja T € T e considere v, w vértices de T, entao vale exata-

mente um dos casos: v<w ou V=w Oou vV > wW.

No decorrer do texto ao usarmos o simbolo de igualdade entre vértices estaremos nos
referindo, de fato, ao mesmo vértice. Por outro lado a definicao 3.2.1 fornece a ideia
intuitiva de que dois vértices sao equivalentes quando as respectivas subarvores induzidas

sao idénticas, o que é garantimos pelo lema desenvolvemos a seguir.
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Lema 3.2.1. Sejam T € T e v,w vértices de T, entao T(v) = T(w) se, e somente se,

V2W.

Demonstracao. A demonstracao é trivial para o caso em que v é uma folha. Suponha
que é v vértice interno de 7" e considere (a;), a sua parti¢do induzida, onde filhos(v) =
{vi,..., v} e a; = (v;) parai € {1,...,k}. Analogamente tome (b;),, induzida por w e
filhos(w) = {wy, ..., wy}.

Suponha que T'(v) = T'(w) , entdo k = [ e (a;), = (b;),, onde vale ainda ) a; =
> b =1(v) =l(w) = N. Vamos provar por indugio sobre N que v=ow.

O resultado vale para o caso base N = 2, pois Part(2) = {(1,1)}. Suponha que o
resultado vale para valores menores que algum N. Como T'(v) = T(w) entao T(v;) =
T(w;), para i € {1,...,k}, entdo l(v;) = l(w;) < N e pela hipotese indutiva concluimos

viw;. Logo v=w.

Reciprocamente suponha que v=w, entao N = [(v) = [(w). Vamos novamente provar
por indugao sobre N que T'(v) = T'(w). O resultado vale para o caso base onde N =2 e
suponha que vale para valores menores que algum N. Entao pela hipotese e tricotomia,
temos por defini¢ao que v;2w; para todoi € {1,...,k =m}, mas l(v;) = l(w;) < N entdo

pela hipdtese indutiva vale T'(v;) = T'(w;), logo T'(v) = T'(w). O

Definicao 3.2.2. Sejam T € T e v vértice de T. A irmandade Ip(v) = {vy,..., v} €
dita ordenada se v1 < ... < wy. Se todas as irmandades de uma drvore estao ordenadas,

diremos que a drvore estd ordenada.

Exemplo 3.2.1. A drvore representada abaizo estd ordenada.

@
@ ® @

O, O (8) ® @ @ @

OO @ @ @ ® ® ® ® @ & @ ® @

Figura 3.5: Arvore ordenada

O conceito de arvore ordenada estabelece uma forma padrao para a escrita da coarvore

de um cografo, conforme provamos na proposicao a seguir.

Proposicao 3.2.1. Cada cografo estd associado a uma tinica drvore ordenada em T.
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Demonstragao. Seja G um cografo e tome T sua coarvore associada, em [12] é provado
que T & tnica a menos de isomorfismos. Considere T” ¢ T” arvore ordenadas e ambas
isomorfas a T. Como os vértices de T” e T"” possuem uma ordem de disposicao dos vértices,
entao sao arvores iguais a menos de permutagao de vértices equivalentes de uma mesma
irmandade. Porém o lema 3.2.1 assegura que essa permutacao geram subarvores idénticas,

com exatamente a mesma disposicao de vértices. Logo T" e T" sao iguais. O

E entao introduzimos uma ordenacao total para as arvores de T,,.

Definicao 3.2.3. Sejam 11 e Ty drvores em T. Definimos Ty < Ty quando raiz(1y) <

raiz(Ty) e Ty=Ty no caso de equivaléncia entre as raizes.

O lema 3.2.1 assegura que a definicao acima é bem construida.

Fato 3.2.2. O menor elemento de T,, € a drvore cuja raiz induz a particao (1,...,1) €
Part(n) (veja o fato 3.1.5). Tal drvore estd associada ao cografo completo K, e seu

complementar.

Exemplo 3.2.2. A drvore abaizo é a menor de Tg e ao lado representamos os respectivos

cografos associados.

/

000,000 A
O O
O

Figura 3.6: Menor arvore de Ty e respectivos cografos

3.2.1 Codificagao de cografos

Nesta subse¢ao usamos o conceito arvore ordenada para apresentar uma escrita tinica para

cografos através de uma sequéncia de caracteres, chamada codificacao do cografo.
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Algorithm 3.2 Codificagao
Input: Cografo G

Output: sequéncia de caracteres cod(QG)

1: procedure cod(G)

2: Seja T'(G) coarvore ordenada e rotulada
3: Inicializa string S < “”

4: se raiz(T) é tipo-1 entdao S <+ S+ “C "
5: senao S < S+ “d

6: S« S+ “lraiz(T))/)"

7. | pai < raiz(T)

8: for i < 2 to nivel(T) do

9: for all v € nivel(T,i) do

10 if pai! = pai(v) then

11: S S+

12: pai < pai(v)

13: end if

14: S S+ “w),

15: end for

16: S+ S—«7 > Retira a virgula excedente.
17: S S+«

18: end for

19: return S

20: end function

Definicao 3.2.4. Seja G um cografo, a sequéncia de caracteres gerada pelo retorno algo-

ritmo 3.2 é chamada codificacio de G, e é denotada por cod(G).

Exemplo 3.2.3. A codificacdo do cografo conexo cuja codrvore estd tratada no exemplo

3.1.1 é:

cod(G) = C/16/1,4,4,7/1,3%2,2%1,1,5/1,1, 1x1, 1%1,1x1,1,3/1,1,1/

Onde a versao ordenada da drvore é representada a sequir:
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Figura 3.7: arvore do exemplo 3.1.1 ordenada

Fato 3.2.3. Dado um cografo G e sua sequéncia cod(G), vale observar que cada caractere:

1. 7 )7 representa o fim ou inicio de um nivel na drvore;
2. 7% simboliza o fim ou inicio de uma wrmandade;
3. inteiro positivo representa um vértice da codrvore;

4. "1 equivale a uma folha da drvore.

O teorema abaixo garante que cada cografo possui uma tnica codificacao, bem como

cada codificagao representa um tinico cografo.

Teorema 3.2.1. Dois cografos G1 e Ga, nao triviais, sao isomorfos se, e somente se,

cod(Gy) = cod(G5).

Demonstracao. Sejam G e Gy cografos e tome suas respectivas coarvores 1) e T orde-

nadas.

(=) Suponha que G; = Gi, entdo as coarvores 17 e T, sdao idénticas, pois antes
da ordenacgao a tunica distingao era por permutacoes de irmaos. Entao o algoritmo 3.2
retorna cod(G1) = cod(G).

(<) Faremos a prova por contra positiva. Ou seja, dados G1(V1, E) e Go(Va, Es)
cografos nao isomorfos, vamos provar que cod(G1) # cod(Gs). Podemos supor que Gy
e Go tém a mesma quantidade de vértices, pois caso contrario o fato 3.2.3.4 garante
que cod(G;1) # cod(Gs), e a prova esta finalizada. Por raciocinio semelhante também
podemos supor que ambos os cografos possuem a mesma conexidade, isto é, ou sdo ambos
conexos ou ambos desconexos. Entao para provar a reciproca do teorema basta provar a

implicacao:
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Se G1 e Gy sao cografos nao isomorfos, ambos com n vértices e mesma conezidade,

entao cod(G1) # cod(Gs)

Para tal, faremos por inducao sobre o ntimero de vértices n. Sem perda de generali-

dade, consideraremos apenas o caso de grafos conexos.

O caso base se sustenta em n = 2, onde o resultado vale por vacuidade, ji que neste

caso existe somente um cografo conexo (e outro desconexo).

Suponha que se dois cografos sao nao isomorfos, com a mesma conexidade e a mesma

quantidade k de vértices, onde k < n, entao suas codificacoes sao distintas.

Sejam G; e G5 cografos nao isomorfos, conexos e com n + 1 vértices. Considere ainda
T1 e T, suas respectivas coarvores ordenadas, enraizadas em r; e 79, nesta ordem. Entao

pelo lema 3.2.1 vale r; # 5. Sem perda de generalidade podemos supor que r; < 7.
Counsidere filhos(ry) = {v1,..., v} e filhos(ry) = {wy,...,w}, tais que vy < ... <

v e wy < ... < v e tome ainda, nesta ordem, as particoes induzidas (a;), e (b;), por 71 e

9, onde [(v;) = a; e l(w;) = b;. Entdo

{ cod(G1) = C : l(r)/ay,a9,...,a;/ ... (3.1)

COd(Gg) =C": Z(Tg)/bl,bg, c. 7bl/ e
Pela tricotomia, os vértices em questao satisfazem o caso 4.1 ou 4.3b da definicao

3.2.1:

e CASO 4.1: (a;), < (bi),, entao pela equagdo (3.1) temos cod(G1) # cod(Gs) e a

prova esta finalizada.

e CASO 4.3b: k =1le (a;), = (b;),, onde 35 € {1,...,k} tal que v; < w;. Entao,

valem os seguintes fatos:

— Como v; < wy, entdo o lema 3.2.1 garante que as coarvores T3 (v;) e Th(w;) sdo

nao isomorfas.

Como (a;), = (b;),, entdo l(v;) = a; = b; = l(w;), ou seja, T1(v;) e To(w,)
possuem cada [(v;) folhas.

— Pelo fato 3.1.3 temos I(v;) < l(r1) = n.

— Vale [(w;) = [(v;) > 1, pois caso contrario v; e w; seriam folhas e teriamos

v; = wj, 0 que geraria contradicao.
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— Como 71 e ry sao tipo-1, entao v; e w; sao tipo-0.

Sejam G, e G, os cografos referentes as coarvores T4 (v;) e To(w;). As observagoes
acima garantem que os cografos nao sao isomorfos, possuem a mesma quantidade
de vértices (menor que n), ndo sdo grafos triviais e tém a mesma conexidade. Entao
pela hipotese indutiva vale cod(G,) # cod(Gy,), 0 que garante que cod(G1) e cod(Gs)

sao distintas.

3.3 Gerando arvores em ordem

Assegurado pela proposicao 3.2.1, a geragao dos cografos seréd feita através da geracdo
dos elementos de T, onde iniciamos na menor arvore do conjunto e em seguida geramos
a arvore imediatamente maior que a antecessora, até alcancar a maior do conjunto. A
construcao deste procedimento seréd feita nesta secao, que iniciamos com a formalizacao

da nocao de elemento imediatamente maior.

Definicao 3.3.1. Seja X um conjunto nao-vazio munido de ordem, onde vale a tricotomia.
Dados a,b € X, diremos que o elemento b é imediatamente maior que a em X se b € X e
b > a, onde para qualquer ¢ € X tal que ¢ > a entao ¢ > b. Naturalmente se a nao possui

elemento imediatamente maior em X, entao a € o maior elemento do conjunto.

Exemplo 3.3.1. Pela tabela 3.1, vemos que a particao imediatamente maior que a =
(1,1,2,2) em Part(6) é b= (1,1,4).

Desenvolvemos a seguir o procedimento que obtém a particao imediatamente maior.
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Algorithm 3.3 Particao imediatamente maior
Input: (a;), = (a1,as,...,ar) € Part(n)

Output: (b;),, imediatamente maior que (a;), em Part(n)

1. procedure ParticaoSeguinte((a;),,)

2: n«Sr a

3: if a; # |n/2] then

4: if ar — ar_1 < 1 then return (aj,as, ..., a5 9,051 + ax);

5: else > ap — ag_1 > 1
6: ap_1 ¢ ap_1+ 1;

7: ap < ap — 1;

8: Tome ¢ e r o quociente e resto da divisao a; por ay_q;

9: if ¢ > 1 then return (a1,..., a5 o, ap_1,..., 051, (ap_1 +7));

10: else return (ay,...,ax 2, ax_1, ax);

11: end if

12: else

13: if n # 3 then return null

14: else > n = 3 caso especial
15: if ay = [n/2] then return null ;

16: else return (1,2);

17: end if

18: end if

19: end function

Vamos provar a corretude do algoritmo acima.

Proposicao 3.3.1. Se a € Part(n), o retorno do algoritmo 3.3 é a particio imediata-
mente maior que a em Part(n). Caso o retorno seja null entdo a é o maior elemento de
Part(n).

Demonstragdo. Seja a = (a;), € Part(n). Para o caso n = 3 temos apenas as particoes
(1,1,1) e (1,2), garantindo a corretude do algoritmo.

Se n = 2, entdo (1,1) é a tnica parti¢do, portanto é a maior do conjunto Part(2).

Neste caso a; = L%J =1 e a linha 13 retornard null .

Pela defini¢ao de particao, necessariamente a; < L%J Suponha que n > 3 e a; < ng .

Vamos separar a prova em casos:
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CASO 1: a;, — a1 < 1.

- bi=a; sel <i<k-—2
Entao b := (b;),_; = b1, bs,...,by_1, onde ,

bp—1 = ax—1 + ay
é a partigao retornada pelo algoritmo.
E claro que b > a e que (b;), , € Part(n). Vamos provar que b é a sequéncia

imediatamente maior que a.
Seja ¢ = {¢;}m € Part(n) tal que ¢ > a. Queremos provar que ¢ > b.

Por defini¢ao 35 < k, sendo 7 o menor indice tal que ¢; > a;.

e Se j < k—2entao ¢; > a; = b;, donde segue ¢ > b e a prova do corrente caso esta

finalizada.

. c=a;=0b,sel<i<k—2 (%)
e Se j =k — 1 temos
Ck—1 > Qk—1

Entao ¢x_1 > ax_1 + 1 > ag, pela hipétese do presente caso.

Observe que ¢ tem k — 1 termos, pois caso contrario teriamos ¢ > cp_1 > ay, entao

k k .
Y "¢ > > "a; =n, o que & absurdo.

Portanto,
k—2 k—2
E C +Ccp_1 = E a; + Qp—1 + ap = Cp,—1 = Qp—1 + ag,
i=1 =1

onde a ultima implicagdo é obtida das equagoes (). Logo ¢x_1 = bx_1, ou seja,
c=b.

e Por ultimo, se j = k entao Zk ¢ > Zk a; = n, o que é absurdo.

Logo, vale ¢ > b.

CASO 2:a;, — a1 > 1

Neste caso as linhas 6 e 7, geram a particdo b := (b;), = b1, ba, ..., b,
bi=a;,sel <i<k-—2
onde b1 =a,_1+1
b =ar — 1

Observe que

k k—2 k—2
b= bitb b= ata+lta-1=mn,

entao b € Part(n). Tome ¢ e r o quociente e resto da divisao by por by_; (linha 8).
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Temos dois subcasos a counsiderar:

e CASO 2a: ¢ >1

O retorno do algoritmo é
b = (by,...,bg—2,bp_1,bk_1,...,bg_1, (b1 + 1)), que possui k + g — 1 termos.
g—1 vezes
b, =a;,se 1 <i<k—2
Observe que ¢ 0. =ap 1+ 1,se k—1<i<k+q¢g—2 .

b?f‘i’(]*l = a/k;—l + 1 + T

k+q—1 k—2 k+q—2
Z b; = (Z b;) + b?cfl + ( Z b;) + b§c+q—1
=1 =1 i=k
k-2 k+q—2
= O a)+t(@a+ D+ > (e + 1)+ (@1 +1+7)
=1 i=k
k—2
= O a)+ (a1 + D)+ (@1 +1)(g— 1) + (ar—1 + 1 +7)
=1
k—2
= (Z ai) + (ap—1 + 1) + (a1 + 1)g + 7
i=1
k—2
= O a)+ (a1 + 1) + [(b—1)qg + 7]
i=1

k2
= (Z a;) + (ap—1 + 1) + by
=1

k—2 k

= (Zai)+(ak—1+1)+ak—1=Zai:n.

i=1 =1
Portanto b’ € Part(n). Pela construcao de V' é facil ver que t/ > a.
Vamos provar que O’ é a particao imediatamente maior que a em Part(n).
Seja ¢ = (¢;)m € Part(n) tal que ¢ > a. Vamos provar que ¢ > b'.

Por definicao 35 < k, sendo j o menor indice tal que ¢; > a;. De forma semelhante

ao caso anterior, temos:
o Se j <k —2 entao ¢; > a; = b, donde segue que ¢ > b'.

oSej=k—1temos cx_1 > ap_1 = Ck—1 > ap—1 +1=10,_,. Como ¢; =a; =b;

para 1 <i <k —2, entao ¢ > V.

o Se j=kentdao "¢ > 3" a; = n, 0 que é absurdo.
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Logo vale ¢ > V'

e CASO 2b: ¢g=1

Neste caso o algoritmo retorna a propria parti¢ao b = (b;),. Como by_1 = ap_1+1 >

ai—1 entao b > a.

Vamos provar que b é a sequéncia imediatamente maior que a. Seja ¢ = {¢;},, €
Part(n) tal que ¢ > a. Queremos provar que ¢ > b. Por defini¢do 35 < k o menor
indice tal que ¢; > a;.
De forma semelhante aos casos anteriores, temos:
oSe j<k—2entao cy_o > ap_o = by_o, donde segue que ¢ > b.
oSej=k—1temos c,_1 > ar_1=C_1 > a1+ 1=>0br_1. Como ¢; = a; = b;
paral <i<k—2 entao c > b

o Se j =k entiao 2" ¢; > Y27 a; = n, o que é absurdo. Logo vale ¢ > I/

Por fim, suponha que n > 3 e a; = |5]. Entao pelo fato 3.1.5, (a;), ¢ a maior particao

de n, o que é de acordo com o algoritmo que retornara "null "na linha 13. O

Proposicao 3.3.2. O algoritmo ParticaoSeguinte((a;),) tem complezidade O(n) em
tempo de execucao, onde ar € Part(n).

ap—1

mJ7 (0] algoritmo

Demonstragao. Considere uma particao a = (a;), € Part(n) e ¢ = L

pode ser dividido em casos.

e CASO 1: a; # |n/2|
CASO 1la: a; — a;_1 <1 (linha 4)
CASO 1b: ay —ax_1 > 1 e g > 1 (linha 9)

CASO 1c: ay — a1 > 1e g <1 (linha 10)
e CASO 2: gy = [n/2] (linha 12)

E claro que os casos 1a ,1c e 2 sao executados em tempo constante, enquanto o caso 1b

é efetuado com O(q) operagoes, cujo pior ocorre a0 maximizar ¢, isto é, quando a entrada

do procedimento ¢ (a;), = (1,n — 1), onde obtemos ¢ = “52. Logo a complexidade de

pior caso do algoritmo ¢ O(n). O

Definicao 3.3.2. Seja T' € T uma drvore ordenada, um vértice v de T € dito esgotado

se é uma folha ou sua particao induzida é o maior elemento de Part(l(v)).
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O algoritmo abaixo faz uso direto da definicao para verificar se um vértice esta esgo-

tado.

Algorithm 3.4 Vértice esgotado
Input: arvore T' € T ordenada e rotulada e vértice v de T

Output: valor booleano

1: procedure Esgotado(T,v)

2: if [(v) > 1 then

3: Seja filhos(v) = {v1,va, ..., v} ordenado.

4: if [(vy) = L@J and [(vy) = [@1 then return true
5: else return false

6: end if

7: else return true

8: end if

9: end function

Fato 3.3.1. O algoritmo Esgotado(T,v) possui compleridade O(1) em tempo de execugio.

A seguir definiremos o vértice pivd de uma arvore 7" € T,,, cuja finalidade é indicar

como gerar a arvore 17" imediatamente maior que T em T,,.

Um percurso numa arvore ¢ uma “visita” sistematica a cada um de seus vértices,
onde entende-se por “visita” alguma operacao especifica sobre o vértice, por exemplo sua
impressao ou consulta de dados. O percurso que trataremos aqui no texto visita cada

vértice uma inica vez.

Dada uma arvore ordenada T" € T definimos o percurso pés-ordem invertido através
do seguinte procedimento recursivo: primeiro sao visitados as subérvores referentes aos
seus filhos da direita para a esquerda em poés-ordem invertido e por ultimo é feita a

visitagao de raiz(T'), conforme descrito no procedimento a seguir:
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Algorithm 3.5 Percurso em Poés-ordem Invertida
Input: arvore T' € T ordenada e vértice v

Output: sequéncia de vértices vy,..., v,

—_

. procedure PosOrdemInvertida(T,v)
2: if v nao é folha then

3 Seja filhos(v) = {vy,vq,..., v}

4 for i< k to 1do PosOrdemInvertida(T,v;)
5: end if
6

7

visita(v)

. end function

Exemplo 3.3.2. A impressao dos vértices da drvore abaizo por um percurso pds-ordem

wmvertida € "k, 5,1, h, g,d, f,e,c,b,a”.

Figura 3.8: Percurso em poés-ordem invertida

Como cada vértice do percurso pés-ordem invertida é visitado uma tnica vez, entao

a proposicao 3.1.1 assegura a complexidade do procedimento, enunciada abaixo.

Fato 3.3.2. Sejam T € T,, ordenada e rotulada e v um vértice de T, entao
PosOrdemInvertida(T,v) tem complezidade O(l(v))).

Em particular, ao fazer a chamada PosOrdemlInvertida(T,raiz(T)) para T € T,,

serd feito o percurso em toda a arvore, cuja complexidade é O(I(raiz(T))) = O(n).

Definicao 3.3.3. Seja T € T ordenada. Suponha que a ordem de visitacao do percurso
pos-ordem invertida em T € vy, ..., v,,. O pwd de'T, caso exista, € o vértice v; de menor

indice tal que v; nao € esgotado.

Exemplo 3.3.3. O vértice em destaque € o pivé da drvore.
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(30)

(4) (13 (13)
D @) OO (6) (D

Figura 3.9: Pivo de uma arvore

O algoritmo abaixo é capaz de determinar o pivo de uma arvore 7' € T, caso nao

exista retornara null .

Algorithm 3.6 Pivo de uma &arvore
Input: arvore 7' € T, ordenada e rotulada

Output: vértice v pivo de T’

1: procedure EncontraPivo(T,v)

2: if v nao é folha then

3: Seja filhos(v) = {vy,ve, ..., v} ordenado.
4: fori <+ ktoldo

5: w < EncontraPivo(T, v;)

6: if w # null then return w

7: end if

8: end for

9: if Esgotado(T,v) then return null
10: else return v

11: end if

12: else return null

13: end if

14: end function

Proposicao 3.3.3. Seja T € T. O vértice retorno de EncontraPivo(T,raiz(T)) é o pivo

de T, caso o retorno seja null entao a drvore nao possui pivo.

Demonstracao. O procedimento faz um percurso em pos-ordem invertida e retorna o

primeiro vértice nao esgotado encontrado. Caso tal vértice nao exista o retorno de todas
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as chamadas recursivas serd null . O

A complexidade decorre diretamente do fato 3.3.1 e descrevemos abaixo.

Fato 3.3.3. Sejam T € T,, ordenada e rotulada e v vértice de T', entao a complexidade

de EncontraPivo(T,v) é O(l(v)).

Em particular o custo para buscar o pivo em uma arvore ' € T,, ¢ O(n), pela chamada
EncontraPivo(T, raiz(T)).

Escrevemos a seguir um algoritmo que reconstr6éi um vértice a partir de uma partigao
dada como entrada, sem alterar o niimero de folhas da arvore. Tal algoritmo auxiliara na

demonstracao do lema 3.3.1 e na construcao do algoritmo 3.8.

Algorithm 3.7 Reconstrucao de vértice através de parti¢ao
Input: vértice v de arvore T' € T,, ordenada e parti¢do (a;), € Part(l(v))

Output: vértice v’ com particdo induzida (a;),

1. procedure ReconstroiVertice(v, (a;),)

2: Substitua os filhos de v pelos vértices vy ..., vy
3: fori< 1tokdo
4 if a; > 1 then insira a; folhas em v;

5: end for

6: return v

7. end function

Exemplo 3.3.4. Abaizo representamos as drvores T, T" € Ti9, nesta ordem. Onde a
drvore T" é obtida por T ao substituir a subdrvore enraizada em v por v', dado pelo

retorno de ReconstroiVertice(v, (a;),), onde (a;), = (1,6).

Figura 3.10: Reconstrucao de vértice.

Fato 3.3.4. Sejam T € T,, ordenada, v um vértice e (a;), € Part(l(v)), entdo o procedi-

mento ReconstroiVertice(v, (a;),) tem complezidade O(1(v)).
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Demonstracao. Denotaremos os filhos de v antes da substituicao por u; < ... < uy, €
ap6s a substituicao por v; < ... < v, pela linha 2. O tempo para substituicao deste
processo é:
m k
> 0Uw) + > 0(l(v) = O(I(v)) + O(I(v)) = O(I(v))
1 1

Onde a primeira igualdade decorre do fato 3.1.2. Com raciocinio semelhante vemos que

o loop da linha 3 é executado em tempo O(l(v)), logo segue a complexidade desejada. [

Lema 3.3.1. Uma drvore é o maior elemento de 'T,, se, e somente se, nao possui pivo.

Demonstracao. Faremos a prova por contra-positiva.

Seja T' € T,, com pivd v, cuja particao induzida é a € Part(l(v)), portanto existe
b € Part(l(v)) tal que b > a. Considere a arvore 7" obtida de T" apds substituicao de v
pelo vértice v' dado pelo retorno de ReconstroiVertice(v,b). Entao 7" > T, ou seja, T

nao é o maior elemento de T,,.

Reciprocamente, suponha que 7' nao é o maior elemento de T,,, entao existe algum

vértice que nao esta esgotado, portanto o pivd da arvore existe. ]

Exemplo 3.3.5. As drvores abaizo sao a menor e a maior drvores de T1s, nesta ordem.

Figura 3.11: Menor e maior arvore de Ty;

Observe que a maior arvore de T, é binéria, para n > 2. De fato, o lema 3.3.1
garante que todos os vértices sao esgotados, entao a particao induzida por cada vértice
possui apenas dois elementos, pelo fato 3.1.5. Porém a reciproca nao é verdadeira, como

observado no exemplo abaixo.

Exemplo 3.3.6. A drvore abaizo € bindria, porém nao é a maior de Ti5, pois o vértice

em destaque € seu pivo.
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Figura 3.12: arvore binaria e nao maior de Tyj

Agora somos capazes de desenvolver o procedimento que obtém a arvore imediata-
mente maior, que fard a construgao de cada arvore entre a menor e maior de T,, (exemplo
3.3.5). Tal procedimento & tdo importante quanto o algoritmo gerador de cografos, que

sera construido mais adiante.

A fim de nao sobrecarregar a escrita do algoritmo fixaremos a seguinte notacao: Dada
a irmandade I(v;) = {v1,...,vj_1,Vj,Vj41,...,Un} ordenada, definimos os conjuntos
I~ (vj) = {v1,...,v21} e IT(v;) = {vj41,..., 0}, entdo I(v;) pode ser particionado
em I~ (v;) U{v;} UI"(vy).
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Algorithm 3.8 Arvore imediatamente maior
Input: arvore T' € T, ordenada e rotulada

Output: arvore 77 € T,, imediatamente maior que T’

1. procedure ArvoreSeguinte(T)

2: v < EncontraPivo(T,raiz(T))

3: if v # null then

4: bm, < ParticaoSeguinte((a;),), onde (a;), ¢ particdo induzida de v.
5: v < ReconstroiVertice(v, (b;),,)

6: T4

T repeat

8: for all y € I (x) do

9: if [(y) = l(x) then copiar subarvore T'(z) em T'(y)

10: else y <— ReconstroiVertice(y, c), onde ¢ = (1))

11: end for

12: x < pai(x)

13: until z = null

14: return 7'

15: else return null > nao existe arvore maior
16: end if

17: end function

A ideia geral do algoritmo acima é buscar o pivd da arvore, e em seguida evoluir sua

tigao induzida e " tar" fi a ivel tod erti
particao induzida e "resetar" para a menor configuracao possivel todos os vértices que a
busca do pivo visitou anteriormente. Essa ideia é baseada no fato de que a comparacao de
arvores é feita da esquerda para a direita em cada irmandade (definicao 3.2.1), enquanto

a busca do pivo ocorre da direita para esquerda.

Observe que o algoritmo 3.8 exige que a arvore de entrada seja ordenada, contudo
uma propriedade interessante é que a arvore retornada mantém a ordenacao. Conforme

descrito e provado na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.3.4. Seja T € T, ordenada tal que T nao € o maior elemento de T,

entdo a drvore referente ao retorno de ArvoreSeguinte(T') estd ordenada.

Demonstracao. Seja T o retorno do procedimento, observe que 17" € T,,, pois o niimero de
folhas em cada vértice da arvore ¢ mantido. Denotaremos por v o pivo de T', cuja existéncia

¢ garantida pelo lema 3.3.1, e por v’ o correspondente de v em 7", pela operacao da linha
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5. Em geral para cada x em T denotaremos por =’ o seu correspondente em 7", caso

exista, segundo as operagoes nas linhas 9 e 10.

Para cada z’ ancestral de v/, provaremos que as irmandades I7+(z') e Ir/(v') estdo
ordenadas. Pois as demais irmandades nao sofreram alteracao, entao a ordenacao decorre
diretamente da ordenacao de 7. Mais que isso, pelo mesmo raciocinio vemos que o
conjunto I, (z') ja estd ordenado para cada 2/, restando apenas provar a ordenagao de

I} (2') e I}, (v'). De fato para cada 3/ € I}, (z') U {2’} valem os casos:

1. Sez <yel(x)=I(y) entdo pela operacao da linha 9 e lema 3.2.1 vale 2’y
2. Se x < yel(r) <l(y) entdo a particao induzida por y' ¢ a menor de Part(l(y))
(linha 10), entao 2’ < ¥/, segundo a defini¢ao 3.2.1.

Portanto em ambos os casos a ordenacao dos vértices ¢ mantida, isto é I (2') esta

ordenada. Resta provar a ordenagao de I (v').

Escrevemos Ir(v) = {v1 < ... <wv; <wjp <...<wvjppte Ip() ={v) <...

IA
<

IA

/ / . ! . /
vj+1§...§vj+h}, onde v; ;== v e vj ="

Como o algoritmo s6 altera os vértices do conjunto I} (v) U {v}, entdo a ordenagao de

T garante a ordenagdo de I, (v').
Afirmacao: v’ estd ordenado em relagdo ao conjunto I (v').

Precisamos provar que vj_; < v} < vj,,. De fato, pela proposigao 3.3.1 e caso
4.1 da definigao 3.2.1 temos v; > v;, mas pela ordenagao de T vale v; > v; 1=2v)_,
portanto v > v}_,. Por outro lado se [(v;11) = [(v;) entdo pela linha 9 temos v}, =0,
sendo [(vj11) > I(v;) (pela linha 10 e definigdo 3.2.1) e temos v}, > v}, donde segue a

afirmacao.

Por outro lado I}, (v') esta ordenado, pela justificativa analoga ao feito em I, (2'),
pois ambos sao tratados pelas operacoes das linhas 9 e 10. Deste tltimo fato e afirmacao

anterior garantimos a ordenagao de I7/(v’), donde segue o resultado.
[l

Teorema 3.3.1. Seja T € T,.. O retorno do procedimento ArvoreSeguinte(T) € a dr-
vore imediatamente mator que T em 'T,,, caso seja null entao T € o maior elemento do

conjunto.

Demonstracao. Se o procedimento retorna null , o resultado é garantido pelo lema 3.3.1.

Caso contrario, considere 7" o retorno do algoritmo.



3.3 Gerando arvores em ordem 37

Como a arvore T” esté ordenada pela proposicdo anterior, podemos efetuar a compa-
ragao entre T' e T" com a disposicao dos vértices retornada pelo algoritmo. Considere v o
pivo de T e v’ seu correspondente em 7", em geral para cada x em T denotaremos por 2’
o seu correspondente em 7", caso exista, segundo as operacoes nas linhas 9 e 10, mesma

notacao usada na prova da proposicao anterior.
Afirmacao: 7" > T.

Se v = raiz(T) entdo é claro que 7" > T. Suponha o contrario escrevemos Ir(v) =
i< Sy Ly <. Suytelp()={vy <. . <, <oy <0< vyt onde

v = e vy, =0

Pela linha 4 e proposi¢ao 3.3.1 temos v' > v. Além disso temos v;<v) para 1 <i < k,
pois o algoritmo nao faz alteracdo nos vértices de I (vx). Destes fatos garantimos que

pai(v') > pai(v), pelo caso 4.3b da defini¢do 3.2.1.

Seja © = pai(v), escreva Ip(z) ={z; < ... <z; < ... <z, }elp(@)={2) <... <
v < ... <}, onde x; :== 1w e 2 ;= 2’. Com raciocinio semelhante ao feito acima temos
xy2x) para 1 < i < j, entdo pelo caso 4.3b da defini¢ao 3.2.1 garantimos pai(z’) > pai(x),
uma vez que ' > x. Em geral o mesmo raciocinio pode ser feito de forma sucessiva para
cada ancestral x de v, obtendo sempre 2’ > z. Ao alcangar o caso = raiz(T') garantimos

que T" > T, donde segue a afirmacao feita.
Vamos agora provar que 7" é imediatamente maior que 7' em T,,.

Inicialmente o algoritmo toma o pivo v de T e constroi v’ cuja particdo induzida
é imediatamente maior que a de v, pela linha 5. Seja x um ancestral de v ou ainda
x = v, entao para cada y € I} (z) o algoritmo constroi y; € I (x') da seguinte forma:
se y € I (x) entdo y' & equivalente a 2/, se y € I} (z), este ¢ um vértice esgotado pela
definicao de pivo, entao y é construido de forma que este seja o menor vértice possivel,

conforme detalhado abaixo e semelhante a prova da proposicao anterior.

1. Sex <yel(x)=I(y) entdao 2’y (linha 9).
2. Sex <yel(r) <l(y) entdo y' é construido a partir da menor particdo Part(I(y)),
obtendo 2’ < ¢ (linha 10).

Como j = min{i;z;£x}} e ¥ > x;, entao pai(z’) > pai(z), por definicdo. Além
disso, pelos casos vistos acima, para cada ¢ € {j + 1,...,u} temos z; esgotado em T e
x, em T" construido de forma que seja o menor possivel com [(x;) folhas, entdo pai(x’) é

imediatamente maior que pai(z), dentre todos os vértices com [(pai(x)) folhas induzidas.
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Como esse argumento vale para cada x ancestral de v ou z = v, entao 1" é imediatamente

maior que 7" em T,,. 0

Exemplo 3.3.7. Abaizo ilustramos as drvores T,T',T" € Ty, onde e T" imediatamente
maior que T e este por sua vez imediatamente maior que T, onde T e T" sao retornadas

pelo algoritmo 3.8. Na ilustracao abaizo destacamos o vértice piwd de cada drvore.
@,
@3 @
T ® ® @ @ @
OO @ @ @ ® @ ® & @ @ OO, @
OOOOOOOOOOOOOOOE @ W @ OO @ ®@
OO OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO®

@3
(@)

Tll

Figura 3.13: Arvores T < T' < T" imediatamente maior
Proposicao 3.3.5. Se T' € T,, o algoritmo ArvoreSeguinte(T') tem complezidade O(n).

Demonstracao. O pior caso ocorre quando a arvore possui pivo v.

O procedimento de busca do pivo executado na linha 2 tem complexidade O(n) pelo

fato 3.3.3. Bem como as linhas 4 e 5, que possuem complexidade O(l(v)) = O(n).

Se v = raiz(T') entao o loop das linhas 7 — 13 ndo serd executado e o procedimento é

realizado em tempo O(n).

Suponha entdao que v # raiz(T) e seja P, : (v = vo,v1,...,06_1,0 = 1aiz(T)) o
caminho do pivo até a raiz da arvore. Para cada x de P, o loop interno (linha 8) executara
para cada y € I*(z) as operacoes da linha 9 e 10, escrevendo [(z) = {z1,...,2 =
Tj,..., %}, a complexidade deste loop é Zsz O(l(z;)) = O(l(pai(x)), onde a igualdade
decorre do fato 3.1.2.



3.3 Gerando arvores em ordem 39

O loop externo (linha 7) executa o loop interno para cada x de P, (linha 12), entao

seguindo a ideia desenvolvida no paragrafo anterior concluimos o seguinte raciocinio:

e Para x = vy 0 processo da linha 8 é feito para cada I (vg) cujo custo é O(l(vy));

e Para z = v; o tempo de execucao do loop externo ¢ O(l(vy)), referente a iteracao

anterior, somado a O(l(w))), o que totaliza tempo O(I(vs));

welt(v1)

e Com mesmo raciocinio, para x = v; o tempo de execugao €

O(l(w) + Y Ow)) = O(vi1)).

welt(v;)

onde a igualdade decorre do fato 3.1.2. Note que a primeira parcela é referente a
complexidade das i iteracoes anteriores. No esquema abaixo, os tracejados indicam as

subarvores que serao modificadas pelo procedimento.

{ralz)\
: ( -_——~

—
°

~
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/‘\\—’——\

e —— ———

Figura 3.14: Esquema da proposicao 3.3.5

O processo finaliza ao alcancar o ultimo ancestral x = v, portanto o loop tem com-

plexidade O(l(v;)) = O(n). Donde segue o resultado. O

A geracao dos elementos de T, sera feita da seguinte forma: tomamos a menor arvore
de T, e a partir desta obtemos a arvore imediatamente maior por sucessivas aplicacoes do
algoritmo 3.8, até alcancar a maior arvore do conjunto (veja o exemplo 3.3.5), indicada

pela auséncia de pivo.
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Note que a entrada do algoritmo 3.8 exige que a arvore esteja ordenada, entao a prin-
cipio seria necessario, em cada iteracao, ordenar a arvore obtida para entao fazer aplicar
o algoritmo 3.8, o que seria extremamente custoso em termos de tempo de execucao.
Porém desenvolvemos o algoritmo de forma a manter a ordenacao da arvore, conforme
garantimos na proposicao 3.3.4. Portanto é necessario a ordenacao apenas na primeira
arvore, que ¢é trivial (fato 3.2.2) que e as demais terdo a ordenacdo mantida, garantindo

a eficiéncia do procedimento. A seguir descrevemos o algoritmo de geracao em T,,.

Algorithm 3.9 Geracao de T,
Input: inteiro n > 2

Output: T, = {11, T»,..., Ty}

1. procedure GeracaoArvores(n)

2: Seja 11 a menor arvore de T,,.
3: Ty < Rotular(Ty)

4 141

5: repeat

Tiv1 < ArvoreSeguinte(T;)

1+—1+1

until 7,1 = null

end function

A corretude do algoritmo é provada a seguir.

Proposicao 3.3.6. Dado n inteiro positivo, o algoritmo acima € capaz de gerar todos os
elementos T1,Ts, ... Ty do conjunto T,,, sem geracao de drvores isomorfas. Além disso,

a geragao ocorre em ordem crescente.

Demonstracao. Como o algoritmo inicia na menor arvore de T, e sua condi¢ao de pa-
rada é quando alcanca a maior arvore T),, entao pelo teorema 3.3.1 garantimos que o
procedimento enumera todos os elementos de T,,. Além disso as arvores sao geradas em
ordem crescente 77 < 15 < ... < Ty, onde todas sao nao isomorfas dois a dois, pelo lema

3.2.1. [l

E claro que o algoritmo 3.9 tem complexidade total nao polinomial, uma vez que
o namero de arvores de T, (cografos n vértices) ¢ exponencial. Contudo uma medida
conveniente de eficiéncia para o algoritmo GeracaoArvores(n) é através do seu atraso

(ou delay), isto &, o tempo entre a geragdo de duas arvores consecutivas.
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Proposicao 3.3.7. Dado inteiro n > 2, a complexidade do tempo de atraso do algoritmo
3.9 € O(n)

Demonstracao. Entre as arvores T; e T;, 1, executamos o algoritmo 3.8 cujo tempo de exe-
cucao ¢ O(n), pela proposicao 3.3.5. Em particular, entre as arvores 77 e T3, é executado

o algoritmo Rotular(Ty), que também tem custo O(n). Donde segue o resultado. O

Exemplo 3.3.8. Abaixo representamos os elementos de T4, retornado pelo algoritmo

GeracaoArvores(4).

Figura 3.15: Geracao de Ty

3.4 Geracao de Cografos

Agora ja temos toda teoria necessaria desenvolvida para escrevermos o algoritmo gerador
de cografos, isto é: Dado um inteiro positivo n construir um algoritmo que gere todos
os cografos com n vértices, de forma que o k-ésimo cografo gerado nao seja isomorfo a

nenhum dos k£ — 1 cografos gerados anteriormente.

Denotaremos por % o conjunto de todos os cografos, tal conjunto pode ser partici-
onado como € = |J %, onde 6, = {G € %;|V(G)| = n}. Na defini¢do a seguir
estabeleceremos uma ordenacao total para os elementos de %, baseado na ordenacao das

respectivas coarvore, segundo a definicao 3.2.3.

Definicao 3.4.1. Sejam G1,Gy € €, e considere Ty e Ty suas respectivas codrvores

ordenadas enraizadas em 11 e 19, respectivamente. Definimos:

e se Ty > T, entao Gi > Gy

e se T'=Ts, entao:
o sery ery sao simultaneamente tipo-1 (ou tipo-0) entdo G12G,

o sery € tipo-1 e ry € tipo-0 entao G1 > G
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O algoritmo gerador de cografos é similar ao algoritmo 3.9, conforme escrevemos

abaixo.

Algorithm 3.10 Gerador de cografos
Input: Inteiro n > 2

Output: Geragao de todos cografos com n vértices.

1. procedure GeradorCografos(n)

2: Seja 17 a menor arvore de T,

3 Rotular(Ty)

4: 141

5: repeat

6: Seja G; cografo associado a T', cuja raiz é tipo-0.
7: Seja G cografo associado a T', cuja raiz ¢ tipo-1.
8: Ti11 < ArvoreSeguinte(T;)

9: 1 1+1

10: until T; = null

11: end function

Teorema 3.4.1. Dado inteiro n > 2, o algoritmo GeradorCografos(n) gera todos os
elementos de €, de forma que todos os cografos gerados sdo dois a dois nao isomorfos.

Além disso os cografos sio gerados em ordem crescente.

Demonstracao. Pela mesma justificativa aplicada na prova da proposicao 3.3.6, garanti-
mos que durante a execucdo do algoritmo GeradorCografos(n), para n > 2, sao gerados
todos os elementos de T, em ordem crescente e sem isomorfismos. Como cada arvore
estd associada a exatamente dois cografos (G e @) e a proposicao 3.2.1 garante que cada
cografo possui uma tnica coarvore ordenada, entao o procedimento em questao gera todos

os cografos de n vértices, sem geracao de cografos isomorfos.
Além disso, seja 6, = {G1,G, G2, GY, ..., Gy, G} a geracdo realizada pelo algo-
ritmo.
e Para § € {1,..., M} temos G; < G}, pois T(G;)=T(G)) e raiz(T(G;)) é tipo-0
enquanto a raiz(T(G%)) é tipo-1, pelas linhas 6 e 7.
e Paraffe {1,...,M — 1} temos G < G;41, pois pois T(G}) < T(G;41) pela linha 8

e teorema 3.3.1.

Logo G1 < G} < Gy < Gy < ... < Gy < GYy,. O
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Exemplo 3.4.1. Abaizo estiao representados em ordem crescente todos os cografos com 4

vértices, gerados por GeradorCografos(4).
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Figura 3.16: Cografos com 4 vértices

A proposicao abaixo mostra a eficiéncia do gerador de cografos.

Proposicao 3.4.1. O algoritmo GeradorCografos(n) possui atraso O(n).

Demonstracao. Direto da definicao de coarvore vemos que a operacao de construcao do
cografo a partir da coarvore (linhas 6 e 7) ¢ feito em tempo O(n). Além disso a proposi¢ao
3.3.5 garante que a operagao da linha 8 também tem custo linear. Logo a geracao entre

dois cografos consecutivos de %, é feito em tempo O(n). m

Para esclarecer melhor a importancia do algoritmo acima listaremos suas caracteris-

ticas. Dado um n inteiro, o algoritmo GeradorCografos(n):

e E capaz de gerar todos os cografos com n vértices;

e Possui atraso linear em n, isto é, o tempo de geracao entre um cografo e o consecutivo

é O(n).

e Nao gera cografos isomorfos em nenhum momento, o que descarta a necessidade de
uma varredura em busca de cografos duplicados na geracao. Este fato é garantido

pelo Lema 3.2.1 e Proposicao 3.3.6.
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E natural nos depararmos com possiveis aplicacdes do algoritmo gerador de cografos,
uma vez que esta classe é fortemente estudada e tal procedimento permite formulacao de
novas conjecturas, uma vez que podem ser testadas propriedades em todos os cografos
com determinado ntmero de vértices. Pelos mesmos motivos é também um facilitador
na busca de contra-exemplos para conjecturas nesta familia. Vale ressaltar que muitos
parametros para cografos sao obtidos diretamente da coarvore (como nimero cromatico,
b-cromatico, namero clique), o que torna a aplica¢ao ainda mais evidente, uma vez que a
construcao do algoritmo é baseada unicamente na coarvore, onde a constru¢ao do cografo

em sl nao é necessaria.

Ainda observando as aplicagoes, sabemos que é natural restringir problemas somente
aos grafos conexos. Inclusive nosso algoritmo de geracao pode ser facilmente adaptado
para gerar somente cografos conexos, basta retirar a linha 7 do algoritmo

GeradorCografos(n), conforme explicitamos abaixo.

Algorithm 3.11 Geracao de cografos conexos
Input: inteiro n

Output: Geragao de todos cografos conexos com n vértices.
1: procedure GeracaoArvores(n)
2: Seja 17 a menor arvore de T,,.
Ty < Rotular(Ty)
141
repeat
Seja G’ cografo associado a T', cuja raiz é tipo-1.
Ti11 < ArvoreSeguinte(T;)
1 1+1
until 7;, 1 # null

10: end function

Motivados pela importancia do algoritmo acima, fizemos a implementacao na lingua-
gem C'f e geramos arquivos que armazenam todos os cografos conexos para um nimero
fixado de vértices, que estao disponibilizados para download pelo link goo.gl/9cRzPX.
O formato usado para armazenamento dos grafos é o .graphé, forma compacta de repre-
sentar usando a escrita ASCII. Mais detalhes sobre este formato podem ser vistos em
[43].



Capitulo 4

Aplicacao do Gerador de Cografos em Te-
oria Espectral

A geracao de elementos de um conjunto é 1til no desenvolvimento de novas teorias, uma
vez que seremos capazes de avaliar certas propriedades em todos os elementos do conjunto.
Um ponto importante é a verificagao de conjecturas, facilitando inclusive para construcao

de contra-exemplos.

Conforme descrito na introdugdo deste texto, na dissertagao [30] é estimada uma
desigualdade entre parametros da teoria espectral e da teoria de b-coloracao, na classe
dos Pj-esparsos. A saber, tal desigualdade foi o que motivou todo nosso estudo para

obtencao do algoritmo de geracao dos cografos, desenvolvida no capitulo 3.

Inicialmente faremos uma breve introducao com os resultados necessarios para com-
preensao da desigualdade estimada, em seguida descreveremos os algoritmos usados na

implementacgao, detalharemos a execugao dos testes aplicados e os resultados obtidos.

4.1 Resultados preliminares

4.1.1 b-coloracao

Um dos temas classicos da teoria de grafos é o problema de coloracao de vértices e suas
variagoes. Formalmente uma k-coloragao de um grafo G(V, F) nada mais é que uma
fungao sobrejetiva ¢ : V(G) — {1,...,k} e a classe da cor % é o conjunto C; = {v €
V(G);c(v) = i}, onde os valores 1,...,k sdo chamados cores. A restricdo mais natural
a ser imposta ¢ usar k£ cores de forma que vértices adjacentes tenham cores distintas,

chamado de k-coloragao proépria, o que é resolvido facilmente atribuindo uma cor para
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cada vértice. Mas o problema de fato é obter a solucao 6tima, ou seja, o menor nimero
de cores com essa propriedade, chamado ntimero cromatico do grafo, denotado por
X(G). Na dissertagao [30], é tratada uma varia¢ao do problema: chamada b-coloragao.
Introduzida por Irving e Manlove [27] a b-coloragao tem origem no processo chamado
método guloso de coloracao, aplicado em grafos a fim de reduzir o nimero de cores usadas

numa coloragao propria.

Dado um grafo G colorido com k cores, dizemos que um vértice ¢ b-dominante se é
adjacente a pelo menos um vértice de cada uma das outras cores (diferente da sua). Uma
b-coloracao ¢ uma coloracao onde cada classe de cor possui algum vértice dominante

com aquela cor. Formalmente:

Defini¢ao 4.1.1. Uma b-coloragédo é uma k-coloracao tal que Vi € {1,... k}, Ju € C;
(b-dominante) tal que V5 € {1,...,k}\{i}, Fv € C; com (u,v) € E(G). O nimero b-
cromdtico, denotado por x,(G), € o maior k onde o grafo admite uma b-colora¢ao com

k cores.

Exemplo 4.1.1. Na figura 4.1 temos o grafo G a esquerda com uma 3-coloragao e
& direita G b-colorido com 4 cores (b-dominantes em destaque). Como nao € possivel

diminuir o 3 na colora¢do propria e nem aumentar o 4 na b-colorac¢ao, entio x(G) =3 e
Xb(G) =4.

Figura 4.1: Exemplo niimero cromatico e b-cromético

Irving e Manlove introduzem também o conceito de m-grau de um grafo GG, denotado
por m(G) como o maior inteiro m tal que o grafo possua m vértices de grau maior ou igual
am—1. Este é um parametro simples de ser calculado: basta ordenar os graus dos vértices
do grafo em d(vy) > ... > d(v,) e obtemos m(G) = max{i;d(v;) >i—1, 1 <i<n}. No

exemplo anterior temos m(G) = 4.

Proposicao 4.1.1. [27] Para todo grafo G vale x(G) < xp(G) < m(G).
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Demonstragao. De fato se x,(G) = k, entdo entdo existem pelo menos k vértices b-
dominantes em G, onde cada um tem grau pelo menos k — 1, donde segue a segunda
desigualdade. Para a primeira basta observar que x(G) é o menor niimero de cores tal

que grafo admite coloragao propria. O

4.1.2 Teoria Espectral dos Grafos

O assunto principal da dissertacao citada é na Teoria Espectral de Grafos, que consiste em
estudar as propriedades estruturais de grafos através de suas representacoes matriciais e
seus respectivos autovalores, que tem como marco inicial a tese de doutorado de Cvetkovié,
1971. A representagdo matricial mais comum de um grafo é por meio da matriz de

adjacéncia.

Antes dos conceitos iniciais da teoria espectral de grafos, vale lembrar o conceito de

autovetores e autovalores em Algebra Linear.

Dada uma matriz A real quadrada de ordem n, diremos que o vetor nao-nulo v € R™ é
um autovetor de A se existe A real tal que A.v = \.v, neste caso diremos que A é autovalor

de A associado ao autovetor v.

Entao obter autovalores e autovetores de uma matriz consiste em resolver o sistema

homogéneo:

(A—M\IL,).v =0, (4.1)

onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

A expressao p(\) = det(A — A.I,) ¢ um polinémio de grau n em A, cujas raizes sdo os

autovalores da matriz A.
E podemos introduzir a definicao da matriz de adjacéncia.

Defini¢ao 4.1.2. Dado um grafo G com V(G) = {vy,...,v,} definimos a sua matriz
de adjacéncia como o matriz A(G) cuja entrada a;; vale 1 se (v;,v;) € E(G) e wvale 0,

caso contrdrio.

Definimos os autovalores do grafo G como os autovalores da matriz A(G). O espectro
do grafo é o conjunto formado pelos seus autovalores e suas respectivas multiplicidades.

O maior autovalor é chamado indice e denotado por A\(G).

Exemplo 4.1.2. Grafo H e matriz A(H):
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m""@'

Figura 4.2: grafo exemplo

01 010
1 0010
AH)=[ 0001 0
1 1101
000 10
O espectro de H € {2,342... ; 0,470..; 0 ; -1 ; —1,813..}.

Observe que a matriz de adjacéncia é sempre real e simétrica entao todos seus auto-

valores sdo reais, mais detalhes podem ser vistos em [26].

Vale ressaltar que a obtencao do espectro de um grafo (G, com n vértices, nao é uma
tarefa trivial, uma vez que envolve o cilculo de um determinante de ordem n seguida pela

obtencao de raizes de um polinéomio de grau n.

Abaixo enunciamos dois resultados conhecidos da literatura que valem ressaltar, mais

detalhes acerca da teoria espectral de grafos pode ser encontrado em [9]:

Proposicao 4.1.2. Os autovalores sao numeros irracionais ou inteiros.
Demonstracao. Pela observacao anterior basta provar que nao podem ser niimeros racio-
nais nao inteiros. Suponha que a fragao § € Q ¢ autovalor do grafo, onde podemos tomar

c e d primos entre si. Por outro lado como todas as entradas da matriz sao 0 e 1, entao

seu polinémio caracteristico é da forma

p(x) = 2" + ap 12" 4w + ag € Z[7]

Mas § € raiz do polinomio, entao

(C—j)" + an_l(c—j)"_l oo CL1§ + ap = 0, donde

"= —(ap1"d + o2 AP+ . Fay.cd” T+ ap.d”).
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Como d divide o segundo membro da igualdade entdo d|c™, mas ¢ e d sdo primos entre si,

entao a Unica opgao ¢ d =1, ou seja, 5 € Z. O]

Proposicao 4.1.3. O espectro de um grafo € bem definido.

Demonstracao. Dado um grafo GG, podemos correspondé-lo a matrizes de adjacéncia dis-
tintas, uma vez que a definicao depende da rotulacao atribuida aos vértices. Seja A matriz
de adjacéncia do grafo G e ap6s uma permutacao de vértices obtemos a matriz de adja-
céncia B do mesmo grafo, tal matriz nada mais é que permutacoes de linhas e colunas da

matriz A, isto é, existe uma matriz de permutacao P tal que B = P.A.P~!, entao
pp(z) = |B —al| = |P.AP™ ' —zI| = |P.(A—2I).P7 Y = |A — x| = pa(x).

Logo as matrizes B e A tém o mesmo espectro. Em contrapartida é facil ver que dada

uma matriz de adjacéncia esta é associada a um tnico grafo.

4.2 A desigualdade proposta

O estudo de cotas envolvendo o ntimero cromatico de um grafo e o seu indice desperta
interesse h& mais de 40 anos, como pode ser visto em [13]. Em particular Wilf provou o

seguinte teorema:

Teorema 4.2.1. [57] Todo grafo G satisfaz x(G) < MNG) + 1.

Em relagao ao nimero b-cromético também ja existem resultados envolvendo cotas,
como em [1], mas ainda nao héa estudos sobre cotas envolvendo os autovalores de um
grafo. Na dissertagao [30] foram provados alguns resultados que estabelecem cotas para

o nimero b-cromatico em funcao do indice. Dentre os resultados ressaltamos o seguinte:

Proposicao 4.2.1. [30] Todo grafo aranha G cuja cabega induz um grafo r-reqular satisfaz
Xo(G) < AG) + 1.

Motivado pela estreita relagao entre os grafos aranha e os Pj-esparsos, estabelecida
em [29], foi levantada a seguinte questao na dissertacao: Todo grafo Py-esparso conexo G
satisfaz xp(G) < M(G) + 1.

Vale lembrar que um grafo é Pj-esparso se a cada cinco vértices existe no maximo um

P, induzido. Naturalmente esta classe contém a dos cografos. A questao acima sugere
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uma desigualdade razoavel no sentido que a igualdade é valida para grafos completos, pois

sao Py-esparsos e satisfazem A\(K,,) =n — 1 e x(K,) = n.

Neste trabalho focaremos no caso restrito dos cografos, onde faremos uso do algoritmo
3.10 que desenvolvemos na secao 3.4. Isto é, verificaremos se a seguinte afirmagao é

verdadeira:
Todo cografo conexo G satisfaz xp(G) < MG) +1. (A1)

Um grafo ¢ dito b-perfeito se qualquer subgrafo induzido H de G satisfaz x(H) =
X»(H) (inclusive o proprio G). Entéo, pelo teorema de Wilf descrito acima, a afirmacao é
facilmente satisfeita para grafos b-perfeitos, restando verificar nos grafos nao b-perfeitos.

No caso dos cografos nos apoiamos no seguinte resultado:

Teorema 4.2.2. [24] Um cografo é b-perfeito se, e somente se, for livre de 3P3 € 2D.

O grafo D mencionado no teorema anterior é chamado grafo diamante e é obtido pelo

K, apos retirada de uma aresta. Abaixo ilustramos os grafos 3P; e 2D

NN

Figura 4.3: Grafos 3P; e 2D

4.3 Algoritmos implementados

A fim de verificar a existéncia de contra-exemplos para a afirmacao (A1), efetuamos
testes computacionais fazendo uma busca nos cografos conexos. Nas subsecoes seguin-
tes detalharemos a estrutura de dados utilizada, bem como descrevemos os algoritmos

implementados.

4.3.1 Estrutura de dados do cografo

Como todo cografo é representado por uma arvore e os parametros que desejamos podem

ser obtidos diretamente da arvore, ¢ natural representarmos o cografo através de sua
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arvore, que por sua vez serd implementada através de listas encadeadas de vértices, cuja

estrutura basica descrevemos abaixo.

Algorithm 4.12 Estrutura do Vértice

1: procedure Vertice

2: Vertice Pai;

3: Vetor < Vertice > Filhos;

4: double Diag;

5 integer FolhasInduzidas; > Valor I(v)

6: integer label; > N6 interno: 0, 1. Folha: 2

7: integer Cromatico;

8: integer Nivel;

9: integer Grau;

10: end function

Dada uma arvore T' e um vértice estruturado como acima, detalhamos abaixo a fungao

de cada campo.

e vértice Pai armazenara pai(v);
e Vetor Filhos armazenara Filhos(v);

e cscalar Diag sera visto posteriormente, cuja utilidade é obtencao de estimativa para

o indice de T

e inteiro FolhasInduzidas armazena o valor [(v);

e inteiro label armazena se o vértice é interno (tipo-1 ou tipo-0) ou uma folha (denotado
por tipo — 2)

e inteiro Cromatico armazena o nimero croméatico do cografo cuja coarvore é T'(v),
serd visto em detalhes na se¢ao seguinte.

e inteiro Nivel armazena o valor nivel(v);

e inteiro Grau armazena o grau do vértice v no cografo referente a T'. Claro que este

campo so6 faz sentido nos vértices folha.

A arvore é acessada através de seu vértice raiz, que permite operar e obter informagoes

de toda a arvore.

a0

w»

O acesso a qualquer campo da estrutura vértice, serd denotado por “.”. Por exemplo

acessar o label de um vértice v, usaremos a notacao v.label.
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O preenchimento do campo FolhasInduzidas foi feito de forma recursiva através do

procedimento descrito abaixo:

Algorithm 4.13 Calcula o nimero de folhas induzidas numa arvore
Input: Vértice v de uma arvore T

Output: Namero de folhas induzidas pela subéarvore T'(v)

1. procedure NumDeFolhas(v)

2: if v nao é folha then

3: ‘ v.FolhasInduzidas = 3 ¢ typps(n) NumDeFolhas(z)
4: else

5: ‘ v.FolhasInduzidas = 1

6: end if

7: return v.FolhasInduzidas

8: end function

O preenchimento do campo nivel é a aplicacao direta da definicao, ou seja, a raiz tem

nivel 1 e a cada novo vértice v instanciado, atribuimos ao campo v.nivel < v.pat.nivel+1.

A seguir detalhamos o preenchimento do campo Grau. Observe que nao nos referimos
ao grau do vértice na arvore, mas sim no vértice correspondente no cografo associado a esta
arvore, portanto este campo s6 faz sentido nas folhas da arvore, para os demais vértices
o campo ¢ 1util no procedimento. Vale ressaltar que estamos calculando diretamente na
coarvore um parametro do cografo, o que fornece eficiéncia no processo. A construcao do

algoritmo é baseada no fato 2.3.1.
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Algorithm 4.14 Calcula o grau (cografo) de cada veértice

Input: Vértice v de uma coarvore T’
Output: Calcula o grau de cada vértice na subarvore T'(v)

1. procedure CalculaGrau(v)

2: if v.label =1 then

3: for all w € v.Filhos do

4: ‘ QUT 4= 3 1)\ [y L-F0lhasInduzidas
5: w.Grau < v.Grau + aux
6: CalculaGrau(w)

7 end for

8: else

9: if v.label = 0 then

10: for all w € v.F'ilhos do
11: w.Grau < v.Grau

12: CalculaGrau(w)

13: end for

14: end if

15: end if

16: end function

Omitiremos mais detalhes sobre o preenchimento dos demais campos, pois fogem do
objetivo do presente texto. Daqui em diante assumiremos que todo vértice ja possui seus

campos FolhasInduzidas, Nivel, Pai, Filhos, label e Grau devidamente preenchidos.

4.3.2 Calculo do b-cromaéatico

O célculo do ntimero b-cromatico ¢ um problema N P-dificil para classes gerais de grafos,
como provado em [27]. Contudo Bonomo et al provam em [6] que este calculo é polinomial
para cografos, usaremos a estratégia proposta no artigo para obter o nimero b-cromatico
de forma eficiente. Antes de descrevermos o procedimento, é necessario introduzir o

conceito de vetor b-dominante.

Definigao 4.3.1. [6] Dado um grafo G, o vetor b-dominante domg € um vetor, onde para
cada t, x(G) <t < |V(G)|, a entrada domglt] € o maior nimero de classes de cores que
possuem vértice b-dominante dentre qualquer coloracdo propria de G com t cores. Para

valores de t fora da intervalo, observe que domg|t] = 0 para t > |V (G)| e domg[t] ndo faz
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sentido para valores t < x(G).

Exemplo 4.3.1. O vetor b-dominante do grafo abaizo € (3,3,2,0), onde x(G) = 3.

1 4 5 1

2 :é 3 3 2;§ ;: 3 2:g ;:3 z:é ;:3

3 1 2 4 1 4 4 1 5 4 5 6
Figura 4.4: Grafo colorido com 3,4,5 e 6 cores, nesta ordem.

Entao observe que o nimero b-croméatico de um grafo G é o maior inteiro k£ onde

domg[k] = k. Além disso Bonomo et al. provam o seguinte lema:

Lema 4.3.1. [6]/ Se G € um grafo et > x(G), entao ou domg[t+1] = t+1 ou domg[t+1] <
domg|t].

Com o lema acima e a observacao anterior, fica natural um procedimento para o
calculo do b-croméatico de um grafo através de seu vetor b-dominante: basta tomar o
inteiro ¢t > x(G) tal que domg[t + 1] # (t + 1). Entdo nos deparamos com um novo

problema: como calcular o vetor b-dominante de cografos?

Uma boa estratégia para calcular um parametro em um cografo é estudar o compor-
tamento deste nas operagoes de unido e join (conforme algoritmo 4.14) e em seguida fazer
o calculo de forma recursiva a partir de sua coarvore. Isto foi exatamente o que Bonomo

et al. propoem para o calculo do vetor b-dominante, a seguir:

Teorema 4.3.1. [6] Sejam G1(Vi, E1) e Go(Va, Es) dois grafos tais que Vi N Vy = (). Se
G=G1UGy et > x(G), entao
domg(t] = min{t, domg,[t] + domg,[t]}

Teorema 4.3.2. [6] Sejam G1(V1, Ey) e Go(Va, Ey) dois grafos tais que Vi N Vy = 0.
Se G = GhVGy e x(G) <t < |V(G)|. Seja ainda a = maz{x(G1),t — |Va|} e b =
{{Vi],t — x(G2)}. Entdo a<be

domg[t] = max{domg, [j] + domg,[t — jl;a < j < b}

E facil verificar que para quaisquer grafos Gy e G5 o nimero b-croméatico do join
destes é calculado de forma direta, a saber x,(G1VG2) = xu(G1) + x(G2). Mas se nos

basearmos somente nesta equacao nao conseguiremos calcular o b-cromético do cografo,
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pois a operacao de uniao nao depende exclusivamente do b-cromatico dos grafos que o

compoem, mas sim de todo o vetor b-dominante do grafo. Observe o seguinte exemplo:

Exemplo 4.3.2. O grafo estrela é definido por S, = K\VK,. E fdcil observar que
Xb(Sn) = 2, em particular x,(S4) = 2 e xp(254) = 2. Porém x,(5S4) = 5, conforme pode

ser wvisto na tlustracao abaixo:

2 3 1 3 2 1 2 3 2 3
1 2 3 4 5
4 5 4 5 4 5 1 5 4 1

Figura 4.5: b-coloragao do grafo 554

Portanto o processo de calcular o nimero b-cromético de uma uniao de grafos envolve
o calculo do vetor b-dominante, conforme detalhado no teorema 4.3.1. Isto justificativa o
calculo deste vetor quando desejamos obter o niimero b-croméatico de um cografo. Obser-
vando o enunciado dos teoremas 4.3.1 e 4.3.2 vemos que é necessario calcular inicialmente

o ntmero cromético de cografos, onde nos apoiaremos no teorema de Corneil et al:

Teorema 4.3.3. [11] Se G € o grafo trivial, entio x(G) = 1. Sejam G1(Vi,E}) e
G2(Va, Ey) dois grafos tais que Vi N Va = 0, entio x(G1 U G2) = max{x(G1), x(G2)}
e X(G1VG2) = X(G1) + x(G2)

Entao os teoremas anteriores serao nossas ferramentas para o cilculo dos nimeros
cromatico e b-cromatico de um cografo. Contudo, observe que os resultados sao descritos
para operacao de exatamente dois grafos, e na codrvore é comum encontrarmos operacoes
dentre trés ou mais grafos, lembrando que as operacoes sao representadas por nés internos
da arvore. Nao é dificil escrever as generalizacoes dos teoremas 4.3.1 e 4.3.3 para uma
operacao de k grafos, mas essa facilidade nao ocorre com o teorema 4.3.2. Entao buscamos
uma solucdo alternativa: transformar a coirvore em uma arvore binaria estrita ' e em

seguida construir procedimentos que se baseiam somente em operagoes dentre dois grafos.

A transformacao de uma codrvore em uma arvore binaria estrita deve ser feita de

forma que as operacoes sejam mantidas. Para tal, basta observar que dados os grafos
Gy, ...,Gy vale:

GxGox ... %Gy, = (((G1%G2)*G3) . .. * Gj_1)xGy,

Itodo vértice interno possui exatamente 2 filhos
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onde * denota a operacao join ou uniao.

A seguir escrevemos o algoritmo que converte uma arvore enraizada em v numa arvore

binaria estrita.

Algorithm 4.15 Converte codrvore numa binaria estrita
Input: Coarvore T' com raiz v

Output: Coarvore T' escrita na forma binaria estrita
1: procedure ConverteEmBinaria(v)
2: while |filhos(v)| > 3 do

Seja v’ vértice.

Tome a, b filhos de v.

v .pai < v

Defina tipo de v" igual ao tipo de v

a.pai < v’

b.pai < v’

end while

10 para cada u € filhos(v) fagca ConverteEmBinaria(u)

11: end function

Para uma melhor compreensao do algoritmo, segue um esquema de sua execucao:

Figura 4.6: Execucao do Algoritmo 4.15 sobre o vértice v

Na definicao formal de codrvore, vemos que a configuracao minimiza o nimero de noés
internos, no sentido de que qualquer caminho tomado os vértices internos alternam dentre
join e uniao. O que nao ocorre na sua forma binaria estrita, o que pode parecer estranho,
pois afinal a codrvore ¢ tinica a menos de permutagao de vértices. O que fazemos aqui é
um abuso de linguagem, pois de fato na forma binaria é facil ver que a arvore continua

representando o mesmo cografo, mas formalmente nao é mais uma coarvore.
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A corretude do algoritmo anterior é valida, uma vez que este efetua sobre cada vértice
uma reorganizacao dos seus filhos, através da insercao de auxiliares que nao interferem

na estrutura do cografo.

Fazendo uso do altimo algoritmo e do teorema 4.3.3, podemos escrever o processo que
calcula o nimero cromético de um cografo através de sua coarvore. Dado um cografo G
com coarvore associada 7T, a ideia geral do procedimento é armazenar, de forma recursiva,
no campo Cromatico de cada vértice v o nimero croméatico do cografo referente a coarvore

T'(v). Logo o namero cromatico do cografo G é o valor armazenado na raiz de T'.

Algorithm 4.16 Calculo do niimero croméatico
Input: Vértice v

Output: Numero cromatico de v

1. procedure Cromatico(v)

2: if v é folha then

3: return 1;

4: else

5: if v.label = 0 then > nd uniao
6: ‘ v.Cromatico < max{Cromatico(z); x € filhos(v)}.

T else > nob join
8: ‘ 0.Cromatico 4= 37, rinos(wy Cromatico(z).

9: end if

10: end if

11: return v.Cromatico

12: end function

A corretude do algoritmo acima é garantida pelo teorema 4.3.3.

Com numero cromaético calculado e armazenado em cada vértice, podemos escrever
o algoritmo recursivo que calcula a coordenada t do vetor b-dominante do vértice v, que
representa o cografo referente a coarvore T'(v). Antes vale ressaltar que o procedimento
anterior nao necessita da arvore na forma binéria estrita, porém no seguinte assumimos

que a entrada é uma arvore com tal restricao.
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Algorithm 4.17 Calculo de coordenada do vetor b-dominante
Input: Vértice v e parametro ¢

Output: Valor domg][t], onde G é cografo associado a T'(v)

1: se (t > v.FolhasInduzidas) entao return 0;

2: procedure dom(v,t)

3: if v é folha then

4 return 1;

5: else

6: Sejam x,y os filhos de v > arvore binaria
7: if v é tipo-0 then

8: return min{t, dom(x,t) + dom(y,t)}

9: else

10 a < max{x.Cromatico,t — y.FolhasInduzidas}
11: b < min{z.FolhasInduzidas,t — y.Cromatico}
12: return max{dom(x,j) + dom(y,t — j);a < j < b}
13: end if

14: end if

15: end function

A sua corretude é garantida pelos teoremas 4.3.1 e 4.3.2.

Com os trés algoritmos acima podemos, por fim, escrever o algoritmo que calcula o

nimero b-cromatico de um grafo.

Algorithm 4.18 Calculo do niimero b-cromaético
Input: Coarvore T’

Output: Namero b-croméatico do cografo G associado a T'
1. procedure Beromatico(T)
2: r < raiz(T)

Converte EmBinaria(r)

se r é folha entao return 1;

t <— Cromatico(r)

3
4
5
6: enquanto t = dom(r,t) faca t < t+1
7 return { — 1;

8

: end function

A corretude do algoritmo anterior é assegurado pelo lema 4.3.1.
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4.3.3 Calculo do indice

A obtencao do indice de um grafo G com n vértices, envolve o calculo de determinantes
de ordem n e de raizes de polinémios de grau n, o que pode ser custoso computacio-
nalmente. Como nosso propoésito é executar varios testes a fim de verificar a afirmacao
(A1), o calculo pela defini¢do ndo é um caminho viavel. Como s6 queremos verificar uma

desigualdade utilizamos um método mais eficiente capaz de majorar os autovalores.

Em [28] é proposto um algoritmo de localizagao de autovalores em cografos. A entrada
do algoritmo é uma coarvore T' na forma standard, isto €, coarvore estruturada de forma
que todas as folhas estejam no tltimo nivel. O procedimento a seguir descreve as operacoes
que transformam uma coarvore na sua versao standard, cuja ideia principal nada mais é
que inserir vértices intermediarios que nao alteram a estrutura do cografo, até que todas

as folhas sejam postas no ultimo nivel.

Algorithm 4.19 Transforma em coarvore standard
Input: Coarvore T’

Output: Coarvore 1" standard
1. procedure Standard(T)

2: for i < 2 to nivel(T) do

3: for all folha v de nivel(T,7) do

4: while v.Nivel < nitel(T) do

5: Seja w < v.pat

6: Seja o vértice aux

7: Estabelece aux como filho de w
8: Atribua em aux o tipo oposto ao de w
9: Remove parentesco entre v e w
10: Estabelece v como filho de aux
11: v.Nivel < v.Nivel + 1

12: end while

13: end for

14: end for

15: end function

Exemplo 4.3.3. A sequir seque um exemplo da aplicacdo do algoritmo acima numa

codrvore
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Figura 4.7: Coarvore T e sua versao standard

A ideia do Algoritmo proposto em [28] ¢ a seguinte: dada uma coarvore standard T
e um valor real z, a cada folha v de T' é associado um numero diag(v), chamado valor
diagonal, inicializado com z. Entao sao realizadas dois tipos de operacoes: atualizacao
dos valores diag(v) e remogao de adjacéncias em T, onde implicitamente tais processos
sao equivalentes a operagoes na matriz A(G) + z.I. Apos a execugdo, cada vértice tera
seu valor diagonal definitivo, o que equivale a matriz estar na sua forma diagonalizada.

Entao ¢é garantido que:

e A quantidade de autovalores menores que —z coincide com a quantidade de folhas

com valor diagonal negativo.

e A quantidade de autovalores iguais a —z coincide com a quantidade de folhas com

valor diagonal nulo.

e A quantidade de autovalores maiores que —z coincide com a quantidade de folhas

com valor diagonal positivo.

Como o nosso objetivo é verificar a validade da afirmacao (A1), ou seja, constatar se
o indice de G é maior que o parametro x,(G)— 1, entao basta aplicar o valor x = 1—x,(G)
como entrada do procedimento e verificarmos se no final do processo existe algum vértice
com valor diagonal positivo ou nulo. Caso afirmativo entao existe ao menos um autovalor
maior ou igual a —z, portanto A\(G) > —z confirmando a afirmagdo. Por outro lado, um
contra exemplo para a afirmacdo é um cografo G que apds aplicacao do procedimento com
entrada x, todos os vértices possuem valor diagonal negativo, constatando que todos os
autovalores, inclusive o indice, sao menores que —z. Novamente vale ressaltar que para
aplicar o algoritmo nao é necessario em momento algum da estrutura do cografo, todas

as operagoes sao feitas sobre a arvore.
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A seguir escrevemos o procedimento proposto no artigo. Antes observe que as n
folhas da arvore estao localizadas no nivel m := nivel(T'), as quais rotulamos em ordem

decrescente de indice: wvg,vg_1,...,v2,v1. O valor Diag(v) serd armazenado no campo

v.Diag.
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Algorithm 4.20 [28] Algoritmo diagonalizagao

Input: Coarvore standard T e real x
Output: Célculo do valor diagonal de cada vértice

1. procedure LocalizacaoAutovalores(T, x)

2: For each v folha de T' do vi.Diag < x

3: fori < m—1to1do > andlise do nivel 1.
4: while vy, v, (k < 1) onde nivel(lca(vg,v;)) =i do
5: B < vi.Diag

6: a < v;.Diag

7 if lca(vy, v;) é tipo-1 then

8: if o+ [ # 2 then

9: v.Diag < aofﬁig vg.Diag +— a+  —2
10: else

11: if 5 =1 then

12: vi.Diag <1 vk.Diag =0

13: else

14: v.Diag < 1 vg.Diag = —(1 — j3)?
15: remova adjacéncias entre v; e lca(v, v;)
16: end if

17: end if

18: remova adjacéncias entre vy e lca(vg, v;)

19: else

20: if o + 3 # 0 then

21: v.Diag <+ Oj“—fﬁ vg.Diag < a+ (3

22: else

23: if 5 =0 then

24: v;.Diag < 0 vg.Diag =0

25: else

26: v.Diag < 3 vg.Diag = —f3

27: remova adjacéncias entre v; e lca(v, v;)
28: end if

29: end if
30: remova adjacéncias entre v e lca(vg, v;)
31: end if
32: end while
33: end for

34: end function
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Nosso interesse é verificar se o indice de um grafo é maior que um especifico valor x

dado como entrada, o que ¢ feito pelo algoritmo abaixo.

Algorithm 4.21 Verifica se o indice é maior que x
Input: Coarvore T e escalar x

Output: Valor booleano
1. procedure IndiceMaiorQue(T,x)
2: T « Standard(T)
LocalizacaoAutovalores(T, —x)
for all v folha de T do

se v.Diag > (0 entao return true

3

4

)

6: end for
7 return false
8

. end function

4.4 Verificacao da afirmagao (A1)

Como jé citamos em outros momentos do texto, a teoria que desenvolvemos no capitulo
3 foi motivada pela verificacdo da afirmagao (A1). Portanto os testes foram realizados
em dois momentos: Primeiro testamos a afirmacao em grafos gerados de forma aleatoria,
pois ainda nao haviamos elaborado o algoritmo gerador de cografos. Diante dos resultados
obtidos, descritos na subsecao 4.4.1, vimos a necessidade de gerar cografos de forma siste-
matica e entao desenvolvemos o algoritmo gerador de cografos 3.10. O segundo momento
trata da verificacdo de uma reformulacao da afirmacao (A1) em todos os cografos com
fixado ntimero de vértices, onde obtemos resultados satisfatorios, descritos na subsecao
4.4.2.

Todos os testes foram feitos através dos algoritmos descritos neste trabalho, imple-
mentados na linguagem C'#, onde foram executados numa méaquina virtual fornecida pela
plataforma Google Cloud numa méquina equipada com CPU Intel Sandy Bridge com clock
3.3 Ghz, 12GB de memoria RAM e Windows 7 64 bits.

4.4.1 Testes com cografos gerados aleatoriamente

Nesta secao descreveremos os testes realizados em cografos gerados aleatoriamente. Abaixo

descrevemos o algoritmo.
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Algorithm 4.22 Gerador aleatério de codrvores
Input: Inteiro max e vértice v

Output: coarvore aleatoéria com aproximadamente max vértices

1. procedure GeraCoarvoreAleatoria(v, mazx)

2: if Se v nao é folha then

3: if |V(T)| < max then

4: Seja k nimero aleatorio do conjunto {2,3,4,5}
5: fori <+ 0tokdo

6: Insere em v um filho w;

7: Decide aleatoriamente se w ¢ interno ou folha.
8: if w é folha then

9: GeraCoarvoreAleatoria(w, mazx)

10: end if

11: end for

12: end if

13: Converte v numa folha;

14: end if

15: end function

Vale ressaltar que o inteiro max dado como entrada do algoritmo acima nao estabe-
lece o niimero méaximo de vértices da arvore, mas sim uma aproximacao para o nimero
méaximo. Pois dependendo do sorteio pode ocorrer de alguns vértices a mais sejam in-
seridos. O teste de verificacao da afirmacgao se baseia em todos os algoritmos descritos
neste capitulo, cuja ordem de execucao é descrita pelo algoritmo abaixo. Que retorna um

contra-exemplo para a afirmacao, se encontrado.
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Algorithm 4.23 Validacao da afirmacao (A1)
Input: Nimero aproximado de vértices m

Output: Coarvore T' que ndo satisfaz a afirmagao (A1)

1. procedure BuscaContraExzemplo(m)

2: repeat
3: Seja v um vértice > raiz
4: T < GeraCoarvoreAleatoria(v, m)

Insere aleatoriamente o grafo 2D ou 3P3 como induzido
Seja T" copia de T

x < Beromatico(T') — 1

until !(IndiceMaiorQue(T, x))

return 7'

10: end function

A operacao realizada na linha 5 torna o cografo nao b-perfeito, pois como ja observado
anteriormente, caso o cografo seja b-perfeito, a afirmagao (A1) é trivialmente satisfeita.
Na linha 6 ¢ necessaria uma copia da coarvore para aplicar no algoritmo de céalculo do
b-cromético, uma vez que o procedimento chamado na linha seguinte transforma numa

arvore binaria, tornando-a inutilizavel para o algoritmo de diagonalizacao.

Foram gerados e testados cografos com até 20 vértices (aproximadamente), pois caso
um contra-exemplo fosse encontrado, seria possivel observar com mais clareza sua estru-
tura. Depois de gerados mais de 400.000 cografos aleatorios, o algoritmo encontrou um
contra-exemplo: o cografo que denotaremos por G, ilustrado na figura 4.8 e possui as

seguintes caracteristicas:

Possui 2D como induzido;

e \G,) ~6,9618;
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Figura 4.8: Contra-exemplo G,

Entao a afirmacao (A1) proposta na dissertagao [30] é falsa.

4.4.1.1 Formulagao de uma nova afirmacgao

Com o contra-exemplo encontrado, observamos que G, nega a desigualdade da afirmagao

por menos de um décimo. O que nos motiva a introducao de uma nova afirmagao:
Todo cografo conexo G satisfaz xp(G) < [MG)] +1. A2

Onde usamos o parametro [A(G)] ao invés de A(G).
Nesta reformulacao o grafo G, ndo é mais um contra-exemplo.

Agora precisamos de uma forma eficiente de calcular o teto do indice de um grafo,
novamente podemos usar o algoritmo de diagonalizacao e fazer uso do seguinte teorema

para otimizar o processo.

Teorema 4.4.1. [13] Todo grafo G satisfaz 6 < d < MG) < A, onde §, d e A sio os

graus minimo, médio e mdximo de G, nesta ordem.
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Algorithm 4.24 Calculo do teto do indice
Input: Coarvore T do cografo G.

Output: Valor [A(G)].

: procedure TetoDolndice(T)
2: Seja k = [d(G)]

3 while Indice MaiorQue(T, k) do
4 ‘ k< k+1

5: end while
6

7

—_

return k

. end function

O teorema 4.4.1 é util para otimizar o algoritmo 4.24, pois iniciamos a busca do teto
do indice no valor k = (C_Z(Gﬂ, nao havendo necessidade de iniciarmos no k£ = 0, o que
evita efetuar [d(G)] vezes o procedimento IndiceMaiorQue(T, k). Note que no melhor

caso, efetuaremos a chamada somente uma vez.

De forma semelhante ao feito no algoritmo 4.23, podemos efetuar procedimento seme-
lhante para validar a afirmacao A2. Foram testados mais de 2 milhoes de cografos nao
b-perfeitos e nenhum contra exemplo foi encontrado, o que nos leva a acreditar que tal
afirmacao é verdadeira. Porém com estes testes nao podemos levantar nenhuma ideia ou
fato, uma vez que os cografos sao gerados de forma aleatoria e estamos sujeitos, inclusive,

a uma geracao de milhares de cografos isomorfos.

Entao foi exatamente este ponto, que motivou o desenvolvimento de todo este tra-
balho. Inicialmente os testes eram em cografos aleatorios, sem nenhuma formagao siste-
mética, entao nos deparamos com a necessidade de elaborar uma geracao dos cografos
para obter resultados mais precisos. A solugdo para este problema foi o algoritmo 3.11:

GeracaoCografosConexos(n), cuja primeira aplicagao ocorre na verifica¢ao da afirmagao

(A2)

4.4.2 Implementacao do GeracaoCografos(n)

Nesta secao relataremos os resultados obtidos ao verificar a afirmacao utilizando o algo-

ritmo gerador de cografos 3.10.

Antes de verificar a afirmacao A2, observamos que o parametro m-grau poderia assu-
mir o papel do b-cromatico nesta afirmacao, uma vez que como visto na proposicao 4.1.1,

todo grafo G satisfaz a desigualdade x,(G) < m(G), entao propomos a seguinte relagao
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para todo cografo conexo:
m(G) < [AG)] +1 (4.2)

Se a desigualdade 4.2 for mantida, obteremos trivialmente a veracidade da afirmacao A2.

O parametro m-grau é mais simples de trabalhar, inclusive computacionalmente, uma
vez que sua definicdo envolve apenas a sequéncia de graus do grafo. FEm particular,
no cografo podemos obter o m-grau diretamente da sua coarvore, conforme descrito no

algoritmo abaixo:

Algorithm 4.25 Calculo do m-grau de um cografo
Input: Coarvore T' com n folhas

Output: m-grau do cografo referente a T’

1. procedure M grau(T)

2: Seja seq vetor que armazena v.Grau para cada folha v
3: Ordene seq decrescente
4: return maz{i; seqli] >i—1;1 <i < n}

5. end function

O processo acima é muito mais eficiente do que o calculo do b-croméatico que envolve

diversas chamadas recursivas, conforme vimos na subsecao 4.3.2.

Daqui em diante, a fim de ndo sobrecarregar a escrita, ao escrevermos sobre um

parametro da coarvore, nos referimos ao do cografo correspondente.

Entao implementamos o procedimento que utiliza o algoritmo 3.11 para verificar se a

desigualdade 4.2 é mantida.

Algorithm 4.26 Verificagao da desigualdade 4.2 com geracao
Output: Grafo contraexemplo

1: procedure ValidacaoDesigualdadeM grau

2: n =2
3: repeat
4: Seja T" a menor coarvore com n vértices

5: se Mgrau(T) > TetoDolIndice(T) 4+ 1 entao stop;
T «+ ArvoreSeguinte(T)

until 7" = null

n<n+t+1

end function
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E alguns contra-exemplos para a desigualdade 4.2 foram encontrados. O primeiro de
todos, podemos chamar de “o menor”, foi o grafo G}, := K;V(Ks U Kg), que possui 19
vértices, cujas caracteristicas e esbogo seguem abaixo:

o [\NGy)] =11

e m(G) =13

* X(G) =x(G) =7

1

— join

Figura 4.9: Contra-exemplo G,

Como podemos gerar os cografos com fixado nimero de vértices, podemos natural-
mente efetuar a contagem de quantos cografos existem. E além disso observar a quantidade
de cografos que nao satisfazem a desigualdade 4.2. Apoés realizados os testes obtemos re-
sultados surpreendentes: constatamos que existe um niimero insignificante de cografos que
nao satisfazem a desigualdade proposta, comparado a quantidade de cografos existentes,

conforme pode ser visto na tabela abaixo:
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Vértices | Qtd. cografos conexos | Nao vale desigualdade 4.2 proporcao Tempo
2 1 0 0% < 0,1s
3 2 0 0% < 0,1s
4 3 0 0% < 0,1s
) 12 0 0% < 0,1s
6 33 0 0% < 0,1s
7 90 0 0 % < 0,1s
8 261 0 0 % < 0,1s
9 766 0 0 % < 0,1s
10 2312 0 0 % < 0,1s
11 7068 0 0 % < 0,1s
12 21965 0 0 % < lmin
13 68.954 0 0 % < lmin
14 218751 0 0% < 1min
15 699534 0 0% 13 min
16 2253676 0 0% 50 min
17 7305788 0 0 % 3h
18 23816743 0 0% %h
19 78023602 3 4,146 x 1078 % 30h
20 256738751 21 8,919 x 1078 % | 3 dias
21 848152864 88 1,127 x 1077 % | 9 dias

Tabela 4.1: Quantidade de Cografos Conexos

Em contra-partida, executamos a validacao da afirmagao A2 e obtivemos 6timos
resultados. O algoritmo implementado é semelhante ao 4.26, onde buscamos otimizar os

testes conforme pode ser visto no seguinte algoritmo:



4.4 Verificacao da afirmagao (A1) 71

Algorithm 4.27 Verificagao da afirmacao A2
Output: Grafo contraexemplo

1: procedure ValidacaoConjecturaGerador

2: n=2
3: repeat
4: Seja T' a menor coarvore com n vértices
5 m < Mgrau(T)
6: if m > TetoDolndice(T) + 1 then
7 if Beromatico(T) # Cromatico(raiz(T)) then
8: if Beromatico(T) > TetoDolndice(T) + 1 then
9: ‘ stop
10: end if
11: end if
12: end if
13: T < ArvoreSeguinte(T)
14: until 7" = null
15: n<n+1

16: end function

Como a desigualdade 4.2 implica na veracidade da afirmacao A2, a verificacao exe-

cutada na linha 6 aumenta consideravelmente a eficiéncia do algoritmo, por dois motivos:

e 0 calculo do m-grau é notavelmente mais eficiente de ser obtido em comparacao ao

b-cromatico;

e Conforme visto na tabela 4.4.2 ¢é insignificante a quantidade de cografos conexos

que nao a satisfazem.

Nos pouquissimos cografos que satisfazem a condicional na linha 6, verificamos na
linha 7 se os nimeros cromatico e b-croméatico coincidem, caso afirmativo entao é claro
que a afirmagao deve ser satisfeita, pelo teorema 4.2.1. Caso negativo, por fim verificamos

a afirmacao na linha 8.

Executamos o algoritmo acima e nao foi encontrado nenhum contra-exemplo para a
afirmacao A2 para cografos conexos de até 21 vértices, contabilizando mais de 1 bilhao

de grafos. Segue o resultado cuja demonstracao foi feita computacionalmente.

Proposicao 4.4.1. A afirmacao A2 € satisfeita para cografos conexos de até 21 vértices.
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E propomos a seguinte conjectura:

AFIRMAGAO 4.4.1. Todo cografo conexo G satisfaz x»(G) < [A(G)] + 1.



Capitulo 5

Particao de arestas em cliques

Neste capitulo trataremos do problema de particao de arestas em cliques, que é um dos
diversos problemas de particao e cobertura de arestas em grafos. Esses problemas foram
introduzidos por Erdés, Goodman e Posa [17], em 1966 e Lovasz [40], 1968. Apresentamos

abaixo a definicao do problema em questao.

Definigao 5.0.1. Seja G(V, E) um grafo, uma cobertura das arestas de G € uma familia
Q formada por subconjuntos de E tal que cada subconjunto induz uma cliqgue em G e
Uceq = E. Uma cobertura ) € dita minima se qualquer outra cobertura Q' de G satisfaz

|| > |, neste caso denotamos || por cc(Q).

Exemplo 5.0.1. No grafo ilustrado abaizo vemos que cc(G) = 4.

Figura 5.1: Exemplo de cobertura das arestas de G em cliques
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Definicao 5.0.2. Seja G(V, E) um grafo, uma parti¢ao das arestas de G é uma familia
Q formada por subconjuntos de E tal que cada subconjunto induz uma cliqgue em G e §Q
€ uma particao de E, ou seja, cada aresta de G pertence a exatamente um elemento de
Q. Uma particio Q € dita minima se qualquer outra particao ) de G satisfaz || > |9,

neste caso denotamos || por cp(G).

Exemplo 5.0.2. Abaizo ilustramos duas possiveis particoes €2 e €' nesta ordem, das ares-
tas do grafo em cliques. E fdcil verificar que cp(G) = || = 6.

Q={E(G[1,2,3,4]), {(1,8)}, {(4,8)}, {(4, T) (3, 1)} {(2,6)1,{(3,6) 1, {(5, 1)}, {(5,2) }}-
Q' = {E(G[1,2,5]), B(G[1,4,6)), E(G[3,4,7)), E(G[2,3,6]), {(1,3)}, {(1,4)}}.

Figura 5.2: Possiveis particoes de arestas em clique em um grafo

Vale ressaltar a diferenca entre as Defini¢coes 5.0.1 e 5.0.2, onde na primeira as ares-
tas podem ser repetidas dentre diferentes cliques, enquanto na segundo as cliques nao
apresentam intersecao. Observe que uma particao das arestas em cliques também é

uma cobertura, entdo como consequéncia imediata temos que, para todo grafo G vale
ce(G) < ep(Q).

Uma variacao do problema é particionar os vértices em cliques: Dado um grafo G,
definimos o ntmero clique de cobertura como sendo o tamanho da menor particao de
V(G) tal que cada elemento da particao induza uma clique em G. Porém tal problema
é o complementar do problema da coloracao de vértices, entao é mais comum encontrar
trabalhos com esta segunda abordagem. A saber, este € um dos 21 problemas listados
por Richard Karp em [33].
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Diversos trabalhos envolvendo cobertura de arestas encontram-se publicados tanto na
area de cobertura quanto em particao do grafo por cliques em arestas. Na secao seguinte
faremos uma breve revisao da literatura e mais adiante mostraremos nossas contribuigoes

para esse problema.

5.1 Estudo da literatura sobre a particao das arestas
em cliques

Nesta secao trataremos alguns resultados obtidos acerca do problema de particao das
arestas em cliques. Isto sera feito em duas subsecoes: a primeira tratara de resultados
que fornecem propriedades, cotas e até o valor de ¢p(G) de algumas classes; a segunda

apresentara o estado da arte sob o ponto de vista de complexidade computacional.

5.1.1 Cotas e propriedades na literatura

O primeiro teorema a ser apresentado fornece uma cota superior para o namero cp(G) em

funcao do numero de vértices.

Teorema 5.1.1. [17] Se G € um grafo com n vértices entdao existe uma particao das ares-
tas em clique de G com tamanho mdzimo {%QJ , composta apenas por arestas e tridngulos.

Ou seja,

n

2
G)< | —

w6 < |5

com tgualdade mantida se, e somente se, G%KLQJ (=7
2]°] 2

No proximo resultado podemos observar que ao efetuarmos ao particionarmos as ares-
tas de uma clique de tamanho n temos apenas duas opcoes: particionar em uma tnica

clique ou particionar em pelo menos n cliques.

Teorema 5.1.2. [48] Se Q é uma particio de K,, em cliques entio uma, e apenas uma,

das afirmacoes € vdlida:

o |Q >n;
o | =1, onde Q= {K,};
o |Q =n, onde Q consiste de uma (n — 1)—clique e (n — 1) 2—cliques incidindo em

um unico vértice.
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o |Q =n, onde Q consiste de n cépias de K1 paran =m?+m + 1.

Corolario 5.1.1. [48] Sen > 2 entdo cp(K,, —e) = n—1, onde e representa uma aresta.

Em 1977, Orlin [46] mostrou que o calculo de ¢p(G) e cc(G) de um grafo linha é obtido
diretamente do nimero de vértices de grau 2 do seu grafo raiz. Abaixo detalhamos as

definicoes envolvidas no teorema que sera descrito & seguir.

Definic¢ao 5.1.1. Dado G(V, E) definimos o grafo linha ((G) como o grafo cujos vértices
sGo as arestas de G e dois vértices sao adjacentes em ((G) se as respectivas arestas em G

incidem em um vértice comum.

Defini¢ao 5.1.2. Um grafo G é um grafo linha se existe grafo H tal que ((H)=G, onde

H ¢ chamado grafo linha-raiz de G.

Note que as arestas em ¢(G) sdo induzidas por um par de arestas em G compartilhando
um vértice, portanto cada vértice v € V(G) com d(v) > 2 gera uma clique Q(v) em ¢(G),
cuja ordem ¢ dg(v). Entao o {Q(v);v € V(G)edg(v) > 2} é uma particao das arestas de

((G) em cliques. Mais detalhes podem ser vistos em [46], onde temos o seguinte teorema.

Teorema 5.1.3. [46] Seja G um grafo conexo nao isomorfo o K, considere ainda Vo(G)
o conjunto de vértices de grau pelo menos 2 et o nimero de tridngulos com exatamente

dois vértices de grau exatamente 2 em G. Entao
p(l(G)) = V2(G)] e cc(l(G)) = [Va(G)| —t.

Exemplo 5.1.1. Na Figura 5.3 ilustramos um grafo G e abaizo o seu grafo linha com
uma particao e uma cobertura das arestas em cliques, nesta ordem. Pelo Teorema 5.1.3
temos cp(((G)) = 6 e cc(((G)) = 5. Vale ressaltar que sao grafos sem arestas duplas, a

esboco € apenas para retratar que uma aresta foi escolhida em duas cliques da cobertura.
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Figura 5.3: Grafo G e grafo {(G) com parti¢ao e cobertura em cliques

Existem diversas generalizagoes da operagao grafo linha, veja [3], destacaremos aqui

a trabalhada nos artigos como [37] [34].

Definigao 5.1.3. Dado inteiro k > 1, o grafo k — linha (,(G) de um grafo tem seus
vértices representando k-cliques de G e dois vértices sao adjacentes em Ux(G) se as cliques

correpondentes se interceptam em uma (k — 1)-clique.

Note que para k = 1 temos ¢;(G) = K, para todo grafo G de ordem n; para k = 2
temos l2(G) = ((G) a nocdo usual de grafo linha; para k = 3 obtemos o chamado grafo
triangular linha. Um grafo é triangular linha se é o 3-linha de algum grafo. Em
especial denotamos o operador f3 por T, e podemos fazer referéncia simplesmente por

grafo triangular. Estes foram estudados em diversos artigos, dentre eles [35], [2],[49].

Em especial, Pullman [49], obteve algumas propriedades relacionando grafo triangulo
e a particao das arestas em cliques, conforme enunciado no corolario abaixo, cuja demons-
tracao serd apresentada na prova do Lema 5.2.1 na secao 5.2.1 como contribuicao deste

trabalho, pois foi obtida independentemente do artigo citado.

Corolario 5.1.2. [/9] Se G é K -livre, entao cp(G) = |E(G)| — 2a(l3(G)), onde o(G) é

o numero de independéncia de G, isto é, o tamanho do maior conjunto estavel do grafo.

Exemplo 5.1.2. Abaizo ilustramos G ky-livre e seu grafo triangulo l5(G), nesta ordem.

Pelo coroldario obtemos

p(G) = |E(G)| — 2a(l5(G)) =14 —2-4 = 6
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1113 14

Figura 5.4: Grafo G ky-livre com partigao das arestas usando /3(G)

Existem variacoes do problema de cobertura e particao de arestas, uma delas é obter
o menor nimero de cliques maximais necessarias para particionar as arestas de um grafo,
tal valor é denotado por mep(G). A saber uma clique é dita maximal se nao esta contida
em nenhuma outra clique maior. Vale observar que todo grafo possui uma particao (e
cobertura) de arestas por cliques, basta tomar cada aresta isoladamente. Contudo nem
todo grafo possui uma partigdo por cliques maximais, o grafo diamond (obtido por K, —e)
¢ um exemplo onde este problema nio tem solugdo. Em geral, vale a relagdo cc(G) <

cp(G) < mep(G), caso mep(G) exista.

Wallis e Ma provaram em [53] que se G & um grafo threshold entao cc(G) = ep(G) =
mep(G). A saber:

Definicao 5.1.4. Um grafo threshold ¢ definido de forma recursiva:

e (1) Um vértice isolado é um threshold
e (2) Se G € threshold, entdo G U {v} € threshold.

o (3) Se G € threshold, entao GV{v} € threshold.

Seja G um grafo threshold. Para obter a parti¢gdo minima das arestas em clique de G
basta tomar as cliques maximais do grafo, ou seja, a particao ¢ dada pela clique maxima e
copias do Ky, sabendo que tal clique maxima é construida pela operagao (3) da definigdo
da classe. Logo, obter a menor particao das arestas em cliques de um threshold é feito

em tempo polinomial.
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Diversas outras propriedades podem ser vistas nos artigos citados acima, nos surveys
48] [45] e outros trabalhos, tratando classes como grafos k—regulares, grafos K,\K,,, P,,

C,, grafos limitados pelo grau méaximo, dentre outros.

5.1.2 Complexidade ECP na literatura

Nesta subsecao estudaremos os resultados existentes na literatura sob o ponto de vista de
complexidade computacional, apresentando o estado da arte deste problema. Inicialmente

formalizaremos os problemas em questao:

Problema 5.1.1. (ECP)
INSTANCIA: Grafo G e inteiro k > 0.
QUESTAO: Vale cp(G) < k ?

Problema 5.1.2. (ECC)
INSTANCIA: Grafo G e inteiro k > 0.
QUESTAO: Vale cc(G) < k ?

Em 1977, Orlin [46] provou que os problemas ECP e ECC sao N'P-completo para
grafos gerais. Ja em 1988, Ma, Wallis e Wu [41] provaram que ECP é N'P-completo para
classe de grafos livres de K, e grafos cordais, porém ¢ polinomial se restrito & intersecao

destas classes.

Posteriormente em 1991 foi provado por Wallis e Wu [56] que o problema permanece
NP-completo para os grafos split, ainda que os vértices do conjunto estavel tenham grau

2. Note que a classe dos split (ou (1,1)) é uma subclasse dos grafos cordais.

Sob o ponto de vista de grau méaximo, em 1981, Pullman [49| provou que os problemas
ECP e ECC sao polinomiais para grafos com A(G) < 4, apresentando algoritmo para a
obtencao dos valores e da parti¢do/cobertura. Em 1992, Hoover [25] apresentou um
algoritmo polinomial para o problema ECC para grafos com A(G) < 5 e ainda garantiu
que o problema ¢ N'P-completo para A(G) < 6, quanto ao ECP neste mesmo artigo
provou que o problema é N P-completo para A(G) < 5. Ainda nas classes definidas por
grau, Fleischer e Wu [19] provaram que o problema é polinomial para grafos ctbicos, isto

é, todos vértices possuem grau 3.

Abaixo listamos um resumo das complexidades citadas anteriormente para o problema

ECP em algumas classes de grafos.

e Grafos gerais: N'P-completo [46];
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e Cordais: N'P-completo [41];

o K,-livre: N'P-completo [41];

e Cordais e Ky-livre: polinomial [41];

e Split: N'P-completo |56];

e Threshold: polinomial [53]

e A(G) < 4: polinomial [49];

e A(G) < 5: N'P-completo [25].

e 3-regular: polinomial [19]

e Grafo Linha: polinomial [46]

Além dos artigos citados nas subsecoes 5.1.1 e 5.1.2 também vale citar as seguintes
teses: ¢ The NP-completeness of some edge-partitioning problem ” [10] de 2002 que
estuda a complexidade de ECP e ECC em grafos com grau maximo fixo; “ Mazimal-clique
partitions ” [55] que aborda o problema de parti¢do das arestas em cliques maximais em

grafos linha e a existéncia de grafos que satisfazem cc(G) = c¢p(G) < mep(G) e o caso
ce(G) < ep(G) < mep(G).

5.2 ECP em grafos (k,l)

Focaremos nosso estudo no problema de ECP sob o ponto de vista de grafos (k,1). Abaixo

listaremos os resultados de complexidade imediatos.

Observagao 5.2.1. O problema de ECP em grafos (1,0) ou (0,1) € trivial, portanto

apresenta solucao polinomial no tamanho do grafo.

Observagao 5.2.2. Os grafos (2,0) formam a classe dos grafos bipartidos, onde a partigao

de arestas em cliques € dada por cdpias de Ky, entdo cp(G) = |E(G)|.

Apresentaremos agora a teoria e os resultados desenvolvidos neste trabalho. Inici-
almente vale observar que conforme mencionado acima, Wallis provou que ECP é um
problema NP-completo para a classe dos grafos (1, 1), portanto podemos garantir que o

problema é N'P-completo para grafos (k,¢), com k,¢ > 1 fixados, uma vez que trata-se
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de uma superclasse, conforme visto pelo Fato 2.4.1. O que direciona nosso estudo para as

classes de grafos (0,¢) e (k,0) para k >2e ¢ >3

Um grafo (0,2) é aquele cujo conjunto de vértices pode ser particionado em duas

cliques, chamado de grafos co-bipartidos.

Exemplo 5.2.1. O grafo ilustrado abaizo é (0,2)

Figura 5.5: Exemplo grafo (0,2)

A primeira contribuicao deste trabalho para o problema de ECP é a proposicao se-

guinte, que fornece a complexidade de tempo para um grafo (0, 2).

Proposicao 5.2.1. O problema de parti¢iao de arestas em clique em grafos (0,2) é NP-

completo.

Demonstra¢ao. Seja G(V, E') um grafo split com n vértices, digamos que V' é particionado
em dois conjuntos V = AU B tais que A é um conjunto independente e B uma clique.
Considere N = @ e seja G'(V', E') onde V' é particionado nos conjuntos A" e B’
tais que A" = AU {uy,...,uny} e B' = B, as arestas por sua vez formam o conjunto

E' = EU{(z,y);z,y € A'}, conforme ilustrado na Figura 5.6.
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Figura 5.6: Grafo G’ construido a partir do split G

Observe que G’ é um grafo (0,2) com n + N vértices, onde N é o nimero de arestas
de uma n-clique. Sejam 2 e " as familias com menor ntmero de cliques que particionam

as arestas de G e &/, nesta ordem. Denotaremos o conjunto das arestas de A’ por C;.

Se C ¢ Q' entao pelo Teorema 5.1.2 vale

—1
22 8+ 14 =" 4 > ) 1

Onde a tltima desigualdade é obtida pelo fato de €2 nao ser formada apenas por arestas

isoladas, ou seja, cp(G) = || < @, uma vez que GG possui ao menos um triangulo.

Se (' €  entao resta apenas particionar as arestas de GG, cujo minimo é dado por
Q' =QUC(CY, ou seja, cp(G') = ep(G) + 1.

Logo, dado um grafo G split construimos G’ grafo (0,2) tal que ¢p(G’) = cp(G) + 1,
construido através de uma redugao polinomial. Como o problema ECP é N P-completo

para grafos split (provado em 56|, entdao ¢ N P-completo para grafos (2,0). O]

Naturalmente a complexidade se estende para as superclasses do (0,2), pelo Fato

2.4.1, conforme enunciamos abaixo:

Observacao 5.2.3. O problema de parti¢ao de arestas em clique em grafos (0,¢) é N P-
completo para { > 2.
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5.2.1 ECP em grafos 3-colorivel

Estudaremos agora a classe dos grafos (3,0) ou também chamados de 3-coloriveis, pois

tratam-se dos grafos com nimero cromético x(G) = 3.

Fato 5.2.1. Seja G um grafo, {a,b,c} € E(G) um tridngulo e Q uma particao das arestas
em cliques de G. Se {a},{b},{c} C Q entdo Q nao é minima.

De fato, ' = Q — {{a}{b},{c}} U {a,b,c} é uma particdo das arestas de G com

cardinalidade menor que |{2|, portanto esta nao ¢ minima.

Para provar a complexidade do problema de ECP em grafos 3—coloriveis, provamos
o lema a seguir que relaciona este com o problema de obter o maior niimero de tridngulos

disjuntos em arestas de um grafos, definido abaixo.

Problema 5.2.1. (MTED - mazimum triangle edge-disjoint)
INSTANCIA: Grafo G e inteiro k > 0.
QUESTAO: Egiste familia F de triangulos disjuntos em arestas tal que |F| > k?

Daqui em diante, a fim de simplificar a escrita,chamaremos de “ tridngulos adjacentes
7 aqueles que possuem uma aresta em comum. Caso seja necessario citarmos intersecao

em vértices, deixaremos explicito no texto.

Lema 5.2.1. Se G é Ky-livre, entao os Problemas ECP e MTED sao equivalentes.

Demonstracao. Seja G um grafo Ky-livre com n vértices e m arestas, observe que qualquer
particao do conjunto de arestas em cliques é formada apenas por triangulos e arestas

isoladas.

Seja €2 a menor particao das arestas de G em cliques, formada por p tridangulos nao
adjacentes e ¢ arestas isoladas. Se removermos de (G as arestas que compoem o0s p tri-
angulos nao adjacentes obtemos o grafo G’ livre de K3, pois caso contrario teria uma

contradicao com o Fato 5.2.1.

Como 2 é uma particao das arestas de G temos que m = 3p + ¢, ou de forma
equivalente,g = m — 3p. Entao o problema de obter a ECP em G (minimizar q) é
equivalente a obter o maior nimero de triangulos ndo adjacentes do grafo (maximizar p).

Note que |Q| =p+q¢g=p+ (m —3p) =m — 2p. ]

Observe que a prova do lema acima contém uma demonstragao para o Corolario 5.1.2.
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Para provar a complexidade do problema de ECP em grafos (3,0) faremos a redugao
polinomial do classico problema de cobertura exata, restrito ao caso de 3 elementos,

conforme descrito abaixo:

Problema 5.2.2. (E3C - exact 3 cover)

INSTANCIA: (X, ), onde X é um conjunto com 3q elementos e v familia de subconjuntos
de X, tal que cada elemento possui cardinalidade 3.

QUESTAO: Eziste uma subfamdlia v/ C v com ¢ elementos que é uma cobertura exata

para X ¢ Isto €, cada elemento x € X pertence a erxatamente um subconjunto de 1)’

Note que o termo “cobertura exata” deve ser interpretado exatamente como a defini¢ao
de particdo, onde 1)’ é formado por subconjuntos disjuntos que unidos resultam em X.

Para uma melhor compreensao do problema E3C, observe o seguinte exemplo:

Exemplo 5.2.2. Considere o conjunto X = {1,2,3,4,5,6} e considere o problema E3C

com as sequintes instancias:

1. DADOS: X ¢ = {Si;i = 1,2,3,4}, onde S; = {1,2,4}, S, = {2,5,6), S5 =
{3,5,6} e Sy ={4,5,6}.
Possui solu¢ao para o problema E3C, tomando ¢/ = {51, S3}.

2. DADOS: X e 1p = {51752,53}, onde Sl = {1,2,3}, 52 = {3,4,5} € Sg = {3,4,6}

Nao possui solucao para o problema E3C.

O problema E3C é NP-completo, conforme provado em |21]. Faremos entao a redugio
polinomial deste problema para provar a complexidade do problema E3C para grafos
(3,0).

Teorema 5.2.1. O ECP é N P-completo para grafos 3-colorivel.

Demonstracao. Inicialmente é facil ver que ECP restrito a grafos 3-colorivel estd em NP,
pois dada uma particao das arestas podemos verificar em tempo polinomial (no tamanho
da entrada) que esta de fato é uma solugdo para a resposta SIM do problema. Faremos

agora a construcao da redugao polinomial.

Observe que o lema 5.2.1 garante que o problema de particao de arestas em clique em
grafos é equivalente ao problema de obter o niimero maximo de triangulos nao adjacentes,
para grafos 3-colorivel. Entao a prova de complexidade sera feita fazendo a reducao do

problema E3C para o problema de obter o maior nimero de tridngulos nao adjacentes.
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Seja a instancia X = {x;;i = 1,2,...,3¢} e v = {S;;i = 1,2,...,p} onde S; =
{Ti1, iz, i3y C X, i=1,2,....p.

Faremos a construcao do grafo G da seguinte forma:

e Para cada x € X associamos dois vértices = e /.
e Para cada i =1,...,p associamos S; a 7 vértices s;,;, j =1,...,7.

e Para cada i =1,...,p construimos o grafo G; conforme ilustrado na Figura 5.7.

Figura 5.7: Construcao do Grafo G; referente a prova do teorema 5.2.1

Entao construimos G tal que V(G) = XUX'U{s; ;1 <i<pel <j <7}, onde X' =

2';x € X} e conjunto de arestas E(G) = | J/_, E(G;).
=1
Vale observar que os grafos (G; nao sao disjuntos em vértices nem arestas, uma vez

que se x € S; N.S; para i # j entao z,2' € V(G;) NV (G;) e za’ € E(G;) N E(Gj).
Vamos agora provar que (X, ) tem uma cobertura exata se, e somente se, G possui

q + 5p triangulos disjuntos em arestas.

Suponha ¢’ C 1 uma cobertura exata para X, neste caso temos [¢)'| = ¢ > p e
digamos 9’ = {51, 5s,...,9,}

Para i = 1,2,...,q, os grafos G; sdo disjuntos dois a dois (em vértices e arestas),
pois ¢/ é uma cobertura exata de X, entdo cada G; possui 6 triangulos disjuntos em

arestas (veja a Figura 5.8), neste caso todas as arestas do tipo xz’ estdo cobertas por
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algum tridngulo, uma vez que v’ é uma cobertura exata para X. Os 6 triangulos para

cada G; sao: {8i1,8i6, i1}, 18i1, Sid, Sis)s 18i1, Si2, i) {Tin, Ty, Siv), {Ti, Thgs Sin} €

{73,773, 8i5}. Totalizando 6q triangulos.

Figura 5.8: Triangulos em G; referente a prova do teorema 5.2.1

Parat=q+1,q+2,...,p, caso exista, cada GG; nao possui 6 triangulos disjuntos, pois

as arestas xz’ ja pertencem a tridngulos do caso anterior, portanto cada G; possui 5 trian-
.. . . . ,

gulos disjuntos (veja a Figura 5.9), a saber: {s;1,5i5,5i6}, {5i1,5i3, Sia}, 151,75 51,6, 751}

{8i5 8i5, Ti 3}, {802, 8.3, 7)o} Totalizando 5(p — ¢) triangulos.

Figura 5.9: Triangulos em G; referente a prova do teorema 5.2.1

Entao G possui ao todo 6¢ + 5(p — q) = q + 5p.

Reciprocamente, suponha que G possui ¢+ 5p triangulos. Pelo raciocinio desenvolvido



5.2 ECP em grafos (k,l) 87

acima temos que cada G; possui no maximo 6 ou 5 tridngulos disjuntos em arestas, neste
caso existem ¢ grafos G; com 6 triangulos e (p— q) grafos G; com 5 triangulos. Note que a
tinica forma de obter 6 triangulos em um grafo G; é conforme descrito no caso acima e visto
na Figura 5.8, com essa configuragao cada G; com 6 triangulos possui duas caracteristicas:
cobre exatamente trés elementos de X, a saber z; 1, z; 2 e 7, 3; estd associado & S;, apenas.
Como existem ¢ grafos com essa configuracao, cobrimos os 3¢ elementos de X, uma vez
que os triangulos sdo disjuntos e portanto ndo ha repeticdo de elementos (arestas). Logo

X possui uma cobertura exata, dada pelos GG; com 6 triangulos.

Vamos agora provar que g + 5p é o méaximo de triangulos disjuntos em G, atingido
apenas no caso em que (X, 1) possui uma cobertura exata. De fato, digamos que existem
a grafos G; com 6 triangulos disjuntos e b grafos G; com 5 tridngulos disjuntos, entao G
possui 6a + 5b triangulos disjuntos, onde a+b = p = [1»|. O maximo da expressao 6a + 5b
ocorre quanto a atinge seu méximo ¢, pois a > ¢ geraria uma contradi¢cao com o fato

|X| = 3¢. Logo temos b = p — q e obtemos o desejado.

Resta apenas provar que o grafo GG é 3-colorivel. De fato, o grafo G é construido pelos
grafos G; apos identificacdo dos vértices x; e x} para i = 1,...,3q. Note que cada G;
pode ser colorido com apenas 3 cores (veja a Figura 5.10), de forma que cor(z;) € {1,2} e
cor(z}) € {1,2}, para cada i =1,...,3q. O que garante que as identifica¢des dos vértices

podem ser feitas sem alterar a coloracao de cada G;. Logo G é 3-colorivel.

Sj 1
O Si7 Si,2 X2
X 1 Si6 Si3 X2
Legenda
Si5 Si 4 9

X3 % 3 Grd

Figura 5.10: Coloragao em G referente a prova do teorema 5.2.1

Como a construcao de G a partir de (X)) pode ser feita em tempo polinomial do
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tamanho da instancia e E3C é um problema NP-completo entdo o problema é NP-

completo para grafos 3-colorivel. O]

Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 5.2.3. Considere o problema E3C cuja instincia é X = {1,2,3,4,5,6} e
Y = {S51,59,55}, onde S; = {1,2,3}, So = {1,5,6} ¢ S3 = {4,5,6}. Na Figura 5.11
construimos G = G1 U Gy U G5 conforme descrito na demonstracao do Teorema 5.2.1.

Observe que q = 2, p =3 e G possui q + 5p = 17 tridngulos nao adjacentes.

Legenda

Figura 5.11: Exemplo da reducao feita na demonstragao do Teorema 5.2.1

Abaixo ilustramos a classe dos grafos (k, () de acordo com a complexidade do problema

ECP. Os noés marcados com * indicam contribuicao deste trabalho.
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ol %
1>2

(0,2) |* Legenda:

NP-completo

o)

Figura 5.12: Esquema de Subclasses (k,[) de acordo com a complexidade de ECP

Observe que a classe dos grafos 3-colorivel é uma subclasse dos grafos livres de Kjy,
entao vale ressaltar que o nosso Teorema 5.2.1 é um refinamento do Teorema obtido por
Ma, Wallis e Wu [41] em 1988, onde provaram que ECP é N'P-completo para classe de

grafos livres de Kj.

Por uma aplicacao direta do Corolario 5.1.2 e Teorema 5.2.1 provamos a complexidade

do problema da obtencao do nimero independente méximo em grafos triangulares linha.

Problema 5.2.3. (MIS- mazimum independent set)
INSTANCIA: Grafo G e inteiro k
QUESTAO: Vale o(G) < k?

Corolario 5.2.1. O problema MIS é N'P-completo em grafos tridngulos (3(G), ainda que

seu grafo raiz G seja 3-colorivel.

5.3 Subclasses com ECP polinomial

Nesta secao apresentaremos subclasses onde o problema ECP deixa de ser N'P-completo

e se torna polinomial.

5.3.1 Grafos split-indiferenca

Um grafo G(V, E) é um grafo indiferenca se existe uma fun¢ao f : V' — R e um nimero

real k tal que dois vértices u,v € V sdo adjacentes se | f(u) — f(v)| < k. Vale observar que



5.3 Subclasses com ECP polinomial 90

a classe dos grafos indiferenca é uma subclasse dos grafos cordais. Um grafo que é split
e de indifenga ¢ dito grafo split-indiferenca, classe introduzida em [47] onde é provada
uma caracterizacao da classe, conforme enunciamos no Teorema abaixo. Para uma leitura

mais detalhada sobre grafos cordais e suas subclasses sugerimos [42].

Teorema 5.3.1. Seja G um grafo conexo, entio G ¢é split-indiferenca se, e somente se:

1. G é um grafo completo; ou
2. G possui duas cliqgues mazimais Q1 e Qq, tais que |Q1 — Qo] = 1; ou

3. G possui trés cliques mazrimais Q1, Q2 e Q3, tais que:
o [Q1— Qo =1Q3—0Q] =1
o Q1NQs=0ouQ UQ3=V.

A Figura 5.13 esquematiza os casos do Teorema acima, onde

e A ilustracao 3-a se refere ao caso 3 onde

Q1 — Q2| = Q3 — Q2| = 1,1 NQ3=0e QUQs #V;
e A ilustracao 3-b se refere ao caso 3 onde

Q1= Qa| = Q3 — Q2| =1,Q:NQ3# Ve QUQ3=V.
e A ilustragao 3-c se refere ao caso 3 onde

Q1 — Q2| =1Q35— Q2] =1,01NQ3=0e Q1UQs =V;
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Figura 5.13: Esquema dos casos do Teorema 5.3.1

No proximo resultado provamos a complexidade do Problema ECP nesta classe de

grafos.

Proposicao 5.3.1. O problema ECP € polinomial para a classe dos grafos split-indiferenca

conexos. Além disso dado G nesta classe, valem:

1. Se G possui exatamente uma clique mazimal, entao cp(G) = 1;

2. Se G possui exatamente duas cliques mazimais Q1 e Qo, tais que |Q1 — Q2] = 1,

entao cp(G) = 14 |Q1 N Qsl;

3. Se G possui exatamente trés cliques mazimais Q1, Q2 e Qs, tais que |Qq — Q2| =
Q3 — Q2 =1 e QiNQ3 =0 entao cp(G) =1+ |Q1 N Q2| + |Q2 N Qs];

4. Se G possui exatamente trés cliques mazimais Q1, Q2 e Q3, tais que |Q1 — Qo] =

Qs — Q2| =1, Q1 UQ3 =V (G) e Q1N Q3 # D entao

ep(G) = min{l+ Q1N Q2| +[Q2NQ3],2+ Q3 — Q1] - (|Q1 NQs| — 1) + (|Q1 — Qs3] —
D(|Q3 — Q1] —1),2+ Q1 — Qs] - (|Q1 N Qs3] — 1) + (|Q1 — Q3| = 1)(|Q3 — Q1| — 1)}
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Figura 5.14: Esquema dos casos do Teorema 5.3.1

Demonstracao. Considere os casos:

1. Trivial.
2. G possui duas cliques maximais (1 e ()2 tais que |Q; — Q2] = 1. Entao G[E(G) —
E(Q2)|=(K1VEK|,ngs,|)- Seja £ a menor particao das arestas de G em cliques,

Se ()2 € (2 entdo a particao é formada por () e as arestas isoladas de K1V K g, nq,|;
ou seja, |2 =1+ |Q1 N Q2. Veja a Figura 5.14(ii).

Se Q2 ¢ Q, entdo pelo Teorema 5.1.2 vale [Q] > |Qa] > |Q1 N Q2| + 1.
Logo o minimo ocorre para Q2 € €2, onde ¢p(G) = 1+ |Q1 N Qs).
3. Seja G com trés cliques maximais @1, Q2 e Q3, tais que |Q1 — Q2| = [@3 — Q2| =1
e 1 N Q3 = (). Neste caso G[E(G) — E(Q2)] é livre de triangulos.
Seja €2 a menor particao das arestas de G em cliques.

Se Q2 € Q) entdo a particao é formada por Q)2 e as arestas isoladas de G[E(G) —
E(Qs)], ou seja, |2 = 1+ Q1 N Qa| + Q2 N Qs]. Veja a Figura 5.14(iii).

Por outro lado se Q3 ¢ ) entao pelo Teorema 5.1.2 vale |Q > |Q2] +1 > |Q1 N
Qo] + |Q2N Q3| + 1, pois Q1 N Q3 = (. A primeira desigualdade tem o acréscimo de

uma unidade pelo fato de G possuir arestas com extremos em V — ()s.

Logo o minimo ocorre com @y € 2, donde ¢p(G) =1+ [Q1 N Q2| + |Q2 N Q3.
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4. Seja G com trés cliques maximais Q1, Q2 e Q3, tais que |Q1 — Q2| = |Q3 — Q2] =1,
Q1UQRs =V(G)e @ NQs # 0. A fim de ndo sobrecarregar a escrita da prova

considere:

a:=QNQ2—Qs, b:=[Q1NQs|, c:=QsNQ2—Q1, vi := Q1—Q2 e v3 := Q3—Qa,

conforme ilustrado na Figura 5.15.
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Figura 5.15: Representacao do CASO 4 da prova do Teorema 5.3.1

Seja () a menor particao das arestas de G em cliques.
Considere os quatro casos a seguir:

CASO A: Se () € Q entao a particao é formada por ()5 e as arestas isoladas de
GIE = E(Qs)), ou seja,

Q=14 (a+b)+(c+b) =1+]|Q1NQs| +|Q3N Q. (5.1)

CASO B: Se @ € Q entao a partigao é formada por (veja a Figura 5.16):

e ()1: 1 clique;
e Clique (Q3 — Q1) Uu, onde u € Q1 N Q3: 1 clique;
e As arestas entre Q3 — Q1 e (Q1 N Qs — {u}): (¢+1)(b—1) cliques;

e As arestas entre Q3 — Q1 — {vs} e Q1 — Q3 — {v1}: ac cliques.

Entao

Q| = 1+1+(c+1) (b—1)+ac = 1+1+|Q3—CQ1[-(|Q:1NQ3]|—1)+(|Q1— Q3| 1) (|Q3—Q1]-1)
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Figura 5.16: Caso @)1 € ) na prova do Teorema 5.3.1

CASO C: Se (3 € 2 temos caso analogo ao anterior, por simetria:
Q] = 14+14+(a+1)(b—1)+ac = 1+1+|Q1—Q3|-(|Q:1NQ5]|—1)+(|Q1— Q3| —1) (|Q3— Q1| —1).

CASO D: Se Q1,Q2, Q3 ¢ S
Pelo Teorema 5.1.2 vale || > |Qs] =a+b+c  (x).

Para cada clique C' € Q que contenha {vy,uq,...,ur}, onde u; € Q1 N Qs, as k
arestas v3u;, 1 <1 < k, devem ser tomadas separadamente em (2, pois as arestas do
tipo u;u; estao na clique C; analogamente para as cliques que contém vz e outros
vértices da intersecao. Portanto b arestas do tipo v u; ou vsu; devem ser tomadas
isoladamente em 2. A contagem destas arestas ndo fazem parte da contagem (%),
pois sdo arestas que ndo pertencem a G[Qs], isto é, |Q] > |Q2] +b = a + 2b + c.
Observe que caso nao exista a clique C' suposta acima, entdo as arestas entre v,
e os veértices de ()1 N Q3 e entre vy com vértices de ()1 N Q3 sao todas tomadas
separadamente em €2, o que provoca um acréscimo de 2b cliques em {2, ou seja, o

caso minimo é feito supondo a existéncia de C.

Além disso podemos supor que a, b, ¢ > 0, pois caso contrario voltariamos a algum
dos casos anteriores do Teorema, o que nos permite considerar as arestas v1q; e v2qo,
onde ¢ € Q1 — Q3 e g3 € Q3 — Q1. Como tais arestas também nao fazem parte das

contagens anteriores, entao || > |Q2| +b0+2=a+2b+ ¢+ 2.

Note que o CASO D é inviavel se comparado ao CASO A, visto que |2 tem cardi-

nalidade maior. Entao o minimo é dado pelos CASO A, B ou C, ou seja, quando

Q1, Q2 ou 3 pertence a .
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Exemplo 5.3.1. Considere os grafos G, e Gy ilustrados na Figura 5.17.
cp(Ga) =2+ [Q3 — Q1| - (|Q1 N Q3| = 1) + (|Q1 — Q3] = 1)(|Q3 — Q1] = 1) =9

cp(Gy) =1+ [Q1 N Qa2 + Q2N Q3| =11

Figura 5.17: Exemplo ECP em Grafos split-indiferenca

5.3.2 Subclasses do (3,0)

Provamos na subsecao 5.2.1 que o problema ECP é N'P-completo quando restrito a grafos

(3,0). Nesta segao estudaremos a complexidade do problema em trés distintas subclasses.

5.3.2.1 2-Arvore

A classe das k-arvores foi introduzida por Rose em [52] e é uma generalizagao da classe

das arvores (k = 1), cuja defini¢ao é dada de forma recursiva.

Definicao 5.3.1. Um grafo completo com k vértices € uma k-drvore. Uma k-drvore com

n+ 1> k+ 1 vértices pode ser obtida de um k-drvore G' com n vértices apds insercao de
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um vértice v adjacente & exatamente todos os vértices de uma k-clique Q) de G, chamada

joint-clique de v.

Direto da definicao vemos que toda 2-4rvore é 3-colorivel e cordal.

Exemplo 5.3.2. O grafo abaizo é uma 2-drvore.

Figura 5.18: Grafo 2-arvore.

Um grafo ¢ dito uma k-arvore parcial se ¢ um subgrafo (ndo necessariamente induzido)

de uma k-arvore.

Também vale lembrar a definicao de grafo bloco, ou seja, aquele que toda componente
biconexa é uma clique. Vale lembrar que uma componente é k-conexa quando sao neces-
sarios ao menos k vértices para tornar o (sub)grafo desconexo. E facil concluir que os

grafos blocos formam uma subclasse dos grafos cordais. Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 5.3.3. O grafo ilustrado abaizo € um grafo bloco.

Figura 5.19: Grafo Bloco

Compreendido as defini¢oes anterior, podemos apresentar nosso proximo resultado.
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Proposicao 5.3.2. O Problema ECP ¢ polinomial quando restrito a uma 2-drvore parcial
G. Além disso cp(G) = m — 2a(l5(G))).

Demonstracao. Seja H uma 2-arvore com n vértices. Cada novo vértice z inserido em
H equivale a um novo vértice v em (3(H), associado ao triangulo zyz em H, onde a

joint-clique de z é a aresta xy € E(H).

Pela construgao da 2-arvore é facil ver que toda clique maximal é um triangulo,
portanto para cada aresta xy existe vértice a tal que axry é um triangulo em H. Considere
que o novo vértice z é inserido escolhendo a clique {x,y} como sua joint-clique, conforme

ilustrado na Figura 5.20.

Figura 5.20: Insercao de z em uma 2-arvore

Temos dois casos a considerar:

1. O vértice z é o primeiro a escolher {z,y} como joint-clique.

Neste caso aresta xy esta contida em exatamente dois triangulos v = axy e v = zxy,

o que é representado em (3(H) pela criacdo do vértice v pendente ao w.

2. O vértice z é o k-ésimo (k > 2) vértice a escolher {x,y} como joint-clique.

Digamos que {z,y} foi escolhida por zq,2s,...,2, = 2z, k > 2, 0 que acarreta em
exatamente (k + 1) triangulos em H que compartilham a aresta xy. Em (3(H) tal
operacao ¢ representada pela insercao de um novo vértice xyz; adjacente a clique
maximal formada pelos vértices referentes aos triangulos que compartilham xy €
E(H). Vale lembrar que antes da primeira escolha de {z,y}, esta aresta estava

contida apenas no triangulo azy, conforme ilustrado na Figura 5.21.
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Figura 5.21: Insercao de z em uma 2-arvore cuja joint-clique é repetida

Logo, pela construgao temos que ¢3(H) é um grafo construido pelas operagoes:

e O;: Insercao de vértice pendente;

e O,: Insercao de um vértice adjacente a todos os vértices de uma clique maximal.

Observe que a unica forma de construir uma componente biconexa em ¢3(H) é pela

operagao Oz, que por sua vez resulta em clique, isto é, {3(H) é um grafo bloco.

Como H é K,-livre entao pelo Lema 5.2.1 e Corolario 5.1.2 temos que o Problema de
ECP em G equivale ao problema MTED, que por sua vez é equivalente ao problema MIS
em (3(H). Em [22]| é provado que este tltimo problema é polinomial quando restrito a

classe de grafos cordais, que contém os grafos bloco. Logo ECP é polinomial em 2-arvore.

Seja GG subgrafo de H, isto é, G uma 2-arvore parcial. Observe que /3(G) é subgrafo
induzido de ¢3(H ), pois a remogao de qualquer aresta ou vértice em H implica na remo¢ao
de um vértice em ¢3(H), tornando ¢3(G) também grafo bloco. Logo ECP é polinomial em
2-arvore parcial G e além disso cp(G) = |E(G)| — a(l5(G)). O

Em 1998, Bodlaender [4] listou varias equivaléncias para grafos k-arvore parcial, dentre
estas vale ressaltar que esta é equivalente aos grafos com treewidth no maximo k. Logo
a Proposicao obtida acima garante que ECP ¢é polinomial para grafos com treewidth no

maximo 2.

5.3.2.2 Grade Triangular

O grafo infinito T é o grafo cujos vértices sao representados por pares de inteiros (z,y)
associados ao ponto z- U +y- U do R%, onde ¥ = (1,0) e R?e W = (1/2,V/3/2) € R2.
Dois vértices deste grafo sao adjacentes se a distancia euclidiana é exatamente 1, formando

uma malha infinita de triangulos equilateros, como pode ser observado na Figura 5.22.
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Figura 5.22: Grafo T

Um Grafo Grade Triangular é um subgrafo induzido finito de 7. E facil ver que

todo grafo desta classe é 3-colorivel, portanto forma uma subclasse do (3,0).

Exemplo 5.3.4. O grafo abaizo é um Grafo Grade Triangular com sua 3-coloracao.

Figura 5.23: Exemplo Grafo Grade Triangular

O resultado a seguir garante que o Problema ECP ¢é polinomial nesta classe, cuja prova
é baseada em estudar o grafo triangular linha (3-linha) de um grafo Grade Triangular.

Na Figura 5.24 vemos a aplicagao deste operador no grafo do Exemplo 5.3.4.
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Figura 5.24: Exemplo de 3-linha aplicado em Grade Triangular

Proposicao 5.3.3. O Problema ECP € polinomial quando restrito a classe dos grafos

Grade Triangular.

Demonstracao. Seja G um grafo Grade Triangular, como G é K,-livre, entao o Problema
ECP em G é equivalente ao Problema MIS em /3(G), pelo Corolario 5.1.2. Portanto,
semelhante a prova da Proposicao 5.3.2, provaremos que o problema MIS é polinomial em

4:(G).

Considere o grafo T e tome os subgrafos induzidos em vértices
T° =T>*[Z % {i,i + 1}], para cada i € Z,

que podem ser vistos como "faixas horizontais de triangulos®. Observe que T = | ., 17°,
fazendo a identificacdo dos vértices de intersecdao. Para cada ¢ € Z, vemos que o grafo
triangular (3(77°) é isomorfo a um caminho infinito P, = (v, va,...), que é 2-colorivel.
Ao construirmos o grafo triangular de duas faixas consecutivas temos o grafo £3(7,°UTY; )

obtido por dois caminhos:
/
Py =v,v9,... e P_=uj,us,...

(e 9]

Onde as arestas entre P, e P ocorrem conforme um emparelhamento alternado, ou seja:

E(ﬁg(ﬂoo U jlofl)) = {Uﬂ)H_l, U,Z'Ui_;,_l;i S Z} U {viui_l;i é inteiro par}

O que garante que o grafo ainda é 2-colorivel, pois basta fazer a alternancia de cores

entre caminhos consecutivos, conforme a Figura 5.25.
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Figura 5.25: Caso base da Proposic¢ao 5.3.3

Logo o grafo infinito ¢5(7) é 2-colorivel e claramente ao considerarmos qualquer grafo
grade triangular G (subgrafo induzido finito), seu grafo triangular linha ¢3(G) também sera
2-colorivel. E facil ver que o Problema MIS é polinomial nesta classe, basta determinar
o maior conjunto independente dentre os dois inicos maximais possiveis. Donde segue o

resultado desejado.

5.3.2.3 Grafo {F5,, F,}-livres (3,0)

Inicialmente introduziremos o conceito de grafo Gallai e Anti-gallai, cuja construcao foi

feita em 1967, em [20].

Definic¢ao 5.3.2. Dado um grafo G, seu grafo Gallai I'(G) tem como conjunto de vértices
as arestas de G,onde dois vértices sao adjacentes em I'(G) se as respectivas arestas sao
adjacentes em G, mas ndo estdo em um mesmo triangulo. O grafo anti-Gallai A(G)
também possui como vértices as arestas de G, porém estes sao adjacentes se as respectivas

arestas pertencem a um tridngulo de G.

Podemos observar que A(G) e I'(G) sao subgrafos de £(G), onde A(G)UL'(G) = ¢(G),
considerando que vértices comuns sao identificados. Esses conceitos sao estudados em

diversos artigos, dentre estes [36], [54] e [38].
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Exemplo 5.3.5. Na figura abaizo ilustramos um grafo G, {(G), A(G) e I'(G).

Figura 5.26: Exemplo grafo linha, Gallai e anti-Gallai de G

Lakshmanan et. al. em [36] exibem uma lista de 5 grafos proibidos em G de forma

que seu anti-Gallai seja cografo, conforme enunciado abaixo.

Teorema 5.3.2. [36] Seja G um grafo. O anti-gallai A(G) é um cografo se, e somente
se, G nao induz os subgrafos F;, i = 1,2,3,4,5, ilustrados na Figura 5.27

S
L

Figura 5.27: Grafos Fj, i = 1,2, 3,4, 5 proibidos do Teorema 5.3.2

O autor Van Bang Le prova em [38] o seguinte resultado.
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Proposigao 5.3.4. [38] Para todo grafo G com nimero clique w(G) > 1 vale:

w(G@) — 1, se w(G@) #3

3, sew(G)=3 (5:2)

w(A(G)) = {
No inicio deste capitulo comentamos sobre o nimero minimo de cliques necessarias

para particionar os vértices em cliques, descrito abaixo:

Problema 5.3.1. (VCP - vertice clique partition)
INSTANCIA: Grafo G e inteiro k > 0.
QUESTAO: O nimero minimo de cliques que particiona os vértices de G € menor ou

igual a k?

Mostraremos a seguir a relacao entre os Problemas ECP e VCP para grafos K,-livre.

Proposicao 5.3.5. O problema ECP em G Ky-livre é equivalente ao problema VCP no
anti-Gallai A(G).

Demonstracao. Seja G um grafo livre de Ky, entao pela Proposicao 5.3.4 garantimos que

A(G) também é livre de Ky, pois w(G) < 3 garante que w(A(G)) < 3.
A equivaléncia dos problemas é trivial no caso em que G induz até um triangulo.

Vamos mostrar que dois tridngulos em G disjuntos em arestas é equivalente a dois
triangulos em A(G) disjuntos em vértices. Considere o caso em que G induz dois triangulos

distintos induzidos em vértices T} = aq,by,cq e Ty = asg, by, co.

Por defini¢ao, em A(G) temos os vértices T2 = {a1by, ajcy, bici} e TA = {agby, ascy, bycy}

que também formam triangulos.

Se T e Ty possuem uma aresta em comum, digamos a; = as e by = by, entao os TlA e
T2 em A(G) compartilham um vértice comum a,b; = azb,. Reciprocamente se T2 e T2
possuem um vértice comum em A(G), digamos ajb; = asbs entao existe uma aresta em

G que pertence a dois triangulos, ou seja, a; = as € by = bs.

Logo dois tridangulos em G disjuntos em arestas é equivalente a dois tridngulos em

A(G) disjuntos em vértices. O que garante a equivaléncia desejada. O

Com o auxilio dos resultados acima provamos a complexidade do problema ECP em

uma subclasse de grafos (3,0).
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Proposicao 5.3.6. O problema ECP é polinomial em grafos 3-colorivel {Fy, Fy}-livres
(veja Figura 5.27).

Demonstracao. Seja G 3-colorivel {Fy, Fy}-livres, entdo pelo Teorema 5.3.2 temos A(G)

cografo.

E bem conhecido na literatura que o problema de coloracao de vértices ¢ polinomial
em cografos, portanto VCP também é nesta classe. Pela Proposicao 5.3.5 vemos que este
problema é equivalente & ECP para G 3-colorivel, em particular. Logo o problema de

ECP é polinomial para classe desejada. O

5.3.2.4 Relacgao entre subclasses de (3,0)

Nesta subsecdo provamos que o Problema ECP se torna polinomial quando restrito a
algumas subclasses do (3,0), s@o estas: 2-arvore, Grade Triangular e { F, Fy }-livresn(3,0).
O estudo destas subclasses foi motivado por buscas na péagina "Information System on
Graph Classes and their Inclusions® [15]. O Diagrama da Figura 5.28 mostra exemplo de

grafos que pertencem a exatamente uma das trés subclasses estudadas.

Grade Triangular (3,0) {F2,F4}-Iivre

2-arvore

Figura 5.28: Diagrama para subclasses do (3,0) com ECP polinomial



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho apresentamos dois principais resultados.

O primeiro foi desenvolvido no capitulo 3, com o algoritmo 3.10 capaz de gerar todos
os cografos com n vértices nao isomorfos, garantido pelo Teorema 3.4.1 e com tempo
linear em n para geracao de dois cografos consecutivos, pela Proposicao 3.4.1. Para
elaboragao do algoritmo introduzimos novos conceitos como ordenacao de vértices em

drvore e ordenacao de cografos, pivo de uma drvore.

No capitulo 4 implementamos e aplicamos o algoritmo de geracao de cografos em um
problema envolvendo nimero b-cromatico e raio espectral em cografos. Constatamos que
todos os cografos conexos até 21 vértices satisfazem a desigualdade x,(G) < [A(G)] + 1,
o que permitiu a formulagdo de uma conjectura. Além disso vimos que é insignificante
a quantidade de cografos que nao satisfazem a desigualdade m(G) < [A(G)] + 1, o que

sugere uma pesquisa na estrutura desses cografos.

Outro importante resultado foi o Teorema 5.2.1 junto a teoria desenvolvida no capi-
tulo 5, mais especificamente na Secao 5.2, onde estudamos a complexidade do problema
de partigao de arestas em cliques para grafos (k,¢) para cada k > 0 e £ > 0, explicitando
quando o problema deixa de ser polinomial e passa a ser N'P-completo . Nossos resultados
estendem a complexidade obtida em [56], onde é provado que o problema é N'P-completo
para grafos split (isto é, (1,1)). O Teorema 5.2.1 que garante complexidade N'P-completo
para grafos 3-colorivel (ou (3,0)), cuja importancia é pelo fato de provarmos que o pro-
blema ECP permanece N P-completo ainda quando tomamos uma subclasse dos grafos
livres de K}, cuja complexidade para o problema foi provada em 1988 em [41]. Ainda neste
capitulo obtemos diversas subclasses do (3,0) e uma subclasse do (1,1) onde o problema

deixa de ser N'P-completo e se torna polinomial.
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Como trabalho futuro propomos a tentativa de demonstracao da conjectura 4.4.1 e
a caracterizacao dos “ poucos ” cografos conexos que nao satisfazem a desigualdade 4.2.
Quanto a segunda parte do trabalho propomos o estudo da complexidade de ECP na

classe dos cografos.
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