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Resumo

O algoritmo de Shor está entre os mais impressionantes da computação quântica, mas
o estado da arte em fatoração não se lhe resume. O tema é muito mais rico. Ocorre
neste momento uma evolução do estado da arte em fatoração. Há novos algoritmos
que se desempenham melhor que o algoritmo de Shor para certas classes de compostos
bem como melhor que todos os algoritmos clássicos. É certo que algoritmos clássicos
não são completamente substituíveis pelo algoritmo de Shor, a depender do tamanho do
composto a ser fatorado. É menos óbvio, entretanto, que existam algoritmos quânticos de
fatoração que sejam, para muitos compostos, mais rápidos que o algoritmo de Shor e mais
rápidos que todos os algoritmos clássicos conhecidos. No modelo clássico de computação,
o estado da arte em fatoração é uma composição de quatro algoritmos, que, devido a seus
desempenhos, devem ser executados em uma ordem específica na busca por um fator não-
trivial do natural composto que se deseja fatorar. São eles o método da divisão tentativa, o
algoritmo Rô de Pollard, o algoritmo de curvas elípticas e o quarto podendo ser o quadratic
sieve ou o general number field sieve. O método de curvas elípticas e o general number
field sieve foram traduzidos para o modelo quântico, superando o algoritmo de Shor em
alguns casos, mostrando que traduzir estratégias clássicas para suas versões quânticas é
uma abordagem interessante. Apresentamos uma versão quântica da divisão tentativa e do
algoritmo Rô de Pollard. A divisão tentativa, no modelo quântico de computação, supera o
modelo clássico em um fator quadrático, pertencendo à classe de complexidade O(N1/4),
sendo N o natural composto que se deseja fatorar. Já o algoritmo Rô de Pollard, no
modelo quântico, depende de solução de um problema em aberto, que apresentamos, para
que supere a complexidade do modelo clássico. A solução alternativa que encontramos
para traduzir o algoritmo para o modelo quântico equipara-se à complexidade no modelo
clássico, O(N1/4). Também apresentamos uma análise do algoritmo de Euclides para
computar o maior divisor comum, do algoritmo de Floyd para detecção de ciclos, do
algoritmo Rô de Pollard para fatoração e do algoritmo de Grover para busca.

Palavras-chave: fatoração. Algoritmo Rô de Pollard. Algoritmo de Floyd para detecção
de ciclos. Algoritmo de Grover. Algoritmos Quânticos.



Abstract

Shor’s algorithm is one of the most impressive results of quantum computing, but it
is not the whole of the state-of-the-art. Factoring is a much richer subject. There is
an evolution of the state-of-the-art in factoring taking place at this very moment. New
algorithms are outperforming Shor’s algorithm in some cases and also outperforming all
classical algorithms. It’s certain that classical algorithms aren’t completely replaceable
by Shor’s algorithm, depending on the size of the composite one wishes to factor. It’s
less obvious, however, that there are quantum factoring algorithms which are, for many
composites, faster than Shor’s and faster than all known pre-quantum algorithms. In
the classical model of computation, the state-of-the-art in factoring is a composition
of four algorithms. Due to their performance, they are executed in a specific order in
the search for a non-trivial factor of the composite number one wishes to factor. They
are the trial division method, Pollard’s Rho algorithm, the elliptic curve method and
the fourth algorithm being the quadratic sieve or the general number field sieve. The
elliptic curve method and the general number field sieve were translated to the quantum
model, outperforming Shor’s algorithm in some cases, showing that translating classical
strategies to their quantum versions is an interesting approach. We present a quantum
version of trial division and of Pollard’s Rho. Trial division, in the quantum model of
computation, outperforms the classical model version by a quadratic factor and belongs to
the complexity class O(N1/4), where N is the natural composite one wishes to factor. The
quantum version of Pollard’s Rho, however, depends on a solution of an open problem,
which we present, so that it can outperform the complexity of the classical model. The
alternative solution we found to translate the algorithm to the quantum model yields the
same complexity class as that of the classical model, O(N1/4). We also present an analysis
of Euclid’s algorithm for computing the greatest common divisor, Floyd’s algorithm for
cycle detection, Pollard’s Rho for factorization and Grover’s algorithm for searching.

Keywords: factoring. Pollard’s Rho Algorithm. Floyd’s Algorithm for cycle detection.
Grover’s Algorithm. Quantum Algorithms.
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Capítulo 1

Introdução

Com as novas direções dadas à criptografia (Diffie e Hellman 1976; Merkle 1978), iniciou-
se uma busca por problemas matemáticos que pudessem implementar os criptossistemas
assimétricos. Tanto o criptossistema RSA (Rivest, Shamir e Adleman 1978) quanto o
criptossistema de Rabin (Rabin 1979) confiaram sua segurança no problema da fatoração1

de números naturais. O criptossistema de Rabin, desde sua publicação, possui prova de
equivalência à fatoração, resultado que ainda não foi estabelecido para o criptossistema
RSA. Mesmo assim, por razões mais históricas que técnicas (Katz e Lindell 2014, capítulo
13, páginas 527-529), o RSA ganhou mais popularidade2, tornando-se assunto íntimo de
qualquer estratégia de defesa nacional em virtude da importância dos sistemas de sigilo.

Até a publicação dos criptossistemas RSA e de Rabin, a fatoração era um tema res-
trito à matemática pura, sem aplicações ao dia-a-dia das pessoas e, mesmo assim, sua
importância era suprema: “[...] the dignity of the science itself seems to require that

1Durante os anos 1969–1976, antes das publicações de Merkle, Hellman e Diffie, a inteligência britânica
provou a existência teórica da criptografia assimétrica (Ellis 1970) e em seguida projetou um criptossis-
tema assimétrico baseado no problema da fatoração (Cocks 1973), que posteriormente seria conhecido
como o criptossistema RSA; também projetou um método (Williamson 1974; Williamson 1976) de troca
de chaves através de um canal inseguro, hoje chamado de protocolo Diffie-Hellman. As descobertas foram
mantidas em segredo pela inteligência britânica e também pela inteligência estadunidense, que teve acesso
às publicações britânicas (Espiner 2010). As publicações vieram a público em 1997.

2Significativas são as contribuições de Michael Rabin para o criptossistema RSA, o que é frequente-
mente omitido na literatura. Por exemplo, a ideia de computar um hash em assinaturas digitais é parte
essencial do seu criptossistema original (Rabin 1979, seção 3, páginas 9–11) (Bernstein 2008, seção 2).
“The system proposed by Rivest, Shamir and Adleman did not hash messages; it was trivially breakable.
[...] Rabin’s system [...] did hash messages; it remains unbroken today. [...] Modern treatments of ‘RSA’
usually include hashing but usually fail to give Rabin any credit for the idea.” (Bernstein 2008, seção 2)
As vantagens de se usar pequenos expoentes também são contribuições dele: ‘[...] computation time for
[the encryption function] is several hundred times faster [...] and [the decryption function] is about eight
times faster than the corresponding algorithms in [the 1978 RSA paper]” (Rabin 1979, página 5). “The
system proposed by Rivest, Shamir, and Adleman used large exponents. [...] Most modern descripti-
ons of ‘RSA,’ and all serious ‘RSA’ implementations, include small fixed exponents, typically 3 or 17 or
65537.” (Bernstein 2008, seção 3).
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every possible means be explored for the solution of a problem so elegant and so celebra-
ted” (Gauss 1986, seção VI, artigo 329, página 396).

Na matemática pura, o enorme interesse pela fatoração decorre da sequência dos
números naturais, talvez a mais importante sequência, uma vez que é a partir dela que se
constrói os números inteiros, os racionais et cetera. O teorema fundamental da aritmética
garante que qualquer elemento da sequência, ou seja, qualquer número natural, pode ser
expresso unicamente por um produto de números primos, o que caracteriza a sequência.
Todavia, embora o resultado seja conhecido desde Euclides e uma prova em terminologia
moderna tenha sido apresentada no século dezenove (Gauss 1986, seção II, artigo 16,
página 6), ainda não se tem um método eficiente (Definição 1.5.1) de obtenção dos fatores
primos de um número natural, exceto se se considera o modelo quântico de computação
porque, neste modelo, um método eficiente foi encontrado (Shor 1994). O algoritmo de
Shor é uma obra impressionante, mas é importante observar que o resultado não encerra
o assunto. A fatoração é um tema muito mais rico que o algoritmo de Shor (Bernstein,
Heninger, Lou e Valenta 2017, seção 2). A busca por um algoritmo clássico eficiente só se
encerrará quando uma estratégia for encontrada ou quando prova de sua inexistência for
alcançada.

Ocorre também neste momento uma busca por novos algoritmos que se desempenhem
melhor que o algoritmo de Shor para certas classes de compostos e que se desempenhem
melhor que todos os outros algoritmos clássicos (Bernstein, Heninger, Lou e Valenta 2017,
seção 1, página 2). É certo que algoritmos clássicos não são completamente substituíveis
pelo algoritmo de Shor, a depender do tamanho do composto a ser fatorado. Por exemplo,
um composto divisível por 3 ou 5 é mais rapidamente fatorado pela divisão tentativa que
pelo algoritmo de Shor (Bernstein, Heninger, Lou e Valenta 2017, seção 2, página 5). É
menos óbvio, entretanto, que existam algoritmos quânticos de fatoração que sejam, para
muitos números compostos, mais rápidos que o algoritmo de Shor e mais rápidos que
todos os algoritmos clássicos conhecidos hoje (Bernstein, Heninger, Lou e Valenta 2017,
seção 2, página 5). Há também o custo de implementação: há algoritmos de fatoração
que assintoticamente demandam menos q-bits que o algoritmo de Shor (Bernstein, Biasse
e Mosca 2017, seção 3, páginas 334–335) (Ekerå e Håstad 2017, seção 4, páginas 358–
359), o que é relevante pelo menos enquanto for difícil ou custoso construir computadores
quânticos com grande quantidade de q-bits.

Além disso, a tradução de algoritmos clássicos para o modelo quântico de computa-
ção é uma atividade necessária, interessante e apresenta suas próprias dificuldades. O
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algoritmo Rô de Pollard, por exemplo, é um algoritmo que desafia qualquer paralelização,
seja clássica, seja quântica, levantando a necessidade de solução de novos problemas.

1.1 Os resultados da dissertação

No modelo clássico de computação, o estado da arte em fatoração é uma composição
de quatro algoritmos que devem ser executados em ordem na busca por um fator não-
trivial do natural composto que se deseja fatorar, o que explicaremos em mais detalhes
na Seção 1.3. Em 2017 foram publicadas uma versão quântica do método de curvas
elípticas (Bernstein, Heninger, Lou e Valenta 2017) e uma versão quântica do general
number field sieve (Bernstein, Biasse e Mosca 2017). Na mesma direção, apresentamos
uma versão quântica do algoritmo da divisão tentativa e do algoritmo Rô de Pollard.

Na divisão tentativa, reduzimos a complexidade do algoritmo em um fator quadrático,
ou seja, enquanto no modelo clássico de computação a complexidade da divisão tentativa
é O(N1/2), sendo N o composto que se deseja fatorar, no modelo quântico a complexidade
se reduz para O(N1/4). Já a complexidade do algoritmo Rô de Pollard na versão quântica
que apresentamos se manteve em O(N1/4). A dificuldade em reduzir a complexidade do
algoritmo Rô de Pollard, no modelo quântico de computação, dá-se pela dificuldade de se
encontrar um polinômio que tenha um desempenho próximo ao do polinômio x2+cmodN ,
sendo c uma constante, tipicamente utilizado no modelo clássico de computação, e que
ao mesmo tempo seja adequado ao paralelismo quântico.

Além disso, o trabalho apresenta um estudo do problema da fatoração, em particular
do algoritmo Rô de Pollard no modelo clássico de computação e de seus algoritmos aces-
sórios como o algoritmo de Floyd para detecção de ciclos e o algoritmo de Euclides para
obtenção do maior divisor comum entre dois números naturais.

1.2 O problema da fatoração

1.2.1 Definição (fatoração). Obter uma fatoração de M é obter naturais a, b tais que
M = ab, sendo 1 < a, b < M. Diz-se que a e b são fatores não-triviais de M .

Exemplo. Seja M = 2130046 = 2 × 1031 × 1033. Uma fatoração de M é 2 × 1065023.
Outra fatoração de M é 2062× 1033 e uma outra é 1031× 2066.

Teorema (teorema fundamental da aritmética). Todo número natural maior que 1 pode
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ser expresso de forma única, salvo pela ordem dos fatores, como um produto de números
primos.

O teorema fundamental da aritmética garante que todo número natural possui uma
representação única como produto de seus divisores primos. Embora o teorema garanta
a existência, ele não nos dá um procedimento para encontrá-los. Encontrar esse produto
de divisores primos que representem o natural composto é exatamente o problema da
fatoração.

Definição. A cada primo p associamos uma função N→ N : ordp(n) definida por ordp = e

se e somente se pe divide n e pe+1 não divide n (Shokranian 2008, capítulo 2, seção 2.3,
página 50). Seja ord a função tal que ord(p, n) = ordp(n), ou seja, convencionamos que
dizer ord(p, n) é o mesmo que dizer ordp(n), a ordem de p em n.

Definição (o problema da fatoração). Seja M um número natural. O problema da fato-
ração é encontrar os primos p1, · · · , pk e os naturais ord(p1,M), · · · , ord(pk,M) tais que

M = p
ord(p1,M)
1 · · · pord(pk,M)

k ,

onde pi são primos distintos tomados dois a dois e 1 ≤ ord(pk,M).

Comentário. Determinar se um inteiro é composto ou primo parece mais fácil que
o problema da fatoração porque há algoritmo polinomial para a detecção de primali-
dade (Agrawal, Kayal e Saxena 2004) (Coutinho 2004) e, no modelo clássico de compu-
tação, não se conhece algoritmo polinomial para a fatoração. Portanto, antes de fatorar
um número natural devemos nos certificar de que ele é composto. Sendo assim, é típico
um algoritmo de fatoração assumir que o natural a ser fatorado não seja primo.

Comentário. Note que, na Definição 1.2.1, a e b não são necessariamente primos, mas
para solucionar o problema da fatoração é suficiente que estudemos algoritmos que ob-
tenham uma fatoração qualquer de M porque, uma vez que os fatores a e b sejam en-
contrados, podemos solucionar o problema da fatoração da seguinte forma. Usando um
algoritmo de detecção de primalidade, verificamos se a e b são primos. Se a ou b não
for primo, aplicamos novamente o algoritmo de fatoração em a ou b. Obtendo novos
fatores não-triviais, verificamos por suas possíveis primalidades. Eventualmente, os fa-
tores não-triviais serão primos e assim solucionaremos o problema da fatoração relativo
a M , compondo os fatores não-triviais em um produto de primos (Menezes, Oorschot e
Vanstone 1996, comentário 3.5, seção 3.2, página 89).
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Comentário. O problema da fatoração pode ser visto como o problema de fatorar um
natural composto M com pelo menos dois fatores primos distintos. Se M for composto
por apenas um primo, então M = pk, sendo p primo e k um número natural, e logo M
é uma potência perfeita, caso em que a fatoração é obtida em tempo polinomial. Por
causa disso, o problema da fatoração assume que o natural composto a ser fatorado não
seja uma potência perfeita, implicando que M possui pelo menos dois fatores primos
distintos (Menezes, Oorschot e Vanstone 1996, capítulo 3, nota 3.6, página 89).

Comentário. Compare dois naturais compostos de n bits, M1 = AB e M2 = CDE,
sendo A,B primos distintos, ambos de aproximadamente n/2 bits. Como M1 e M2 são
compostos de n bits, é impossível que os três fatores C,D,E deM2 tenham todos n/2 bits
aproximadamente. Então M2 possui um primo menor que ambos A e B. Há algoritmos
de fatoração que são mais rápidos quando o composto a ser fatorado possui pequenos
primos. Assim, é usualmente mais fácil fatorar M2 que fatorar M1. Por isso, no contexto
de fatoração, é típico assumirmos que o natural que se deseja fatorar seja composto de
apenas dois primos distintos.

1.3 O estado da arte em fatoração clássica

Algoritmos de fatoração clássicos podem ser tão simples quanto a divisão tentativa (Knuth
1997b, volume 2, capítulo 4, seção 4.5.4, algoritmo A, página 380) e tão complicados como
o general number field sieve (Buhler, H. W. Lenstra e Pomerance 1993). Alguns algorit-
mos são mais adequados que outros, dependendo da forma do número N a ser fatorado
e não apenas de seu tamanho. O custo temporal desses algoritmos especiais depende
de propriedades de N . Exemplos são o algoritmo de divisão tentativa, o algoritmo Rô
de Pollard, o algoritmo p − 1 também de Pollard (Stinson 2006, capítulo 5, seção 5.6.1,
página 189), o algoritmo de curvas elípticas (Menezes, Oorschot e Vanstone 1996, capí-
tulo 3, seção 3.2.4) e o special number field sieve. Já os algoritmos de propósito geral
têm seu custo dependente apenas do tamanho do número a ser fatorado. Exemplos são o
quadratic sieve (Pomerance 1984) e o general number field sieve (Buhler, H. W. Lenstra
e Pomerance 1993). Sempre que se acredita que N possua uma propriedade adequada a
um desses algoritmos, deve-se tentá-lo primeiro. A seguinte receita geral, considerando
apenas o modelo clássico de computação, é um exemplo dessa recomendação (Menezes,
Oorschot e Vanstone 1996, capítulo 3, seção 3.2, página 90).

1. Aplique a divisão tentativa, de complexidade O(N1/2), por pequenos primos até um
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limite b1.

2. Se não obtiver sucesso, aplique o algoritmo Rô de Pollard, de complexidade O(p1/2),
sendo p o menor primo de N , na esperança de obter um fator primo pequeno menor
que um limite b2 > b1.

3. Se não obtiver sucesso, aplique o algoritmo de curvas elípticas, de complexidade
exp

(
(21/2 + o(1))(ln p ln ln p)1/2

)
, sendo p o menor primo de N , na esperança de

obter um fator primo pequeno menor que um limite b3 > b2.

4. Se ainda sem sucesso, aplique um dos algoritmos de propósito geral como o quadratic
sieve, de complexidade exp

(
(1+o(1))(lnn ln lnn)1/2

)
ou o general number field sieve,

de complexidade exp
(
[(64/9)1/3 + o(1)](lnn)1/3(ln lnn)2/3

)
.

Se se considera, em adição ao clássico, o modelo quântico, então necessariamente
inclui-se o algoritmo de Shor, mas o estado da arte não se lhe resume. Em 2017, uma versão
quântica do EECM, Edwards elliptic curve method, foi publicada (Bernstein, Heninger,
Lou e Valenta 2017) e o algoritmo foi chamado de GEECM em referência ao algoritmo
de Grover (Grover 1996). A publicação evidencia a existência de uma evolução do estado
da arte acontecendo neste momento, sendo sua essência a implementação, no modelo
quântico de computação, de técnicas clássicas, tirando proveito das particularidades do
modelo quântico, que é precisamente o que apresentamos neste trabalho.

1.4 Uma de�nição de �algoritmo�

Informalmente, um algoritmo é um procedimento que seja efetivamente computável por
uma máquina. Definir o termo algoritmo com grande precisão nos leva a discorrer, bre-
vemente que seja, sobre a teoria das máquinas de Turing (Smith 2007, capítulo 31, pá-
gina 287).

Um problema em se dizer “um procedimento que seja efetivamente computável por
uma máquina” é que a palavra “máquina” é ampla demais. Existem muitos tipos de
máquina, cada uma com suas particularidades. A máquina que se deseja neste contexto
é uma abstração de todas as máquinas capazes de computar tudo aquilo que for de fato
computável, que é a máquina de Turing (Turing 1937).

Uma máquina de Turing possui uma parte finita e uma parte infinita da qual só
uma parte finita será usada se o procedimento executado terminar. A parte infinita é a
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chamada “fita” e a fita é composta por uma sequência infinita de regiões quadradas, sendo
cada quadrado capaz de armazenar um símbolo de um alfabeto finito. Podemos pensar
no alfabeto como sendo {v, 0,1}, por exemplo, mas poderia ser {v, a, b, c, d} ou qualquer
outro que seja finito. O símbolo v representa um quadrado vazio.

A fita representa a memória da máquina e temos, portanto, uma máquina com memó-
ria infinita. Todavia, algoritmos devem ser procedimentos que sempre terminem em uma
quantidade finita de passos, implicando assim uso de uma quantidade finita de memória.

Assuma que, antes da máquina entrar em execução, todos os quadrados da fita estejam
vazios, exceto possivelmente por uma quantidade finita deles, que representam os dados
de entrada da máquina.

A parte finita da máquina corresponde ao programa da máquina. Interação entre a
parte finita e a parte infinita se dá através de um cabeçote. O cabeçote é capaz de ler
o símbolo escrito num quadrado da fita que esteja sob análise bem como escrever um
símbolo no quadrado que esteja sob análise.

Construir um algoritmo é construir a parte finita da máquina, que nada mais é que
uma máquina de estados finitos, ou, digamos assim, uma tabela que dê as regras de uso
do cabeçote. Cada regra compõe uma linha da tabela. Por convenção, digamos que a
primeira regra que a máquina executa é a contida na primeira linha da tabela.

Quando o cabeçote lê um quadrado, ele lê um símbolo do alfabeto. Toda regra,
portanto, tem disponível um símbolo lido sobre o qual a regra pode operar. Cada regra
deve ser especificada da seguinte maneira:

1. Para cada símbolo, a regra deve determinar um símbolo do alfabeto que substituirá
o símbolo atualmente lido, mesmo que seja um símbolo igual ao símbolo lido.

2. Além de especificar o símbolo que deverá ser escrito, cada regra deve especificar se a
fita deve ser movida um quadrado para a esquerda ou um quadrado para a direita,
ou seja, qual quadrado vizinho será o próximo a ser lido pelo cabeçote.

3. Por fim, cada regra deve especificar a próxima linha da tabela que se aplicará no
próximo passo. Uma exceção é a regra que imediatamente ordena a interrupção da
máquina, representando uma execução bem-sucedida da máquina.

Ao fim da execução, o conteúdo da fita é considerado a resposta da máquina.
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Definimos então que um algoritmo seja qualquer procedimento implementável por
uma máquina de Turing que termine, sendo daí decorrentes algumas propriedades que
desejamos destacar.

Um algoritmo é um conjunto de regras definidas a partir de um repertório bem de-
finido e esse conjunto corresponde à parte finita da máquina. A entrada do algoritmo
corresponde à sequência finita de símbolos do alfabeto finito, representada pelo conteúdo
da fita antes da máquina executar sua primeira regra. A resposta do algoritmo corres-
ponde similarmente ao conteúdo final da fita, assumindo que a máquina tenha chegado a
sua regra de interrupção.

Por construção, uma máquina de Turing define uma sequência final de símbolos as-
sociada a cada sequência inicial de símbolos. À sequência inicial, podemos chamar de
argumento da função a ser computada pelas regras que compõem a parte finita da má-
quina. À sequência final, podemos chamar de valor da função computada. Argumentos
diferentes podem corresponder a mesma resposta, mas um mesmo argumento não pode
corresponder a resultados diferentes, exatamente como determina a definição matemática
de “função” (Dijkstra 1978–1979, seção 1, páginas 8–9).

Comentário. Uma alternativa para se definir “algoritmo” é λ-definability (Church 1936,
seção 2). “[...] Alonzo Church has introduced the idea of ‘effective calculability’, which
is equivalent to my ‘computability’, but is very differently defined.” (Turing 1937, pá-
gina 231)

Toda função computável por uma máquina de Turing é uma função µ-recursiva e
toda função µ-recursiva é uma função computável por uma máquina de Turing (Smith
2007, capítulo 32, teoremas 32.1 e 32.2, páginas 298–303). Sendo assim, “algoritmo” é
simplesmente definido como uma função µ-recursiva.

Uma função µ-recursiva é uma extensão da definição de função recursiva primitiva.
Intuitivamente, as recursivas primitivas são aquelas que podem ser essencialmente defi-
nidas por laços limitados, ou seja, sabe-se de antemão quantas iterações são necessárias
para se computar a função. Já as funções µ-recursivas incluem não só as recursivas pri-
mitivas, mas também as funções que implementam buscas não limitadas, ou seja, não se
sabe de antemão quantas iterações são necessárias, o que pode ser intuitivamente visto
como funções implementadas por laços do-until (Smith 2007, capítulo 29, seção 29.1, pá-
ginas 265–267) Um exemplo famoso de função µ-recursiva que não seja recursiva primitiva
é a função Ackermann-Péter (Smith 2007, capítulo 29, seção 29.3, páginas 268–271).
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Uma decorrência interessante de µ-recursividade é que ela se mostra mais amigavel-
mente ao tratamento matemático (McCarthy 1962).

Algoritmos randomizados

Definição (algoritmo randomizado). Diz-se que um algoritmo é randomizado se o pro-
cedimento toma decisões aleatórias durante sua execução (Mitzenmacher e Upfal 2005,
página xiii).

Exemplo. É o caso de Quicksort quando seleciona o pivot aleatoriamente. Quicksort
aleatório, entretanto, sempre computa corretamente a ordenação da lista de entrada, seja
qual for a sequência de elementos pivot que ele obtenha.

Definição (algoritmo Las Vegas). Denomina-se algoritmo Las Vegas um algoritmo rando-
mizado que sempre produz uma resposta correta (Mitzenmacher e Upfal 2005, capítulo 3,
seção 3.4, página 57).

Definição (algoritmo Monte Carlo). Denomina-se algoritmo Monte Carlo um algoritmo
randomizado que pode produzir uma resposta de fracasso ou mesmo uma resposta incor-
reta (Mitzenmacher e Upfal 2005, capítulo 3, seção 3.4, página 57).

Exemplo. Diz-se que um algoritmo é Monte Carlo se fracassa ou se produz uma resposta
incorreta. O algoritmo Rô de Pollard para a fatoração de naturais compostos pode fracas-
sar na busca por um fator não-trivial, ou seja, nem sempre encontra um fator não-trivial.
Quando encontra uma resposta, a resposta é correta. O algoritmo se enquadra na defi-
nição de algoritmo Monte Carlo pelo fato de nem sempre encontrar um fator não-trivial,
pois nunca produz uma resposta incorreta. Veremos seus detalhes no Capítulo 2.

1.5 O custo de um procedimento relativo à entrada

Em análise de algoritmos, usualmente assumimos como constante o custo de operações
primitivas, relativas a um modelo computacional, como a multiplicação, divisão, soma e
subtração de inteiros. No estudo de algoritmos da teoria dos números, entretanto, nos
preocupamos com a computação de números grandes, onde o custo dessas operações arit-
méticas se torna relevante. Por exemplo, no problema de ordenação estamos preocupados
com quantos números precisamos ordenar, não nos preocupando com o tamanho deles. Já
no problema da fatoração, é obrigatório considerar o tamanho do número a ser fatorado
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porque esses tamanhos crescem sem limites. Por isso precisamos ajustar nosso raciocínio
sobre o custo dessas operações.

Exemplo. Em contextos onde o tamanho dos números é irrelevante, uma função que
multiplica dois inteiros a, b tem custo O(1) porque consome apenas uma multiplicação.
No nosso contexto, usando o algoritmo típico de multiplicação que computamos com lápis
e papel, uma multiplicação tem custo O(max(lg a, lg b)2), sendo lg = log2.

Exemplo. Considere o problema de multiplicar, com lápis e papel, inteiros de 161 algaris-
mos. Desconsiderando a quantidade de somas que efetuamos, computaremos 1612 = 25921
multiplicações porque multiplicamos cada algarismo do primeiro operando com cada al-
garismo do segundo operando. É um custo quadrático. Se aumentamos o tamanho dos
operandos em um algarismo, o custo sobe para 1622 = 26244 operações. Não é ape-
nas uma multiplicação a mais que temos que efetuar; são 323 operações a mais, tendo
aumentado os operandos em apenas um algarismo.

Exemplo. Considere um algoritmo tem custo de 2n no pior caso. Se a entrada tem
tamanho 61 bits, o custo no pior caso é de c = 2305843009213693952 operações. Se
aumentamos a entrada para 62 bits, o custo passa a ser 4611686018427387904. São c
operações a mais. Um bit a mais na entrada dobra a quantidade de operações necessárias
para o algoritmo terminar. É um crescimento relevante do volume de trabalho.

Comentário. Multiplicação pode ser computada com mais eficiência. O algoritmo Schö-
nhage–Strassen tem complexidade O(n lg n lg lg n) para multiplicar dois naturais de n bits
cada um (Schönhage e Strassen 1971), ultrapassando o algoritmo de Anatoly Karatsuba,
que pertence a O(nlg 3) (Karatsuba e Ofman 1963) (Kowada 2006, capítulo 3, seção 3.5,
página 45).

Se medirmos o tamanho dos números da entrada pela quantidade de bits, então dire-
mos que um algoritmo é eficiente se ele satisfizer a seguinte definição.

1.5.1 Definição. Diz-se que um procedimento, cuja entrada sejam os inteiros a1, a2, ..., ak,
é eficiente se ele termina em tempo polinomial relativo a

lg a1, lg a2, . . . , lg ak,

respectivamente, ou seja, relativo ao tamanho da entrada.

Comentário. Observe que a Definição 1.5.1 especifica quantidades à qual a expressão
de um custo de um procedimento é referente. Como nossos computadores usualmente
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expressam suas unidades em função de bits, a Definição 1.5.1 padroniza a expressão de
custos em função de logaritmos em base 2 porque um número natural n tem exatamente
blg nc+ 1 bits. Veja o Apêndice A para uma prova do fato.

Exemplo. Considere o problema de testar se um número n é primo. Uma forma é verificar
se algum número da lista 2, 3, ...,

√
n divide n. Se nenhum deles divide n, então n é primo.

O custo temporal desse procedimento, no pior caso, é
√
n − 1 divisões, que é um custo

aparentemente sublinear. Acontece que a entrada do procedimento é uma lista de bits
com a qual representamos o número n. O tamanho dessa lista é da ordem de lg n bits. O
custo de um procedimento é uma medida do comportamento do crescimento do custo em
função do tamanho da entrada. Se aumentarmos a entrada em um bit, dobramos o custo
do procedimento, revelando que o custo é subexponencial em base 2 e não sublinear.

Vejamos em detalhes. Seja x a quantidade de bits da entrada, ou seja, x = lg n
aproximadamente. Assim n = 2x. Logo, o custo é da ordem de

√
2x = 2x/2. É por isso

que se usa a expressão “subexponencial em lg n.” O que se quer dizer com “em lg n” é
que o custo é expresso com respeito à quantidade lg n, tipicamente uma representação da
quantidade de bits de n.

A propósito, levando em consideração que cada divisão é da ordem de lg2 x, o custo
do procedimento do teste de primalidade deste exemplo é mais exatamente da ordem de
2x/2 lg2 x, que é da mesma classe de complexidade que 2x/2.

Exemplo. No cálculo do custo do crivo de Eratóstenes (Coutinho 2004, capítulo 1, se-
ção 3, páginas 17–18), chega-se ao fato de que o custo é inferior a O(n2). O custo, todavia,
não é quadrático relativo à quantidade de bits da entrada. O custo é exponencial porque
relativo à lg n, n2 = 22x, sendo x a quantidade de bits de n.

1.6 O maior divisor comum

O algoritmo que obtém o maior divisor comum entre dois números naturais é um dos mais
antigos, mais elegantes, úteis e certamente central ao nosso estudo. O algoritmo Rô de
Pollard é uma engenhosa aplicação do MDC.

1.6.1 Axioma (princípio da boa ordenação). Todo conjunto não-vazio, subconjunto dos
números naturais possui um menor elemento.

1.6.2 Lema. Se S ⊂ Z é um conjunto não-vazio, limitado acima, então S possui um
único maior elemento.
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Prova. Como S é limitado acima, então existe M tal que s ≤ M para todo s ∈ S e,
portanto, 0 ≤ M − s. Seja T o conjunto de todos M − s com s ∈ S. Note que T ⊂ N.
Então, pelo Axioma 1.6.1, existe t ∈ T que seja mínimo, ou seja,

t ≤M − s,

para todo s ∈ S.

Como t ∈ T, então existe m ∈ S tal que t = M −m. Daí,

t = M −m ≤M − s

−m ≤ −s

s ≤ m,

para todo s ∈ S.

Logo, m ∈ S é um maior elemento de S. Se t ∈ T é único, então a unicidade de m
também procede, como desejado.

1.6.3 Teorema. Seja m,n inteiros tal que m ou n seja diferente de zero. Existe um único
inteiro d > 0 tal que d divide ambos m,n e d é o maior inteiro com essa propriedade.

Prova. É fato que 1 divide ambos m,n. Logo, existe sempre um divisor comum a ambos
m,n. Se ambos m,n são diferentes de zero, então mdc(m,n) ≤ min(|m|,|n|). Isso nos
dá um limite superior para os divisores de ambos m,n. Se porventura m ou n seja igual
a zero, então mdc(m,n) ≤ max(|m|,|n|), nos dando também um limite superior para os
divisores de ambos m,n. Seja D o conjunto de todos os divisores de ambos m,n. Então
D não é vazio (afinal 1 ∈ D) e é limitado superiormente. Pelo Lema 1.6.2, D possui um
único maior elemento. Seja d esse maior elemento, como desejado.

O algoritmo de Euclides

Um dos mais antigos, o algoritmo de Euclides nos permite obter o MDC entre dois números
naturais. Nesta seção nos preocupamos em provar a correção do algoritmo.

1.6.4 Teorema (algoritmo da divisão). Seja a, b inteiros com b ≥ 1. Existem inteiros q, r
únicos tal que a = bq + r e 0 ≤ r < b.

Comentário. Apesar do tradicional nome desse teorema (McCoy e Janusz 2001, capí-
tulo 2, teorema 2.1, página 42), ele não é um algoritmo que compute a divisão entre dois
inteiros. É um resultado garantindo que, após a computação da divisão, seja qual for
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o procedimento que o faça, o quociente e o resto da divisão satisfazem as propriedades
mencionadas.

1.6.5 Definição. Seja 0 ≤ b < a. Defina

mdc(a,b) =


b se b divide a

mdc(b, amod b) caso contrário

Comentário. O algoritmo de Euclides é um procedimento eficiente para computar o
maior divisor comum, o MDC, entre dois números inteiros. A Definição 1.6.5 é uma
definição algorítmica: ela nos instrui a como computar o MDC entre a, b, cuja existência
é garantida pelo Teorema 1.6.3.

Antes de argumentarmos que o procedimento encontra o MDC entre dois números
naturais, é interessante que o reescrevamos numa forma mais adequada.

1.6.6 Definição. Seja 0 ≤ b < a. Defina

mdc(a,b) =


a se b = 0

mdc(b, amod b) caso contrário

Em pseudocódigo, expressamos o algoritmo de forma muito parecida porque relações
de recorrência naturalmente se traduzem em algoritmos recursivos.

Algoritmo 1. O algoritmo de Euclides.
algoritmo mdc(a,b)

se b = 0 então
retorne b

fim se
retorne mdc(b, amod b)

fim algoritmo

Comentário. Se b divide a, então amod b = 0. Portanto, na Definição 1.6.6, se b divide
a e b 6= 0, então a aplicação recursiva do MDC ocorre entre b e amod b = 0, que é o caso
base do Algoritmo 1. Isso implica que o caso base da Definição 1.6.5 equipara-se ao caso
base da Definição 1.6.6 (e do Algoritmo 1) em seu segundo passo de execução.

Comentário. A restrição b < a da Definição 1.6.6 não é necessária. Se a = b, obvia-
mente o mdc(a,b) = a = b. Se a < b, então o que ocorre é que aumentamos o custo do
procedimento em uma divisão a mais. Veja por quê. Seja a < b. Então a = b× 0 + r com
r = a. Daí amod b = a e o próximo passo do algoritmo é computar mdc(b, a), ou seja,
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permuta-se os argumentos e o algoritmo recomeça com seu primeiro argumento maior que
o segundo.

Comentário. Não poderia existir um número maior que amod b que pudesse ser divisor
de ambos? O Teorema 1.6.7 responde a pergunta. Como a recorrência do algoritmo é
correta, então o MDC entre b e amod b é o mesmo MDC entre a e b, eliminando qualquer
chance de existir um inteiro maior que amod b.

Comentário. Por que o algoritmo tenta amod b depois de tentar b como divisor de a?
Não seria possível economizar divisões pegando inteiros menores que amod b? Não seria
possível. Note que se amod b dividir b, então amod b certamente divide a, como prova o
Teorema 1.6.7. Isso nos obriga a tentar a divisão de b por amod b.

1.6.7 Teorema. Se amod b divide b, então amod b divide a.

Prova. Além de amod b ser o resto da divisão de a por b, note também que o Teorema 1.6.4
nos dá um inteiro q tal que a = qb + amod b. Agora, se amod b divide b, então amod b
divide qb bem como, obviamente, divide a si próprio, implicando que amod b divide
qb+ amod b = a.

1.6.8 Lema. Seja m um divisor de n. Então m ≤ |m| ≤ |n|.

Prova. Se m é divisor de n, não pode ser zero. Portanto, é negativo ou positivo e não
ambos. Se é negativo, então m < |m|. Se é positivo, então m = |m|. Logo m ≤ |m|. Se m
divide n, |m| divide |n|. Suponha por absurdo que |n| < |m|. Como |m| divide |n|, então
existe um inteiro positivo p tal que |n| = p|m|. Aplicando a última equação à hipótese,
p|m| < |m| e logo p < 1, uma contradição. Então m ≤ |m| ≤ |n|, como desejado.

1.6.9 Teorema. O Algoritmo 1 computa o MDC entre a e b.

Prova. Quando b divide a, mdc(a, b) = mdc(b, 0) = b e, portanto, o algoritmo responde
o valor correto porque de fato b divide 0 e também a si próprio. Pelo Lema 1.6.8, b é o
maior possível.

Da divisão de a por b temos, pelo Teorema 1.6.4, a = qb + r e 0 ≤ r < b e, pela
Definição 1.6.6, temos r < b < a. O que precisamos provar é que mdc(b, r) = mdc(a, b),
que é o caso que nos resta. A estratégia é mostrar que mdc(b, r) divide mdc(a, b) e que
mdc(a, b) divide mdc(b, r) implicando mdc(b, r) = mdc(a, b).

Seja d = mdc(b, r) e c = mdc(a, b). Pela Definição 1.6.6, d|b, d|r e portanto d|bq e
d|(bq + r) = a, ou seja, d|a. Logo d|c porque c também divide b e a e, pelo Lema 1.6.8,
d ≤ c.
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Similarmente, de c|a e c|b obtemos c|(a− bq) = r, ou seja, c|r. Mas então c|d porque
d divide ambos b e r e logo c ≤ d, nos dando d = c, como desejado.

Comentário. A relevância do Teorema 1.6.9 é que ele prova que a Definição 1.6.6 de fato
computa o MDC entre a e b. A Definição 1.6.6 apenas expressa o procedimento.

Teorema. O Algoritmo 1 termina em um número finitos de recursões.

Prova. A cada passo da recursão, o Teorema 1.6.4 nos dá r < b < a, sendo a o primeiro
argumento da função mdc, gerando uma sequência (an) = a1, a2, · · · , ak. Portanto (an) é
monótona decrescente. O Teorema 1.6.4 nos garante que 0 ≤ r, consequentemente (an) é
limitada abaixo por 0. Existe um número finito de números naturais entre a e 0, portanto
o algoritmo termina em um número finito de recursões.

A complexidade do algoritmo de Euclides

1.6.10 Definição. A sequência

Fn =


0 se n = 0

1 se n = 1

Fn−2 + Fn−1 caso contrário

é chamada de sequência de Fibonacci.

Exemplo. Alguns de seus elementos são 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

Teorema. Seja n > 1, Fn+1 e Fn+2 elementos da sequência de Fibonacci. Então Fn+1 e
Fn+2 são coprimos e n divisões são necessárias para computar mdc(Fn+1, Fn+2) = 1.

Prova. Computando mdc(Fn+1, Fn+2), obtemos exatamente n equações, efetuando por-
tanto n divisões, como desejado. Usando a Definição 1.6.10, essas equações são:

Fn+2 = 1× Fn+1 + Fn

Fn+1 = 1× Fn + Fn−1

Fn = 1× Fn−1 + Fn−2

...

F4 = 1× F3 + F2

F3 = 2× F2.

Como F3 = 2 × F2 = 2 × 1 = 2, sabemos que o último resto (de divisão) não nulo é F2.
Então mdc(Fn+2, Fn+1) = F2 = 1, como desejado.
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1.6.11 Lema. Seja a e b números naturais satisfazendo 0 < b < a. Se mdc(a,b) tem um
custo de n divisões, então b ≥ Fn+1.

Prova. Computando mdc(a, b) e assumindo que exatamente n divisões são efetuadas,
obtemos a seguinte série de equações e desigualdades dadas pelo Teorema 1.6.4:

r0 = q1 r1 + r2 com 0 ≤ r2 < r1

r1 = q2 r2 + r3 com 0 ≤ r3 < r2

r2 = q3 r3 + r4 com 0 ≤ r4 < r3
...

rn−3 = qn−2 rn−2 + rn−1 com 0 ≤ rn−1 < rn−2

rn−2 = qn−1 rn−1 + rn com 0 ≤ rn < rn−1

rn−1 = qn rn.

Cada um dos quocientes q1, q2, ..., qn satisfaz qi ≥ 1, sendo 1 ≤ i ≤ n. Além disso, qn ≥ 2
já que rn < rn−1. (Se tivéssemos qn = 1, então rn = rn−1, violando a última desigualdade.)

A partir daí, deduzimos as desigualdades

rn ≥ 1 = F2

rn−1 ≥ 2rn ≥ 2F2 = F3

rn−2 ≥ rn−1 + rn ≥ F3 + F2 = F4

rn−3 ≥ rn−2 + rn−1 ≥ F4 + F3 = F5
...

r2 ≥ r3 + r4 ≥ Fn−1 + Fn−2 = Fn

b = r1 ≥ r2 + r3 ≥ Fn + Fn−1 = Fn+1,

implicando b ≥ Fn+1, como desejado.

1.6.12 Lema. ϕn = ϕn−1 + ϕn−2, sendo ϕ = (1 +
√

5)/2.

Prova. O número ϕ é uma solução da equação x2−x−1 = 0, implicando que ϕ2 = ϕ+1. Se
multiplicarmos a última equação por ϕ, obtemos ϕ3 = ϕ2 +ϕ. Continuando a multiplicar
a equação por ϕ, obtemos ϕ4 = ϕ3 + ϕ2 e assim sucessivamente, obtendo a identidade
ϕn = ϕn−1 + ϕn−2, como desejado (Clawson 1996, capítulo 6, páginas 121–123).

1.6.13 Lema. ϕn−1 < Fn+1 para n ≥ 2.

Prova. Provaremos por indução forte. Como caso base, n = 2, verificamos que

ϕn−1 = ϕ2−1 = ϕ = 1 +
√

5
2 < 2 = F3.



1.6 O maior divisor comum 17

Suponha que ϕk−1 < Fk+1 para todo natural 2 ≤ k − 1 < n. Mostraremos que

ϕk = ϕn−1 < Fn+1.

Por hipótese, sabemos que ϕn−2 < Fn e ϕn−3 < Fn−1. Adicionando essas duas últimas
desigualdades e aplicando o Lema 1.6.12, obtemos

ϕn−1 = ϕn−2 + ϕn−3 < Fn + Fn−1 = Fn+1,

como desejado.

Teorema. Seja b < a e assuma que o mdc(a, b) tenha um custo de n divisões. Então n
não excede o dobro do número de bits de b.

Prova. Pelos Lemas 1.6.13 e 1.6.11, sabemos que ϕn−1 < Fn+1 ≤ b. Além disso, é
verdadeiro que 1/2 < lgϕ. Logo, podemos deduzir

(n− 1)1
2 < (n− 1) lgϕ < lg b, (1.1)

implicando (n−1) < 2 lg b. Assumindo que b tenha k bits, então b < 2k e lg b < k lg 2 = k.
Usando a Equação 1.1, obtemos

(n− 1)1
2 < lg b < k lg 2 = k

(n− 1) < 2k.

Como k é um número natural, então 2k também é. Sendo assim, pode ser que (n−1)+1 =
2k ou (n− 1) + 1 < 2k. De qualquer forma,

n = (n− 1) + 1 ≤ 2k. (1.2)

A Equação 1.2 quer dizer que o número de divisões do MDC não excede o dobro da
quantidade de bits de b, implicando que o MDC é, sem seu pior caso, um algoritmo de
custo da ordem da quantidade de bits de seu menor argumento.

Comentário. Se em vez do logaritmo na base 2, usarmos o logaritmo na base 10, encon-
traremos 1/5 < log10 ϕ, obtendo o resultado n ≤ 5k, concluindo que o custo do MDC (em
número de divisões), em seu pior caso, não excede cinco vezes a quantidade de algarismos
de b, seu menor argumento.



Capítulo 2

O algoritmo Rô de Pollard

“The algorithm is simple, elegant, and often used in practice when a brute-force search
for divisors fails.” (Bach 1991) Para compreender o algoritmo Rô de Pollard é necessário
compreender o algoritmo de detecção de ciclos de Floyd. Detecção de ciclos é usualmente
assunto pertinente à detecção de circularidades em listas encadeadas. Neste contexto,
não trabalhamos com listas encadeadas, mas com polinômios que geram sequências que
possuem ciclos como a do Exemplo 2.1.1.

2.1 Detecção de ciclos

Seja f : S → S uma função, sendo S um conjunto finito de cardinalidade N . Seja x0

um elemento aleatório de S e considere a sequência infinita x0, x1, x2, ... definida por
xi+1 = f(xi) para i ≥ 0. Como S é finito, essa sequência tem que necessariamente se
repetir, possuindo um ciclo e possivelmente uma cauda antes do início do ciclo (Menezes,
Oorschot e Vanstone 1996, capítulo 3, seção 3.2.2, página 91). Desejamos um método
capaz de detectar esse ciclo com baixo consumo de espaço.

2.1.1 Exemplo. Considere a função f(x) = x2 + 17 mod 473. Defina a sequência (Xn)
com um valor inicial x0 = 2 e relação de recorrência xn = f(xn−1) para todo n > 0.
Então (Xn) = 2, 21, 458, [242, 402, 328, 230, 414, 187, 457, 273, 285, 359], os colchetes repre-
sentando o ciclo de (Xn), portanto (Xn) possui uma cauda de tamanho 3 e ciclo de
tamanho 10.

2.1.2 Comentário. Como podemos detectar tais ciclos? Eis uma estratégia. Crie uma
lista L contendo x0. A partir de i = 1, compute y = f(xi) e verifique se y ∈ L. Se a
verificação for positiva, teremos encontrado f(xi) = f(xj) sendo i 6= j e a resposta é,
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portanto, o par (i, j). Se a verificação for negativa, armazenamos y em L e repetimos
o procedimento. Buscar a colisão f(xi) = f(xj) pode ser feita de forma eficiente, orde-
nando os valores f(x) em uma lista K e usando a busca binária para verificar a colisão,
garantindo-nos não mais que Θ(lg |K|) comparações (Stinson 2006, capítulo 4, seção 4.2.2,
algoritmo 4.3, página 125). O espaço necessário para a lista K cresce linearmente com
N . Já o algoritmo de Floyd só precisa manter dois elementos da sequência em memória.

O algoritmo de Floyd

Imagine que cada elemento da sequência (Xn) represente uma pedra, fazendo com que
(Xn) seja um caminho de pedras que eventualmente fecha um ciclo em si mesmo. Usando
um coelho e uma tartaruga, velhos amigos, coloque-os na primeira pedra x0. Assuma que
a tartaruga se mova de pedra em pedra e que o coelho se mova com o dobro da velocidade
da tartaruga, ou seja, sempre pulando uma pedra. Por exemplo, o coelho passa pelas
pedras x0, x2, x4, x6, . . . enquanto que a tartaruga, pelas pedras x0, x1, x2, x3, . . . É um
fato, devido a Floyd (Knuth 1997b, capítulo 3, exercício 6b, página 7), que o coelho e a
tartaruga se encontram em algum ponto do caminho se a sequência fechar um ciclo, o que
provamos no Teorema 2.1.3.

Suponha que λ seja o tamanho do ciclo e µ, o tamanho da cauda. Até o início do
ciclo, ambos amigos ultrapassaram µ pedras. É certo que eles se encontram dentro do
ciclo porque fora do ciclo o coelho está sempre à frente da tartaruga, exceto pela posição
inicial de largada. Seja k a distância entre o início do ciclo e a pedra onde o coelho e a
tartaruga se encontram. Seja Vc o número natural que descreve a quantidade de voltas
dada no ciclo pelo coelho e, similarmente, Vt para a tartaruga.

Qual a distância percorrida por cada um deles, ou seja, por quantas pedras cada um
já passou? O coelho percorreu µ + λVc + k enquanto a tartaruga percorreu µ + λVt + k.
Com a informação de que o coelho percorre o dobro da distância da tartaruga, visto que
se move com o dobro da velocidade, é fato que

µ+ λVc + k = 2(µ+ λVt + k),

implicando

µ+ k = λ(Vc − 2Vt) = λM, (2.1)

sendo M = Vc − 2Vt. Note que µ + k descreve o índice de (Xn) onde os amigos se
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encontram. Portanto, a Equação 2.1 nos informa que eles se encontram em um múltiplo
de M , um número natural.

Algoritmo 2. O algoritmo de Floyd para detecção de ciclos em um polinômio s(i).
algoritmo floyd(s):

t← 1
c← 2
enquanto s(t) 6= s(c)

t← t+ 1
c← c+ 2

fim enquanto
retorne t

fim algoritmo

Comentário. Podemos descobrir também a posição do início do ciclo. Assim que os
amigos se encontrarem numa pedra do ciclo, mantenha o coelho onde está e recoloque
a tartaruga na pedra inicial. Peça ao coelho para saltar de pedra em pedra a partir de
agora, tornando sua velocidade igual a da tartaruga. Na próxima vez que se encontrarem,
estarão na primeira pedra do ciclo. Veja por quê. Os amigos se encontraram no índice
µ + k, dentro do ciclo. Sabemos pela Equação 2.1 que µ + k = λM , ou seja, os amigos
se encontraram num índice do ciclo que é múltiplo do tamanho do ciclo. Se o coelho
agora caminhar mais µ pedras, ele estará a k pedras de retornar ao índice µ + k porque
só faltaria k pedras para ele terminar num índice que seja múltiplo do tamanho do ciclo.
A única posição que esteja k pedras do ponto onde os amigos se encontraram é o início
do ciclo, que por definição é a posição µ. Portanto, os amigos se encontram na posição µ
e assim descobrimos o índice do início do ciclo.

2.1.3 Teorema. Seja x0,x1,.., uma sequência infinita com xi+1 = f(xi) para i ≥ 0 para
uma determinada função f . Seja µ o tamanho da cauda da função e λ o tamanho do
ciclo. Tem-se que para quaisquer números naturais n ≥ 1 e i ≥ 1,

i ≥ µ e i = nλ se e somente se xi = x2i.

Prova. Suponha que i = nλ, sendo n ≥ 1, e i ≥ µ, ou seja, suponha que estejamos
numa posição i dentro do ciclo, onde xi = xi+tλ para todo natural t ≥ 0. Em particular,
tomando-se t = n, temos

x2i = xi+i = xi+nλ = xi+tλ = xi,

como desejado.
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Suponha que xi = x2i. Suponha por absurdo que i < µ, ou seja, suponha que
estejamos numa posição i fora do ciclo, onde temos xi = xj se e somente se i = j. Mas
i 6= 2i, já que i 6= 0, então xi 6= x2i, contradizendo a hipótese. Logo, i ≥ µ.

Como i ≥ µ, então xi = xµ+[(i−µ) mod λ]. Similarmente, x2i = xµ+[(2i−µ) mod λ]. Como
xi = x2i, então

µ+
[
(i− µ) mod λ

]
= µ+

[
(2i− µ) mod λ

]
.

Subtraindo µ+
[
(i− µ) mod λ

]
de ambos lados da equação, obtemos

0 = µ+
[
(2i− µ) mod λ

]
− µ+

[
(i− µ) mod λ

]
= (2i− µ)− (i− µ) mod λ

= imod λ,

implicando que i = nλ para algum k ≥ 1, ou seja, i é múltiplo de λ, como desejado.

Comentário. O índice i é onde os amigos se encontram. Então i−µ descreve o índice do
encontro a partir do início do ciclo. Então µ+ [(i− µ) mod λ] é uma forma de expressar
o índice de encontro, reduzindo o índice módulo λ. Por exemplo, numa sequência com
µ = 8 e λ = 4, os amigos se encontram no índice (i, 2i) = (8, 16), mas o par (8,16) é
equivalente a (8,12) e (8, 8), que é o que a redução módulo λ expressa.

Comentário. A equação 0 = imod λ da prova do Teorema 2.1.3 implica também n = 0
e não apenas n ≥ 1, mas no contexto do algoritmo de Floyd, o coelho só encontra a
tartaruga depois de completar pelo menos uma volta no ciclo, logo n ≥ 1.

Comentário. Os símbolos µ e λ são tipicamente usados para descrever o algoritmo de
Floyd. Seus significados são, respectivamente, o tamanho da cauda e o tamanho do ciclo,
mas há quem inverta os papéis desses símbolos (Menezes, Oorschot e Vanstone 1996,
capítulo 3, nota 3.8, página 91), acidentalmente que seja.

A complexidade do algoritmo de Floyd

Seja µ o tamanho da cauda e λ o tamanho do ciclo das sequências analisadas pelo algo-
ritmo. Como há um ciclo na sequência, tanto o coelho quanto a tartaruga estarão dentro
do ciclo depois de µ iterações.

Uma vez que a tartaruga esteja dentro do ciclo, a distância entre ela e o coelho se
reduz em uma unidade a cada iteração porque o coelho sempre dá um passo a mais que
a tartaruga.
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No pior caso, o coelho estaria numa posição i do ciclo e a tartaruga logo atrás, na
posição i − 1. Como a distância entre eles diminui em uma posição a cada iteração, em
até λ iterações a distância entre eles chega a zero porque λ é o tamanho do ciclo. Sendo
assim, o custo de pior caso é no máximo µ+ λ, ou seja, O(µ+ λ).

Comentário. Não é possível que o coelho pule a tartaruga, ultrapassando-a, nunca a
encontrando? Não é possível. Eis um esboço de uma prova por indução. Suponha
que o coelho esteja numa posição logo atrás da tartaruga. Na próxima iteração, eles se
encontram. Seja esse o caso base. Suponha que o coelho esteja duas posições atrás da
tartaruga. Na próxima iteração, o coelho estará uma posição atrás da tartaruga, que é o
caso base. Dessa forma, se o coelho estiver n posições atrás da tartaruga, então em n− 1
iterações o coelho estará logo atrás da tartaruga, que é o caso base. Sendo assim, o coelho
não pula a tartaruga nem mesmo uma vez.

2.2 A estratégia de Pollard

Suponha que N = 3127 = 53 × 59 seja o composto que se deseja fatorar. Fatoraremos
3127 usando a sequência (Nk) definida pelo polinômio f(xi) = x2

i−1 + 8 mod 3127, sendo
x0 = 2. Note que (Nk), apesar de ser uma sequência infinita, fecha um ciclo em si mesma,
como mostrado pela Figura 2.1. Associada a (Nk) existe a sequência (Pk), formada pela
regra ni mod p para i ≥ 0, ou seja, reduzindo módulo p cada elemento de (Nk). Ambas
sequências possuem uma relação especial que nos permite fatorar N .

Percorrendo a sequência (Pk), podemos encontrar uma colisão módulo 53, ou seja,
dois resíduos em posições distintas que sejam congruentes módulo 53. A primeira colisão
em (Pk) ocorre entre p8 = 32 e p12 = 32, como mostra a Figura 2.1. Note que

n8 = 615 mod 3127 = 32 mod 53 = p8,

o que é garantido pelo Teorema 2.2.1. Encontrar uma colisão em (Pk) nos permite encon-
trar um fator de N : note que |n8 − n12| = |615− 456| = 159 = 53× 3, ou seja, |n8 − n12|
possui um fator em comum com N .

Como não possuímos o fator 53 antes de fatorar N , não podemos construir (Pk) e,
portanto, não podemos procurar por colisões diretamente em (Pk). Por isso, efetuamos
a busca em (Nk), ou seja, vasculhamos o ciclo de (Nk) à procura dos fatores de N por
computar mdc(|ni − nj|, N).

A chance de encontrar um fator não é a pior possível porque, assumindo que haja
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Figura 2.1: As sequências n2
k−1 + 8 mod 3127 e p2

k−1 + 8 mod 53 com n0 = p0 = 2 e uma
colisão mod 53 em (p8, p12) relacionada com a colisão modN em (n8, n12).

uma colisão na sequência, existem várias possibilidades de colisão exatamente pelo fato
de a sequência fechar um ciclo. Se o par (n8, n12) é uma colisão módulo 53, então também
o são os pares (n9, n13), (n10, n14), (n11, n15), (n12, n16), (n13, n17), (n14, n18). Eis portanto
a importância, na estratégia de Pollard, dos polinômios de coeficientes inteiros, pois são
eles os responsáveis pela repetição eterna do ciclo. Veremos a importância do polinômio
em detalhes na Seção 2.3.

Comentário. No exemplo da Figura 2.1, a colisão (n8, n12) não é uma colisão encontrada
pelo algoritmo de Floyd. Não poderia ser porque o algoritmo de Floyd verifica pares da
forma (ni, n2i). O exemplo que damos serve para ilustrar a estratégia de Pollard e não o
método de Floyd.
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Comentário. A sequência (Qk), formada pelos resíduos módulo 59, também oferece
chance de colisão. No exemplo dado, o par (q3, q6) indica que o par (n3, n6) = (1223, 751)
em (Nk) é uma colisão módulo 59 implicando mdc(|1223 − 751|, 3127) = 59. Outros
pares são (n4, n7) = (1031, 1149), (n5, n8) = (2916, 615), (n6, n9) = (751, 2993) et cetera,
ilustrando que as colisões não estão restritas ao ciclo.
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Figura 2.2: As sequências n2
k−1 + 8 mod 3551, p2

k−1 + 8 mod 53, q2
k−1 + 8 mod 67 com

n0 = p0 = q0 = 38, um caso irrecuperável para o Rô de Pollard em virtude dos ciclos e
caudas módulo 3551, 53 e 67 de tamanhos iguais.

Comentário. Podemos encontrar um caso de fracasso do algoritmo por inspeção. Por
exemplo, usando o mesmo polinômio f(xi) = x2

i−1 + 8 mod 3127, procuramos por valores
iniciais x0 = 0, 1, 2, ... até que o algoritmo de Floyd encerre a busca sem encontrar um
fator. Descobrimos que o valor x0 = 14 força o algoritmo a terminar sem resposta por ter
encontrado a colisão (x12 = 1562, x24 = 1562), revelando o fator trivial

3127 = mdc(|1562− 1562|, 3127).

Entretanto, se ignorarmos essa colisão trivial, a próxima, (x15 = 2152, x30 = 441), seria
bem-sucedida, quando descobriríamos o fator não-trivial

59 = mdc(|2152− 441|, 3127).

Essa segunda colisão ocorreu três tentativas à frente da primeira porque o grafo gerado
pelo polinômio x2 + 8 mod 59 tem um ciclo de tamanho 3.

Há situações de fracasso irrecuperáveis. São os casos em que os ciclos módulo p e
módulo q tenham tamanhos iguais de ciclos e caudas. Conjecturamos que essa igualdade
implique um ciclo módulo N de mesmo tamanho porque afirmamos que o tamanho do
ciclo módulo N é determinado por mmc(cp, cq), sendo cp, cq os tamanhos dos ciclos módulo
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p e módulo q respectivamente. Sendo assim, ir adiante é inútil porque as próximas colisões
serão todas iguais. Vejamos um exemplo.

SejamN = 3551 = 53×67 e f(x) = x2+8 mod 3551 com x0 = 38. Usando a Figura 2.2
como guia, note que os ciclos módulo 53, módulo 67 e módulo 3551 têm tamanho 4 e as
caudas, tamanho 2. O algoritmo de Floyd gera vários pares de possíveis colisões, sem sorte,
até que o coelho encontra a tartaruga no momento (x4 = 3091, x8 = 3091). Relembrando
que as colisões módulo 3551 são determinadas pelas colisões módulo 53 ou módulo 67, as
chances de colisão virão a cada 4 passos da tartaruga porque 4 é o tamanho dos ciclos
módulo 53 e módulo 67. Como o ciclo módulo 3551 também tem tamanho 4, as próximas
colisões todas são equivalentes à primeira.

Comentário. Quando ocorre um fracasso, não se deve pensar que não haja par de elemen-
tos, na sequência produzida pelo polinômio, que não revele um fator não-trivial. Recorde-
mos o caso do polinômio f(xi) = x2

i−1 + 8 mod 3127 com x0 = 14. O algoritmo de Floyd,
nesse caso, termina sem resposta em decorrência da colisão (x12 = 1562, x24 = 1562), mas
há vários pares nessa sequência que revelariam um fator não-trivial. Alguns exemplos são
(x11 = 456, x14 = 1872) com mdc(|456 − 1872|, 3127) = 59, (x11 = 456, x15 = 2152) com
mdc(|456− 2152|, 3127) = 53, (x16 = 25, x19 = 615) com mdc(|25− 615|, 3127) = 59. Por
outro lado, há casos em que não há qualquer par que revele um fator não-trivial: o caso
da Figura 2.2.

A estratégia de Pollard não é procurar exaustivamente por pares de números que
possam revelar um fator não-trivial comum com o composto que se deseja fatorar. Não
é uma busca aleatória. O que se procura é uma colisão entre números naturais módulo
p, sendo p um fator primo do composto. Se ao detectarmos o ciclo, a colisão se mostrou
trivial, é melhor continuar a busca por uma colisão em uma outra sequência, reiniciando,
por exemplo, com um outro valor inicial ou um outro polinômio.

Dado que o importante é encontrar uma colisão, podemos perguntar se o algoritmo de
Floyd é ótimo para esse propósito. A resposta parece negativa. Algoritmos provavelmente
mais rápidos que o de Floyd foram investigados, tendo sido encontrado algoritmos de
detecção de ciclos aproximadamente 36% mais rápidos que o de Floyd, provocando um
ganho de performance de 24% na fatoração quando usado com o Rô de Pollard, sendo
ambos percentuais relativos ao caso médio (Brent 1980).

2.2.1 Teorema. Seja N = pq, sendo p, q primos. Seja (Nk) uma sequência de números
naturais reduzidos módulo N . Seja (Pk) a sequência produzida por reduzir módulo p

cada ni ∈ (Ni). Se pi = pj ∈ (Pk), sendo i 6= j, então 1 < mdc(|ni − nj|, N) ≤ N, sendo
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ni, nj ∈ (Nk).

Prova. Divida ni e nj por p. Pelo Teorema 1.6.4 e pela definição da sequência (Pk), temos

ni = q1p+ pi

nj = q2p+ pj.

Como pi = pj, reescrevamos essas equações como

ni = q1p+ pi

nj = q2p+ pi.

Subtraindo essas equações, obtemos

ni − nj = (q1p+ pi)− (q2p+ pi)

= q1p− q2p

= (q1 − q2)p,

implicando que p é um fator de ni − nj e, portanto, de |ni − nj|. Como p é primo, então
1 < p e, logo, 1 < mdc(|ni − nj|,N) ≤ N , como desejado.

Algoritmo 3. O algoritmo Rô de Pollard com polinômio f(x) e valor inicial x0.
algoritmo pollard(N, f, x0):

t← c← x0
repita

t← f(t)
c← f(f(c))
d← mdc(|t− c|, N)
se d = N então

retorne “sem resposta”
fim se
se 1 < d e d < N então

retorne d
fim se

fim repita
fim algoritmo

Comentário. Pode ser que ni = nj implicando ni−nj = 0. Quando isso ocorre, obtemos
mdc(|ni − nj|, N) = N e o algoritmo fracassa. A probabilidade desse evento é desprezí-
vel (Menezes, Oorschot e Vanstone 1996, capítulo 3, seção 3.2.2, página 91). Quando o
algoritmo fracassa, podemos reiniciá-lo com um novo valor inicial para a sequência (Nk),
usando o mesmo polinômio, ou escolhendo-se outro polinômio.
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Comentário. Note que o Teorema 2.2.1 descreve uma relação entre as sequências (Nk) e
(Pk) não necessariamente produzidas por um polinômio de coeficientes inteiros. A relação
existe independentemente de como a sequência (Nk) foi produzida. É possível, embora
não desejável, usar o algoritmo usando funções diversas de um polinômio de coeficientes
inteiros, mas sem um polinômio de coeficientes inteiros as chances de se encontrar a
desejada colisão é menor, como veremos a seguir.

2.3 A importância do polinômio

Antes de provarmos o Teorema 2.3.1, que descreve a importância de um polinômio de
coeficientes inteiros para o algoritmo Rô de Pollard, vejamos um exemplo do resultado.

Usando a Figura 2.1 como guia, note que temos uma colisão entre os índices i = 8 e
j = 12 no ciclo módulo 53, implicando n8 = 615 = n12 = 456 (mod 53). Note também
que f(n9) = 2993 = f(n13) = 1562 (mod 53). Verifique que

n8+1 mod 53 = (f(n8) mod 3127) mod 53

= (f(615) mod 3127) mod 53

= (2993 mod 3127) mod 53

= 25 mod 53

= n9 mod 53.

Em outras palavras, passamos de n8 a n9 da sequência (Pk) por via da sequência (Nk),
porque existe essa relação entre ambas sequências, garantida pelo Teorema 2.2.1. Se
repetirmos a iteração mais três vezes, perfazendo um total de 4 iterações, chegamos a

p12 = 32 mod 53 = p16, (2.2)

implicando que mdc(|n12−n16|, 3127) revela um fator não-trivial, sendo importante notar
que 16− 12 = 4 é o tamanho do ciclo da sequência (Pk).

Usemos o símbolo λ para representar o tamanho do ciclo da sequência (Pk), que é
4 no exemplo com o qual trabalhamos no momento. Como as sequências (Nk) e (Pk)
possuem a relação ilustrada pela Equação 2.2, ocorre que, ao encontrarmos um par de
números (ni, nj) em (Nk) que revele um fator de N , encontraremos outro λ posições à
frente, ou seja, encontraremos um par que revele um fator a cada λ posições. Essa relação
entre as sequências (Nk) e (Pk) ocorre por causa do polinômio de coeficientes inteiros. Se,
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em vez de um polinômio de coeficientes inteiros, usássemos, por exemplo, uma sequência
verdadeiramente aleatória, não obteríamos essa garantia de haver um par que revele um
fator a cada λ posições à frente de outro par.

Além disso, se (ni, nj) é um par que revele um fator, então também o são os pares
(ni−1, nj−1) e (ni+1, nj+1), desde que os elementos desses pares estejam dentro do ciclo.
Portanto, assumindo que haja uma colisão módulo p que revele um fator não-trivial de
N , então há vários pares (ni, nj) que servirão ao mesmo propósito. Perderíamos essas
propriedades importantes se não usássemos um polinômio de coeficientes inteiros.

2.3.1 Teorema. Seja N = pq. Seja f(x) um polinômio de coeficientes inteiros. Assuma
que f(x) seja um mapeamento aleatório, levando x a f(x) mod p. Seja x1 ∈ Zn e defina
a sequência xk tal que xk = f(xk−1) modN para todo k ≥ 2. Seja m um número
natural e defina o conjunto X = {x1, ..., xm}. Assuma que X seja uma amostra aleatória
dos elementos de Zm, contendo apenas naturais distintos reduzidos módulo n. Se xi =
xi mod p, então xi+δ = xj+δ mod p para todos os naturais δ ≥ 0.

Prova. Suponha xi = xj mod p. Como f é um polinômio de coeficientes inteiros, é fato
que f(xi) = f(xj) mod p. Por definição, xi+1 = f(xi) modN e xj+1 = f(xj) modN .
Então

xi+1 mod p = (f(xi) modN) mod p = f(xi) mod p,

porque p divide N . Similarmente,

xj+1 mod p = f(xj) mod p.

Portanto, xi+1 = xj+1 mod p. Repetindo esse argumento δ vezes, sendo δ um número
natural, obtemos o resultado

xi = xj mod p =⇒ xi+δ = xj+δ mod p

para todo δ ≥ 0, como desejado.

Comentário. Seja λ = j−i o tamanho do ciclo da sequência (Pk). Assumindo i ≤ i′ < j′

e tomando-se j′ − i′ = 0 mod λ, tem-se xi′ = xj′ mod p. Em palavras: como o ciclo é
de tamanho λ, encontramos uma colisão a cada λ elementos da sequência, desde que
estejamos no ciclo e não na cauda da sequência.

Comentário. Os polinômios usados são usualmente da forma x2 + c, sendo c uma cons-
tante, excluindo-se c = 0 e c = −2 (Cormen, Leiserson, Rivest e Stein 2009, capítulo 31,
seção 31.9, página 980) (Koblitz 1994, capítulo V, seção 2, exercício 7, página 143) (Me-
nezes, Oorschot e Vanstone 1996, capítulo 3, seção 3.2.2, nota 3.12, página 92) (Pollard
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1975, página 333). Polinômios de grau maior que 2 seriam mais caros de ser computados
por envolverem exponenciações. Também não se sabe mais sobre outros polinômios do
que, por exemplo, x2+1 (Gathen e Gerhard 2013, capítulo 19, seção 19.4, página 548).

Comentário. O caso c = 0 não deve ser usado porque se f(xi) = 0, então a sequência
a partir daí produz 0 a cada índice, fechando um ciclo de tamanho 1 (Knuth 1997b,
capítulo 3, seção 3.2.1.2, página 19). O caso c = −2 sofre a mesma dificuldade. Se
f(xi) = 2, então xi+1 = x2

i − 2 = 2, fechando ciclo de tamanho 1.

Comentário. O Teorema 2.3.1 assume que f(x) é um mapeamento aleatório, mas é certo
que polinômios de coeficientes inteiros não produzem sequências aleatórias. É por isso que
se diz que a complexidade do algoritmo Rô de Pollard é dada por uma heurística e não por
uma prova (Cormen, Leiserson, Rivest e Stein 2009, capítulo 31, seção 31.9, página 980).
O impasse decorrente é que o algoritmo precisa dos polinômios de coeficientes inteiros,
que não produzem uma sequência aleatória, mas se não assumirmos que a sequência seja
aleatória, o argumento derivado do problema do aniversário não se aplicará à análise de
custo do algoritmo. Embora experimentos corroborem o argumento heurístico, muito
pouco se sabe sobre por que o algoritmo funciona. Um fato rigorosamente estabelecido é
um limite inferior para a probabilidade de sucesso (Bach 1991).

2.4 O problema do aniversário

O problema do aniversário é o resultado que temos para argumentar sobre a complexidade
do algoritmo Rô de Pollard. Antes de definir e analisar o problema do aniversário, é
conveniente que estudemos sobre colisões, o que faremos no contexto de funções hash.
“[The birthday paradox] provides an estimate of the difficulty of finding collision for an
arbitrary hash function” (Stinson 2006, capítulo 4, seção 4.1, página 120).

Definição (o problema da colisão). Dada uma função h : X → Y, encontre x, x′ ∈ X tal
que x 6= x′ e h(x′) = h(x).

Comentário. Note que Stinson não especifica que a função hash é criptográfica, pois
de fato não precisa ser, apesar do raciocínio envolvido neste contexto seja abundante-
mente aplicável à criptografia. No algoritmo Rô de Pollard, usamos um polinômio como
mecanismo de geração de números aleatórios. Esse polinômio toma o lugar da função
hash a que Stinson se refere; portanto, a discussão que se segue se aplica diretamente ao
propósito de compreender a complexidade do algoritmo Rô de Pollard.
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Comentário. Como podemos encontrar colisões de uma função hash? Com a mesma
estratégia descrita no Comentário 2.1.2. Dada uma função h e um número Q de tentativas,
escolheremos aleatoriamente um subconjunto X0 ⊆ X. Para cada x ∈ X0, computamos
e armazenamos h(x). Se algum h(xi) = h(xj), sendo i 6= j, então produzimos a resposta
(i, j) como colisão. Se nenhuma for encontrada, o algoritmo termina sem resposta. É um
algoritmo Monte Carlo.

Comentário. A letra Q é usada por Stinson por representar o número de queries à função
hash, isto é, o número de vezes que invocamos a função.

A de�nição e uma solução do problema

Definição (o problema do aniversário). Quantas pessoas são necessárias para que tenha-
mos probabilidade 1/2 de que duas façam aniversário no mesmo dia? Assume-se aqui
que o ano tenha exatos 365 dias, que anos bissextos não existam e que a probabilidade
de uma pessoa nascer num determinado dia seja a mesma de qualquer outro dia, ou seja,
que aniversários sejam distribuídos uniformemente.

Comentário. Solucionar o problema do aniversário por uma contagem direta não é sim-
ples. Ilustremos a dificuldade. Para considerarmos uma colisão de aniversários precisamos
de pelo menos duas pessoas. Escolhamos duas pessoas ao acaso. A primeira faz aniversário
na data D. Qual a probabilidade de que a segunda faça em D também? 1/365 ≈ 0.0027.
Fácil dedução. Consideremos agora um grupo de 3 pessoas, P1, P2, P3. Precisamos consi-
derar que P1, P2 possam compartilhar aniversário, bem como P1, P3 ou P2P3 ou até mesmo
P1, P2, P3 possam juntas ter o mesmo aniversário. Teríamos que contar todas essas pos-
sibilidades e partir para um grupo com 4 pessoas, depois 5 e assim sucessivamente até
encontrarmos o grupo em que as chances chegam a pelo menos 1/2, o que é trabalhoso.

Comentário. Alternativamente, consideremos o evento complementar, ou seja, qual a
probabilidade de que não haja duas pessoas com o mesmo aniversário? Seja p a resposta.
Então solucionamos o problema procurando p tal que 1/2 ≤ 1− p.

Escolhamos P1, P2 ao acaso. P1 faz aniversário na data D. Desejamos que P2 não faça
aniversário na data D. A chance é 365/365 × 364/365, pois, de todos os possíveis dias,
P2 não pode fazer aniversário exatamente em D. Similarmente, tragamos P3 ao grupo e a
probabilidade cai para 365/365× 364/365× 363/365 ≈ 0.9917. É fácil inferir agora que,
com n pessoas, a probabilidade p de que não haja duas pessoas com mesmo aniversário é

p = 365
365 ×

364
365 × · · · ×

365− (n− 1)
365
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= 1
365n365× 364× · · · ×

[
365− (n− 1)

]
= 1

365n

(
365
n

)
n!

= n! C(365,n)
365n .

Assim, a probabilidade p de que duas pessoas compartilhem o mesmo aniversário num
grupo de n pessoas é

p = 1− n! C(365, n)
365n .

Para encontrarmos o número n de pessoas em que essa probabilidade seja pelo menos 1/2,
precisamos isolar n na desigualdade

1
2 ≤ 1− n! C(365, n)

365n ,

o que não parece fácil. Em vez disso, verifiquemos que n = 23 satisfaz essa desigualdade
enquanto n = 22 não satisfaz, de onde encontramos os valores aproximados 0,5073 para
n = 23 e 0,4757 para n = 22. Então, com 23 pessoas, temos chance maior que 1/2 de
obter uma colisão de datas de aniversários.

2.4.1 Teorema. Sorteie Q números naturais a partir do conjunto {1,2,3,...,M}. A pro-
babilidade P (Q) de se encontrar uma colisão entre esses números é

P (Q) = 1−
(
M − 1
M

)(
M − 2
M

)
· · ·

(
M − (Q− 1)

M

)

Comentário. O enunciado do Teorema 2.4.1 é interessante porque captura o problema do
aniversário diretamente como apresentado, mas uma prova por indução é o mais indicado,
o que nos sugere uma reescrita do enunciado mais adequada à prova.

Teorema. Sorteie Q números naturais a partir do conjunto {1,2,3,...,M}. A probabilidade
P (Q) de se encontrar uma colisão entre esses números é

P (Q) = 1− M − (Q− 1)
M

P ′(Q− 1),

sendo P ′(Q) a probabilidade de não haver colisão sorteando-se Q números naturais.

Prova. A indução é sobre Q, o tamanho da amostra. A probabilidade de que não haja
uma colisão entre os números numa amostra de tamanho 1 é 1 porque, obviamente, é
impossível haver colisão num conjunto de apenas 1 número. Logo, P ′(1) = 1 serve como
caso base. Com dois números, a probabilidade é

P ′(2) = M − 1
M
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= M − 1
M

P ′(1).

Suponha que com Q− 1 números, tenhamos

P ′(Q− 1) = M − (Q− 2)
M

P ′(Q− 2). (2.3)

Precisamos apenas continuar o padrão. Se multiplicarmos o lado direito da Equação 2.3
por (M − (Q− 1))/M , obteremos, por construção,

P ′(Q) = M − (Q− 1)
M

P ′(Q− 1).

A probabilidade que buscamos é o complemento de P ′(Q). Logo, a probabilidade de
colisão é P (Q) = 1− P ′(Q), como desejado.

Comentário. Agora desejamos porQ tal que 1/2 ≤ P (Q). Para responder, precisaríamos
isolar Q nessa desigualdade, o que não é fácil. Por isso recorremos a uma estimativa.

2.4.2 Teorema.
P (Q) ≈ 1− exp

(
−Q

2 −Q
2M

)
.

Prova. A estratégia é usar a identidade

exp(−x) = 1− x+ x2

2! −
x3

3! + x4

4! − . . .

e tomar os dois primeiros termos da expansão de forma que exp(−x) ≈ 1 − x. Partindo
do enunciado do Teorema 2.4.1, computamos

P (Q) = 1−
(
M − 1
M

)(
M − 2
M

)
...

(
M − (Q− 1)

M

)

= 1−
(
M

M
− 1
M

)(
M

M
− 2
M

)
...
(
M

M
− Q− 1

M

)
= 1−

(
1− 1

M

)(
1− 2

M

)
...
(

1− Q− 1
M

)

= 1−
Q−1∏
i=1

(
1− i

M

)
(2.4)

Agora introduzimos a aproximação exp(−x) ≈ 1 − x, substituindo i/M por x na Equa-
ção 2.4, obtendo a Equação 2.5 e desfazendo a substituição na Equação 2.6. Assim,
cuidadosamente, obtemos

P (Q) = 1−
Q−1∏
i=1

(1− x) (2.5)

≈ 1−
Q−1∏
i=1

exp(−x)



2.4 O problema do aniversário 33

= 1−
Q−1∏
i=1

exp
(
− i

M

)
(2.6)

= 1− exp
(
− 1
M

)
exp

(
− 2
M

)
· · · exp

(
−Q− 1

M

)
= 1− exp

(
− 1
M
− 2
M
− · · · − Q− 1

M

)
= 1− exp

(
− 1
M

[
1 + 2 + 3 + · · · + (Q− 1)

])
= 1− exp

(
− 1
M

(Q− 1)Q
2

)

= 1− exp
(
−Q

2 −Q
2M

)
,

como desejado.

Comentário. De posse desse resultado, fica fácil considerar a equação P (Q) = 1/2 e
isolar Q, obtendo assim uma resposta aproximada de quantos números precisamos sortear
para obter uma probabilidade de 1/2 de ocorrer pelo menos uma colisão.

2.4.3 Teorema. A quantidade Q de sorteios de números do conjunto {1, 2, ..., M}
necessária para se ter uma probabilidade p de obter uma colisão é

Q ≈
√

2M ln 1
1− p.

Prova. Seja p a probabilidade desejada. Então pelo Teorema 2.4.2, temos

p = P (Q) ≈ 1− exp
(
−Q

2 −Q
2M

)

exp
(
−Q

2 −Q
2M

)
≈ 1− p

−Q
2 −Q
2M = ln(1− p)

−Q
2 −Q
2M = − ln 1

1− p

Q2 −Q = 2M ln 1
1− p.

É conveniente agora usar mais uma aproximação, Q2−Q ≈ Q2 (Stinson 2006, capítulo 4,
seção 4.2.2, página 126). A justificativa é que estamos interessados em quantidades Q que
são bem grandes, quando a diferença entre Q2 e Q seja desprezível. Procedendo assim,
obtemos

Q ≈
√

2M ln 1
1− p,

como desejado.
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Comentário. No raciocínio acima, usamos a identidade

ln(1− p) = (−1)(−1) ln(1− p)

= (−1) ln(1− p)−1

= − ln 1
1− p,

obtida a partir de aplicações diretas das regras logarítmicas do expoente e da divisão.

2.5 A complexidade do algoritmo Rô de Pollard

Teorema. O custo do algoritmo Rô de Pollard para uma probabilidade de 1/2 de en-
contrar uma colisão é da ordem de √p iterações do algoritmo, sendo p o menor primo do
composto N = pq.

Prova. Estamos em busca de uma colisão xi = xj mod p e o universo de possibilidades é
0, 1, 2, ..., p− 1. Aplicando o Teorema 2.4.3, obtemos o resultado

Q ≈
√

2(p− 1) ln 1
1− 1/2

=
√

2(p− 1) ln 2

≈
√

2× 0,69(p− 1)

=
√

1,39(p− 1)

≈ 1,18
√
p− 1

≈ 1,18√p,

usando sempre dois algarismos significativos, resultando num custo de 1,18√p iterações
do algoritmo.

Corolário. O custo do algoritmo Rô de Pollard para uma probabilidade de 1/2 de en-
contrar uma colisão é da ordem de √p computações do polinômio usado pelo algoritmo,
sendo p o menor primo do composto N = pq.

Prova. A cada iteração do algoritmo, computamos o polinômio três vezes. Portanto o
custo é aproximadamente 3× 1,18√p = 3,54√p computações do polinômio.



Capítulo 3

A computação quântica

A computação quântica tem seu início em 1982 (Feynman 1982), senão antes. Feynman
explica que embora seja possível usar um computador clássico para simular o comporta-
mento de sistemas formados por n partículas que obedeçam aos postulados da mecânica
quântica, a simulação seria ineficiente: é necessário tempo exponencial relativo ao número
de partículas do sistema.

Uma solução para essa dificuldade é usar as próprias partículas como simulação. Par-
tículas que se comportem segundo os postulados da mecânica quântica implementam na-
turalmente uma simulação de si mesmas, que obviamente são eficientes. Podemos pensar
nesses sistemas de partículas que se comportam de acordo com os postulados da mecânica
quântica como um computador quântico.

3.1 O q-bit

Um bit clássico tem um estado, que pode ser 0 ou 1. Um q-bit também possui um estado.
Duas possíveis representações desses estados são os estados |0〉 e |1〉, que correspondem
exatamente aos estados 0 e 1 do bit clássico. A novidade de um q-bit é que ele pode estar
em outros estados além de |0〉 e |1〉. Ele pode estar num número infinito de estados, que é
o que se chama de superposição dos estados |0〉, |1〉. A superposição de estados é descrita
matematicamente por uma combinação linear |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, onde α e β são números
complexos, ou seja, os estados de um q-bit são representados por um vetor num espaço
vetorial de duas dimensões associado ao corpo dos números complexos.

Definição. Os números complexos associados a um q-bit são chamados de amplitudes.
Um vetor é unitário se seu módulo é 1. Um q-bit é um vetor unitário em um espaço
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vetorial complexo bidimensional.

Definição. Uma base é ortonormal se for ortogonal e ainda unitária, ou seja, se seus
vetores forem todos unitários. O conjunto {|0〉, |1〉} é a base padrão ortonormal usada na
computação quântica, também chamada de base computacional.

Bits clássicos podem ser examinados para se determinar se estão no estado 0 ou 1.
Bits quânticos não podem ser examinados para se conhecer o estado quântico em que se
encontram, ou seja, não se pode conhecer exatamente os números α e β. Em vez disso,
a teoria quântica nos obriga a fazer uma medição do q-bit de forma que obtenhamos o
valor 0 com probabilidade |α|2 ou o valor 1 com probabilidade |β|2. Essas probabilidades
são naturalmente complementares, ou seja, |α|2 + |β|2 = 1.

Um q-bit em superposição de estados se mantém em superposição até que seja obser-
vado. Depois de observado, ele permanece sempre no estado observado. A superposição
que havia já não existe mais. Qualquer subsequente observação produz sempre o mesmo
resultado. Por que os q-bits são assim? Não se sabe. O que é relevante para a computa-
ção quântica é que, a cada observação, obtemos um bit de informação, 0 ou 1 (Nielsen e
Chuang 2004, capítulo 1, seção 1.2, página 15).

ϕ

θ

x̂

ŷ

ẑ = |0〉

−ẑ = |1〉

|ψ〉

Figura 3.1: A esfera de Bloch, uma forma de visualizar um q-bit.

Comentário. Um q-bit pode ser visto como um vetor unitário em que uma extremidade
de seu segmento representante termina num ponto da superfície de uma esfera, como
ilustrado pela Figura 3.1. Os q-bits |0〉 e |1〉 podem ser definidos como os polos norte
e sul, respectivamente. Essa interpretação é chamada de esfera de Bloch. Assim, uma
operação Uf |x〉 move a ponta do q-bit |x〉 para um outro lugar na esfera. Por exemplo,
X|0〉 = |1〉, o que significa que a operação X move a ponta de |0〉, que aponta para o polo
norte, para o polo sul, obtendo o q-bit |1〉, sendo X o operador que representa uma forma
de negação de um q-bit. Como a esfera é contínua, há teoricamente um número infinito
de outras operações possíveis.



3.2 Múltiplos q-bits 37

A esfera de Bloch é uma boa forma de visualizar um q-bit, mas uma dificuldade
oriunda da interpretação é que a visualização não parece se generalizar para mais de um
q-bit (Nielsen e Chuang 2004, capítulo 1, seção 1.2, página 13).

3.2 Múltiplos q-bits

Um par de q-bits tem como base computacional padrão os estados |00〉, |01〉, |10〉, |11〉.
Um par de q-bits também pode estar numa superposição desses quatro estados. Então
um vetor descrevendo esses dois q-bits em um estado arbitrário é

|ψ1〉 = a00|00〉+ a01|01〉+ a10|10〉+ a11|11〉.

Num sistema de múltiplos q-bits, podemos medir um subconjunto dos q-bits. Por
exemplo, usando dois q-bits, podemos medir apenas o primeiro. Qual a probabilidade de
que ao medir o primeiro q-bit, o resultado seja 0? O primeiro q-bit seria 0 tanto com
probabilidade |a00|2 quanto com probabilidade |a01|2; logo, a probabilidade desejada é
|a00|2 + |a01|2. Note que agora o primeiro q-bit foi observado e, portanto, o sistema não
se altera mais relativo ao primeiro q-bit. Qual o estado de |ψ1〉 depois de medirmos o
primeiro q-bit? O estado é

|ψ2〉 = a00|00〉+ a01|01〉√
|a00|2 + |a01|2

.

Comentário. Por que dividir os coeficientes pelo fator
√
|a00|2 + |a01|2? Porque depois

de medirmos o primeiro q-bit, seu estado não se altera mais e as probabilidades relativas
ao segundo q-bit são complementares e, portanto, precisam somar 1. Efetuar essa divisão
é chamado de normalização.

Considerando um sistema de n q-bits, uma base computacional desse sistema seria
{|0...0〉n, |0...1〉n, ..., |1...1〉n}, cujo estado quântico seria representado por 2n amplitudes,
ou seja, 2n números complexos porque cada q-bit requer dois números complexos em sua
representação matemática. Se n = 500, então 2500 é maior que o número estimado de
átomos no universo visível. “It is as if Nature were keeping 2500 hidden pieces of scratch
paper on the side, on which she performs her calculations as the system evolves.” (Nielsen
e Chuang 2004, capítulo 1, seção 1.2.1, página 17) É improvável que um computador
clássico tenha a capacidade de armazenar essa quantidade de informação em qualquer
tempo futuro.

Comentário. Um registrador quântico é um agrupamento de vários q-bits. Se um regis-
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trador de n q-bits possui cada um de seus q-bits no estado |0〉, então podemos descrevê-lo
como |0〉n, ou seja, o subscrito denota o tamanho do registrador.

Comentário. Veremos à frente que matrizes quadradas são usadas para descrever opera-
dores quânticos, podendo ser de diferentes dimensões. Enquanto X representa o operador
NOT projetado para apenas um q-bit, escrevemos X3 para representar o NOT que opera
simultaneamente em três q-bits, cuja matriz possui dimensões 8× 8.

3.3 A notação de Dirac

A notação |·〉 foi introduzida por Paul A. M. Dirac (Nielsen e Chuang 2004, capítulo 1,
seção 1.2, página 13). O objetivo de Dirac é que o símbolo |·〉 sirva como uma fun-
ção, cujo argumento seja a descrição de um vetor. “If, for example, we were talking
about displacement vectors in ordinary three-dimensional space, we could have a vec-
tor |5 horizontal centimeters northeast〉” (Mermin 2007, capítulo 1, seção 1.2, página 5).
Dessa forma, |ψ〉 descreve um vetor expresso por seus componentes numa certa base como
um vetor-coluna, ou seja,

|ψ〉 =



a1

a2
...
an

 .

O produto interno entre dois vetores |ψ〉 e |φ〉 é escrito 〈ψ|φ〉. Assim, devemos considerar
〈ψ| como um vetor-linha, isto é, a matriz transposta conjugada,

〈ψ| =
[
a∗1 a∗2 · · · a∗n

]
,

sendo a∗k o conjugado complexo da k-ésima amplitude ak ∈ C.

Definição. O conjugado de um número complexo z = x+ yi é z∗ = x− yi.

Comentário. O produto interno é escrito como 〈ψ|φ〉, mas o que se quer dizer é a
multiplicação 〈ψ||φ〉. A escrita 〈ψ|φ〉 apenas nos evita um símbolo “|” a mais. O produto
externo, também chamado de produto tensorial, é escrito |ψ〉〈φ|.

3.4 O produto tensorial

O operador ⊗ entre q-bits descreve a regra de formação de estados entre múltiplos q-
bits (Kowada 2006, capítulo 2, seção 2.3.1, página 22):
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O estado formado pelo conjunto de vários q-bits não é definido apenas pela conca-
tenação dos estados individuais de cada um deles, como acontece em um sistema
clássico, mas sim pelo produto tensorial [...] destes estados. [...] A dimensão do
espaço vetorial que contém um estado formado por n q-bits é 2n.

Se o sistema possui dois q-bits, então é composto por q1 = a1|0〉+b1|1〉 e q2 = a2|0〉+b2|1〉.
Isso significa que ao medir ambos q-bits, podemos obter como saída |0〉|0〉 ou |0〉|1〉 ou
|1〉|0〉 ou |1〉|1〉, que é o mesmo que escrever |00〉, |01〉, |10〉, |11〉 ou |0〉2, |1〉2, |2〉2, |3〉2. Se
considerarmos o sistema sem o medir, ele estará a priori numa superposição dos estados
|00〉, |01〉, |10〉, |11〉. Os coeficientes que descrevem a superposição são dados pelo produto
tensorial dos q-bits q1 e q2.

Cada possível resultado da medição desse sistema formado por q1 e q2 tem uma certa
probabilidade de ocorrer. A probabilidade de cada estado desse sistema é determinada
pelo produto tensorial. Portanto, matematicamente, antes de medir o sistema para ob-
servar seu estado, a superposição dele é

a1a2|00〉+ a1b2|01〉+ b1a2|10〉+ b1b2|11〉.

O resultado é obtido diretamente do produto tensorial entre q1, q2 :

a1

b1

⊗
a2

b2

 =



a1a2

a1b2

b1a2

b1b2

 = a1a2|00〉+ a1b2|01〉+ b1a2|10〉+ b1b2|11〉.

É por isso que a dimensão do espaço vetorial relativo a múltiplos q-bits cresce exponenci-
almente. Com 1 q-bit, a dimensão é 2; com 2 q-bits, dimensão 4; com 3 q-bits, dimensão
8; com n q-bits, 2n.

Comentário. O símbolo ⊗ do produto tensorial é frequentemente omitido. Em vez
de |x〉 ⊗ |y〉, escreve-se |x〉|y〉 sempre que possível. Explicitamos o operador sempre que
desejamos destacar a operação e o omitimos quando sua exposição prejudica a leitura.

3.5 O produto interno

Em espaços vetoriais associados ao corpo dos números complexos, o produto interno entre
dois vetores não é comutativo, mas possui uma simetria envolvendo o conjugado complexo
de cada um dos vetores.
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Definição. Em um espaço vetorial complexo, o produto interno de dois vetores arbitrários
é um número complexo satisfazendo

〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉∗,

sendo z∗ o conjugado complexo de um número complexo z (Mermin 2007, apêndice A,
página 160):

〈ψ|φ〉 =
n∑
i=1

a∗i bi

= (a∗1, · · · , a∗n) · (b1, · · · , bn)

= (b∗1, · · · , b∗n) · (a1, · · · , an)

=
n∑
i=1

b∗i ai

= 〈φ|ψ〉∗,

sendo ai e bi os componentes complexos dos vetores |ψ〉 e |φ〉, respectivamente.

Exemplo. Seja |ψ〉 = 〈2− 3i, 7− 3i〉 e |φ〉 = 〈1 + 2i, 2 + 2i〉. Então

〈ψ|φ〉 = 〈2 + 3i, 7 + 3i〉 · 〈1 + 2i, 2 + 2i〉

= (2− 3i)(1 + 2i) + (7− 3i)(2 + 2i)

= 2 + 4i− 3i+ 6 + 14 + 14i− 6i+ 6

= 28 + 9i

e não 4 + 27i, que seria obtido se computássemos 〈2 + 3i, 7 + 3i〉 · 〈1 + 2i, 2 + 2i〉, ou seja,
é preciso lembrar de computar o conjugado complexo do vetor.

Se comutarmos os operandos, obtemos o conjugado complexo do produto, ou seja,

〈1 + 2i, 2 + 2i〉 · 〈2 + 3i, 7 + 3i〉 = 28− 9i,

como esperado.

3.6 O produto externo

Seja dois q-bits |ψ〉 e |ψ〉 dados por

|ψ〉 =
a
b

 , |φ〉 =
c
d

 .
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O produto externo |ψ〉〈φ| é definido por

|ψ〉〈φ| =
a
b

 [c∗ d∗
]

=
ac∗ ad∗

bc∗ bd∗

 ,
sendo c∗, d∗ os conjugados complexo dos números complexos c, d.

3.7 Operadores lineares e unitários

Definição. Uma função V → W : f é (uma transformação) linear se para quaisquer
vetores x, y ∈ V tenhamos f(x + y) = f(x) + f(y) bem como se para qualquer escalar
a ∈ K, tenhamos f(ax) = af(x), sendo K um corpo algébrico.

Comentário. O termo “função linear” se confunde com funções lineares das que se en-
contra em Álgebra Linear e funções lineares das que se encontra em Geometria Analítica.
Nesta última, uma função f(x) é linear se f(x) = ax + b. São as retas. Não são funções
lineares no sentido de Álgebra Linear porque

f(0) = a · 0 + b = b 6= 0 · f(0) = 0 · b = 0

Se porventura f(0) = 0, ou seja, se a reta passar pela origem, então a “função linear”
de Geometria Analítica se encaixa também na definição de “função linear” de Álgebra
Linear. “One of the miseries of life is that everybody names things a little bit wrong and
so it makes everything a little harder to understand [...].” (Feynman 1985)

O termo operador linear, comumente usado na computação quântica, é sinônimo de
transformação linear, que é sinônimo de função linear em Álgebra Linear.

Operadores lineares possuem uma representação em matrizes e o converso também é
verdadeiro: toda matriz representa um operador linear. Uma matriz n × m representa
uma transformação linear de um espaço V m para um espaço V n. Por exemplo, a matriz

T =
6 5 4 3

2 1 0 −1


representa uma transformação do espaço R4 para o espaço R2. Os coeficientes da matriz
codificam as equações da transformação T : R4 → R2. Para obter as equações literalmente,
podemos considerar o procedimento reverso — se tivéssemos as equações, como obteríamos
a matriz? Tomemos como base de R4 a base padrão e apliquemos a transformação (seja
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qual for a fórmula), obtendo as seguintes equações

T (1, 0, 0, 0) = (6, 2)

T (0, 1, 0, 0) = (5, 1)

T (0, 0, 1, 0) = (4, 0)

T (0, 0, 0, 1) = (3,−1)

Como a matriz tem dimensões 2×4, é certo que os argumentos de T são elementos de R4.
Aplicar T a um vetor v significa multiplicar T na esquerda de v, obtendo Tv. Observando
o que acontece com os vetores da base, percebemos que obtemos as colunas da matriz.
Para obter as fórmulas de T, basta multiplicar T a um vetor arbitrário (x, y, w, z), obtendo

T (x, y, w, z) = (6x+ 5y + 4z + 3w, 2x+ y − w).

Agora considere a composição de transformações lineares S : R2 → R3 e T : R4 → R2. Se
aplicamos T e em seguida S, levamos um vetor arbitrário de 4 componentes a um vetor
de 2 componentes e em seguida a um vetor de 3 componentes, ou seja, a transformação
composta é S(T (v)). Para obter a matriz da composição, basta multiplicar a matriz S
pela matriz T , ou seja, colocando S à esquerda de T e operando a multiplicação usual de
matrizes. Por exemplo,

1 2
3 4
5 6


6 5 4 3

2 1 0 −1

 =


10 7 4 1
26 19 12 5
42 31 20 9

 ,

sendo S a matriz da esquerda e T , a da direita. A matriz resultante representa a trans-
formação composta S(T (v)) e tem fórmula

S(T (v)) = (10x+ 7y + 4z + w, 26x+ 19y + 12z + 5w, 42x+ 31y + 20z + 9w),

sendo v o vetor arbitrário (x, y, w, z).

Comentário. Não é coincidência que a multiplicação de matrizes nos dá a composição de
transformações lineares. A multiplicação de matrizes foi criada exatamente para abstrair
o processo de transformar um vetor por uma transformação linear e em seguida por outra
transformação linear.

Comentário. Mudanças de bases também são transformações lineares. Portanto, podem
ser representadas por matrizes. Assim, para levar um vetor de uma base de um espaço
vetorial a outra base do mesmo espaço vetorial, basta multiplicar esse vetor pela matriz
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que represente a mudança de base.

Comentário. Os operadores quânticos são funções lineares, o que significa que se sou-
bermos como a função se comporta nos vetores da base, então saberemos como ela se
comporta com qualquer argumento. Por exemplo, se

|x〉 = a00|00〉+ a01|01〉+ a10|10〉+ a11|11〉,

então

f(|x〉) = Uf |x〉

= Uf
(
a00|00〉+ a01|01〉+ a10|10〉+ a11|11〉

)
= Ufa00|00〉+ Ufa01|01〉+ Ufa10|10〉+ Ufa11|11〉

= a00Uf |00〉+ a01Uf |01〉+ a10Uf |10〉+ a11Uf |11〉,

sendo Uf o operador unitário quântico que implementa f. Como se vê, conhecendo-se
Uf |00〉, Uf |01〉, Uf |10〉, Uf |11〉, conhece-se Uf |x〉.

Além de lineares, os operadores relevantes para a computação quântica são unitários.
Ao aplicarmos um operador a um q-bit, os coeficientes do q-bit de saída precisam satisfazer
|a|2 +|b|2 = 1, que é a condição de normalização. Isso significa que todo operador quântico
precisa ser uma matriz unitária.

Definição. Uma matriz quadrada M é unitária se seu conjugado transposto M † for a
inversa de M, isto é, se MM † = M †M = I.

Comentário. Matrizes unitárias são todas inversíveis, implicando que todo operador
quântico é reversível.

Comentário. Obtém-se o conjugado transposto de uma matrizM computando sua trans-
postaMT e então tomando o conjugado complexo de cada elemento deMT . Em símbolos,
M † = MT .

Comentário. O conjugado transposto de uma matriz complexa é também chamado de
transposto Hermitiano, conjugado Hermitiano, matriz adjunta, ou transjugado e o sím-
bolo † é frequentemente usado na mecânica quântica para representar o conjugado trans-
posto.

Comentário. Para X, temos

X† =
0 1

1 0
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porque XX† = X†X = I. A transposta de X é ela própria e o conjugado complexo de
números reais são os próprios números reais, sofrendo nenhuma alteração.

O operador X

A computação quântica tem um operador, representado pelo símbolo X por razões histó-
ricas (Nielsen e Chuang 2004, capítulo 1, seção 1.3.1, página 18), análogo ao NOT da com-
putação clássica. Como os q-bits têm uma probabilidade de ser |0〉 ou |1〉, então é sensato
que X apenas transponha essas amplitudes. Em símbolos, X(a|0〉+ b|1〉) = b|0〉+ a|1〉.

Como q-bits são vetores, expressos em função de uma base computacional, os opera-
dores quânticos podem ser representados por matrizes e multiplicação de matrizes passa
a ser a forma de operar o q-bit, ou seja, para negar um q-bit, multiplica-se a matriz M
que representa o operador X pelo vetor v que representa o q-bit. Uma matriz capaz de
representar o operador X é

M =
0 1

1 0

 .
Comentário. Dizemos “uma matriz” porque a representação de operadores em função
de matrizes não é única. Ela depende da base computacional.

Comentário. Essa matriz é obtida a partir da matriz identidade 2× 2 transpondo suas
linhas. Se computarmos Mv, então v precisa ser representado por uma matriz 2× 1, pois
de outra forma a multiplicação não seria definida. Se computarmos vM , então o vetor v
precisa ser representado por uma matriz 1× 2. Em símbolos,

X(a|0〉+ b|1〉) =
0 1

1 0

 a
b

 =
b
a

 = b|0〉+ a|1〉.

Por convenção, sempre escrevemos Mv em vez de vM .

O operador Z

O operador Z é definido pela matriz

Z =
1 0

0 −1



O efeito de Z é inverter aditivamente o coeficiente b do q-bit a|0〉+b|1〉. Considerando
as probabilidades relativas a |0〉 ou |1〉, Z não faz diferença porque |a + bi|2 = |a − bi|2.
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A modificação causada por Z é no ângulo que o vetor faz com respeito ao eixo-x.

O operador H

O operador H, assim nomeado em homenagem a Jacques S. Hadamard, é definido pela
matriz

H = 1√
2

1 1
1 −1

 .
O efeito de H no estado |0〉 é transformar a probabilidade 1 do bit |0〉 para a probabilidade
1/2. Similarmente, H transforma a probabilidade 1 do estado |1〉 para probabilidade 1/2.
Por outro lado, computando H(1/2|0〉+

√
3/2|1〉), levamos a probabilidade de obtermos

o estado |0〉 de 0,25 para 0,933 e de obtermos |1〉 de 0,75 para 0,067.

Comentário. Dois notórios estados são

|+〉 = H|0〉 = 1√
2
(
|0〉+ |1〉

)
|−〉 = H|1〉 = 1√

2
(
|0〉 − |1〉

)
,

ambos representando um meio termo entre as amplitudes da superposição. São chamados
estados de Bell em homenagem a John S. Bell.

Exemplo. Se não se conhece a matriz relativa ao operador H, mas se sabe que ele leva o
vetor |0〉 a 1/

√
2(|0〉+|1〉), então pode-se encontrar a matriz procurando-se pelas constantes

a, b, c, d tais que

1√
2
(
|0〉+ |1〉

)
= 1√

2

1
0

+
0

1

 = 1√
2

1
1

 =
a b

c d

 1
0

 ,
que implica a

c

 = 1√
2

1
1

 .
Similarmente, se se sabe que o operador leva |1〉 a 1/

√
2(|0〉 − |1〉), então

1√
2

 1
−1

 =
a b

c d

0
1


e logo b

d

 = 1√
2

 1
−1

 .
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Assim,

H = 1√
2

1 1
1 −1

 ,
como desejado.

Os operadores cNOT e ccNOT

O operador cNOT é a versão reversível da porta XOR, da computação clássica, que
computa adição módulo 2. O nome cNOT vem do inglês controlled not. Eis a definição
do operador (Kowada 2006, capítulo 2, seção 2.2.1, página 11):

[A operação cNOT] pode ser vista como sendo uma aplicação do operador NOT no
segundo bit, caso o valor do primeiro seja 1. O primeiro bit permanece inalterado,
enquanto o segundo bit passa a ter o resultado da operação XOR. O primeiro bit é
chamado de bit de controle e o segundo, bit alvo (target).

O operador ccNOT, também chamado de Toffoli em homenagem a Tommaso Toffoli,
consome três q-bits de entrada |a〉, |b〉, |c〉. Os dois primeiros q-bits de entrada são os
q-bits de controle, que não sofrem qualquer alteração na saída. A operação terá efeito em
|c〉 se e somente se ambos |a〉,|b〉 forem |1〉, provocando a saída |c⊕a∧b〉 no terceiro q-bit.
Na literatura, o operador é representado por ccNOT (Mermin 2007, capítulo 2, seção 2.6,
página 58), do inglês controlled, controlled NOT.

O operador Toffoli é interessante porque é universal para circuitos reversíveis clássi-
cos (Kowada 2006, capítulo 2, seção 2.2.1, proposição 1, página 11), ou seja, pode ser
usado como construtor de qualquer outro circuito reversível clássico.

Em sua versão generalizada, o operador considera n q-bits de controle, operando no
q-bit alvo se e somente se todos os n q-bits de controle forem |1〉. Similarmente, há uma
versão generalizada do operador em que os q-bits de controle são negativos, ou seja, o
q-bit alvo é operado se e somente se todos os n q-bits de controle forem |0〉.

3.8 O emaranhamento

Emaranhamento é o fenômeno que correlaciona dois ou mais q-bits. Tomemos dois q-bits
como um exemplo. Suponha que a descrição do sistema seja

1√
2
|00〉+ 0× |01〉+ 0× |10〉+ 1√

2
|11〉.



3.9 O paralelismo quântico 47

Se medirmos o primeiro q-bit, obteremos resultado 0 com probabilidade 1/2. O que
acontece com o estado do sistema após medirmos o primeiro q-bit? Se a primeira medição
resultar em 0, então os possíveis estados agora são |00〉 ou |01〉, mas a probabilidade de
obtermos |01〉 é 0 pela definição do estado inicial do sistema. Logo, só a probabilidade
dada pelo coeficiente de |00〉 é relevante, e assim o estado do sistema após a primeira
medição é

1/
√

2|00〉+ 0× |01〉√
|1/
√

2|2 + |0|2
= 1/

√
2|00〉√

|1/
√

2|2
= 1/

√
2

1/
√

2
|00〉 = |00〉.

A medição do primeiro q-bit necessariamente determina o resultado do segundo q-bit
porque a normalização pós-medição força a determinação do segundo q-bit. Isso é uma
descrição matemática do emaranhamento entre implementações de q-bits.

3.9 O paralelismo quântico

O paralelismo quântico é radicalmente diferente do paralelismo clássico. No clássico,
duas operações são feitas ao mesmo tempo por dois circuitos diferentes. No quântico,
duas operações diferentes são feitas ao mesmo tempo pelo mesmo circuito. Vejamos um
exemplo. No computador quântico é possível implementar {0,1} → {0,1} : f(x), ou seja,
uma função de um q-bit para um q-bit, usando dois q-bits |x〉|y〉. Usando Uf , é possível
transformar esse estado em |x〉|f(x)⊕y〉. Agora, colocando |x〉 = |+〉 e |y〉 = |0〉, obtemos

Uf |+〉|0〉 = Uf
1√
2
(
|0〉+ |1〉

)
|0〉

= 1√
2
(
Uf |0〉|0〉+ Uf |1〉|0〉

)
= 1√

2
(
Uf |0〉|f(0)〉+ Uf |1〉|f(1)〉

)
,

evidenciando duas computações de f em apenas uma operação quântica, o que é impres-
sionante. Entretanto, não é fácil tirar proveito disso porque, assim que fizermos a leitura
do segundo q-bit de saída de Uf , a superposição colapsa a um dos estados da base com-
putacional. Nesse exemplo, a superposição colapsa para |0〉 em 50% dos casos e colapsa
para |1〉 nos outros 50% dos casos.

Comentário. Por que o circuito Uf é definido com f(x)⊕ y no segundo q-bit em vez de
simplesmente f(x)? Porque de outra forma o circuito não seria implementável, pois não
seria reversível: perderíamos a informação que y carrega em si, tornando sua reversibili-
dade impossível.
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3.10 Como interpretar circuitos quânticos

Abstraindo a implementação de um circuito responsável pela computação de uma função f
qualquer, é comum ver um esquema como o exibido pela Figura 3.2. As linhas horizontais

|x〉
Uf

|y〉 H

Figura 3.2: Visão esquemática de um circuito quântico.

representam “fios” que carregam os q-bits sempre da esquerda para a direita. Usamos a
palavra “fios”, mas não nos lhe referimos literalmente. Os “fios” podem ser vistos como
uma linha do tempo de cada q-bit. À esquerda localizam-se os q-bits de entrada; no meio,
os operadores e na direita, os q-bits de saída.

Usualmente um operador é escrito com um símbolo inscrito em um retângulo como o
operador H da Figura 3.2, sendo o operador cNOT uma exceção a essa regra. Enquanto
H opera somente no q-bit |y〉, Uf opera em ambos |x〉|y〉. Por fim, o símbolo que se parece
com um medidor analógico representa a medição, o procedimento que extrai do sistema
quântico uma informação clássica, sendo o “fio” duplo, após a medição, uma representação
de que naquele “fio” traféga informação clássica.

O cNOT é representado conjuntamente por um pequeno disco preto ou alternativa-
mente por um disco branco e pelo símbolo ⊕ como no circuito da Figura 3.3. O pequeno

|x〉 •

|0〉

Figura 3.3: Um circuito ilustrando q-bits alvo e de controle positivo e negativo.

disco preto representa um q-bit usado como controle e o símbolo ⊕ representa adição
módulo 2 que é efetuada se e somente se o q-bit de controle for |1〉. Similarmente, o
disco branco representa um controle negativo, ou seja, a adição módulo 2 é efetuada se e
somente se o q-bit de controle for |0〉. Sendo assim, o q-bit |0〉 da Figura 3.3 é operado se
e somente se |x〉 = |1〉.
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Comentário. Note que os diagramas invertem a direção da notação matemática. Em

X

a
b

 =
b
a

 ,
temos o operador X à esquerda do q-bit de entrada e não à direita como é feito nos
diagramas. A prática da computação quântica é fazer com que o tempo de computação
decorra da esquerda para a direita. Já houve tentativa de reverter essa prática para evitar
a troca de direção entre a notação matemática e os diagramas de circuitos. David Mermin
preferiu colocar o estado inicial dos circuitos na direita e definiu que os operadores mais à
direita executassem primeiro. A maior desvantagem, ele reporta, aparece durante aulas no
quadro negro, quando é difícil determinar quanto espaço é necessário reservar à esquerda
para desenhar o circuito começando pelo lado direito. Depois de alguns anos em tentativa,
ele desistiu (Mermin 2007, capítulo 1, seção 1.7, páginas 21–22).

3.11 Exemplo de implementação de uma função

Considere a função f(x) tal que f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 1, f(3) = 0. É uma função que
calcula a paridade de x, sendo seu domínio implementável por apenas dois bits. Existe
um operador unitário que representa f e um circuito quântico que implementa f . Qual é
esse operador e qual é esse circuito? É com isso que nos preocupamos agora.

Para que o circuito Uf seja reversível, é preciso deixar rastros da entrada do circuito em
algum lugar — para que seja possível recuperar a informação correspondente à entrada.
Por exemplo, se definirmos Uf |x〉2|0〉1 → |x〉|f(x)〉, estaremos usando o q-bit |0〉1 apenas
como espaço para escrita da saída. Se sobrescrevermos a informação da entrada, não
conseguimos recuperá-la e, portanto, o circuito se torna irreversível, o que inviabiliza
sua implementação no modelo quântico de computação. Assim, definimos Uf |x〉2|0〉1 =
|x〉|0 ⊕ f(x)〉, mas essa definição não estará completa se não definirmos também o que
ocorre com a entrada |x〉2|1〉1 porque, sendo um operador linear, precisamos defini-lo
nos elementos da base do espaço vetorial (Portugal, Lavor, Carvalho e Maculan 2004,
capítulo 3, seção 3.2, páginas 23–24). Assim, definimos também Uf |x〉2|1〉1 → |x〉|1⊕f(x)〉
e, consolidando ambos casos, temos

Uf |x〉2|y〉1 → |x〉|y ⊕ f(x)〉.

Computando todos os casos da base computacional, obtemos a Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Comportamento do operador Uf quanto à paridade da entrada.

entrada x y x y ⊕ f(x) saída
0 00 0 00 0 0
1 00 1 00 1 1
2 01 0 01 1 3
3 01 1 01 0 2
4 10 0 10 1 5
5 10 1 10 0 4
6 11 0 11 0 6
7 11 1 11 1 7

A tabela mostra que o circuito Uf implementa uma certa permutação da entrada —
compare a coluna “entrada” com a coluna “saída.” Se temos uma permutação, podemos
proceder para obter a matriz do operador da seguinte forma. Se o operador leva |000〉 a
|000〉, então a linha da matriz que representa essa transformação é igual a da identidade,
ou seja,

[
1 0 0 0 0 0 0

]
. Similarmente ocorre para segunda linha da matriz do

operador. Na terceira linha, temos a permutação de 2 para 3 e logo em seguida de 3 para
2. Então essas linhas da matriz identidade são permutadas. Também ocorre a troca das
linhas da matriz identidade referente às entradas 4 e 5. Assim,

Uf =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1



.

Comentário. Se consideramos um manual técnico que descreva o funcionamento de Uf ,
como, por exemplo, a documentação de uma biblioteca de certa linguagem de progra-
mação, então explicaremos ao usuário de Uf como preparar adequadamente a entrada do
circuito para obter a paridade de |x〉. Para obter a paridade, o usuário não pode prepa-
rar |y〉 como |1〉; é obrigatório preparar |y〉 como |0〉. De outra forma, não se obtém a
paridade de |x〉. Por exemplo, Uf |11〉|1〉 = |11〉|1〉, mas a paridade de |11〉 é 0 e não 1.
Portanto, Uf computa a paridade de |x〉, mas não sem a devida preparação da entrada.
Somos obrigados a definir Uf para entradas que não são úteis ao propósito de computar
a paridade de |x〉 porque de outra forma a definição de Uf não estaria completa.
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Comentário. Em alguns casos há uma forma menos penosa de obter a matriz referente
ao operador que implementa a função. Usando o produto externo, podemos expressar a
matriz identidade de dimensões 2× 2 da seguinte forma:

I2 = |0〉〈0|+ |1〉〈1| =
1

0

 [1 0
]

+
0

1

 [0 1
]

=
1 0

0 0

+
0 0

0 1

 =
1 0

0 1

 .
Similarmente, a identidade de dimensões 4× 4 satisfaz

I4 = |00〉〈00|+ |01〉〈01|+ |10〉〈10|+ |11〉〈11|.

Com essas identidades podemos obter a matriz Uf . Se os dois primeiros q-bits da
entrada são |x〉 = |00〉, então não inverteremos o estado |y〉 da entrada. Referente a essa
entrada, temos a matriz |00〉〈00| ⊗ I2. Se |x〉 = |01〉, devemos inverter o estado |y〉 e
para isso usamos o operador X2. Referente a essa entrada, temos a matriz |01〉〈01| ⊗X2.
Similarmente para as entradas |x〉 = |10〉 e |x〉 = |11〉. Somando essas matrizes, obtemos

Uf = |00〉〈00| ⊗ I2 + |01〉〈01| ⊗X2 + |10〉〈10| ⊗X2 + |11〉〈11| ⊗ I2,

como desejado.

3.12 Exemplo de construção de um circuito quântico

Usando a função f da seção anterior que calcula a paridade de um registrador, podemos
observar que a entrada é composta de dois q-bits de controle e o terceiro é usado como
armazenamento para a saída. Se o primeiro dos q-bits de entrada for |1〉, devemos inverter
uma vez o q-bit de saída. Se o segundo q-bit da entrada também for |1〉, precisaremos
inverter o q-bit da saída novamente. De fato, calcular a paridade significa somar todos
os q-bits da sua entrada e computar o resíduo dessa soma módulo 2. Computar o resíduo
módulo 2 é por definição a tarefa de ⊕. Portanto, se a entrada é composta pelos q-bits
|q2, q1, q0〉, então o circuito é composto de cNOT(q2, q0) seguido de cNOT(q1, q0).

•

•

|x〉

|0〉

Figura 3.4: Um circuito para o cálculo da paridade de |x〉.
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3.13 O algoritmo de Deutsch

Preliminares

Definição. Uma função {0,1} → {0,1} : f(x) é constante se f(0) = f(1) e é balanceada
se f(0) 6= f(1).

Comentário. Se f for definida para operar com mais de um bit, então a definição de
balanceada significa que f(x) = 0 para metade dos elementos de seu domínio e f(x) = 1
para a outra metade.

Exemplo. Usando apenas um bit, um exemplo de função constante é f(0) = f(1) = 0 e
um outro exemplo é f(0) = f(1) = 1. Não há outros exemplos. Uma função balanceada
é f(0) = 1, f(1) = 0 e outra é f(0) = 0, f(1) = 1. Não há outras.

Teorema. Seja {0,1} → {0,1} : f(x) uma função balanceada. Então 1 ⊕ f(0) = f(1) e
1⊕ f(1) = f(0).

Prova. Assuma que f seja balanceada. Se f(0) = 0, então f(1) = 1 e assim

1⊕ f(0) = 1⊕ 0 = 1 = f(1),

como desejado. Por outro lado, se f(0) = 1, então f(1) = 0 e assim

1⊕ f(0) = 1⊕ 1 = 0 = f(1),

provando o primeiro resultado. Para o segundo, se f(0) = 0, então f(1) = 1 e temos

1⊕ f(1) = 1⊕ 1 = 0 = f(0),

como desejado. Por outro lado, se f(0) = 1, então f(1) = 0 e temos

1⊕ f(1) = 1⊕ 0 = 1 = f(0),

provando o segundo resultado, como desejado.

O circuito de Deutsch

O algoritmo de David E. Deutsch determina se uma função {0,1} → {0,1} : f(x) é cons-
tante ou balanceada fazendo apenas uma consulta ao circuito quântico Uf que implementa
f , o que não é possível para um computador clássico.
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|q1〉 = |0〉 H

Uf

H

|q2〉 = |1〉 H

Figura 3.5: O circuito de Deutsch.

O estado inicial |x0〉 da entrada é |0〉|1〉. O primeiro passo do algoritmo é aplicar o
operador H na entrada, produzindo o estado |ψ1〉:

|ψ1〉 = |+〉|−〉

= 1√
2
(
|0〉+ |1〉

)
⊗ 1√

2
(
|0〉 − |1〉

)
= 1

2
[
(|0〉+ |1〉)⊗ (|0〉 − |1〉)

]
= 1

2
(
|0〉|0〉 − |0〉|1〉+ |1〉|0〉 − |1〉|1〉

)
.

Após aplicarmos a porta Uf , obtemos

|ψ2〉 = 1
2
(
|0〉|0⊕ f(0)〉 − |0〉|1⊕ f(0)〉+ |1〉|0⊕ f(1)〉 − |1〉|1⊕ f(1)〉

)
= 1

2
(
|0〉|f(0)〉 − |0〉|1⊕ f(0)〉+ |1〉|f(1)〉 − |1〉|1⊕ f(1)〉

)
.

Agora é interessante continuarmos em dois caminhos distintos: um em que assumimos que
f seja constante e outro em que f seja balanceada. Se f é constante, então f(0) = f(1)
e então

|ψ3〉 = 1
2
(
|0〉|f(0)〉 − |0〉|1⊕ f(0)〉+ |1〉|f(1)〉 − |1〉|1⊕ f(1)〉

)
= 1

2
(
|0〉|f(0)〉 − |0〉|1⊕ f(0)〉+ |1〉|f(0)〉 − |1〉|1⊕ f(0)〉

)
= 1

2
{(
|0〉+ |1〉

)
⊗ |f(0)〉 −

(
|0〉+ |1〉

)
⊗ |1⊕ f(0)〉

}
= 1

2
{(
|0〉+ |1〉

)
⊗
(
|f(0)〉 − |1⊕ f(0)〉

)}
= 1√

2
(
|0〉+ |1〉

)
⊗ 1√

2
(
|f(0)〉 − |1⊕ f(0)〉

)
= |+〉 ⊗ 1√

2
(
|f(0)〉 − |1⊕ f(0)〉

)
.

Aplicando o último operador H, que é aplicado apenas ao primeiro q-bit |q1〉, obtemos
|q1〉 = |0〉 porque H é sua própria inversa:

|ψ4〉 = |0〉 ⊗ 1√
2
(
|f(0)〉 − |1⊕ f(0)〉

)
.
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Ao medirmos o q-bit |q1〉, obtemos 0, mostrando que se f é constante, então o primeiro
q-bit será medido no valor 0.

Agora suponha que f seja balanceada, ou seja, f(0) 6= f(1). Como f é uma função
que só produz 0 ou 1, então f(0) ⊕ 1 = f(1) e também f(1) ⊕ 1 = f(0). Continuando a
computação do circuito no ponto logo depois de aplicarmos o subcircuito Uf , obtemos

|ψ2〉 = 1
2
(
|0〉|0⊕ f(0)〉 − |0〉|1⊕ f(0)〉+ |1〉|0⊕ f(1)〉 − |1〉|1⊕ f(1)〉

)
= 1

2
(
|0〉|f(0)〉 − |0〉|f(1)〉+ |1〉|f(1)〉 − |1〉|f(0)〉

)
= 1

2
[
(|0〉 − |1〉)⊗ |f(0)〉 − (|0〉 − |1〉)⊗ |f(1)〉

]
= 1

2
[
(|0〉 − |1〉)⊗ (|f(0)〉 − |f(1)〉)

]
= 1√

2
(
|0〉 − |1〉

)
⊗ 1√

2
(
|f(0)〉 − |f(1)〉

)
= |−〉 ⊗ 1√

2
(
|f(0)〉 − |f(1)〉

)
Aplicando o último operador H, que é aplicado apenas no primeiro q-bit |q1〉, obtemos
|q1〉 = |1〉 porque H é sua própria inversa:

|ψ4〉 = |1〉 ⊗ 1√
2
(
|f(0)〉 − |f(1)〉

)
.

Ao medirmos o q-bit |q1〉, obtemos |1〉. Então se f é balanceada, o primeiro q-bit será
medido no valor 1. Juntando ambos resultados, concluímos que o circuito distingue f
balanceada de f constante com apenas uma consulta a Uf .

O phase kickback trick

Na análise do circuito de Deutsch, pode-se aplicar o chamado phase kickback trick (Nielsen
e Chuang 2004, capítulo 1, seção 1.4.3, página 33).

Teorema. Seja Uf |x〉|y〉 = |x〉|y ⊕ f(x)〉. Então

Uf |x〉|−〉 = (−1)f(x)|x〉|−〉.

Prova. Da linearidade de Uf e de sua definição, obtemos

Uf |x〉|−〉 = Uf |x〉 ⊗
(

1√
2

(|0〉 − |1〉)
)

= 1√
2
(
Uf (|x〉 ⊗ (|0〉 − |1〉))

)
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= 1√
2
(
Uf |x〉 ⊗ |0〉 − Uf |x〉 ⊗ |1〉

)
= 1√

2
(
|x〉 ⊗ |0⊕ f(x)〉 − |x〉 ⊗ |1⊕ f(x)〉

)
= 1√

2
(
|x〉 ⊗ |f(x)〉 − |x〉 ⊗ |1⊕ f(x)〉

)
= 1√

2
(
|x〉 ⊗ (|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉)

)
= |x〉 ⊗ 1√

2
(
|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉

)
.

É fato que f(x) = 0 ou f(x) = 1. Se f(x) = 0, então obtemos

Uf |x〉|−〉 = |x〉 ⊗ 1√
2
(
|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉

)
= |x〉 ⊗ 1√

2
(
|0〉 − |1〉

)
= |x〉|−〉.

Se f(x) = 1, obtemos

Uf |x〉|−〉 = |x〉 ⊗ 1√
2
(
|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉

)
= |x〉 ⊗ 1√

2
(
|1〉 − |0〉

)
= |x〉 ⊗ − 1√

2
(
|0〉 − |1〉

)
= |x〉 ⊗ −|−〉

= −|x〉|−〉.

Combinando ambos casos, obtemos

Uf |x〉|−〉 = (−1)f(x)|x〉|−〉,

como desejado.

Para compreender o algoritmo de Deutsch em função do phase kickback trick, relem-
bremos que do primeiro passo do algoritmo, obtemos o estado |+〉|−〉. Então comecemos
por expandir

|ψ1〉 = |+〉|−〉

= 1√
2
(
|0〉+ |1〉

)
⊗ 1√

2
(
|0〉 − |1〉

)
= 1√

2
[
(|0〉+ |1〉)⊗ (|0〉 − |1〉)

]
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= 1√
2
[
|0〉 ⊗ (|0〉 − |1〉) + |1〉 ⊗ (|0〉 − |1〉)

]
= |0〉√

2
⊗ (|0〉 − |1〉)√

2
+ |1〉√

2
⊗ |0〉 − |1〉√

2

= 1√
2
|0〉|−〉+ 1√

2
|1〉|−〉.

Em seguida, apliquemos Uf ao estado |ψ1〉, obtendo

|ψ2〉 = Uf |ψ1〉

= 1√
2
Uf |0〉|−〉+ 1√

2
Uf |1〉|−〉

= 1√
2
(
Uf |0〉|−〉+ Uf |1〉|−〉

)
= 1√

2
(
(−1)f(0)|0〉|−〉+ (−1)f(1)|1〉|−〉

)
.

Supondo que f seja constante, temos f(0) = f(1) e então podemos, na última equação,
colocar (−1)f(0)|−〉 em evidência, obtendo

|ψ2〉 = 1√
2

(−1)f(0)
(
|0〉|−〉+ |1〉|−〉

)
= 1√

2
(−1)f(0)

(
|0〉+ |1〉

)
|−〉

= (−1)f(0)
(
|0〉+ |1〉√

2

)
|−〉

= (−1)f(0)|+〉|−〉.

AplicandoH no primeiro q-bit, que é o último passo do algoritmo, obtemos (−1)f(0)|0〉|−〉.
Ao medirmos o primeiro q-bit, obteremos o valor 0. Então se f é constante, obtemos 0
no primeiro q-bit.

Supondo que f seja balanceada com f(0) = 0 e f(1) = 1, temos

Uf |ψ1〉 = 1√
2
(
(−1)f(0)|0〉|−〉+ (−1)f(1)|1〉|−〉

)
= 1√

2
(
|0〉|−〉 − |1〉|−〉

)
= 1√

2
(
|0〉 − |1〉

)
|−〉

= |0〉 − |1〉√
2
|−〉

= |−〉|−〉.
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Supondo que seja f balanceada com f(0) = 1 e f(1) = 0, temos

Uf |ψ1〉 = 1√
2
(
(−1)f(0)|0〉|−〉+ (−1)f(1)|1〉|−〉

)
= 1√

2
(
−|0〉|−〉+ |1〉|−〉

)
= − 1√

2
(
|0〉 − |1〉

)
|−〉

= −|0〉 − |1〉√
2
|−〉

= −|−〉|−〉.

Em ambos casos, aplicando H no primeiro q-bit, que é o último passo do algoritmo,
obtemos (−1)f(x)|1〉|−〉. Ao medirmos o primeiro q-bit, obteremos o valor 1. Então se f
é balanceada, obtemos 1 no primeiro q-bit.

Comentário. O algoritmo original de Deutsch não era determinístico como a versão
que apresentamos. A versão que apresentamos foi publicada por Richard Cleve et al.,
que também creditam Alain Tapp pela descoberta do phase kickback trick (Cleve, Ekert,
Macchiavello e Mosca 1998, seção 2).

3.14 O algoritmo de Grover

A inversão de fase

Suponha, por exemplo, que tenhamos um registrador quântico de dois q-bits:

|ψ1〉 = 1
2 |00〉+ 1

2 |01〉+ 1
2 |10〉+ 1

2 |11〉.

Cada termo dessa superposição, respectivamente, representa o número 0, 1, 2, 3 e todos
os termos são equiprováveis. Suponha que desejamos medir o registrador e obter o estado
|10〉, que representa o número 2, como se procurássemos pelo 2 na lista de números
0, 1, 2, 3. Existe circuito quântico (Yanofsky e Mannucci 2008, capítulo 6, seção 6.4,
páginas 195–198) capaz de transformar o estado |ψ1〉 em

|ψ2〉 = 1
2 |00〉+ 1

2 |01〉 − 1
2 |10〉+ 1

2 |11〉.

Esse circuito implementa o que é chamado de inversão de fase, cujo efeito neste caso é
inverter o sinal da amplitude do estado desejado. Entretanto, a probabilidade de medirmos
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o registrador |ψ2〉 e obtermos o número 2 ainda é a mesma de antes porque
∣∣∣∣−1

2

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣12
∣∣∣∣2 .

De qualquer forma, a inversão de fase é um operador capaz de marcar, por trocar
o sinal da amplitude, o estado desejado numa superposição de vários estados. Aliado à
inversão sobre a média, que veremos a seguir, obtemos o operador de Grover.

A inversão sobre a média

Considere as listas

L = 53, 38, 17, 23, 79 e M = 31, 46, 67, 61, 5.

Que observações podemos fazer sobre ambas? Uma observação é que a soma de todos
os elementos da lista é 210 em ambos os casos. Logo, a média de cada lista é x = 42.
Outra, menos óbvia, é o fato de que cada elemento da lista L, que esteja acima da média,
está na mesma distância da média que seu elemento correspondente na lista M . Por
exemplo, compare o par (L1,M1) = (53, 31). Note que 53− 42 = 11 e 31− 42 = −11. A
distância é a mesma, mas o sinal da subtração inverteu-se. O mesmo ocorre com todos
os pares correspondentes (Li,Mi): quando Li está acima da média, Mi está abaixo e vice-
versa. O procedimento de obter a lista M a partir da lista L é chamado de inversão sobre
a média (Yanofsky e Mannucci 2008, capítulo 6, seção 6.4, página 198).

A inversão de fase é capaz de marcar um estado desejado numa superposição de es-
tados, por inverter o sinal de sua amplitude. Com a inversão sobre a média, conseguimos
aumentar a amplitude do estado marcado e diminuir a amplitude dos estados não marca-
dos, nos dando assim um algoritmo quântico de busca.

Para levar L1 = 53 aM1 = 31 o procedimento é computar 42+(42−53) e similarmente
para os outros. Em símbolos,

Mi = x+ (x− Li) = 2x− Li.

Esse procedimento pode ser expresso com respeito a matrizes unitárias, o que o torna
implementável em circuitos quânticos. Relativo a matrizes, o procedimento é (2A− I)VL,
sendo A a matriz que computa a média dos componentes de um vetor. No exemplo acima,
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a matriz A seria uma 5×5 com Aij = 1/5 para todo i, j. Multiplicando A por L, obtemos

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5





53
38
17
23
79


=



42
42
42
42
42


.

Expressando a inversão sobre a média em função do produto externo e da notação de
Dirac, temos (2|0〉〈0| − I)|ψ〉, que computa a inversão das amplitudes de |ψ〉 sobre a
média de suas amplitudes.

O algoritmo de Grover

Considere o problema de encontrar um elemento procurado numa lista não ordenada com
N = 2n números. Assuma que a lista possua o número procurado e que ele seja único na
lista. A “lista” a que se refere é uma superposição de estados. O elemento a ser procurado
é um termo dessa superposição e encontrá-lo significa aumentar sua amplitude de forma
que seja grande a chance de medirmos o registrador e obter, como informação clássica,
aquele termo da superposição que se deseja.

Eis os primeiros passos do algoritmo (Portugal, Lavor, Carvalho e Maculan 2004,
capítulo 3, seção 3.1, páginas 22–23):

O algoritmo [...] usa dois registradores quânticos: o primeiro, com n q-bits, ini-
cializado no estado |0...0〉, e o segundo, com 1 q-bit, inicializado no estado |1〉. O
primeiro registrador está relacionado aos elementos da lista onde será feita a busca,
enquanto que o segundo é um registrador que terá um papel fundamental [...].

Antes da execução propriamente dita do algoritmo, o primeiro registrador é alterado
para formar uma superposição de todos os estados associados aos elementos da lista.

Aplicando H a cada q-bit do primeiro e segundo registrador, obtemos

|ψ1〉 = H⊗n|0〉H|1〉

= H|0〉1 ⊗H|0〉2 ⊗ ...⊗H|0〉nH|1〉

= |0〉+ |1〉√
2
⊗ |0〉+ |1〉√

2
⊗ ...⊗ |0〉+ |1〉√

2
|−〉

=
(

1√
2

)n [
(|0〉+ |1〉)⊗ (|0〉+ |1〉)⊗ ...⊗ (|0〉+ |1〉)

]
|−〉
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= 1√
2n
[
(|0〉+ |1〉)⊗ (|0〉+ |1〉)⊗ ...⊗ (|0〉+ |1〉)

]
|−〉

= 1√
N

(|0〉+ |1〉+ ...+ |N − 1〉)|−〉

= 1√
N

N−1∑
i=0
|i〉|−〉.

Seja {0,1, ..., N − 1} → {0,1} : f(i) uma função que consiga distinguir se i é, na lista,
o elemento procurado i0. Em símbolos:

f(i) =


1 se i = i0

0 se i 6= i0

Existe circuito Uf que implemente f (Portugal, Lavor, Carvalho e Maculan 2004, capí-
tulo 3, seção 3.5.1, página 40) e com ele obtemos efetivamente a transformação

|i〉|0〉
Uf−−−−→ |i〉|f(i)〉,

sendo que o primeiro registrador tem n q-bits e o segundo, 1 q-bit (Portugal, Lavor,
Carvalho e Maculan 2004, capítulo 3, seção 3.2, equação 3.4, página 23).

Comentário. A definição completa de Uf é

Uf |i〉|j〉 = |i〉|j ⊕ f(i)〉,

sendo |i〉 o estado do primeiro registrador e |j〉, do segundo.

Feita a inicialização, aplicamos o operador Uf sobre o estado |ψ1〉:

|ψ2〉 = Uf |ψ1〉

= Uf

(
1√
N

N−1∑
i=0
|i〉|−〉

)

= 1√
N
Uf

(
N−1∑
i=0
|i〉|−〉

)

= 1√
N

N−1∑
i=0

Uf |i〉|−〉

= 1√
N

N−1∑
i=0

Uf |i〉
(

1√
2

[|0〉 − |1〉]
)

= 1√
N

N−1∑
i=0

(
1√
2
Uf |i〉|0〉 − Uf |i〉|1〉

)
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= 1√
N

N−1∑
i=0

(
1√
2
|i〉|f(i)〉 − |i〉|1⊕ f(i)〉

)

= 1√
N

N−1∑
i=0

(
1√
2
|i〉
(
|f(i)〉 − |1⊕ f(i)〉

))
.

Em seguida, aplicando a definição de f , dividimos as deduções em dois caminhos
distintos: um onde i = i0 e outro onde i 6= i0.

Assim, obtemos

|i〉
(
|f(i)〉 − |1⊕ f(i)〉

)
=


|i〉(|1〉 − |0〉) se i = i0

|i〉(|0〉 − |1〉) se i 6= i0

,

obrigando-nos a separar do somatório o caso i = i0. Fazendo a separação, obtemos

|ψ2〉 = 1√
N


N−1∑
i=0
i 6=i0

1√
2
(
|i〉[|0〉 − |1〉]

)+ 1√
2
(
|i0〉[|1〉 − |0〉]

)
= 1√

N


N−1∑
i=0
i 6=i0

|i〉|−〉

− |i0〉|−〉


= 1√
N

N−1∑
i=0

(−1)f(i)|i〉|−〉.

Comentário. Eis uma ilustração do último passo. Seja N = 4 e suponha que o elemento
procurado seja i0 = 3, implicando f(0) = f(1) = f(2) = 0 e f(3) = 1. Sendo assim,

|φ〉 = 1√
4
|0〉|−〉+ |1〉|−〉+ |2〉|−〉 − |3〉|−〉

= 1√
4

(−1)f(0)|0〉|−〉+ (−1)f(1)|1〉|−〉+ (−1)f(2)|2〉|−〉+ (−1)f(3)|3〉|−〉

= 1√
4

3∑
i=0

(−1)f(i)|i〉|−〉,

como desejado.

3.14.1 Comentário. Para compreender a importância do estado |−〉 para o algoritmo de
Grover, é recomendado (Portugal, Lavor, Carvalho e Maculan 2004, capítulo 3, seção 3.2,
exercício 3.3, página 28) investigar o que ocorre se usarmos, no segundo registrador, um
estado diferente de |−〉. Por exemplo, em vez de |−〉, vejamos o que ocorre se usarmos o
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estado |+〉. Seja |v〉 uma superposição de N q-bits. Obtemos

Uf |v〉|+〉 = Uf


N−1∑
i=0
i 6=i0

αi|i〉

+ αi0 |i0〉

 |+〉

= Uf


N−1∑
i=0
i 6=i0

αi|i〉|+〉

+ αi0 |i0〉|+〉



=

N−1∑
i=0
i 6=i0

αiUf |i〉|+〉

+ αi0Uf |i0〉|+〉

=

N−1∑
i=0
i 6=i0

αiUf |i〉
1√
2

(|0〉+ |1〉)

+ αi0Uf |i0〉
1√
2

(|0〉+ |1〉)

=

N−1∑
i=0
i 6=i0

αi
1√
2

(Uf |i〉|0〉+ Uf |i〉|1〉)

+ αi0
1√
2

(Uf |i0〉|0〉+ Uf |i0〉|1〉)

=

N−1∑
i=0
i 6=i0

αi
1√
2

(|i〉|f(i)〉+ |i〉|1⊕ f(i)〉)

+ αi0
1√
2

(|i0〉|f(i0)〉+ |i0〉|1⊕ f(i0)〉)

=

N−1∑
i=0
i 6=i0

αi
1√
2

(|i〉|0〉+ |i〉|1〉)

+ αi0
1√
2

(|i0〉|1〉+ |i0〉|0〉)

=

N−1∑
i=0
i 6=i0

αi|i〉
1√
2

(|0〉+ |1〉)

+ αi0 |i0〉
1√
2

(|1〉+ |0〉)

=

N−1∑
i=0
i 6=i0

αi|i〉|+〉

+ αi0|i0〉|+〉

=


N−1∑
i=0
i 6=i0

αi|i〉

+ αi0|i0〉

 |+〉
=
(
N−1∑
i=0

αi|i〉
)
|+〉

= |v〉|+〉.

Então Uf se torna efetivamente o operador identidade se o estado |+〉 tomar o lugar de
|−〉 no algoritmo de Grover. Em outras palavras, o phase kickback trick

Uf |i〉|−〉 = (−1)f(i)|i〉|−〉
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precisa de um estado como |−〉 para marcar o estado desejado.

Marcado o estado, computa-se a inversão sobre a média e repete-se a marcação seguido
de inversão sobre a média um número de vezes tal que seja maximizada a amplitude
do estado marcado e diminuída a amplitude dos outros estados. Por fim, mede-se o
registrador.

Algoritmo 4. O algoritmo de Grover, sendo Ug o circuito que marca o estado desejado.
Comece com o estado |0〉n
Aplique H⊗n
repita bπ/4 2n/2e vezes

Aplique o operador: (2|0〉〈0| − I)Ug
fim repita
Meça o registrador.

Comentário. Após medir o registrador, é preciso verificar se o estado obtido é o estado
desejado. Se não for, devemos reexecutar o algoritmo, repetindo até um número máximo
e fixo de vezes. Se em nenhuma das vezes o estado medido for o estado desejado, somos
obrigados a terminar o algoritmo sem obter a resposta desejada. O algoritmo original de
Grover é um algoritmo Monte Carlo. A chance de fracasso decresce exponencialmente à
medida que se repete o algoritmo, mas não é nula.

A complexidade do algoritmo

Quantas vezes se deve aplicar o operador de Grover? Com as suposições que fizemos,
de que a lista tenha N elementos e o elemento procurado exista na lista, além de ser
único, o número de iterações deve ser exatamente (Kowada 2006, capítulo 4, seção 4.2.1,
algoritmo 4.2.1, página 67) o inteiro mais próximo de

π

4
√
N,

implicando uma complexidade de pior caso de O(
√
N). Quando não é possível determinar

o número exato de iterações, podemos usar uma variante do algoritmo, que é o algoritmo
BBHT98 (Kowada 2006, capítulo 4, seção 4.3, página 72), que usaremos na versão quântica
do algoritmo Rô de Pollard.

A variante implementada pelo algoritmo BBHT98 é a seguinte. Em vez de aplicar
o operador de Grover um número exato de vezes e então medir o resultado, o algoritmo
aplicará o operador de Grover j vezes, sendo j um número natural aleatório menor que
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min(λm,
√
N), sendo λ = 8/7. Em seguida, o registrador deve ser medido e verificado se o

estado resultante é o desejado. Se não for, então redefine-se m← λm e j é sorteado nova-
mente, obedecendo seu limite superior m e o algoritmo se repete desde o início (Kowada
2006, capítulo 4, algoritmo 4.3.1, página 74).

Comentário. A complexidade do algoritmo BBHT98 (Kowada 2006, capítulo 4, se-
ção 4.3.2, teorema 7, página 77) é

O

√N
t

 ,
sendo t o número de estados desejados contidos na superposição, que é o universo de
busca. Tem, portanto, a mesma complexidade que o algoritmo de Grover.



Capítulo 4

Uma versão quântica do Rô de Pollard

Apresentamos agora a divisão tentativa em versão quântica e posteriormente a versão
quântica do algoritmo Rô de Pollard. Os dois algoritmos são parecidos, então o estudo de
um é preparação para compreensão do outro. Encerramos por apresentar um problema em
aberto relacionado ao algoritmo Rô de Pollard em sua versão quântica: solucioná-lo pode
reduzir a complexidade da versão quântica em um fator quadrático quando comparado
ao modelo clássico de computação.

4.1 Uma versão quântica da divisão tentativa

Seja N = pq um composto ímpar de n bits, sendo p, q primos distintos de aproximada-
mente n/2 bits cada um. Sem perda de generalidade, assuma que p < q.

O circuito que implementa a divisão tentativa começa com o estado |ψ0〉, que é com-
posto de três registradores B,A,C.

Comentário. Listamos B,A,C, nesta ordem, porque os registradores B,A armazenarão,
respectivamente, divisor e dividendo do circuito DIV (Kowada 2006, capítulo 3, seção 3.3,
figura 3.6, página 39) que usaremos em breve na descrição deste método. Nesse circuito,
Kowada usa as letras “b” e “a” como divisor e dividendo, respectivamente; mantemos
assim um perfeito alinhamento de notação.

No registrador B, alocaremos os candidatos a divisor de N . No registrador A alocare-
mos o número N a ser fatorado. O registrador C serve apenas para o operador de Grover,
que será descrito mais adiante.

O número de bits suficiente para o registrador B é bn/2c. Para C, um único q-bit
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é suficiente. Para A alocaremos um número de q-bits para armazenar o número N e
alocaremos também no registrador A um número de q-bits extras que será usado para
armazenar tanto a divisão inteira de N pelos candidatos a divisor como o resto dessa
divisão. Em outras palavras, A precisa ter n q-bits mais bn/2c q-bits. Sendo assim, os
tamanhos dos registradores A,B,C são respectivamente a = n + bn/2c, B = bn/2c e
c = 1.

Comentário. Por que bn/2c é o tamanho de B? Desejamos que B armazene uma su-
perposição dos candidatos ímpares a divisor de N . Quantos q-bits precisamos para isso?
Desejamos que a superposição inclua um termo que represente o candidato

⌊√
N
⌋
.

A fórmula para se computar a quantidade de bits necessária é
⌊
lg
√
N
⌋

+ 1. Essa
quantidade é máxima quando N é uma potência de 2, o que nunca ocorre, porque N é
ímpar. Assim, podemos reduzi-la em um bit, obtendo

⌊
lg
√
N
⌋

=
⌊
lgN1/2

⌋
≤ bn/2c ,

como desejado.

Comentário. Devido ao tamanho de B, a superposição que será preparada incluirá 2n/2

termos, o que vai além do termo
⌊√
N
⌋
, gerando alguns candidatos a mais do que seria

necessário.

Passo 0. O estado inicial é

|ψ0〉 = (|0〉b1|1〉b2)b |N〉a|1〉c.

Comentário. Para o registradorB, é importante que distingamos entre seus n/2−1 q-bits
mais significativos e seu último q-bit, o menos significativo. Por isso usamos os índices b1 =
n/2− 1 e b2 = 1 para representar seus tamanhos. Fixamos o q-bit menos significativo do
registrador B porque queremos que B armazene apenas estados que representem números
ímpares.

Passo 1. Aplicamos o operador

(H⊗b−1 ⊗ Ib2)⊗ Ia ⊗Hc.

a |ψ0〉, ou seja, aos registradores B,A,C. O efeito desse operador é aplicar ao registrador
B a porta H⊗b−1 e ao registrador C a porta H. Assim, obtemos

|ψ1〉 =
[
H⊗b−1|0〉 ⊗ |1〉

]
b
|N〉a|−〉c
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=
[
H|0〉 ⊗H|0〉 ⊗ · · · ⊗H|0〉 ⊗ |1〉

]
b
|N〉a|−〉c

=
[(
|0〉+ |1〉√

2

)
⊗
(
|0〉+ |1〉√

2

)
⊗ · · · ⊗

(
|0〉+ |1〉√

2

)
⊗ |1〉

]
b

|N〉a|−〉c

=
 1√

2b−1

2b−1−1∑
i=0
|i〉|1〉


b

|N〉a|−〉c.

Agora temos no registrador B um estado correspondente à superposição dos naturais
ímpares 1, 3, 5, 7, 9, ..., 2y − 1, sendo y = bn/2c. Desejamos remover dessa lista o número
1, o que faremos no passo 4. No registrador C, temos o estado |−〉, que exerce papel
fundamental no algoritmo de Grover, fato discutido no Comentário 3.14.1.

Comentário. Note que na expressão de |ψ1〉 está justaposto o estado |i〉 com o estado |1〉.
Para descrever a interpretação que deva ser feita dessa justaposição, vejamos os primeiros
termos da superposição como exemplo. No primeiro termo, temos |0〉|1〉 = 012 = 110.
No segundo, temos |1〉|1〉 = 112 = 310. No terceiro, |2〉|1〉 = |1〉|0〉|1〉 = 1012 = 510. No
quarto, |3〉|1〉 = |1〉|1〉|1〉 = 1112 = 710 e assim sucessivamente.

Passo 2. Neste passo usamos o circuito Udiv (Kowada 2006, capítulo 3, seção 3.3, pá-
gina 38). A definição de Udiv é

Udiv|b〉x|a〉y = |b〉x(|a div b〉|amod b〉)y,

sendo div o operador de divisão inteira e x, y os tamanhos dos registradores que arma-
zenam, respectivamente, o divisor |b〉 e o dividendo |a〉. Sendo assim, o operador que
descreve este passo é

Udiv ⊗ Ic.

Após aplicarmos esse operador, obtemos a divisão de N por seus possíveis divisores,
armazenados no registrador B. A saída de Udiv é composta de B intacto e, nos q-bits de
A, da divisão inteira de N por B bem como do resto da divisão. Assim, obtemos

|ψ2〉 =
 1√

2b−1

2b−1−1∑
i=0

(
|i〉|1〉

)
|N div 2i+ 1〉|N mod 2i+ 1〉


b+a

|−〉c

Comentário. Se expandirmos esse somatório, encontraremos os termos

|1〉|N div 1〉|N mod 1〉+ |3〉|N div 3〉|N mod 3〉+ |5〉|N div 5〉|N mod 5〉+ · · ·

Isso mostra que no sistema quântico temos todos os candidatos a divisor 1, 3, 5, ... bem
como a divisão de N por cada candidato mais o resto da divisão. Só nos resta extrair a
informação desejada que está em pelo menos algum termo dessa superposição em que o
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resto da divisão seja zero.

Comentário. O operador Udiv emaranha os registradores B e A. Já não é possível separá-
los. Sendo assim, passamos a chamá-los conjuntamente de registrador BA.

Comentário. O primeiro termo do registrador BA, |1〉|N〉|0〉, satisfaz a busca que preten-
demos fazer, o que não desejamos que aconteça. Portanto, no próximo passo, desejamos
alterar esse termo para que ele não satisfaça a busca. Em outras palavras, desejamos
transformar |N〉|0〉 em algum outro estado, como por exemplo |N〉|1〉, que é alteração
suficiente para resolver a dificuldade. Para obter essa alteração, usaremos o ccNOT gene-
ralizado de controle negativo com um q-bit de controle positivo. Para usá-lo, precisamos
especificar os q-bits de controle e o q-bit alvo. Por isso, devemos numerar os q-bits do
registrador BA de forma que possamos nos referir a cada um deles individualmente. A
convenção usada para nomeá-los é chamar o q-bit menos significativo de 0. O q-bit que
desejamos alterar é o q-bit menos significativo do registrador BA, que é o q-bit menos
significativo do resto da divisão.

Exemplo. Se o registrador BA tiver, por exemplo, 10 q-bits, sendo 3 q-bits ocupados
pelo divisor e 7 q-bits ocupados pelo quociente e resto da divisão, então os índices do
registrador BA serão 9, 8, 7, . . . , 1, 0. Para eliminar do universo de busca o termo trivial da
superposição que satisfaz a busca neste exemplo de 10 q-bits, precisamos de um operador
que use como controle negativo os q-bits de índices 9 e 8; que use, como controle positivo,
o q-bit de índice 7; que use, como q-bit alvo, o q-bit de índice 0. Assim, o efeito do
ccNOT com esses q-bits de controle e alvo será o de inverter o q-bit menos significativo
do registrador BA se e somente se os 3 q-bits mais significativos do registrador BA
representarem o estado |1〉, o divisor trivial de N .

Passo 3. Seja x o número de q-bits do registrador BA. Aplicaremos o operador ccNOT
generalizado ao registrador BA. Como controles negativos, use os q-bits indexados por
x−1, x−2, ..., x− (b−1). O q-bit indexado por x− b será usado como controle positivo.
O q-bit alvo é BA0, o menos significativo do registrador BA, ou seja, o de índice 0. O
operador que descreve este passo é

ccNOTBAx−1···BAx−(b−1)BAx−b,BA0
⊗ Ic,

cujo efeito é inverter o q-bit BA0 apenas do termo da superposição do estado |ψ2〉 em que
o resto da divisão é |0〉 e o divisor, |1〉, obtendo:

|ψ3〉 = |ψ′3〉|−〉c
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=
 1√

2b−1

(
|0〉|1〉

)
|N〉|1〉+ 1√

2b−1

2b−1−1∑
i=1
|i〉|1〉|N div 2i+ 1〉|N mod 2i+ 1〉


b+a

|−〉c.

No somatório representado por |ψ′3〉, existe um i tal que 2i + 1 = p, sendo p o divisor de
N que buscamos. Portanto, podemos destacar esse termo referente a p. Assim,

|ψ′3〉 = 1√
2b−1

(
|0〉|1〉

)
|N〉|1〉+ 1√

2b−1
|p〉|N div p〉|0〉

+ 1√
2b−1

2b−1−1∑
i=1
i 6=ip

(
|i〉|1〉

)
|N div 2i+ 1〉|N mod 2i+ 1〉

sendo ip = (p− 1)/2, ou seja, um natural i referente a p.

Consolidando os passos 1–3, obtemos o operador

U =
(
ccNOTBAx−1···BAx−(b−1)BAx−b,BA0

⊗ Ic
) (
Udiv ⊗ Ic

) (
H⊗b−1 ⊗ Ib1 ⊗ Ia ⊗Hc

)
,

sendo que a justaposição de operadores nessa expressão representa multiplicação de ma-
trizes. Então U é o circuito que nos leva do estado |ψ0〉 ao estado |ψ3〉. A seguir definimos
o circuito Ug que efetivamente marca o estado que desejamos encontrar.

Passo 4. Seja

g(x) =


1 se N mod x = 0

0 caso contrário
.

Usando o circuito Ug (Kowada 2006, capítulo 4, seção 4.2, páginas 66–67), defina o ope-
rador de Grover

[
Ib ⊗

(
H⊗b [2|0〉〈0| − I]H⊗b

)
⊗ Ic

] [
Ib ⊗ Ug ⊗ Ic

]
.

e aplique-o
⌊
π
4 × 2n/2 − 1

⌉
vezes a |ψ3〉. Assumindo, por simplicidade, que haja apenas

um divisor p de N , a inversão de fase produz o estado

1√
2b
(
|0〉|1〉

)
|N〉|1〉 − 1√

2b
|p〉|N div p〉|0〉+ 1√

2b
2b−1−1∑
i=1
i 6=ip

(
|i〉|1〉

)
|N div 2i+ 1〉|N mod 2i+ 1〉,

mostrando que o estado desejado foi marcado. A inversão sobre a média aumentará a
probabilidade de medi-lo, ao mesmo tempo que reduzirá a dos demais termos.

Comentário. A suposição de um único divisor serve apenas para simplificar a expressão
matemática do estado. Quando houver mais de um divisor, a inversão de fase marcará
mais de um estado, o que poderíamos expressar extraindo do somatório os vários estados
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marcados.

Comentário. Como implementar Ug? Esse circuito é determinado pela função

g(x) =


1 se h(x) = 0

0 se h(x) 6= 0
,

sendo h(x) = N modx. Sua implementação se dá por aplicar o circuito Uh seguido de Z
e depois de U †h (Kowada 2006, capítulo 4, seção 4.2, figura 4.1, páginas 66–67).

Passo 5. Meça os b q-bits mais significativos do registrador BA armazenando o resultado
num inteiro D, determinando assim o divisor efetivo da operação Udiv.

Comentário. Ao medi-los, determinamos tanto o quociente quanto o resto da divisão de
N pelo candidato a divisor. Essa determinação ocorre porque feita a divisão de N pelo
estado do registrador B, o algoritmo da divisão nos dá N = dq + r, sendo q o quociente
inteiro da divisão e r, o resto, o que implica

D = N − r
q

.

Medindo os b q-bits mais significativos do registrador BA, determinamos q e r. Como N
já era determinado desde o início, D é necessariamente determinado.

Devido ao operador de Grover, a medição do registrador BA nos dá, com grande
probabilidade, o estado cuja amplitude foi marcada, ou seja, um estado em que o resto
da divisão seja zero. Logo, se medirmos os b q-bit mais significativos do registrador BA,
obteremos |D〉|0〉, onde D é um divisor não-trivial de N , com grande probabilidade.

Passo 6. Usando um computador clássico, efetuamos a divisão de N por D. Se o resto
da divisão não for zero, repetimos o procedimento desde o passo 0. Se o resto da divisão
for zero, obtivemos o fator não-trivial, como desejado.

Exemplos

Exemplo. Fatoraremos 77 = 7× 11. Expressando 77 em base 2, obtemos

7710 = 10011012,

que ocupa 7 bits. Para o registrador B alocamos 3 q-bits porque
⌊√

77
⌋
= 8 e blg 8c = 3.

Sendo assim, para o registrador A, alocaremos 7+3 = 10 q-bits. Os registradores B,A,C
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Algoritmo 5. A divisão tentativa usando o procedimento quântico. N representa o
natural composto que se deseja fatorar eM , a quantidade máxima de vezes que se repetirá
o algoritmo de Grover.
algoritmo divisão-tentativa(N,M)

repita M vezes
d← divisão-tentativa-quântica(N)
se resto(N div d) = 0 então

retorne d
fim se

fim repita
retorne “sem resposta”

fim algoritmo

Algoritmo 6. O procedimento quântico da divisão tentativa.
algoritmo divisão-tentativa-quântica(N)

Prepare o estado (|00...0〉|1〉)b |N〉a|1〉c
Aplique (H⊗b−1 ⊗ Ib2)⊗ Ia ⊗Hc

Aplique Udiv ⊗ Ic
Aplique ccNOTBAx−1···BAx−(b−1)BAx−b,BA0

⊗ Ic, sendo x o tamanho de BA
repita

⌊
π/4 (2b − 1)

⌉
vezes

Aplique o operador
[
Ib ⊗

(
H⊗b [2|0〉〈0| − I]H⊗b

)
⊗ Ic

] [
Ib ⊗ Ug ⊗ Ic

]
fim repita
Meça os b q-bits mais significativos e retorne-os

fim algoritmo

iniciam-se com o seguinte estado:

|ψ0〉 = |001〉|0001001101〉|1〉.

Parte do passo 1 é aplicar H⊗2 aos dois primeiros q-bits de B. A outra parte é aplicar
H ao registrador C. Computando ambas partes, levamos o estado |ψ0〉 ao estado

|ψ1〉 = 1√
22

(
|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉

)
|1〉 ⊗ |77〉|−〉

= 1√
22

(
|001〉+ |011〉+ |101〉+ |111〉

)
⊗ |77〉|−〉

= 1√
22

(
|1〉+ |3〉+ |5〉+ |7〉

)
⊗ |77〉|−〉.

No passo 2, aplicamos Udiv aos registradores B,A, nesta ordem, emaranhando-os. Por
causa desse emaranhamento, passamos a nos referir a ambos registradores juntos pelo
nome BA:

|ψ2〉 = 1√
22

(
|1〉(|77〉|0〉)|−〉+ |3〉(|25〉|12〉)|−〉+ |5〉(|15〉|2〉)|−〉+ |7〉(|11〉|0〉)|−〉

)
.
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No passo 3, invertemos o q-bit menos significativo do primeiro termo da superposição do
registrador BA, obtendo

|ψ3〉 = 1√
22

(
|1〉(|77〉|1〉)|−〉+ |3〉(|25〉|12〉)|−〉+ |5〉(|15〉|2〉)|−〉+ |7〉(|11〉|0〉)|−〉

)
.

Fazendo apenas uma reescrita de |ψ3〉, podemos destacar o termo da superposição que
nos interessa, obtendo

|ψ3〉 = 1√
22
|7〉(|11〉|0〉)|−〉+ 1√

22

(
|1〉(|77〉|1〉)|−〉+ |3〉(|25〉|12〉)|−〉+ |5〉(|15〉|2〉)|−〉

)
.

No passo 4, efetuamos a marcação do termo da superposição que nos interessa, que é a
primeira etapa do operador de Grover:

|ψ4〉 = − 1√
22
|7〉(|11〉|0〉)|−〉+ 1√

22

(
|1〉(|77〉|1〉)|−〉+ |3〉(|25〉|12〉)|−〉+ |5〉(|15〉|2〉)|−〉

)
.

Em seguida, aplicamos, ao registrador BA, a inversão sobre a média, que é a segunda
etapa do operador de Grover.

Representando o registrador BA em notação vetorial, descrevemos a transformação
das amplitudes pelo operador de Grover na Figura 4.1, mostrando que, em um passo, o
operador nos leva à probabilidade 1 de medirmos o registrador BA e obtermos o estado
|7〉|11〉|0〉.


1/2
1/2
1/2
1/2

 −→


1/2
1/2
1/2
−1/2

 −→


0
0
0
1


Figura 4.1: A transformação das amplitudes durante a execução do algoritmo de Grover
na fatoração de N = 77 pelo método da divisão tentativa em versão quântica.

Medindo os 3 bits mais significativos do registrador BA e armazenando o resultado
num inteiro D, obtém-se D = 7 com probabilidade 1. Usando um computador clássico,
efetuamos a divisão de N por D, ou seja, de 77 por 7, resultando em quociente 11 e resto
0. Como neste exemplo o resto da divisão é zero, obtivemos um fator não-trivial de 77,
como desejado.

Exemplo. Fatoraremos 221 = 13× 17. Fazendo a conversão de base, obtemos

22110 = 110111012,

que ocupa 8 bits. B demanda 4 bits porque
⌊√

221
⌋

= 14 ocupa 4 bits. Assim, A demanda
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8 + 4 = 12 bits. Logo, o estado inicial de B,A,C é

|ψ0〉 = |0001〉|000011011101〉|1〉.

Aplicando H⊗3 aos três primeiros q-bits de B e H ao q-bit C, obtemos

|ψ1〉 = 1√
23

(
|000〉+ |001〉+ |010〉+ |011〉+ |100〉+ |101〉+ |110〉+ |111〉

)
|1〉 ⊗ |221〉|−〉

= 1√
23

(
|0001〉+ |0011〉+ · · ·+ |1111〉

)
⊗ |221〉|−〉

= 1√
23

(
|1〉+ |3〉+ |5〉+ |7〉+ |9〉+ |11〉+ |13〉+ |15〉

)
⊗ |221〉|−〉.

Efetuando a divisão do registrador A pelo B, obtemos

|ψ2〉 = 1√
23

(
|1〉|221〉|0〉+ |3〉|73〉|2〉+ · · ·+ |13〉|17〉|0〉+ |15〉|14〉|11〉

)

= 1√
23

(
|1〉|221〉|0〉+

23−1∑
i=1
i 6=6

(
|i〉|1〉

)
|221 div 2i+ 1〉|221 mod 2i+ 1〉

)
.

Eliminando a divisão de 221 por 1 do universo de busca, obtemos

|ψ2〉 = 1√
23

(
|1〉|221〉|1〉+

23−1∑
i=1
i 6=6

(
|i〉|1〉

)
|221 div 2i+ 1〉|221 mod 2i+ 1〉

)
.

Aplicando o operador de Grover 2 vezes, obtemos a sequência de amplitudes descrita
pela Figura 4.2, sendo que o primeiro vetor da Figura 4.2 expressa as amplitudes do
registrador BA antes da aplicação do operador de Grover.



0,35
0,35
0,35
0,35
0,35
0,35
0,35
0,35


−→



0,17
0,17
0,17
0,17
0,17
0,17
0,88
0,17


−→



−0,88
−0,88
−0,88
−0,88
−0,88
−0,88
0,97
−0,88


Figura 4.2: A transformação das amplitudes durante a execução do algoritmo de Grover
na fatoração de N = 221 pelo método da divisão tentativa em versão quântica.

Temos, portanto, uma probabilidade de 0,972 de medirmos o estado

|13〉|221 div 13〉|221 mod 13〉,
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revelando assim o fator não-trivial desejado com 94% de probabilidade. Se, por falta de
sorte, não obtivermos o número 13, repetimos o procedimento.

A complexidade do algoritmo

No modelo clássico de computação, a divisão tentativa é da ordem de
√
N = N1/2, sendo

N o número que se deseja fatorar. No modelo quântico, projetamos uma busca até a menor
potência de 2 maior que

√
N e aplicamos o algoritmo de Grover, reduzindo a complexidade

relativa ao modelo clássico em um fator quadrático, nos dando a complexidade, no caso
de médio, de O(N1/4).

4.2 Uma versão quântica do algoritmo Rô de Pollard

O algoritmo Rô de Pollard clássico usa um polinômio como g(xi) = x2
i−1 +1 modN . Seria

interessante usarmos o mesmo polinômio na versão quântica do algoritmo, mas não é fácil
paralelizar esse polinômio, isto é, não é fácil expressá-lo diretamente em função do i-ésimo
elemento produzido por g. Por isso adotamos o polinômio h(xi) = x0xi−1 modN , sendo
x0 seu valor inicial, pois h é equivalente à função

f(i) = xi+1
0 modN,

para i ≥ 0 representando o i-ésimo elemento da sequência produzida por h. Então f

é facilmente paralelizável porque temos sua fórmula descrita diretamente em função da
posição do elemento produzido pela sequência h(xi).

O procedimento

Seja N = pq um composto ímpar de n bits, sendo p, q primos distintos de aproximada-
mente n/2 bits cada um. Sem perda de generalidade, assuma que p < q.

O algoritmo usa três registradores A,B,C de n bits cada um. No registrador A,
armazenamos os índices i da sequência produzida pelo polinômio f . No registrador B,
armazenamos os valores produzidos pelo polinômio. No registrador C, armazenamos os
valores produzidos por mdc(|f(i)− x0|, N).

Passo 0. Para cada registrador, aloque n = blgNc+ 1 q-bits. Construa o estado

|ψ0〉 = |0〉n|0〉n|0〉n.
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Passo 1. Aplique H⊗n ⊗ I ⊗ I a |ψ0〉, obtendo

|ψ1〉 = 1√
2n
[
|0〉+ |1〉+ ...+ |i〉+ ...+ |2n − 1〉

]
|0〉|0〉.

Passo 2. Sejam f(i) = xi+1
0 modN e Uf , o circuito que implementa f . Em símbolos,

Uf |i〉|b〉|c〉 = |i〉|f(i)⊕ b〉|c〉.

Aplique Uf a |ψ1〉, obtendo

|ψ2〉 = Uf |ψ1〉

= Uf
1√
2n
[
|0〉+ |1〉+ ...+ |i〉+ ...+ |2n − 1〉

]
|0〉|0〉

= Uf
1√
2n
[
|0〉|0〉|0〉+ |1〉|0〉|0〉+ ...+ |i〉|0〉|0〉+ ...+ |2n − 1〉|0〉|0〉

]
= 1√

2n
[
Uf |0〉|0〉|0〉+ Uf |1〉|0〉|0〉+ ...+ Uf |i〉|0〉|0〉+ ...+ Uf |2n − 1〉|0〉|0〉

]
= 1√

2n
[
|0〉|x0 modN〉|0〉+ |1〉|x2

0 modN〉|0〉+ ...+ |i〉|xi+1
0 modN〉|0〉+ ...

+ |2n − 1〉|x2n

0 modN〉|0〉
]
.

Passo 3. Seja g(b) = mdc(|b− x0|, N) e defina

Ug|a〉|b〉|c〉 = |a〉|b〉|g(b)⊕ c〉.

Aplique Ug a |ψ2〉, obtendo

|ψ3〉 = Ug|ψ2〉

= Ug
1√
2n
[
|0〉|x0〉|0〉+ |1〉|x2

0〉|0〉+ ...+ |i〉|xi+1
0 〉|0〉+ ...+ |2n − 1〉|x2n

0 〉|0〉
]

= 1√
2n
[
Ug|0〉|x0〉|0〉+ Ug|1〉|x2

0〉|0〉+ ...+ Ug|i〉|xi+1
0 〉|0〉+ ...+ Ug|2n − 1〉|x2n

0 〉|0〉
]

= 1√
2n

2n−1∑
i=0
|i〉|xi+1

0 〉|mdc(|xi+1
0 − x0|,N)〉

Passo 4. Defina

h(x) =


0 se x = 1 ou x = 21

1 caso contrário

e seja Uh o circuito que implementa h. Use o algoritmo BBHT98 com o operador de
Grover

I ⊗ I ⊗
(
2|0〉〈0| − I

)
Uh.
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Algoritmo 7. A estratégia Rô de Pollard usando o procedimento quântico. N representa
o natural composto que se deseja fatorar.
algoritmo rô-pollard(N, x0)

Seja m← 1, λ← 8/7
repita

Sorteie j tal que 0 ≤ j < m
d← rô-pollard-quântico(j,H, x0)
se 1 < d < N então

retorne d
fim se
m← min(λm,

√
N)

até m =
√
N

retorne “sem resposta”
fim algoritmo

Algoritmo 8. O procedimento quântico do algoritmo Rô de Pollard. O argumento j
representa o número de vezes que o operador de Grover será iterado e x0, o valor inicial
do polinômio, representado aqui pela função f , que lhe é equivalente.
algoritmo rô-pollard-quântico(j,N, x0)

Prepare o estado |0〉n|0〉n|0〉n
Aplique H⊗n ⊗ I ⊗ I
Seja f(i) = xi+1

0 modN e aplique Uf
Seja g(b) = mdc(|b− x0|, N) e aplique Ug
Aplique j vezes o operador I ⊗ I ⊗ (2|0〉〈0| − I)Uh, sendo

h(x) =
0 se x = 1 ou x = N

1 caso contrário

Meça os n q-bits menos significativos e retorne-os
fim algoritmo

Em detalhes, o algoritmo BBHT98 sorteia um número j < λm, sendo m = 1 ini-
cialmente e λ = 8/7 fixo, e aplica j vezes o operador de Grover definido neste passo.
Em seguida, mede os n q-bits menos significativos do registrador ABC, armazenando o
resultado num inteiro d. Usando um computador clássico, verifica se

d = 1 ou d = N.

Se sim, o algoritmo volta ao início, redefinindo m ← λm e sorteando j novamente. Esse
processo iterativo se repete até no máximo

⌊√
N
⌋
execuções do operador de Grover. Se

até esse limite superior de aplicações do operador de Grover, o estado desejado não for
encontrado, o algoritmo termina com resposta negativa, significando que um fator não-
trivial não foi encontrado.
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Exemplos

Exemplo. Fatoraremos N = 15 = 3 × 5, usando x0 = 2. Como blg 15c + 1 = 4 q-bits,
alocamos 4 q-bits para cada um dos três registradores A,B,C, iniciando o procedimento
com o estado

|ψ0〉 = |0〉4|0〉4|0〉4.

Como primeiro passo, aplicamos H⊗4 ⊗ I ⊗ I a |ψ0〉, obtendo

|ψ1〉 = 1√
24

(
|0〉+ |1〉+ · · ·+ |i〉+ · · ·+ |15〉

)
|0〉|0〉

O polinômio f(xi+1) = x0xi mod 15, sendo x0 = 2, é equivalente à função f(xi) =
2i+1 mod 15 e produz a sequência 2, 4, 8, 1, ..., repetindo-se indefinidamente a partir
daí. Aplicando Uf , que implementa o polinômio, a |ψ1〉, obtemos

|ψ2〉 = Uf |ψ1〉

= Uf
1√
24

(
|0〉+ |1〉+ · · ·+ |i〉+ · · ·+ |15〉

)
|0〉|0〉

= Uf
1√
24

(
|0〉|0〉+ |1〉|0〉+ · · ·+ |i〉|0〉+ · · ·+ |15〉|0〉

)
|0〉

= 1√
24

(
Uf |0〉|0〉+ Uf |1〉|0〉+ · · ·+ Uf |i〉|0〉+ · · ·+ Uf |15〉|0〉

)
|0〉

= 1√
24

(
|0〉|2〉+ |1〉|4〉+ |2〉|8〉+ |3〉|1〉+ · · ·+ |i〉|f(i)〉+ · · ·+ |15〉|1〉

)
|0〉,

emaranhando os registradores A e B.

O próximo passo é aplicar Ug, que implementa a função g(b) = mdc(|b− 2|, 15):

|ψ3〉 = Ug|ψ2〉

= 1√
24

(
|0〉|2〉|0〉+ |1〉|4〉|0〉+ |2〉|8〉|0〉+ |3〉|1〉|0〉+ · · ·

+ |i〉|f(i)〉|0〉+ · · ·+ |15〉|1〉|0〉
)

= 1√
24

(
|0〉|2〉|15〉+ |1〉|4〉|1〉+ |2〉|8〉|3〉+ |3〉|1〉|1〉+ · · ·

+ |i〉|f(i)〉|mdc(|f(i)− 2|,15)〉+ · · ·+ |15〉|1〉|1〉
)
,

emaranhando o registrador C aos registradores A e B. Aplicando o operador de Grover
a |ψ3〉, obtemos a seguinte transição de amplitudes, sendo o primeiro vetor uma represen-
tação das amplitudes de |ψ3〉 antes de aplicação do operador de Grover.

Medindo os 4 q-bits menos significativos do registrador ABC e armazenando o resul-
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0,25
0,25
0,25
0,25
0,25
0,25
0,25
0,25
...



−→



0
0

0,5
0
0
0

0,5
0
...





...
0,25
0,25
0,25
0,25
0,25
0,25
0,25
0,25


−→



...
0
0

0,5
0
0
0

0,5
0


Figura 4.3: A transformação das 16 amplitudes durante a execução do algoritmo BBHT98
na fatoração de N = 15 pelo algoritmo Rô de Pollard em versão quântica. À esquerda,
exibimos as oito primeiras amplitudes e à direita, as oito restantes.

tado em um inteiro d, obtemos d = 3 com 100% de probabilidade, já que 1 = 4×0,52.

Exemplo. Fatoraremos N = 21 = 3 × 7, usando x0 = 2. Como blg 21c + 1 = 5 q-bits,
alocamos 5 q-bits para cada um dos três registradores A,B,C, iniciando o procedimento
com o estado

|ψ0〉 = |0〉5|0〉5|0〉5.

Como primeiro passo, aplicamos H⊗5 ⊗ I ⊗ I a |ψ0〉, obtendo

|ψ1〉 = 1√
25

[|0〉+ |1〉+ ...+ |31〉] |0〉|0〉

O polinômio f(xi+1) = x0xi mod 21, sendo x0 = 2, é equivalente à função f(xi) =
2i+1 mod 21 e produz a sequência 2, 4, 8, 16, 11, 1, ..., repetindo-se indefinidamente a
partir daí. O circuito Uf implementa o polinômio. Aplicando Uf a |ψ1〉, obtemos

|ψ2〉 = Uf |ψ1〉

= Uf
1√
25

(
|0〉+ |1〉+ ...+ |31〉

)
|0〉|0〉

= Uf
1√
25

(
|0〉|0〉+ |1〉|0〉+ ...+ |31〉|0〉

)
|0〉

= 1√
25

(
Uf |0〉|0〉+ Uf |1〉|0〉+ ...+ Uf |i〉|0〉+ ...+ Uf |31〉|0〉

)
|0〉

= 1√
25

(
|0〉|2〉+ |1〉|4〉+ ...+ |i〉|f(i)〉+ ...+ |31〉|4〉

)
|0〉,

emaranhando os registradores A e B. O próximo passo é aplicar Ug, o operador que
implementa a função

g(b) = mdc(|b− 2|, 21).
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Assim, obtemos

|ψ3〉 = Ug|ψ2〉

= Ug
1√
25

(
|0〉|2〉+ |1〉|4〉+ ...+ |i〉|f(i)〉+ ...+ |31〉|4〉

)
|0〉

= Ug
1√
25

(
|0〉|2〉|0〉+ |1〉|4〉|0〉+ ...+ |i〉|f(i)〉|0〉+ ...+ |31〉|4〉|0〉

)
= 1√

25

(
Ug|0〉|2〉|0〉+ Ug|1〉|4〉|0〉+ ...+ Ug|i〉|f(i)〉|0〉+ ...+ Ug|31〉|4〉|0〉

)
= 1√

25

(
|0〉|2〉|21〉+ |1〉|4〉|1〉+ ...+ |i〉|f(i)〉|mdc(|f(i)− 2|,21)〉+ ...+ |31〉|4〉|1〉

)
,

emaranhando o registrador C aos registradores A e B. Aplicando o operador de Grover a
|ψ3〉, obtemos a transição de amplitudes descrita pela Figura 4.4, sendo o primeiro vetor
uma representação das amplitudes de |ψ3〉 antes da aplicação do operador de Grover.
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Figura 4.4: A transformação das amplitudes durante a execução do algoritmo BBHT98
na fatoração de N = 21 pelo algoritmo Rô de Pollard em versão quântica. À esquerda,
exibimos as dezesseis primeiras amplitudes e à direita, as dezesseis restantes.

Medindo os 5 q-bits menos significativos do registrador ABC e armazenando o resul-
tado em um inteiro d, obteremos d = 3 ou d = 7 com probabilidade de 60% ≈ 15×0,19882.

Comentário. Veja na Figura 4.4 que a terceira amplitude pós-execução do BBHT98 é
0,1988 e o estado a ela referente é |2〉|8〉|3〉, sendo 3 um fator não-trivial de 21.

Por outro lado, com probabilidade aproximadamente de 40%, obteremos d = 21 ou
d = 1. Se d = 21 ou d = 1, repetimos o procedimento desde o início. Em média, obteremos
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um fator não-trivial em 2 tentativas, já que a probabilidade de sucesso é aproximadamente
60%.

A complexidade do algoritmo

Seja N = pq um composto ímpar, sendo p, q primos distintos. Sem perda de generalidade,
assuma que p < q. Usando o polinômio h(xi) = x0xi−1 modN , encontraremos uma colisão
módulo N tão logo ocorrer uma colisão módulo p. No pior caso, encontramos uma colisão
módulo p em p consultas a h. Usando o algoritmo BBHT98, reduzimos essa busca para
O(√p), que é a mesma complexidade do algoritmo Rô clássico. Não obtemos assim uma
complexidade menor que o algoritmo Rô de Pollard clássico. Ocorre que o polinômio
h(xi) tem um desempenho pior que o polinômio g(xi) = x2

i−1 + 1 modN , evidenciado
pela Tabela 4.1. Apesar de h dispensar o algoritmo de Floyd para detecção de ciclos,
reduzindo o número de chamadas ao polinômio, o número de iterações é maior, o que, no
fim das contas, parece não compensar.

Tabela 4.1: Comparação de custo no algoritmo Rô clássico relativo a polinômios, sendo
C(900,2) = 1/2 × 900 × 899, o número de combinações dois a dois entre os 900 menores
números primos 2, 3, 5, 7, ..., 6997.

quantidade polinômio f(x) sucessos fracassos iterações chamadas a f
C(900,2) x3 + 1, x0 = 2 402.971 1.579 92.354.972 277.064.916
C(900,2) x4 + 6x+ 31, x0 = 7 400.456 4.094 13.376.510 40.129.530
C(900,2) x2 + 1, x0 = 2 400.540 4.010 13.030.688 39.092.064
C(900,2) x2 + 1, x0 = 3 400.714 3.836 13.601.471 40.804.413
C(900,2) x2 − 2, x0 = 3 401.085 3.465 24.552.037 73.656.111
C(900,2) x2, x0 = 2 400.126 4.424 32.127.116 96.381.348
C(900,2) x2, x0 = 3 400.325 4.225 31.457.484 94.372.452
C(900,2) x0x, x0 = 2 404.461 89 362.777.864 362.777.864
C(900,2) x0x, x0 = 3 404.470 80 381.393.152 381.393.152
C(900,2) x0x, x0 = 31 404.484 66 370.994.285 370.994.285

Eis, portanto, um problema em aberto. Existe algum polinômio com desempenho
melhor que h(xi) = x0xi−1 modN que nos permita utilizá-lo no algoritmo Rô no modelo
quântico de computação? Se sim, encontre esse polinômio.

Não é trivial usar o polinômio g(xi) = x2
i−1 +1 modN na versão quântica do algoritmo

Rô porque é difícil paralelizá-lo, isto é, não é fácil expressá-lo diretamente em função do
i-ésimo elemento produzido por g. O polinômio h(xi) = x0xi−1 modN é equivalente à
função f(i) = xi+1

0 modN , permitindo-nos sua paralelização. Por isso o escolhemos.



Capítulo 5

Conclusões e trabalhos futuros

O estado da arte em fatoração clássica é uma composição de alguns algoritmos de fa-
toração, sendo primeiro empregados os algoritmos de propósito especial como a divisão
tentativa, o algoritmo Rô de Pollard, o método de curvas elípticas.

Considerando o modelo quântico de computação, em adição ao modelo clássico, ocorre
neste momento uma evolução do estado da arte, empregando-se traduções de estratégias
clássicas no modelo quântico de computação. Um exemplo dessa evolução é a publicação
de uma versão quântica do EECM, o método de fatoração usando uma curva elíptica
Edwards (Bernstein, Heninger, Lou e Valenta 2017). O novo algoritmo recebeu o nome
de GEECM em referência ao algoritmo de Grover. Na mesma direção, traduzimos o
algoritmo da divisão tentativa e o algoritmo Rô de Pollard para o modelo quântico de
computação.

A tradução do algoritmo da divisão tentativa nos proporcionou uma melhora de de-
sempenho em um fator quadrático, comparado ao modelo clássico de computação. Já o
algoritmo Rô de Pollard apresentou o desafio de se encontrar um polinômio que permita
sua paralelização no modelo quântico de computação.

O algoritmo Rô de Pollard tipicamente usa um polinômio da forma

f(xn) = xan−1 + cmodN,

a e c constantes, sendo comum a = 2, c = 1, x0 um valor inicial qualquer e N o composto
que se deseja fatorar. Essa classe de polinômios é de difícil paralelização, tanto no modelo
clássico de computação quanto no modelo quântico. Em virtude dessa dificuldade, utiliza-
mos o polinômio g(xn) = x0xn−1 mod N , para algum valor inicial x0, que é equivalente à
função h(xn) = xn+1

0 mod N , concluindo a tradução do algoritmo para o modelo quântico
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de computação. Todavia, embora tenhamos obtido um ganho de desempenho propor-
cionado pelo modelo quântico, perdemos desempenho pela adoção da função h. Tanto
o ganho de desempenho proporcionado pelo modelo quântico como a perda acarretada
pelo polinômio adotado são da ordem de um fator quadrático, impedindo uma redução
da classe de complexidade do algoritmo Rô de Pollard quando traduzido para uma versão
quântica.

Deixamos em aberto o problema de se encontrar um polinômio com desempenho
comparável aos da classe xan−1 + cmodN , sendo a ≥ 2 e c constantes, que permita
sua paralelização no modelo quântico de computação. A dificuldade não é particular ao
modelo quântico, pois essa classe de polinômios se mostra difícil de paralelizar também
no modelo clássico de computação, sendo que a paralelização é especialmente importante
no modelo quântico, onde se pode tirar proveito da superposição de q-bits.

Se encontrarmos um polinômio paralelizável, adequado a uma versão quântica do
algoritmo Rô de Pollard, conseguiremos reduzir sua complexidade paraO(N1/8) no modelo
quântico, comparado ao clássico. Portanto, por enquanto, não é vantajoso usar o Rô de
Pollard no modelo quântico de computação, pois a versão quântica da divisão tentativa
tem custo temporal pertencente a O(N1/4).

Tabela 5.1: Comparação de performance entre polinômios f(x) modN de grau par e
ímpar no algoritmo Rô de Pollard, usando uma amostra de C(300,2) números compostos
a partir do conjunto dos 300 menores números primos.

polinômio iterações sucessos
x2 + 1, x0 = 2 784.491 44.081
x2 + 1, x0 = 3 831.938 44.098
x3 + 1, x0 = 2 3.380.606 44.505
x3 + 1, x0 = 3 3.176.223 44.511
x4 + 1, x0 = 2 566.286 43.757
x4 + 1, x0 = 3 581.990 43.765
x5 + 1, x0 = 2 5.912.991 44.646
x5 + 1, x0 = 3 6.050.589 44.622
x6 + 1, x0 = 2 486.181 43.630
x6 + 1, x0 = 3 507.281 43.707
x7 + 1, x0 = 2 7.514.619 44.717
x7 + 1, x0 = 3 7.884.300 44.727
x8 + 1, x0 = 2 528.307 43.822
x8 + 1, x0 = 3 528.177 43.809
x9 + 1, x0 = 2 3.139.981 44.455
x9 + 1, x0 = 3 3.027.514 44.430
x10 + 1, x0 = 2 552.764 43.801
x10 + 1, x0 = 3 568.909 43.823

polinômio iterações sucessos
x11 + 1, x0 = 2 8.623.590 44.741
x11 + 1, x0 = 3 8.463.129 44.743
x12 + 1, x0 = 2 400.465 43.396
x12 + 1, x0 = 3 401.493 43.316
x13 + 1, x0 = 2 8.497.977 44.733
x13 + 1, x0 = 3 8.047.224 44.761
x14 + 1, x0 = 2 588.730 43.910
x14 + 1, x0 = 3 634.799 43.911
x15 + 1, x0 = 2 1.686.343 44.145
x15 + 1, x0 = 3 2.091.292 44.238
x16 + 1, x0 = 2 479.840 43.619
x16 + 1, x0 = 3 506.561 43.579
x17 + 1, x0 = 2 8.919.461 44.766
x17 + 1, x0 = 3 8.673.652 44.747
x18 + 1, x0 = 2 448.822 43.469
x18 + 1, x0 = 3 461.822 43.562
x19 + 1, x0 = 2 8.782.917 44.766
x19 + 1, x0 = 3 8.466.664 44.768
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Deixamos também em aberto um aparente padrão de performance do algoritmo Rô
de Pollard em função do polinômio escolhido para gerar a sequência. A Tabela 5.1 mostra
uma tendência de polinômios de grau par obterem um desempenho claramente superior
aos de grau ímpar, sem grandes perdas na quantidade de fatores não-triviais encontrados.
Observa-se também na Tabela 5.1 que polinômios de grau primo conseguem ser inferiores
aos de grau ímpar, sugerindo assim uma hierarquia de graus: par, ímpar, primo, nesta
ordem, representando primeiro, segundo e terceiro lugares em performance. Conjectura-
mos que os polinômios de grau par possuem ciclos menores que polinômios de grau ímpar,
o que é evidenciado pela Tabela 5.2, permitindo ao algoritmo de Floyd encontrar uma
colisão mais rapidamente.

Tabela 5.2: Comparação do tamanho médio do período e da cauda de polinômios
f(x) modN , sendo N um composto do conjunto das C(50,2) combinações dos 50 menores
primos. Cada polinômio teve o tamanho de seu período e cauda computados usando-se
os valores iniciais x0 ∈ {0, 1, 2, 3}.

polinômio período cauda
x2 + 1 33,31 7,38
x3 + 1 380,07 3,40
x4 + 1 13,43 6,57
x5 + 1 1.242,46 1,53
x6 + 1 16,39 5,85
x7 + 1 1.971,81 1,07
x8 + 1 11,47 7,65
x9 + 1 580,61 2,58
x10 + 1 11,13 6,45
x11 + 1 1.593,10 0,30
x12 + 1 13,75 4,32
x13 + 1 1.620,03 0,19
x14 + 1 26,46 6,29
x15 + 1 298,20 2,68
x16 + 1 9,67 8,50
x17 + 1 2.643,80 0,24
x18 + 1 11,89 6,03
x19 + 1 1.331,40 0,06
x20 + 1 9,25 5,90

polinômio período cauda
x21 + 1 525,22 2,65
x22 + 1 12,49 8,18
x23 + 1 2.005,32 0,08
x24 + 1 12,28 4,77
x25 + 1 913,86 0,88
x26 + 1 16,60 7,54
x27 + 1 488,15 3,35
x28 + 1 13,78 7,16
x29 + 1 2.557,41 0,01
x30 + 1 11,59 4,73
x31 + 1 2.919,89 0,00
x32 + 1 12,13 7,20
x33 + 1 660,20 2,73
x34 + 1 21,58 8,06
x35 + 1 981,59 1,82
x36 + 1 9,63 6,00
x37 + 1 1.438,84 0,05
x38 + 1 12,43 7,80
x39 + 1 547,79 2,70

Em particular, analisamos o polinômio f(x) = x2 modN , sendo N = pq um composto
formado por dois primos distintos. Diferente de polinômios g(x) = xn + cmodN , sendo
a constante c 6= 0, f(x) fecha seu ciclo no valor inicial x0, formando um círculo por não
possuir cauda. O tamanho dos períodos de f(x) mod p ou f(x) mod q tende a ser mais
longo quando comparado a g(x) mod p ou g(x) mod q. Se usarmos um algoritmo quântico
para encontrar o período do elemento x0, podemos paralelizar o algoritmo de Floyd. Mas
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um algoritmo quântico para encontrar o período é exatamente o algoritmo polinomial
quântico que Peter Shor usa em seu algoritmo de fatoração, possivelmente resultando
numa redescoberta do algoritmo de Shor.

Há algoritmos clássicos, pertencentes ao estado da arte, que ainda não foram investi-
gados no modelo quântico de computação, como o special number field sieve (Pollard 1993;
A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Manasse e Pollard 1993) e o quadratic sieve (Pomerance
1984). Assumindo que a computação quântica se encaminhe para fazer parte do nosso
dia a dia, será útil ter disponível uma projeção, no modelo quântico de computação, de
cada um desses algoritmos do estado da arte. Assim tiraremos proveito de suas aplicações
quando o momento chegar.
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APÊNDICE A -- Quantos algarismos são necessários

para expressar um número natural?

Quantos algarismos são necessários na expressão de um número natural em uma base M?
Salahodin Shokranian nos ensina a responder a essa pergunta para M = 10, mas seu
argumento (Shokranian 2008, capítulo 1, seção 1.2, proposição 1.8, página 8) é diretamente
generalizável a qualquer base, permitindo-nos obter a quantidade de algarismos necessária
para a expressão de um número natural em qualquer base.

Teorema. Em base M, o número de algarismos de um inteiro P é

1 + blogM P c

Prova. Escreva P em potências de base M :

P = dn−1M
n−1 + dn−2M

n−2 + · · ·+ d1M
1 + d0M

0,

onde di é o i-ésimo algarismo de P . (Por exemplo, em base 10, 123 = 1× 102 + 2× 101 +
3× 100.) Agora expresse P colocando Mn−1 em evidência:

P = Mn−1
(
dn−1 + dn−2

M
+ · · ·+ d1

Mn−2 + d0

Mn−1

)
.

Seja
B = dn−1 + dn−2

M
+ · · ·+ d1

Mn−2 + d0

Mn−1

de tal forma que P = Mn−1B.

Note que cada di < M porque cada di é um algarismo em base M . Então B < M

porque dn−1 é um inteiro menor que M e então dn−1 tem que estar distante de M em pelo
menos uma unidade. O resto da soma nunca chega a totalizar uma unidade porque cada
termo é dividido por uma potência de M . Note também que B < M implica logB < 1.
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Computando o log da equação acima, obtemos

logP = (n− 1) logM + logB

= (n− 1) + logB.

Então n− 1 = logP − logB. Uma vez que n− 1 é um inteiro e logB < 1, essa subtração
não retira mais do que uma unidade. Então

n− 1 = blogP c

n = 1 + blogP c .

O que n representa é o número de algarismos usados para representar P em baseM , como
desejado.

Comentário. A equação
n− 1 = logP − logB

é curiosa porque temos um inteiro equacionado a uma diferença de logaritmos. Mas note
que B é cuidadosamente construído a partir de P : B é P dividido porMn−1. Em base 10,
por exemplo, seja P = 87849 com 5 algarismos e então B = 8.7849 porque Mn−1 = 104.
Agora, logP = 4.9437... enquanto logB = 0.9437... A mesma expansão decimal na parte
fracionada. Subtraindo logB de logP , obtemos o inteiro 4.

Exemplo. Eis uma aplicação desse conhecimento. Digamos que nossos computadores
sejam capazes de computar com números tão grandes quanto 264. Quão grande é isso?
Poderíamos expressar 264 em algarismos da base 10 para saber quantos algarismos são ne-
cessários. Mas se só queremos saber quantos algarismos são necessários, podemos aplicar
o teorema acima: 1 + blog10 264c = 1 + 19 = 20 algarismos. Similarmente se quisermos
saber o número de bits necessários para representar um certo inteiro, calculamos blg nc+1.

Comentário. O termo “algarismo” vem do nome “Abū’Abd Allā Muhammad ibn Mūsā
al-Khowārismı̄”, que significa, literalmente, pai de Abdullah, Mohammed, filho de Moisés,
nativo de Khowārizm. Por volta do ano 825, al-Khowārismı̄ escreveu o livro Kitab al
jabr wa’l-muqābala, que significa “regras para recuperar e equacionar” (Knuth 1997a,
capítulo 1, seção 1.1, página 1). O livro explica como usar os numerais do sistema Hindu-
Arábico. Mais tarde foi traduzido e apareceu em latim sob o título “Liber Algorismi”, que
significa “o livro de al-Khowārismı̄” (Schwartzman 1980, página 21). Khowārismı̄ hoje é
a cidade de Khiva no Uzbequistão.
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