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Resumo

Em 1972, Richard Karp apresentou ao mundo a prova de NP-completude de 21 problemas fun-
damentais para a Ciência da Computação. Feedback Vertex Set e Conjunto Independente são
dois destes problemas clássicos. Feedback Vertex Set consiste em encontrar um conjunto mí-
nimo de nós que se removidos elimina todos os ciclos presentes no grafo de entrada. Conjunto
Independente, por sua vez, consiste em determinar um conjunto máximo de vértices dois a dois
não adjacentes. Nesta dissertação, estudamos o problema de determinar se um dado grafo de
entrada G possui um conjunto feedback-independente, i.e., um conjunto que é mutualmente
feedback vertex set e independente. Grafos que admitem conjunto feedback-independente são
conhecidos na literatura como grafos quase-bipartidos e o reconhecimento de tal classe é NP-
completo para grafos em geral. Nesta dissertação, focamos em instâncias pertencentes à classe
dos grafos distância-hereditários (DHG). Esta classe de grafos apresentada por Howorka em
1977 tem como característica principal preservar a distância dos vértices em qualquer sub-
grafo induzido e conexo. Grafos distância-hereditários são uma superclasse dos cografos. A
escolha desta classe foi motivada pela existência de estudos anteriores sobre cografos que
admitem conjuntos feedback-independentes. Utilizando uma estrutura de decomposição dos
grafos distância-hereditários, semelhante à cotree dos cografos, construímos um algoritmo de
programação dinâmica capaz de determinar em tempo polinomial se um dado grafo distância-
hereditário possui um conjunto feedback-independente. Tal algoritmo utiliza as características
de cada tipo de elemento da decomposição para elaboração de relações de recorrência da pro-
gramação dinâmica.

Palavras-chave: Conjunto Feedback-Independente, DHG, Programação Dinâmica, Decompo-
sição de grafos.



Abstract

In 1972, Richard Karp introduced to the world the NP-completeness proof of 21 fundamental
problems for Computer Science. Feedback Vertex Set and Independent Set are two of these clas-
sical problems. Feedback Vertex Set consists in finding minimal vertex set that, if it is removed,
eliminates all entry graph cycles. Independent Set, on the other hand, consists on determining a
maximum set of two-by-two nonadjacent vertices. In this dissertation, we study the problem of
determining if a given input graph G has an Independent Feedback Vertex Set (IFVS), in other
words, a set that is mutually feedback vertex set and independent. Graphs that support indepen-
dent feedback vertex set are known in the literature as near-bipartite graphs, and the recognition
of such a class is NP-complete for graphs in general. In this dissertation, we focus on instances
belonging to the class of distance-hereditary graphs (DHG). This class of graphs presented by
Howorka in 1977 has as its main characteristic to preserve the distance of vertices in any indu-
ced and connected subgraph. Distance-hereditary graphs are a superclass of the cographs. The
choice of this class was motivated by the existence of previous studies on cographs which allow
independent feedback vertex sets. Using a decomposition tree of distance-hereditary graphs,
similar to the cotree of cographs, we built a dynamic programming algorithm capable of de-
termining in polynomial time whether a given distance-hereditary graph has an independent
feedback vertex set. Such algorithm uses the characteristics of each decomposition tree element
type to the elaboration of dynamic programming recurrence relations.

Keywords: Independent Feedback Vertex Set, DHG, Dynamic Programming, graph-decomposition
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Capítulo 1

Introdução

Desde 1970 até os dias atuais, o aumento da capacidade computacional das tecnologias disponí-

veis possibilitou o crescimento da ciência na busca por soluções computacionais de problemas

em geral.

De modo resumido, na resolução de problemas através de soluções computacionais, os

dados e os passos necessários para resolução de um problema precisam ser traduzidos em estru-

turas de representação de dados, em alguma linguagem de programação. A partir dessa tradução

o problema pode ser interpretado e processado por um computador, produzindo uma solução

em um tempo finito, quando possível.

É de conhecimento geral, que um determinado problema pode ser modelado computaci-

onalmente corretamente de formas variadas. Essa tarefa de modelar um problema computa-

cionalmente está presente no cotidiano de empresas e entidades de pesquisas, e muitas vezes

requer bastante tempo. Seria interessante se existisse uma forma genérica de representação de

dados, assim como de lógicas, problemas e regras de manipulação dessas estruturas, de modo

que combinadas, fosse possível construir soluções computacionais para os problemas represen-

tados através desse modelo. Esse é o objetivo e a vantagem da utilização da Teoria dos Grafos

na construção de representação de problemas computacionais, pois uma vez que um problema

pode ser representado por uma estrutura genérica, e existe solução construída em cima dessa

representação, tal solução se aplica a qualquer outro problema representado genericamente pela

mesma estrutura.

A Teoria dos Grafos é uma importante área de conhecimento da Ciência da Computação,

cuja principal contribuição é fornecer um framework de representação computacional através de

modelagem matemática, em constante crescimento pela comunidade científica, para resolução

de problemas de diferentes áreas de conhecimento. Um breve histórico dos primeiros trabalhos
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científicos da área pode ser encontrado em Gross e Yellen [14] , onde é possível encontrar as

primeiras noções de representação de grafos derivadas do estudo de Leonhard Euler sobre o

problema das pontes de Königsberg (1735), e a primeira menção científica de um grafo no

artigo de Sylverster [20] em estudos químicos.

Neste trabalho será exibida uma solução polinomial para Conjunto Feedback-Independente

(sua definição formal será detalhada no capítulo 3) na classe de grafos distância-hereditários. De

forma resumida, neste problema desejamos encontrar um conjunto de vértices não adjacentes

entre si que se removidos, transformam o grafo em uma floresta. Este é um problema em aberto

na literatura para grafos em geral, mas iremos mostrar que podemos resolvê-lo de forma efici-

ente (O(n3)) tirando proveito de características particulares dos grafos distância-hereditários.

A seguir, serão apresentados conceitos necessários para compreensão dos estudos presentes

nesse trabalho.

1.1 De�nições e Notações

Conforme mencionado anteriormente, é comum o uso de abstrações para representação de da-

dos do mundo em real, preservando-se apenas informações essenciais para análise de um pro-

blema ou estudo. A principal abstração utilizada na teoria dos grafos é o grafo. Grafos são

modelos matemáticos utilizados para representar elementos de um universo e relações existen-

tes entre cada elemento. Por exemplo, se estivermos estudando o grau de parentesco de um

grupo de pessoas, cada pessoa é representada num grafo como um nó ou vértice, e a existência

de uma relação de parentesco entre dois indivíduos é representada por uma conexão entre os

vértices, chamada de aresta. Caso dois indivíduos não sejam parentes, não existe conexão por

aresta entre seus vértices.

Qualquer outro universo pode ser representado por um grafo. Assim, se estudarmos um pro-

blema sob a ótica de um grafo, sua solução pode servir para problemas de universos diferentes.

Desta forma, o esforço de resolução de um problema se resume a encontrar uma representação

em grafos para os dados do universo de estudo, e por fim mapear qual problema existente na

teoria dos grafos tem um contexto similar e que possa ser adaptável ao problema alvo.

Após essas considerações, vejamos as definições da teoria dos grafos frequentemente usa-

das no decorrer deste trabalho.

Um grafo G é definido por um conjunto V(G) de vértices, e um conjunto E(G) de arestas

existentes no grafo, muitas vezes representadas pelo par de vértices (u,v) (ou apenas uv) que
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são incidentes entre si no grafo ou, em outras palavras, ao par de vértices que são ligados ou

conectados através da aresta. Quando dois vértices são incidentes entre si, eles são chamados

de vizinhos ou adjacentes. A vizinhança N(v) de um vértice v ∈ V(G) é definida pelo con-

junto de vértices vizinhos de v em G. Duas arestas são adjacentes, se compartilharem uma das

extremidades. Um grafo que possui apenas um vértice é chamado de trivial.

Dizemos que dois vértices são conectados, se existir um caminho entre eles. Um caminho

entre dois vértices u e v, também chamado de uv-caminho, é definido por uma sequência de

arestas adjacentes que se percorridas levam u até v. Um ciclo é um caminho fechado, ou seja

um uv-caminho acrescido de uma aresta uv ∈ E(G), tal que uv < uv-caminho.

Um grafo é dito conectado ou conexo, se existir um uv-caminho entre todos os vértices do

grafo.

A distância entre dois vértices u e v no grafo G - representada por dG(u, v) - é definida pelo

tamanho do menor uv-caminho, caso exista tal caminho no grafo G. Caso contrário, dizemos

que a distância é infinita.

Um grafo é chamado de bipartido quando o conjunto de vértices V(G) pode ser dividido em

dois subconjuntos disjuntos e não vazios X ⊂ V(G) e Y ⊂ V(G), de tal modo que ∀xy ∈ E(G),

x ∈ X e y ∈ Y , isto é, toda aresta possui uma extremidade em cada subconjunto.

Um subgrafo é um grafo que está contido em outro grafo. Sejam G e H dois grafos. Se

V(G) ⊆ V(H) e E(G) ⊆ E(H) dizemos que G é um subgrafo de H. H também é conhecido

como supergrafo de G.

Um subgrafo induzido de G, é um grafo formado a partir de vértices ou arestas selecionados

de G. Seja U um subconjunto de vértices de V(G). O subgrafo induzido por vértices G[U] é o

grafo formado pelos vértices u ∈ U e pelas áreas xy ∈ E(G), tal que x ∈ U e y ∈ U, isto é, as

arestas de G que possuam as duas extremidades no conjunto de vértices U. Veremos a seguir

um subgrafo induzido por arestas. Seja A um subconjunto de arestas de E(G). O subgrafo

induzido por arestas G[A], é o grafo composto pelas arestas a ∈ A e pelos vértices que sejam

extremidades dessas arestas.

Uma clique é um subgrafo onde todos os vértices são adjacentes entre si.

Um grafo é dito acíclico se ele não contém ciclos. Grafos acíclicos e conexos são chamados

de árvores. Se forem acíclicos porém desconexos, são chamados de florestas.

Uma cobertura por vértices é um subconjunto VC ⊆ V(G) tal que todas as arestas existentes

no grafo possuam ao menos uma de suas extremidades presentes em VC. Também dizemos que
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as arestas são cobertas por VC.

Um grafo complementar H de G é um grafo formado pelos mesmos vértices de G, e as

arestas presentes em H são as arestas ausentes em G. H é chamado de complemento ou inverso

de G. A união de G e H formam um grafo completo.

1.1.1 Decomposição de Grafos

Nesta dissertação, apresentaremos soluções de problemas baseadas em decomposição de grafos.

Tais estruturas descrevem padrões de construção (ou decomposição, dependendo da navegação)

de grafos, e estão presentes em algumas classes de grafos. Apresentaremos a seguir a cotree, a

árvore de decomposição dos cografos.

1.1.1.1 Cografos e Cotree

Cografo é a classe de grafos livre de P4 induzido. Outra característica dos cografos é o fato de

sua geração poder ser feita através de apenas duas operações: complementação e união disjunta.

A união disjunta consiste em criar um grafo G a partir da união de vértices e arestas de dois

grafos distintos H e I. Com isso, vejamos uma definição mais interessante sob o ponto de vista

algorítmico.

Cografo (definição recursiva): Um cografo pode ser construído baseado nas seguintes defini-

ções:

(i) Todo vértice isolado é um cografo.

(ii) Se G é um cografo, então o complemento de G também é cografo.

(iii) Se G e H são cografos, a união disjunta de G e H forma um cografo.

Desta construção, seguem-se as seguintes propriedades:

(i) Para todo G pertencente à classe dos cografos, se G não for desconexo o complemento de

G é desconexo.

(ii) Todo subgrafo de um cografo é um cografo.

Cotree: é uma árvore enraizada onde vértices não folhas possuem dois filhos, e podem ser

rotulados com apenas dois tipos de rótulos, 0 e 1 (Figura 1.1). Toda cotree T define um cografo
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G contendo os nós folhas de T como vértices, e cada subárvore enraizada de T corresponde

a um subgrafo induzido de G definido pelo conjunto de nós descendentes da raiz, através das

seguintes regras abaixo:

(i) Uma subárvore de apenas um nó folha corresponde a um subgrafo com apenas um vértice.

(ii) Uma subárvore cuja raiz tem o rótulo 0, corresponde a um subgrafo formado pela União

Disjunta dos nós filhos

(iii) Uma subárvore cuja raiz tem o rótulo 1, corresponde a um subgrafo formado pela opera-

ção Join (criação de aresta) entre cada vértice da subárvore descendente esquerda com os

nós da subárvore descendente direita.

Figura 1.1: Exemplo de um cografo e sua cotree

1.1.1.2 Cliquewidth

Cliquewidth cw(G) é um parâmetro estrutural de um grafo G, definido por Courcelle e Olariu

[13], como o menor número de rótulos necessários para construir G, através de quatro operações

recursivas (Introduce, Join, Relabel e Disjoint Union). Em outras palavras, durante a construção

de G utilizando as operações recursivas, o maior número de rótulos necessário em qualquer

etapa da construção definirá cw(G). Abaixo estão descritas operações recursivas e suas ações na

construção do grafo:

1. Introduce - ηi: insere um novo vértice com o rótulo i

2. Join - ⊕i, j: une todos os vértices de rótulo i com todos de rótulo j

3. Relabel - 7→i, j: substitui o rótulo i por j de todos os vértices de rótulo i

4. Disjoint Union - ∪: realiza a união disjunta entre dois grafos G1 e G2
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Vejamos a seguir um exemplo de construção de grafo através das operações acima. Um

caminho de n vértices (Pn), n ≥ 3, possui cw(Pn) = 3. Vejamos as operações necessárias:

1. η1

2. η2

3. ∪

4. ⊕1,2

5. η3

6. ∪

7. ⊕2,3

8. 7→2,1

9. 7→3,2

10. Enquanto V(G) < n, repita as operações 5 até 9

A Figura 1.2 exemplifica a construção de um P4 usando os passos descritos acima.

η1 
η2 U 1,2 

η3 

2,3 
U 

2,1 3,2 

1) 2) 3) 

6) 7) 

4) 5) 

8) 9) 

η3 

10) 11) 12) 

U 2,3 

Figura 1.2: Cliquewidth de um P4
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Nas operações 7 e 12 foram necessários três rótulos, por isso concluímos anteriormente que

cw(Pn) = 3. É de conhecimento geral [6] que a classe dos cografos é exatamente a classe dos

grafos com cliquewidth 2. Diante desse fato e do exemplo ilustrado acima, seria um absurdo

um P4 pertencer à classe dos cografos, pois as cliquewidths não são compatíveis.

Nos capítulos 2 e 3 serão apresentadas a classe de grafos DHG (subclasse de grafos com

cliquewidth 3), sua estrutura de decomposição, e as pesquisas recentes em torno do problema

Conjunto Feedback-Independente. Em seguida, no capítulo 4, discutiremos a construção de

soluções dos problemas apresentados, utilizando-se das árvores de decomposição de cada classe

de grafos, como recurso de análise e tomada de decisão. Por último, no capítulo 5, serão

apresentadas as considerações finais, objetivos e caminhos futuros de expansão de pesquisas

em torno desse assunto.



Capítulo 2

Grafos Distância-Hereditários

Os grafos distância-hereditários (Distance Hereditary Graphs - DHG) foram caracterizados por

Howorka em 1977 [16]. Nesta classe de grafos, a distância entre quaisquer dois vértices u e v

do grafo G é preservada, isto é, em qualquer subgrafo H induzido e conexo de G, dH(u, v) =

dG(u, v).

Desde então, a classe DHG vem sendo estudada por décadas até os dias atuais, devido às

suas propriedades métricas serem interessantes ferramentas na construção de soluções de pro-

blemas em grafos de alta complexidade. Em 1984, Bandelt e Murder [1] utilizaram definições

de Burlet e Uhry [8] na caracterização da classe parity graphs, para apresentar outra caracte-

rização da classe DHG. Grafos pertencentes à classe parity graphs preservam a paridade de

quaisquer caminhos induzidos entre dois vértices u e v do grafo, caso exista caminho entre tais

vértices. Em outras palavras, os caminhos existentes entre u e v nessa classe de grafos são todos

pares ou são todos ímpares.

Bandelt e Murder apresentaram caracterizações da classe DHG por subgrafos proibidos e

pela técnica de construção de grafos DHG através de operações recursivas de adição de vértices.

Segundo eles, na primeira caracterização, os grafos dessa classe são livres de casa, buraco,

dominó e leque (vide Figura 2.1), ou seja, não é possível gerar nenhuma dessas estruturas

através de um subgrafo induzido em um grafo desta classe.

A segunda caracterização apresentada por Bandelt e Murder é baseada na construção de

grafos DHG através de operações de adições sequenciais de vértices, conhecida como one-

vertex-extension (definida por Burlet e Uhry [1] [?]), e "adições de grafos bipartidos". Segundo

eles, um grafo G pertencente à classe DHG pode ser construído a partir de outro grafo H (tam-

bém pertencente à classe DHG) adicionando-se um vértice u adjacente a:
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Figura 2.1: Subgrafos proibidos em DHG

(i) um vértice v (neste caso, u é chamado de pendente)

(ii) vizinhança aberta de v - N(v) (neste caso, u é chamado de falso gêmeo de v)

(iii) vizinhança fechada de v - N[v] (neste caso, u é chamado de gêmeo verdadeiro de v)

Veja o exemplo das operações na Figura 2.2:

(i) (ii) (iii) 

u 

u u v v 

v 

H 

Figura 2.2: Exemplo das operações de construção de DHG - Bandelt e Murder

Posteriormente no mesmo artigo, foi apresentada uma operação de decomposição em níveis

baseados na distância de um determinado vértice fixado a cada nível, mostrando uma capacidade

de manipulação de conjuntos maiores de vértices em cada nível. Não iremos detalhar essa

decomposição, pois veremos mais a frente outra caracterização nesse sentido.
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De modo geral, caracterizações estruturais de grafos contribuem na construção de algorit-

mos para problemas de otimização. Um dos primeiros teoremas nesse sentido foi apresentado

por Cunningham em 1982 [12]. Outra pesquisa neste ramo da classe DHG pode ser encontrada

no artigo de Cicerone [11], onde são apresentadas decomposições e expansões a partir da classe

DHG através de tais decomposições.

A Figura 2.3 foi retirada deste último artigo, e mostra classes de grafos relacionadas à DHG.

Figura 2.3: Hierarquia de classes de grafos relacionadas à DHG

Como podemos ver na figura acima, a classe DHG pertence à família dos grafos perfeitos.

A seguir estão apresentadas as principais propriedades dos grafos perfeitos:

(i) O complemento G de um grafo perfeito G também é perfeito.

(ii) Um grafo G é perfeito se e somente se não existe um ciclo ímpar sem diagonal em G nem

em G.

(iii) o número cromático dos grafos perfeitos é igual à cardinalidade da maior clique do grafo.

Todas as propriedades acima foram apresentadas em uma pesquisa Berge [2], sendo as duas

primeiras conjecturas e a última uma definição feita por ele. A primeira conjectura foi provada
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por Lovasz [19] e segunda conjectura, considerada a mais importante, foi provada por Chvátal

[10]. Posteriormente, Chudnovsky [9] provou dentre outras coisas, um teorema que associa

todo grafo perfeito à Berge. Essas propriedades, assim como outras não apresentadas aqui, são

herdadas por todas as subclasses dos grafos perfeitos, sendo DHG uma delas.

Por fim, voltando à classe DHG, veremos a caracterização utilizada como base dos estudos

presentes neste trabalho, apresentada por Chang et al. [?] e utilizada por ele mesmo em [17]

para resolver o problema de encontrar a menor cobertura de caminhos em grafos DHG. Neste

último trabalho, eles apresentam a classe DHG em função de uma árvore de decomposição (de-

composition tree - DT) composta por nós que representam operações recursivas para construção

de um grafo dentro da classe DHG. Conforme definiremos a seguir, as operações são realiza-

das em conjunto de pivôs (twin sets - TS) entre os nós da árvore, e este conjunto é atualizado

em cada nível da árvore, de acordo com a operação realizada no nível. Em outras palavras,

uma decomposição em árvore representa uma forma de construir um grafo pertencente à classe

DHG. Abaixo estão definidos os tipos de nós presentes em uma decomposição, e as operações

realizadas nos pivôs ao inserir cada tipo de nó na árvore:

• Folha (F): Adiciona um vértice v. TS (G) = {v};

• Gêmeo Falso (FT): G = GL ∪GR, TS (G) = TS (GL) ∪ TS (GR)

• Gêmeo Verdadeiro (TT): G = GL ∪GR, TS (GL) ⊕ TS (GR), TS (G) = TS (GL) ∪ TS (GR)

• Pendente (P): G = GL ∪GR, TS (GL) ⊕ TS (GR), TS (G) = TS (GL)

Obs.: ∪ representa a União Disjunta e ⊕ representa o Join entre conjuntos. Em todas ope-

rações acima, o grafo resultante pertence à classe DHG, pois se assume que GL e GR são

subgrafos à esquerda e direita do operador e pertencem à classe DHG

Para melhor visualização, vejamos dois exemplos de decomposição nas Figuras 2.4 e 2.5:
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FT 

FT 

Figura 2.4: Exemplo de decomposição detalhada

Neste exemplo, à esquerda encontram-se detalhadas operações em cada nível da decompo-

sição apresentada à direita. Notem que a decomposição é percorrida em pós-ordem, e ao final

da operação 9, temos o grafo resultante.

Abaixo segue outro exemplo mais complexo, utilizando todas as operações.

Figura 2.5: (a) G ∈ DHG e (b) Um exemplo de decomposição de G [17]
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Notem que essa forma de decomposição pode ser totalmente substituída pelas operações defi-

nidas na Cliquewidth da seguinte forma:

• Folha por Introduce

• Gêmeo Falso por Disjoint Union

• Gêmeo Verdadeiro por Join

• Pendente (P) por Join e Relabel dos pivôs à direita.

Como as operações de decomposição são feitas apenas nos pivôs, seria necessário um label

para cada conjunto de pivôs e um label adicional para os demais nós (para que estes não sejam

considerados nas operações onde ocorrem join entre os pivôs). No total seriam três labels em

toda construção de um grafo DHG. Deste resultado, podemos concluir que a cliquewidth de

grafos distância-hereditários é igual a 3.

A partir desta relação surge a seguinte questão no sentido inverso: Será que todo grafo com

cliquewidth (limitada ou não) possui uma árvore de decomposição?



Capítulo 3

Conjunto Feedback-Independente

Karp em 1972 definiu os princípios da teoria da complexidade computacional, e provou a rela-

ção de pertinência de 21 problemas no conjunto dos problemas NP-Difíceis. Um dos problemas

presentes no estudo de Karp é o Feedback Vertex Set, cuja definição está apresentada a seguir.

Feedback Vertex Set - FVS

Instância: Um grafo G e um inteiro k.

Questão: Existe um conjunto de vértices F ⊆ V(G), de tamanho no máximo k,

tal que se removidos, torna G[V\F] uma floresta?

Este problema tem sido estudado em vários tipos de aplicações, como design de circuitos

combinatórios, prevenção de deadlocks em sistemas operacionais e inferências Bayesianas na

área de Inteligência Artificial.

Originalmente, esse problema surgiu no design de circuitos digitais, para resolver um pro-

blema conhecido como "racing condition", que ocorria quando um determinado nó do circuito

recebia um novo input antes de estar estável. Para contornar tal problema, os designers de cir-

cuitos criaram um registro especial chamado "clock"em cada ciclo do circuito. No entanto, a

adição desse registro causava lentidão, por essa razão se tornou necessário estudar uma forma

de fazer a menor adição possível desse tipo de registro nos circuitos para minimizar tal lentidão.

O problema de deadlock exemplifica perfeitamente a situação que se deseja resolver com

essa abordagem, e suas possíveis variações. Se imaginarmos um ciclo como um conjunto de

processos (representados pelos vértices do ciclo) em espera pela finalização do processo adja-

cente no grafo, remover um processo do ciclo representa solucionar a espera de um processo, e

assim a eliminação do deadlock em cascata. Sacrificar a execução de um processo em prol de

outros muitas vezes é necessário, porém é importante avaliar diversos fatores nessa escolha. Em

um determinado cenário pode ser necessário eliminar o menor numero possível de processos,
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enquanto em outro pode ser melhor eliminar os processos menos prioritários de acordo com al-

gum critério definido, como por exemplo os mais lentos, visando liberar uma quantidade maior

de processos.

Suponha que os processos em deadlock estejam de alguma forma relacionados em contextos

de execução, de modo que seja interessante descobrir quais dos processos que, se sacrificados,

causem menor impacto em um contexto específico. Em outras palavras, estaríamos interessados

em remover processos independentes de contextos, sem nenhuma relação de dependência com

outro processo que esteja disputando recurso computacional para ser executado.

Buscar processos dessa natureza seria equivalente a encontrar vértices independentes em

um grafo, conforme a definição abaixo.

Conjunto Independente

Instância: Um grafo G e um inteiro k.

Questão: Existe um conjunto de vértices I ⊆ V(G), de tamanho pelo menos k,

tal que não exista aresta induzida em G[I]?

Conjunto Independente (também conhecido na literatura por vertex packing, stable set, an-

ticlique) é um problema NP-Completo bastante explorado na literatura. Já é de conhecimento

geral que encontrar um Conjunto Independente Máximo é equivalente a encontrar uma clique

máxima no mesmo grafo, outro problema NP-Completo bastante explorado em pesquisas. Exis-

tem muitos trabalhos científicos explorando a melhoria de complexidade dos algoritmos para o

problema, assim como algoritmos polinomiais para classes de grafos específicas.

Mais detalhes sobre o uso deste problema podem ser encontrados em pesquisas nas áreas

de programação linear, problemas de natureza combinatória e computação quântica [21].

A seguir definiremos o problema alvo de nossa pesquisa, o Conjunto Feedback-Independente

(Independent Feedback Vertex Set).

Conjunto Feedback-Independente - IFVS

Instância: Um grafo G e um inteiro k.

Questão: Existe um conjunto independente de vértices F ⊆ V(G) de tamanho no máximo k,

tal que se removidos, torna G[V\F] uma floresta?

Como podemos perceber, o problema em questão é uma junção da solução dos dois pro-

blemas definidos anteriormente, ou seja, os vértices que fazem parte da solução S do IFVS, são

independentes entre si, e sua remoção torna o grafo G − S uma floresta. Na literatura científica,

a partição formada pela solução do IFVS é também chamada de uma quase-bipartição.
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Quase-Bipartição (Near-Bipartiteness)

Instância: Um grafo G.

Questão: É possível particionar V(G) em S,F tal que S é um conjunto independente e F induz uma floresta?

Yang e Yuan [4] provaram que o problema de reconhecimento de uma quase-bipartição em

um grafo é NP-Completo para grafos de grau máximo igual a 4 e diâmetro 3.

Uma característica conhecida de grafos que admitem uma quase-bipartição é o fato de

serem 3-coloríveis. É fácil verificar essa propriedade, pois grafos que admitem tal partição,

conforme definição, podem ser particionados em um conjunto independente e uma floresta,

pois admitem um IFVS . Para colorir o conjunto independente é necessário reservar apenas 1

cor. Para colorir uma floresta, são necessárias 2 cores. Porém essas 2 cores devem ser distintas

da cor usada na coloração do conjunto independente, pois os vértices de uma aresta da floresta

podem compartilhar um vizinho no conjunto independente. Com isso, verificamos brevemente

que são suficientes 3 cores para colorir um grafo que possui um IFVS.

Embora grafos que admitam uma quase-bipartição sejam 3-coloríveis, é importante pontuar

que a complexidade dos problemas 3-Coloração e Quase-Bipartição não necessariamente são

iguais, dependendo da classe de grafos sendo explorada. Grötschel, Lovász e Schrijver [3]

[15] provaram que o problema de Coloração é solucionado em tempo polinomial para grafos

perfeitos, enquanto Brandstädt et al. [5] provaram que o problema Quase-Bipartição é NP-

Completo na mesma classe de grafos.

Uma variação do IFVS é o reconhecimento de uma partição do tipo Stable-Tree, o qual já

foi provado ser NP-Completo para grafos em geral [7].

A única diferença entre o reconhecimento de partições do tipo Stable-Tree e o IFVS se dá

pelo fato de o grafo G − S , formado pela remoção dos vértices solução S , ser uma árvore (no

IFVS é uma floresta). Existem estudos específicos do problema limitados a classes de grafos,

produzindo algoritmos polinomiais [18].

Na mesma direção de pesquisas que buscam encontrar soluções para problemas

NP-Completos de forma restrita às características da entrada, restringiremos a análise do pro-

blema para a classe de grafos DHG.

No capítulo a seguir, estudaremos a fundo o problema IFVS na classe DHG, e apresenta-

remos uma programação dinâmica de tempo polinomial para o problema.

Conforme vimos no capítulo anterior, o fato de a classe DHG pertencer à classe de grafos

perfeitos, utilizaremos o número cromático para definir um pré-processamento importante na

análise do IFVS nesta classe:
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Teorema 1. Seja G um grafo distância-hereditário. Se G possui número cromático superior a

três, então G não possui conjunto feedback-independente.

Demonstração. Como a classe DHG é uma subclasse de grafos perfeitos, então o número cro-

mático de G é igual ao tamanho de sua maior clique. Se G possui uma clique de tamanho maior

ou igual a quatro, para eliminar todos os ciclos de G, será necessário remover pelo menos dois

vértices da clique. Porém, qualquer par de vértices a ser removido de uma clique é adjacente

entre si, e essa condição viola a propriedade de ser independente. �

Portanto, nas discussões a seguir, o problema Conjunto Feedback-Independente será anali-

sado restritamente na classe DHG, assumindo-se que os grafos de entrada não possuem cliques

de tamanho superior a 3.



Capítulo 4

Conjunto Feedback-Independente na

classe DHG

Nesta seção iremos mostrar como tirar proveito de estruturas de construção (ou decomposição)

de grafos pertencentes às classes de grafos Cografo e DHG, para prover soluções de problemas

da literatura. Primeiramente iremos mostrar como explorá-las na solução do problema Con-

junto Independente Máximo de forma introdutória, devido à simplicidade do problema, para

posteriormente aplicarmos a mesma estratégia na resolução de um problema mais complexo, o

Conjunto Feedback-Independente. Para solucionar os problemas mencionados anteriormente,

faremos uso de Programação Dinâmica (PD) em cada nível da estrutura decomposição, ex-

plorando a situação corrente do grafo em cada nível da estrutura explorada, para computar as

recorrências necessárias pela PD.

4.1 Programação Dinâmica

Relembrando, o primeiro passo de uma PD é encontrar a recorrência para o preenchimento das

tabelas dinâmicas. Após a recorrência definida, o próximo passo é o preenchimento da tabela

dinâmica. Por fim, os valores das tabelas são percorridos em direção à solução do problema.

Veremos nas recorrências dos problemas analisados neste estudo, que o preenchimento dos

nós não folhas depende do valor dos seus filhos. Como as estruturas exploradas são árvores,

executaremos um algoritmo de pós-ordem para definir a ordem de preenchimento dos valores

da(s) tabela(s), garantindo assim o preenchimento dos nós filhos antes dos pais.
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4.1.1 R1 - Conjunto IndependenteMáximo em Cografos

Nesta seção iremos mostrar como tirar proveito da cotree de um Cografo, para encontrar uma

solução do problema Conjunto Independente Máximo. A seguir, veremos a relação de recor-

rência para preenchimento do Conjunto Independente CI. Em cada i-ésimo nó da cotree, onde i

representa a sua ordem na pós-ordem, o CIi será definido em função do tipo de nó pela relação

de recorrência abaixo:

CI(Gi) =


V(Gi) , se Ti f or Folha(F)

CI(GL) ∪CI(GR) , se rotulo(Ti) = 0

max{CI(GL) , CI(GR)} , se rotulo(Ti) = 1

Algoritmo 1: Conjunto Independente Máximo - Cografos
Entrada: Pós-ordem (PO), Cotree (T)

Saída: Conjunto Independente do Cografo

1 imax ← PO.length − 1;

2 para i← 0 até imax faça

3 noatual ← PO[i];

4 rotulo← noatual.tipo;

5 iGL ← noatual.iGL ;

6 iGR ← noatual.iGR;

7 se rotulo = F então

8 CI[i]← noatual.G.Vertices;

9 senão se rotulo = 0 então

10 CI[i]← CI[iGL] ∪CI[iGR];

11 senão se rotulo = 1 então

12 CI[i]← max{CI[iGL] , CI[iGR]};

13 fim

14 retorna CI[imax];
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4.1.2 R2 - Conjunto IndependenteMáximo em DHG

Nesta seção iremos mostrar como tirar proveito da árvore de decomposição de um grafo DHG,

para encontrar uma solução do problema Conjunto Independente Máximo. Iremos mostrar uma

programação dinâmica que construirá a solução em cada nível da árvore de decomposição. Para

isso, precisamos percorrer a árvore de decomposição em pós-ordem. Em cada i-ésimo nó da

árvore, onde i representa a sua ordem na pós-ordem, o CIi será definido em função do tipo de

nó pela relação de recorrência abaixo:

CI(Gi) =



TS (Gi) , se tdi f or F

CI(GL) ∪CI(GR) , se tdi f or FT

max{CI(GL) ∪CI(GR\TS (GR)),

CI(GR) ∪CI(GL\TS (GL))}
, se tdi f or TT ou P

Como vimos na recorrência anterior, também precisamos definir a recorrência do Conjunto

Independente Máximo do Grafo sem os vértices v ∈ TS(G). Assim como anteriormente, para

cada tipo de vértice temos:

CI(Gi\TS (Gi)) =



∅ , se tdi f or F

CI(GL\TS (GL)) ∪CI(GR\TS (GR)) , se tdi f or FT ou TT

CI(GL\TS (GL)) ∪

max{CI(GR),CI(GR\TS (GR))} , se tdi f or P

De fato, como podemos observar, a computação da programação dinâmica depende da

resolução sucessiva de dois subproblemas:

1. CI(Gi)

2. CI(Gi\TS (Gi))
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Algoritmo 2: Conjunto Independente Maximo - DHG
Entrada: Pós-ordem (PO),

Tree-Decomposition (TD)

Saída: Conjunto Independente do Grafo DHG

1 imax ← PO.length − 1;

2 para i← 0 até imax faça

3 noatual ← PO[i];

4 rotulo← noatual.tipo;

5 iGL ← noatual.iGL ;

6 iGR ← noatual.iGR;

7 se rotulo = F então

8 CI[i]← noatual.TS ;

9 CIG−TS [i]← φ;

10 senão se rotulo = FT então

11 CI[i]← CI[iGL] ∪CI[iGR];

12 CIG−TS [i]← CIG−TS [iGL] ∪CIG−TS [iGR];

13 senão se rotulo = TT então

14 CI[i]← max{CI[iGL] ∪CIG−TS [iGR] , CI[iGR] ∪CIG−TS [iGL]};

15 CIG−TS [i]← CIG−TS [iGL] ∪CIG−TS [iGR];

16 senão

17 CI[i]← max{CI[iGL] ∪CIG−TS [iGR] , CI[iGR] ∪CIG−TS [iGL]};

18 CIG−TS [i]← CIG−TS [iGL] ∪max{CI[iGR] , CIG−TS [iGR]} − noatual.TS ;

19 fim

20 fim

21 retorna CI[imax];
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4.1.3 R3 - Conjunto Feedback-Independente em DHG

Nesta seção iremos mostrar como tirar proveito da decomposição de um grafo DHG, para cons-

truir a recorrência do problema Independent Feedback Vertex Set. Como vimos nos capítulos

anteriores, a decomposição de um grafo DHG possui 4 tipos de operações (Folha, Falso Gê-

meo, Verdadeiro Gêmeo, Pendente). Assim como nas recorrências anteriores, iremos formular

o preenchimento das tabelas dinâmicas em função das características da estrutura de decompo-

sição, isto é, o tipo de operação ocorrida em cada nó da árvore de decomposição, representada

pelo seus respectivo rótulo. Assim como no caso do Conjunto Independente, para resolução

do problema via programação dinâmica, torna-se necessária a resolução de diversos tipos de

subproblemas. Vejamos abaixo as definições das estruturas de armazenamento que julgamos

necessárias para a recorrência do problema de decisão:

Tabelas Dinâmicas:

(i) IFVS(Gt): Verdadeiro, se e somente se, Gt possui um Independent Feedback Vertex Set

(ii) DESC_IFVS(Gt): Verdadeiro, se e somente se, Gt possui um IFVS que desconecta os

vértices remanescentes de TS , ou seja, cada vértice de TS estará em uma componente

distinta no grafo. Por este motivo, quando |TS | = 1, consideramos TS desconexo (não

confundir com a propriedade de conectividade de um grafo).

(iii) PROIB_IFVS(Gt): Verdadeiro, se e somente se, Gt possui um IFVS que não utiliza

vértices de TS

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt): Verdadeiro, se e somente se, Gt possui um IFVS que desco-

necta TS , e não utiliza vértices de TS

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt): Verdadeiro, se e somente se, Gt possui um IFVS que

utiliza todos os vértices de TS . Notem que para existir solução nessa recorrência, é ne-

cessário que TS seja um conjunto independente, e além disso, Gt\TS não precise utilizar

vértices da vizinhança de TS como parte de sua solução.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v): Verdadeiro, se e somente se, Gt possui um IFVS

que utiliza todos os vértices de TS com exceção de v. Notem que para existir solução

nessa recorrência, é necessário que TS \{v} seja um conjunto independente, e além disso,

Gt\TS ∪ {v} não precise utilizar vértices da vizinhança de TS \{v} nem o vértice v como

parte de sua solução.
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A seguir, veremos como será feito o preenchimento de cada tabela de acordo com cada tipo

de operação.

4.1.3.1 Folha

(i) IFVS(Gt): Verdadeiro.

Por definição, um grafo trivial é acíclico e não necessita de nenhuma remoção de vértice para atender esta

propriedade.

(ii) DESC_IFVS(Gt): Verdadeiro.

Por definição da recorrência, como só existe 1 vértice em TS, todos os vértices de TS se encontram em

componentes distintas do grafo.

(iii) PROIB_IFVS(Gt): Verdadeiro.

Como não é necessário remover nenhum vértice para este caso, a restrição não impacta nesta recorrência.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt): Verdadeiro.

Como não é necessário remover nenhum vértice para este caso, a restrição não impacta nesta recorrência.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt): Verdadeiro.

Um grafo vazio não contem ciclos, portanto, não necessita de nenhuma remoção de vértice para atender esta

propriedade).

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v): Verdadeiro.

Por definição, um grafo trivial é acíclico e não necessita de nenhuma remoção de vértice para atender esta

propriedade.

4.1.3.2 Gêmeos Falsos - GL • • GR

GL GR G 

= 

Figura 4.1: Operação Gêmeos Falsos - GL • • GR
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Nesta operação os pivôs estão destacados pela região azul de cada nó GL e GR da árvore de

decomposição. O grafo resultante, e o conjunto de pivôs atualizado destacado pela região azul,

é representado por G.

Conforme visto na Figura 4.1, nesta operação só ocorre a união disjunta e atualização do

conjunto de pivôs TS . Portanto, não existe nova formação de ciclos contendo vértices dos

subgrafos GL e GR. Por isso, as recorrências dessa operação preocupa-se apenas em resolver os

subproblemas em cada subgrafo, e havendo solução em ambos, resultará em uma solução no

nível corrente.

(i) IFVS(Gt): IFVS(GL) ∧ IFVS(GR)

(ii) DESC_IFVS(Gt): DESC_IFVS(GL) ∧ DESC_IFVS(GR)

(iii) PROIB_IFVS(Gt): PROIB_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt):

DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt):

PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v):
PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR) , se v ∈ TS L

PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR, v) , se v ∈ TS R

A seguir, definiremos as recorrências das operações Gêmeos Verdadeiros e Pendente. Nes-

tas operações, devido à existência de join entre os vértices dos pivôs dos subgrafos GL e GR, se

faz necessário adaptar as recorrências de maneira que os ciclos formados pelo join sejam des-

feitos. A partir dessas operações, definiremos as recorrências em subcasos, pois o join interfere

de maneira diferente dependendo de características específicas, conforme as definições abaixo:

(i) Trivial: Quando a operação é feita em nós da árvore que possuem, cada um, apenas um

vértice no conjunto de pivôs. |TS L| = |TS R| = 1

(ii) Estrela: Quando a operação é feita em nós da árvore contendo apenas um vértice em um

dos conjunto de pivôs, e mais de um no outro. |TS L| = 1 e |TS R| >= 2 ou |TS L| >=2 e

|TS R| = 1

(iii) Geral: Quando a operação é feita em nós da árvore onde nenhum dos conjuntos de pivôs

é trivial. |TS L| >= 2 e |TS R| >= 2
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4.1.3.3 Gêmeos Verdadeiros - GL � GR

GL GR G 

= 

Figura 4.2: Operação Gêmeos Verdadeiros - GL � GR

Na figura acima, os pivôs estão destacados pela região azul de cada nó GL e GR da árvore

de decomposição. O grafo G representa o resultado da operação. As arestas em destaque foram

inseridas pelo join, e o conjunto de pivôs atualizado se encontra destacado pela região azul.

Caso Trivial

TSL TSR TS 

= 

Figura 4.3: Caso Trivial - TS L � TS R

Especificamente neste caso, não existe formação de ciclos entre os pivôs, mas é necessário

se preocupar em não deixar que os 2 pivôs façam parte da solução no nível corrente da árvore

de construção do grafo, pois a propriedade de ser independente seria violada.

(i) IFVS(Gt): [IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨ [PROIB_IFVS(GL) ∧ IFVS(GR)]
Proíbe-se um dos pivôs para garantir a propriedade de ser Independente da solução.

(ii) DESC_IFVS(Gt): [PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)] ∨
[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]

Usa-se PIVO_DELET ED_IFVS e PROIB_IFVS para garantir a utilização de apenas um dos pivôs na

solução, pois é a única forma de separá-los em componentes distintas e ter um feedback-independente.

(iii) PROIB_IFVS(Gt): [PROIB_IFVS(GL)] ∧ [PROIB_IFVS(GR)]
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Proíbe-se o uso de todos os pivôs nas duas fórmulas. Neste caso é possível, pois não há formação de ciclos

pelo join dos pivôs.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt): Falso.

Não é possível deixar os pivôs em componentes distintas sem utilizar um deles na solução, devido à aresta

existente entre os pivôs decorrente do join desta operação.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt): Falso.

Não é viável considerar essa recorrência, pois isso implicaria considerar a utilização de todos os pivôs de

TS i em algum nível i da árvores de decomposição. Como na operação atual existe um join entre os pivôs,

se todos estiverem na solução haverá violação da propriedade Conjunto Independente da mesma, o que seria

um absurdo.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v):

 PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR) , se v ∈ TS L

PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR) , se v ∈ TS R

Neste caso é possível considerar a recorrência pois sabemos que um dos pivôs, especificamente v, ficará fora

da solução. Como só existem 2 pivôs, para não haver risco de violação da propriedade de independência,

obrigamos a utilização do pivô que não está proibido (PIVO_DELET ED_IFVS ) na componente que não

contém o pivô v.

Caso Estrela

TSL TSR TS 

= 

Figura 4.4: Caso Estrela - TS L � TS R

A partir deste caso, a operação de join entre os pivôs pode resultar em formação de ciclos,

podendo estes serem formados apenas entre os próprios pivôs quando existir aresta no con-

junto de pivôs com mais de um elemento, ou quando houver caminho entre 2 pivôs do mesmo

subgrafo passando por um vértice não pertencente ao conjunto de pivôs. Como ao final desta

operação o conjunto de pivôs passa a ser a união dos pivôs dos subgrafos, a recorrência é indi-

ferente em relação a qual conjunto de pivôs tem cardinalidade 1.

Portanto, sem perda de generalidade, assumimos |TS L| = 1 nas recorrências a seguir:

(i) IFVS(Gt):

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨



4.1 Programação Dinâmica 27

[PROIB_IFVS(GL) ∧ DESC_IFVS(GR)]

Utilizando-se o pivô de GL na primeira componente da recorrência, eliminamos o risco de formação de ciclos

de quaisquer natureza. A proibição dos pivôs de GR é necessária para evitar a violação da propriedade de

independência da solução.

Na segunda componente, consideramos uma solução que não utiliza TS L. Para que tal solução seja possível,

é necessário que cada vértice vR ∈ TS R fique em uma componente distinta no grafo após a formação de

IFVS . Por essa razão utilizamos DES C_IFVS .

(ii) DESC_IFVS(Gt):

Se TSR induz aresta então
Falso.

Como TS (Gt) possui triângulo, não é possível remover um conjunto feedback independente deixando

cada pivô em uma componente conexa distinta.

Se TSR forma um conjunto independente

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)]∨
[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]

Neste caso, precisamos apenas modificar as recorrências de IFVS para atender a separação dos pivôs

em componentes distintas. Na primeira componente é fácil identificar a restrição pela definição da recor-

rência DES C_PROIB. Na segunda componente, utilizando TS R na solução, já garantimos a propriedade

desejada, pois por definição do subcaso, TS R é um conjunto independente, logo seus vértices já estão em

componentes distintas.

Lembrete: PIVO_DELET ED é usado para indicar a utilização de TS da componente em questão na solução.

(iii) PROIB_IFVS(Gt): [PROIB_IFVS(GL) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)]
Neste caso, adaptamos a segunda componente da recorrência de IFVS para atender a restrição de utilização

dos pivôs. Se cada pivô de GR ficar em uma componente distinta, o join com o pivô de GL não cria ciclo na

solução.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt): Falso.

Não é possível deixar os pivôs em componentes distintas sem utilizar um deles na solução, devido à aresta

existente entre os pivôs decorrente do join desta operação.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt): Falso.

Não é viável considerar essa recorrência, pois isso implicaria considerar a utilização de todos os pivôs de

TS i em algum nível i da árvores de decomposição. Como na operação atual existe um join entre os pivôs,

se todos estiverem na solução haverá violação da propriedade de independência da mesma, o que seria um

absurdo.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v):
I) PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR) , se v ∈ TS L

II) Falso , se v ∈ TS R

O Caso II) é inviável, pois violaria a propriedade de independência entre os vértices da solução, devido à(s)

aresta(s) formada(s) pelo join entre os vértices de TS L e TS R.
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Caso Geral - Bipartido

TSL TSR TS 

= 

Figura 4.5: Caso Bipartido - TS L � TS R

Neste subcaso, é fácil visualizar a formação de ciclos através do join entre os pivôs to-

mando 2 vértices de cada conjunto de pivôs 2 a 2. Antes da definição das recorrência, veja-

mos um exemplo para melhor compreensão da estratégia utilizada. Seja TS L = {v1, v2, v3} e

TS R = {v4, v5, v6}. Devido à operação de join, podemos descartar a possibilidade de compor

uma solução para IFVS com vértices de TS L e TS R simultaneamente, pois não atenderia a

propriedade de ser um Conjunto Independente.

Dito isto, para eliminar os ciclos gerados pelo join entre os pivôs, só poderemos remover vérti-

ces de um dos conjuntos de pivôs para compor o IFVS . Digamos que utilizemos apenas vértices

de TS L na solução. Se 2 vértices de TS L não forem considerados na solução, digamos v2 e v3,

um ciclo formado por eles, como por exemplo C = {v2, v3, v4, v5}, não estaria sendo eliminado.

Portanto não podemos deixar 2 ou mais vértices do conjunto de pivôs utilizados na solução

ausentes da mesma. Por isso, só podemos considerar como solução a utilização de um dos

conjuntos de pivôs integralmente, ou com exceção de apenas 1 vértice do conjunto escolhido.

Neste segundo caso, temos uma preocupação a mais, que seria a necessidade de nos preocupar

com a formação de outro tipo de ciclo. Digamos que v1 não seja usado na solução e v7 < TS R

seja um vértice de GR adjacente a v4 e v5. Neste exemplo, podemos ver claramente que o ciclo

C = {v1, v4, v5, v7} não seria eliminado apenas com a utilização dos vértices de TS L já presentes

na solução. Para remover este tipo de ciclo, será necessário acrescentar em IFVS vértices de

GR, com exceção dos pivôs, de modo que cada vértice de TS R fique em componentes distintas,

pois desta forma o risco de formação desse tipo de ciclo é eliminado.

(i) IFVS(Gt):
[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]
∨[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)],∀v ∈ TS L

∨[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]
∨[DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR, v)],∀v ∈ TS R

Conforme explicado anteriormente, busca-se soluções usando todos os vértices de um dos pivôs, ou com

exceção de um desconectando os demais pivôs do TS não utilizado na solução.
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Lembrete: PIVO_DELET ED é usado para indicar a utilização de TS da componente em questão na solução.

(ii) DESC_IFVS(Gt):
[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)]∨
[DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]

Neste caso, adaptamos apenas as recorrências de IFVS que utilizam todos os vértices de um dos TS ’s,

acrescentando a restrição de que cada pivô remanescente encontre-se em componentes distintas.

A recorrência que não utiliza um dos vértices de TS foi descartada, pois o vértice não utilizado na solução

mantém parte dos pivôs na mesma componente.

(iii) PROIB_IFVS(Gt): Falso.

Não é possível remover os ciclos formados pelo join entre os pivôs, proibindo a utilização dos pivôs na

solução.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt): Falso.

Não é possível deixar os pivôs em componentes distintas sem utilizar um dos conjuntos de pivôs em sua

totalidade, devido às arestas existentes entre os pivôs decorrente do join desta operação.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt): Falso.

Não é possível considerar esta recorrência nesta operação, pois isso implicaria considerar a utilização de

TS t, e isso violaria a propriedade de independência da solução, devido ao join entre os pivôs presente nesta

operação.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v): Falso.

Não é possível considerar esta recorrência nesta operação, pois isso implicaria considerar a utilização de

TS t, e isso violaria a propriedade de independência da solução, devido ao join entre os pivôs presente nesta

operação.

Caso Geral - Com aresta nos pivôs (apenas em um dos lados senão G possui K4)

TSL TSR TS 

= 

Figura 4.6: Caso Bipartido com arestas - TS L � TS R

Neste subcaso, consideraremos a existência de arestas em apenas um dos conjuntos de

pivôs, TS L ou TS R. A existência de arestas nos 2 conjuntos causaria a formação de K4, e como

a existência de K4 em subgrafos induzidos de grafos da classe DHG é proibida, não precisamos

considerar essa possibilidade nas recorrências.
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O conjunto de pivôs (TS L e TS R) que possui aresta não interfere na recorrência dessa

operação, pois ao final da operação o conjunto de pivôs resultante é a união de TS L e TS R.

Portando, sem perda de generalidade, assumiremos na definição das recorrências que TS L é um

conjunto independente.

(i) IFVS(Gt): 
I) [PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]∨

II) [DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR, v)],
∀v ∈ TS R tal que {v} é uma cobertura por vértice de G[TS R]

Em I) usamos a mesma estratégia do caso bipartido, pois podemos considerar TS L na solução por ser um

conjunto independente (conforme arbitrado). Não consideramos a opção de não utilizar um dos vértices de

TS L, pois devido à existência de aresta em TS R, o join entre o pivô não usado de TS R e dois vértices vizinhos

de TS R formaria um ciclo que não seria desfeito (TS R estaria proibido).

Em II) só podemos considerar uma solução usando os pivôs de TS R, considerando a existência de uma

cobertura por vértice de tamanho 1. Neste caso, o vértice que compõe a cobertura não seria usado na solução,

para que não seja violada a propriedade de ser um conjunto independente. Com essa exclusão, precisamos

garantir que os vértices de TS L fiquem em componentes distintas após a formação de IFVS, para não haver

risco de formação de ciclo. Por essa razão utilizamos a recorrência DES C_PROIB.

A possibilidade de usar todo TS R neste caso é inviável, devido à existência de aresta em TS R, impactando

na violação da propriedade de independência da solução.

(ii) DESC_IFVS(Gt): Falso.

Inviável, pois não é possível adicionar restrição em nenhuma das recorrências de IFVS, de modo que os

vértices vizinhos de TS R fiquem em componentes diferentes.

(iii) PROIB_IFVS(Gt): Falso.

Não é possível remover os ciclos formados pelo join entre os pivôs, proibindo a utilização dos pivôs na

solução.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt): Falso.

Não é possível deixar os pivôs em componentes distintas sem utilizar um dos conjuntos de pivôs em sua

totalidade, devido às arestas existentes entre os pivôs decorrente do join desta operação.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt): Falso.

Não é possível considerar esta recorrência nesta operação, pois isso implicaria considerar a utilização de

TS t em algum nível superior da árvores de decomposição, e isso violaria a propriedade de a solução ser um

conjunto independente, devido ao join entre os pivôs presente nesta operação.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v): Falso.

Não é possível considerar esta recorrência nesta operação, pois isso implicaria considerar a utilização de

TS t em algum nível superior da árvores de decomposição, e isso violaria a propriedade de a solução ser um

conjunto independente, devido ao join entre os pivôs presente nesta operação.
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4.1.3.4 Pendente - GL � GR

GL GR G 

= 

Figura 4.7: Operação Pendente - GL � GR

Nesta operação os pivôs estão destacados pela região azul de cada nó GL e GR da árvore

de decomposição.O grafo G representa o resultado da operação. As arestas em destaque foram

inseridas pelo join, e o conjunto de pivôs atualizado se encontra destacado pela região azul.

Assim como na operação anterior, precisamos nos preocupar com o join entre os pivôs nesta

recorrência. Em alguns subcasos as recorrências serão semelhantes às recorrências anteriores.

Porém, pelo fato de o conjunto de pivôs resultante ser apenas o TS L, alguns subcasos terão

particularidades em relação à operação anterior.

Caso Trivial

TSL TSR TS 

= 

Figura 4.8: Caso Trivial - TS L � TS R

Este subcaso se assemelha ao subcaso da operação Gêmeos Verdadeiros.

(i) IFVS(Gt): [IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨ [PROIB_IFVS(GL) ∧ IFVS(GR)]
Proíbe-se um dos pivôs para garantir a propriedade Conjunto Independente da solução.

(ii) DESC_IFVS(Gt): [IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨ [PROIB_IFVS(GL) ∧ IFVS(GR)]

Este subcaso utiliza a mesma recorrência de IFVS, pois com o pivô resultante sendo apenas o vértice de TS L,

o mesmo conjunto de pivôs já atende a propriedade de estar em uma componente distinta por definição.
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(iii) PROIB_IFVS(Gt): [PROIB_IFVS(GL) ∧ IFVS(GR)]

Apenas essa opção é reaproveitada de IFVS , pois os pivôs resultantes estão contidos apenas em TS L, e esta

é a única opção que restringe a utilização de pivôs.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt): [PROIB_IFVS(GL) ∧ IFVS(GR)]

Usou-se PROIB_IFVS (GL) pois TS já é desconexo por definição no caso trivial.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt): [PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]
Foi necessário usar PROIB_IFVS (GR), para restringir a utilização de TS R, por ter se tornado vizinho de

TS L. A outra opção de IFVS não foi considerada pois esta recorrência assume a utilização dos pivôs, e nesta

operação os pivôs resultantes são os vértices de TS L.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v): [PROIB_IFVS(GL) ∧ IFVS(GR)]

Pode-se considerar IFVS(GR) pois TS R contém apenas 1 vértice no caso trivial, e este não faz parte de TS

na operação pendente. Utilizou-se PROIB_IFVS porque TS L só possui um vértice v, e este não é utilizado

nesta recorrência.

Caso Estrela

Diferente da operação anterior, na operação Pendente existe a particularidade do pivô resul-

tante ser o conjunto TS L. Com isto, a recorrência deste subcaso muda de acordo com o conjunto

de pivô que contém apenas um vértice.

Caso I: |TSL| = 1 e |TSR| > 1

TSL TSR TS 

= 

Figura 4.9: Caso Estrela (|TS L| = 1) - TS L � TS R

(i) IFVS(Gt):

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨
[PROIB_IFVS(GL) ∧ DESC_IFVS(GR)]

Esta recorrência é a mesma definida em Gêmeos Verdadeiros. Utilizando-se o pivô de GL na primeira com-

ponente da recorrência, eliminamos o risco de formação de ciclos de quaisquer natureza. A proibição dos

pivôs de GL é necessária para evitar a violação da propriedade de independência da solução.

Na segunda componente, consideramos uma solução que não utiliza TS L. Para que tal solução seja possível,

é necessário que cada vértice vR ∈ TS R fique em uma componente distinta no grafo após a formação de

IFVS . Por essa razão utilizamos DES C_IFVS .
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(ii) DESC_IFVS(Gt):

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨
[PROIB_IFVS(GL) ∧ DESC_IFVS(GR)]

Este subcaso utiliza a mesma recorrência de IFVS, pois com o pivô resultante sendo apenas o vértice de TS L,

o mesmo conjunto de pivôs já atende a propriedade de estar em uma componente distinta por definição.

(iii) PROIB_IFVS(Gt): PROIB_IFVS(GL) ∧ DESC_IFVS(GR)

Apenas a segunda componente da recorrência de IFVS pode ser aproveitada, pois a primeira utiliza vértices

de TS e estes são proibidos nesta recorrência.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt): PROIB_IFVS(GL) ∧ DESC_IFVS(GR)

A segunda componente da recorrência de IFVS também pode ser usada aqui, pois |TS L| = 1, e com isso o

pivô já se encontra em uma componente distinta.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt): PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)
Apenas a primeira componente de IFVS é reaproveitada neste caso, pois é a única que utiliza os pivôs.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v): PROIB_IFVS(GL) ∧ DESC_IFVS(GR):

Como v é o único elemento de TS, e v ∈ TS L, basta usar PROIB_IFVS (GL), e por isso reaproveitamos a

segunda componente da recorrência de IFVS.

Caso II: |TSL| > 1 e |TSR| = 1

TSL TSR TS 

= 

Figura 4.10: Caso Estrela (|TS L| > 1) - TS L � TS R

Neste subcaso, a existência de arestas em TS L requer cuidados extras nas recorrências. Por esta razão, defini-

remos as recorrências considerando TS L sendo um conjunto independente separadamente do caso onde TS L induz

aresta, pois nesse caso existe formação de ciclo apenas entre os pivôs devido ao join da operação Pendente.

(i) IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

[DESC_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨
[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]

Na primeira componente da solução, devido à possibilidade de utilização de vértices de TS L na

solução, é necessário proibir a utilização de TS R, para não haver risco de violação da propriedade Conjunto

Independente da solução. Além disso, é necessário garantir que cada vértice de TS L esteja em componentes

distintas, para não haver risco de formação de ciclo entre 2 vértices de TS L, o vértice de TS R proibido na
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solução, e um vértice qualquer de G\TS L.

Na segunda componente da solução, utilizamos o vértice de TS R na solução para não haver risco de

formação de ciclos após o join com TS L. Como TS R é utilizado na solução, proíbe-se o uso de TS L para

garantir a propriedade da solução ser um Conjunto Independente.

Se TSL induz aresta então

[DESC_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨
[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]

As mesmas justificativas do caso anterior se aplicam nesta recorrência.

(ii) DESC_IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨
[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨, ∀v ∈ TS L

[PROIB_DESC_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]

Na primeira componente, mudamos a primeira componente de IFVS, passando a utilizar

PIVO_DELET ED, para garantir a propriedade de a solução ser um Conjunto Independente, pois se 2 vérti-

ces de TS L não fossem utilizados na solução, estes permaneceriam na mesma componente do grafo, unidos

pelo join com o vértice de TS R.

Na segunda componente, verificamos a existência de uma solução sem a utilização de um dos vérti-

ces de TS L (estratégia abordada no Caso Geral), pois como dito na explicação anterior, não se pode deixar 2

vértices de fora da solução.

A terceira componente é a mesma recorrência de IFVS que considera a utilização de TS R na solução.

Se TSL induz aresta então

Se {v} é um VertexCover(G[TSL]) então
[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ PROIB_IFVS(GR)], ∀v ∈ Vertex Cover de G[TS L]

A única componente reaproveitável do caso onde TS L é um Conjunto Independente, é a segunda,

desde que exista uma cobertura de tamanho 1. Assim, os vértice cobertos são adicionados à solução, for-

mando um conjunto independente, e por consequência o vértice v ∈ VertexCover(G[TS L]) fica em uma

componente separada dos demais, pois foi o único vértice do TS resultante da operação não utilizado solu-

ção.

A primeira componente da solução do caso anterior (TS L sendo um Conjunto Independente) não

foi considerada neste caso pois violariam a propriedade da solução ser um conjunto independente, e a ter-

ceira não atenderia a necessidade de separação dos vértices pivôs em componentes distintas, pois proibindo

a utilização dos pivôs não seria possível separar os vértices adjacentes de TS L em tais componentes.

Senão

Falso

Não havendo uma cobertura por vértices de tamanho 1 não é possível adaptar nenhuma recor-

rência para atender este caso. Não é possível utilizar somente os pivôs de TS L pois a solução não seria um
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Conjunto Independente. E não seria possível usar TS R pois isso proibiria a utilização de TS L na solução,

e com isso os vértices adjacentes de TS L continuariam na mesma componente do grafo resultante após a

remoção dos vértices solução.

(iii) PROIB_IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]∨
[PROIB_DESC_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]
Na primeira componente, a utilização de TS R na solução já é suficiente para remover os ciclos

gerados pelo join da operação. Na segunda componente, a não utilização de TS R na solução torna necessária

a adição da recorrência PROIB_DES C_IFVS (GL) para remover os ciclos gerados pelo join.

Se TSL induz aresta então

[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]
Apenas a primeira componente do caso anterior é reaproveitada, pois na segunda seria inviável sepa-

rar os vértices adjacentes de TS L sem a utilização de seus vértices na solução.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

[PROIB_DESC_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]

É necessário utilizar TS R para garantir a separação dos vértices pivôs em componentes distintas.

Além disso, utiliza-se PROIB_DES C_IFVS (GL) para atender a propriedade da recorrência atual.

Se TSL induz aresta então

Falso

Não é possível remover as arestas presentes em TS L sem remover um dos pivôs da aresta, não

atendendo assim a restrição da recorrência atual.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]

Reaproveitamos a primeira componente de DESC_IFVS, forçando a utilização dos pivôs conforme

necessidade da recorrência atual (lembrando que a utilização dos pivôs requer apenas a utilização de TS L

nesta operação).

Se TSL induz aresta então

Falso

Não é possível considerar esta recorrência nesta operação, pois isso implicaria considerar a utilização

de TS t no nível superior da árvore de decomposição, mas seria um absurdo, pois existe aresta em TS t, com

isso a propriedade da solução ser um conjunto independente, seria violada.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v):

Se TSL é um Conjunto Independente então
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[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ PROIB_IFVS(GR)]

Reaproveitamos a segunda componente de DESC_IFVS, forçando a utilização dos pivôs conforme

necessidade da recorrência atual (lembrando que a utilização dos pivôs requer apenas a utilização de TS L

nesta operação). A única diferença é que o vértice v é um parâmetro nesta recorrência, na anterior poderíamos

testar uma solução com todos os vértices de TS L.

Se TSL induz aresta então

Se {v} é um VertexCover(G[TSL]) então
[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ PROIB_IFVS(GR)], ∀v ∈ VertexCover(G[TS L])

Senão

Falso

Reaproveitamos toda a recorrência de DESC_IFVS no caso em que TS L induz aresta, pois atende

perfeitamente à restrição desta recorrência.

Caso Geral - Bipartido

TSL TSR TS 

= 

Figura 4.11: Caso Geral Bipartido - TS L � TS R

A estratégia do Caso Geral é a mesma utilizada na operação Gêmeos Verdadeiros. Algumas

recorrências serão as mesmas, enquanto outros sofrerão pequenas alterações ou acréscimos

devido à particularidade desta operação de ter o conjunto de pivôs resultante atualizado apenas

pelo conjunto TS L.

(i) IFVS(Gt):
[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]
∨[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)],∀v ∈ TS L

∨[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]
∨[DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR, v)],∀v ∈ TS R

Exatamente a mesma recorrência da operação Gêmeos Verdadeiros. Conforme explicado anteriormente,

buscam-se soluções usando todos os vértices de um dos conjuntos de pivôs (ou com exceção de um), desco-

nectando os pivôs do TS não utilizado na solução. O fato de o conjunto TS R não pertencer ao conjunto de

pivôs resultantes não invalida a solução em que se utiliza vértices de TS R nesta recorrência.
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(ii) DESC_IFVS(Gt):
[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]
∨ [PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)] ∀v ∈ TS L

∨ [DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]

As duas primeiras componentes da recorrência de IFVS são reaproveitadas sem modificações.

Na terceira foi acrescentada a restrição DES C_PROIB_IFVS (GL) à recorrência para atender a restrição da

recorrência atual.

A última, [DES C_PROIB_IFVS (GL) ∧ PIVO_DELET ED_IFVS (GR, v)] ∀v ∈ TS R é descartada, pois os

pivôs resultantes continuarão na mesma componente do grafo, conectados por qualquer vértice v ∈ TS R que

não for usado na solução, devido ao join da operação.

(iii) PROIB_IFVS(Gt):

[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED(GR)] ∨
[DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED(GR, v)]

Apenas as duas ultimas componentes da recorrência de IFVS atendem a restrição dessa recorrência.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt):

[DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]

Apenas a terceira componente da recorrência de IFVS pôde ser reaproveitada pois a última,

[DES C_PROIB_IFVS (GL)∧PIVO_DELET ED(GR, v)], mantém TS em uma mesma componente do grafo,

através do vértice v de TS R não utilizado na solução.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt):

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]

Reaproveitada a primeira componente da recorrência de IFVS, pois é a única que atende aos requisitos dessa

recorrência.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v):

[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)]

Reaproveitada a segunda componente da recorrência de IFVS, pois é a única que atende aos requisitos dessa

recorrência.

Caso Geral - Com aresta nos pivôs (apenas em um dos lados senão G possui K4)

TSL TSR TS 

= 

Figura 4.12: Caso Geral Bipartido com aresta - TS L � TS R
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Neste subcaso a estratégia continua a mesma dos Casos Gerais já vistos. Porém, devido à

particularidade de atualização do conjunto de pivôs desta operação, o conjunto de pivôs que pos-

sui aresta induzida impacta diretamente na definição das recorrências, sendo necessário olhar

separadamente cada caso.

(i) IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)] ∨
[DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR, v)],
∀v ∈ TS R/{v} é um VC de G[TS R]

Neste caso reutiliza-se a recorrência do Caso Geral da operação Gêmeos Verdadeiros (onde TS L é um

Conjunto Independente). O fato de existir aresta em TS R inviabiliza a solução que deixa 1 vértice de TS L

fora da solução pois, como já vimos anteriormente, essa solução não removeria o ciclo formado pelo join

entre o pivô de v ∈ TS L e dois vértices adjacentes x,y ∈ TS R. Também inviabiliza uma solução que utilize

todos os vértices de TS R, pois a presença de aresta torna a solução não independente.

Se TSL induz aresta então

[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)] ∨
[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)],
∀v ∈ TS L/{v} é um VC de G[TS L]

Neste caso a solução é similar à anterior, invertendo-se as recorrências utilizadas em cada nó GL e GR,

por causa da presença de arestas em TS L.

(ii) DESC_IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]

Como TS L já é um Conj. Independente, e o conjunto de pivôs resultante nesta operação é o próprio

TS L, foi possível reaproveitar a primeira componente da solução de IFVS (onde TS L é um Conj. Indepen-

dente), pois já atende aos requisitos desejados. A segunda componente da solução de IFVS foi descartada,

pois o nó não utilizado de TS R manteria os vértices de TS L um uma única componente, devido ao join desta

operação.

Se TSL induz aresta então

[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)],
∀v ∈ TS L/{v} é um VC de G[TS L]

Conforme mencionado na recorrência anterior, o conjunto de pivôs resultante é o próprio TS L. Isto

viabiliza a solução acima, reaproveitada de IFVS (onde TS L induz aresta), pois os vértice v não utilizado na

solução ficaria em uma componente própria, e os vértices de TS L utilizados na solução já são independentes

entre si neste caso, portanto cada um está em uma componente própria, atendendo aos requisitos desejados.

A utilização da recorrência DES C_PROIB_IFVS (GR) é necessária para garantir a não formação de ciclos

entre v ∈ VC[G[TS L]), dois vértice x, y ∈ TS R e um vértice z ∈ GR\TS R.
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A componente PROIB_IFVS (GL) ∧ PIVO_DELET ED_IFVS (GR) foi desconsiderada, pois não é possí-

vel desconectar TS L proibindo-se a utilização dos vértices dele próprio, devido a presença de arestas entre

vértices de TS L.

(iii) PROIB_IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

[DESC_PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR, v)],
∀v ∈ TS R/{v} é um VC de G[TS R]

Reaproveitada a segunda componente de IFVS , pois já atende aos requisitos desejados. A primeira

componente foi descartada, pois utiliza vértices de TS L e isto é proibido nessa recorrência.

Se TSL induz aresta então

[PROIB_IFVS(GL) ∧ PIVO_DELETED_IFVS(GR)]

Reaproveitada a primeira componente de IFVS , pois já atente aos requisitos desejados. A segunda

componente foi descartada, pois utiliza vértices de TS L e isto é proibido nessa recorrência.

(iv) DESC_PROIB_IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

Falso

Não existe restrição que adéque as opções de IFVS de tal modo que atenda a recorrência. Na primeira

opção, TS L é utilizado, e isto é proibido nesta recorrência. Na segunda opção TS L se manteria conectado

pelo vértice v ∈ VC(G[TS R]), devido ao join dessa operação.

Se TSL induz aresta então

Falso

Não é possível remover as arestas de TS L proibindo sua utilização.

(v) PIVO_DELETED_IFVS(Gt):

Se TSL é um Conjunto Independente então

[PIVO_DELETED_IFVS(GL) ∧ PROIB_IFVS(GR)]

Reaproveitada a primeira componente da recorrência de IFVS , pois é a única que atende aos requisitos dessa

recorrência.

Se TSL induz aresta então

Falso

Não é possível considerar esta recorrência nesta operação, pois isso implicaria considerar a utilização

de TS t no nível superior da árvore de decomposição, mas seria um absurdo, pois existe aresta em TS t, com

isso a propriedade da solução ser um conjunto independente, seria violada.

(vi) PIVO_DELETED_IFVS(Gt , v):

Se TSL é um Conjunto Independente então

Falso

Conforme explicado em IFVS , o fato de existir aresta em TS R inviabiliza a solução que deixa um
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vértice de TS L fora da solução, pois a solução não removeria o ciclo formado pelo join entre o pivô de v

∈ TS L e dois vértices adjacentes x,y ∈ TS R, dado que os vértices de TS R estariam proibidos pois haveriam

vértices de TS L presentes na solução.

Se TSL induz aresta então
Se {v} é um VertexCover(G[TSL]) então

[PIVO_DELETED_IFVS(GL, v) ∧ DESC_PROIB_IFVS(GR)]

Reaproveitada a segunda componente da recorrência de IFVS , pois é a única que atende aos

requisitos dessa recorrência.

Senão
Falso

Não é possível considerar esta recorrência neste caso, pois isso implicaria considerar a utilização

de TS t\v no nível superior da árvore de decomposição, mas seria um absurdo, pois existem arestas em TS t

não adjacentes a v que estariam presentes na solução. Com isso a propriedade da solução ser um conjunto

independente, seria violada.



4.2 Exemplo de execução da PD 41

4.2 Exemplo de execução da PD

Vamos ver o passo a passo da execução de um possível pseudo-algoritmo baseado nas recorrên-

cias apresentadas anteriormente. Para simplificar o acompanhamento do leitor, serão repetidas

as recorrências de cada etapa de processamento juntamente com a tabela e algumas figuras. Ire-

mos assumir em cada processamento a solução de menor tamanho quando a recorrência possuir

um valor verdadeiro, para ilustrar ao final da execução o conjunto de vértices solução e o grafo

resultante.

4.2.1 Entradas

A Figura 4.13 ilustra um grafo da classe DHG que será usado como entrada do algoritmo:

A 

B 

C 

I 

J 

H 

G 

M 

L 

G 

Figura 4.13: Grafo G

A Figura 4.14 ilustra uma das possíveis decomposições do grafo G que será usada como

entrada do algoritmo:
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Decomposição 

T 

P 

T F 

P P 

T 

T 

A B C I J H G M L 

Figura 4.14: Decomposição do grafo G

A Figura 4.15 ilustra a pós-ordem da decomposição anterior:

Pós-Ordem 

T 

P 

T F 

P P 

T 

T 

A B C I J H G M L 

Figura 4.15: Pós-ordem da decomposição do grafo G

O preenchimento das tabelas dinâmicas seguirá a pós-ordem para garantia de processa-
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mento dos nós filhos antes de seus respectivos nós pais.

4.2.2 Tabelas Dinâmicas

A seguir será apresentado o preenchimento da tabela dinâmica, e as respectivas recorrências uti-

lizada em cada nó definido pela pós-ordem. Na Figura 4.16 está exemplificado o preenchimento

de nós folhas, com a recorrência do caso trivial.

Figura 4.16: Caso Folha
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A Figura 4.17 mostra o preenchimento do nó 4 da decomposição. Neste nó ocorre a opera-

ção gêmeo verdadeiro (caso trivial).

GL | GR | V 2 3 4 

IFVS {} {} {} 

DESC {} {} {B} ou {C} 

PROIB {} {} {} 

DESC PROIB {} {} Falso 

PIVO DELETED {} {} Falso 

PIVO DELETED  (V) {} {} 
{C} se v = B 
{B} se v = C 

T 

B C 

Figura 4.17: Gêmeo Verdadeiro - caso trivial



4.2 Exemplo de execução da PD 45

A Figura 4.18 mostra o preenchimento do nó 5 da decomposição. Neste nó ocorre a opera-

ção pendente (Caso I: |TS L| = 1 e |TS R| > 1).

GL | GR | V 1 4 5 

IFVS {} {} {A} 

DESC {} {B} ou {C} {A} ou {B} ou {C} 

PROIB {} {} {B} ou {C} 

DESC PROIB {} Falso {B} ou {C} 

PIVO DELETED {} Falso {A} 

PIVO DELETED (V) {} 
{C} se v = B 
{B} se v = C 

{B} ou {C} 

T 

P 

A 

Figura 4.18: Pendente - Caso I: |TS L| = 1 e |TS R| > 1
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A Figura 4.19 mostra o preenchimento do nó 8 da decomposição. Neste nó ocorre a opera-

ção gêmeos falsos. O preenchimento dos nós 6 e 7 não foi detalhado pois se trata do caso folha

e esta operação já foi detalhada na figura 4.16.

GL | GR | V 6 7 8 

IFVS {} {} {} 

DESC {} {} {} 

PROIB {} {} {} 

DESC PROIB {} {} {} 

PIVO DELETED {} {} {G,H} 

PIVO DELETED  (V) {} {} 
{G} se v=H 
{H} se v=G 

F 

H G 

Figura 4.19: Gêmeos falsos
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A Figura 4.20 mostra o preenchimento do nó 10 da decomposição. Neste nó ocorre a

operação pendente (Caso Estrela |TS L| > 1 onde TS L possui aresta induzida). O preenchimento

do nó 9 não foi detalhado pois se trata do caso folha e esta operação já foi detalhada na figura

4.16. As soluções em vermelho serão descartados pois estamos considerando apenas as soluções

com o menor tamanho em cada etapa de preenchimento.

GL | GR | V 8 9 10 

IFVS {} {} {} 

DESC {} {} 
{G,H} ou {G}  
ou {H} ou {I} 

PROIB {} {} {} ou {I} 

DESC PROIB {} {} {I} 

PIVO DELETED {G,H} {} {G, H} 

PIVO DELETED (V) 
{G} se v=H 
{H} se v=G 

{} 
{G} se v = H 
{H} se v = G 

F 

P 

I H G 

Figura 4.20: Pendente - Caso Estrela |TS L| > 1, com aresta induzida
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A Figura 4.21 mostra o preenchimento do nó 14 da decomposição. Neste nó ocorre a

operação Gêmeos verdadeiros (Caso Trivial). O preenchimento dos nós 11, 12 e 13 não foi

detalhado pois se trata do caso folha e esta operação já foi detalhada na figura 4.16.

GL | GR | V 12 13 14 

IFVS {} {} {} 

DESC {} {} {L} ou {M} 

PROIB {} {} {} 

DESC PROIB {} {} Falso 

PIVO DELETED {} {} Falso 

PIVO DELETED (V) {} {} 
{L} se v = M 
{M} se v = L 

T 

M L 

Figura 4.21: Gêmeos Verdadeiros - Caso Trivial
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A Figura 4.22 mostra o preenchimento do nó 15 da decomposição. Neste nó ocorre a

operação Pendente (Caso Estrela, |TS L| = 1).

GL | GR | V 11 14 15 

IFVS {} {} {J} ou {L} ou {M} 

DESC {} {L} ou {M} {J} ou {L} ou {M} 

PROIB {} {} {L} ou {M} 

DESC PROIB {} Falso {L} ou {M} 

PIVO DELETED {} Falso {J}  

PIVO  DELETED (V) {} 
{L} se v = M 
{M} se v = L 

{L} ou {M} 

T 

P 

J 

Figura 4.22: Pendente - Caso Estrela, |TS L| = 1
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A Figura 4.23 mostra o preenchimento do nó 16 da decomposição. Neste nó ocorre a

operação Gêmeo Verdadeiro (Caso Estrela |TS R| = 1 onde TS L não possui aresta induzida).

GL | GR | V 10 15 16 

IFVS {} {J} ou {L} ou {M} 
{J} ou {G,L} ou {G,M} ou {H,L}  

ou {H,M} ou {I,L} ou {I,M} 

DESC {G} ou {H} ou {I} {J} ou {L} ou {M} {J, I} ou {L,G,H} ou {M,G,H} 

PROIB {} {L} ou {M} {L,I} ou {M,I} 

DESC PROIB {I} {L} ou {M} Falso 

PIVO DELETED {G, H} {J}  Falso 

PIVO DELETED (V) 
{G} se v = H 
{H} se v = G 

{L} ou {M} 
Falso se v = G 
Falso se v = H 

{G,H,L} ou {G,H,M} se v = J 

I 

M 

L 

P P 

T 

Figura 4.23: Gêmeo Verdadeiro (Caso Estrela |TS L| > 1, sem aresta induzida)



4.2 Exemplo de execução da PD 51

Por fim, A Figura 4.24 mostra o preenchimento do nó 17, raiz da decomposição. Neste nó

ocorre a operação Gêmeo Verdadeiro (Caso Estrela |TS L| = 1 e TS R possui aresta induzida).

I 

M 

L 

B 

C 

P T 

T 

GL | GR | V 5 16 17 

IFVS {A} {J} 
 {A, L, I} ou {A, M, I}   
ou {B, J, I} ou {C, J, I} 

DESC {A} ou {B} ou {C} {J, I} Falso 

PROIB {B} ou {C} {L,I} ou {M,I} Falso 

DESC PROIB {B} ou {C} Falso Falso 

PIVO  DELETED {A} Falso Falso 

PIVO DELETED  (V) {B} ou {C} 
Falso se v = G 
Falso se v = H 

{G,H,L} ou {G,H,M} se v = J 
Falso 

Figura 4.24: Gêmeo Verdadeiro (Caso Estrela |TS L| = 1 e TS R possui aresta induzida)
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Conforme visto na Figura 4.24, as soluções encontradas no decorrer do preenchimento da

tabela dinâmica são: {A,L,I}, {A,M,I}, {B,J,I} e {C,J,I}. As figuras a seguir irão mostrar o

grafo de entrada com a solução S = {A,L,I} destacada (Figura 4.25), e o grafo resultante após a

remoção de S (Figura 4.26).

A 

B 

C 

I 

J 

H 

G 

M 

L 

G 

Figura 4.25: Grafo de entrada com solução {A,L,I} destacada

A 
B 

C 

I 

J 

H 

G 

M 
L 

G-S S 

Figura 4.26: Solução S e grafo resultante G-S (após a remoção de S)
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4.3 Complexidade

A análise de complexidade de pior caso da programação dinâmica será definida levando-se em

consideração a computação da pior fórmula de cada recorrência em todos os nós da árvore de

decomposição. Ou seja, em alta granularidade, a conta a ser feita é o produto entre o tamanho

da tabela dinâmica e o custo de computação por nó.

Para definir o tamanho da tabela dinâmica, precisamos calcular o produto entre a cardi-

nalidade de entradas por nó e a quantidade de nós na árvore. Quanto ao tamanho da árvore,

sabemos:

1. Possui n folhas

2. O número de nós internos de uma árvore estritamente binária é O(n).

Portanto o limite superior do tamanho da árvore é O(n).

Em relação à quantidade de entradas por nó, sabemos que existem 6 subproblemas a serem

computados em cada nó da árvore de decomposição. No entanto, o subproblema

PIVO_DELET ED_IFVS (Gt, v) pode possuir O(n) entradas, uma para cada possível vértice v.

Portanto, a quantidade máxima de entradas armazenadas por nó é n + 5. Como o tamanho da

árvore é O(n), temos que o limite superior para o tamanho da tabela dinâmica é O(n2).

A complexidade da programação dinâmica será definida pela relação tamanho da tabela

dinâmica x custo de computação por entrada. Como podemos observar, todas as entradas

podem ser computadas em tempo O(n), portanto a programação dinâmica pode ser executada

em tempo O(n3).



Capítulo 5

Conclusões e Considerações Finais

Neste trabalho, estudamos o problema Conjunto Feedback-Independente restrito à classe DHG.

Nosso objetivo com esta pesquisa era explorar uma técnica de confecção de algoritmos baseada

em estruturas de decomposição de grafos, anteriormente explorada com êxito na classe dos

Cografos. A partir de tais estruturas mostramos mais um caso de construção de algoritmo

polinomial criando uma programação dinâmica analisando as características da decomposição

do grafo.

Conforme discutido nos capítulos anteriores, vimos como a estrutura de decomposição de

grafos distância-hereditários se assemelha às operações da cliquewidth. Devido ao caráter gené-

rico deste parâmetro, um caminho natural dessa pesquisa é buscar a evolução da programação

dinâmica apresentada, utilizando como base a cliquewidth de um grafo. Desta forma conse-

guiremos expandir a quantidade de grafos atendidos pelo algoritmo, deixando de ser limitada a

classe DHG, tornando-a aplicável em qualquer grafo com uma cliquewidth limitada pelo mesmo

tamanho.

Outra possível expansão desta pesquisa seria a implementação da programação dinâmica

para experimentação. Porém, a possibilidade de expansão do algoritmo em função da cli-

quewidth de um grafo torna esta expansão menos prioritária, pois o esforço para tal implemen-

tação pode ser empregado no algoritmo em função da cliquewidth que será mais abrangente.
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