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Resumo

Um bond de um grafo G é um conjunto minimal de arestas cuja remoção divide G em
duas partes. Esse conjunto de arestas determina um corte [S, V \ S] de G onde G[S] e
G[V \ S] stão ambos conexos. Dado s, t ∈ V (G), um st-bond de G é um bond que ao ser
removido desconecta s e t. Contrastando com o grande número de estudos da literatura
sobre corte máximo (Maximum Cut), existem poucos resultados tratando do maior bond
em grafos gerais. Nesse trabalho, nosso foco é reduzir essa lacuna sobre a complexidade
de se computar o maior bond e maior st-bond de um grafo. Apesar dos cortes e bonds
serem correlacionados, mostramos evidências de que computar o maior bond de um grafo
tende a ser mais difícil do que computar o seu corte máximo. Primeiramente mostramos
que o maior bond se mantém NP -difícil mesmo para grafos planares bipartidos. A seguir
demonstramos que maior bond e maior st-bond em grafos com clique-width cw não pode
ser resolvido em tempo f(cw)×no(cw) a menos que a ETH falhe, mas ele pode ser resolvido
em tempo f(cw) × nO(cw). Além disso, mostramos que os dois problemas são tratáveis
por parâmetro fixo quando parametrizado pelo tamanho da solução, mas não admitem
kernels polinomiais, a menos que NP ⊆ coNP/poly.

Palavras-chave: bond, corte, corte máximo, corte conexo, FPT, treewidth, clique-width



Abstract

A bond of a graph G is an inclusion-wise minimal disconnecting set of G, i.e., bonds
are cut-sets that determine cuts [S, V \ S] of G such that G[S] and G[V \ S] are both
connected. Given s, t ∈ V (G), an st-bond of G is a bond whose removal disconnects
s and t. Contrasting with the large number of studies related to maximum cuts, there
are very few results regarding the largest bond of general graphs. In this paper, we aim
to reduce this gap on the complexity of computing the largest bond and the largest st-
bond of a graph. Although cuts and bonds are similar, we remark that computing the
largest bond of a graph tends to be harder than computing its maximum cut. We show
that Largest Bond remains NP -hard even for planar bipartite graphs. We also show
that Largest Bond and Largest st-Bond on graphs of clique-width cw cannot be
solved in time f(cw)× no(cw) unless the Exponential Time Hypothesis fails, but they can
be solved in time f(cw) × nO(cw). In addition, we show that both problems are fixed-
parameter tractable when parameterized by the size of the solution, but they do not
admit polynomial kernels unless NP ⊆ coNP/poly.

Keywords: bond, cut, maximum cut, connected cut, FPT, treewidth, clique-width
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Capítulo 1

Introdução

Um grafo G é um par ordenado (V (G), E(G)), onde V (G) é um conjunto finito de vértices

e E(G) é um conjunto de arestas formadas por pares de vértices. Utilizamos os grafos

para definir relações entre objetos, tais relações são expressas através das arestas que

conectam os objetos, vértices. Sendo assim, se em algum contexto um objeto a possuir

uma determinada relação com o objeto b, podemos ter um grafo G com dois vértices a

e b e criamos a aresta ab. Chamamos de extremidade ou extremos da aresta o par de

vértices que a compõe. Neste trabalho, estaremos sempre trabalhando com grafos finitos,

simples e não orientados.

Um caminho em um grafo é uma sequência de vértices que estão conectados por uma

sequência de arestas. Dizemos que um grafo G é conexo se para todo par de vértices u e

v existe um caminho partindo de u e chegando em v. Uma árvore T é um grafo conexo

no qual para cada para de vértice existe um único caminho entre eles. A figura 1.1 é uma

representação gráfica de uma árvore T com seis vértices.

Figura 1.1: Árvore com seis vértices

Na teoria dos grafos um corte [S, T ] de um grafo G = (V (G), E(G)) é uma partição

dos vértices de G, em dois subconjuntos, S e T = V \ S. O conjunto de arestas de corte
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∂(S) do corte [S, T ] é um conjunto de arestas que tem uma extremidade em S e outra em

T ; dizemos que essas arestas cruzam o corte. Em um grafo conectado, cada conjunto de

arestas de corte determinam um corte único. Um conjunto desconectante de G é um con-

junto de arestas F que é subconjunto de E(G) cuja remoção do grafo, o deixa desconexo.

A conectividade de aresta de G é κ′(G) = min{|F | : F é um conjunto desconectante G}.

Em um grafo G = (V,E), um conjunto de arestas que divide o grafo em dois conjuntos

S e V \ S e ambos estão conexos é dito um bond. Na figura 1.2 podemos ver um grafo

G, um bond de G representado na figura central onde as arestas pontilhadas representam

as arestas desconectantes. Porém, podemos notar que este não é o maior bond possível,

a terceira figura representa um bond máximo.

Figura 1.2: O grafo G, um bond de G e o maior bond de G

Da mesma maneira, um conjunto de arestas que divide o grafo em dois conjuntos, S

e V \ S, e um vértice especial s está em S e o vértice especial t está em V \ S e as duas

partições estão conexas é dito um st-bond. Na figura 1.3 temos o grafo G com os vértices

s e t, um st-bond e o maior st-bond de G.

Figura 1.3: O grafo G, um st-bond de G e o maior st-bond de G

Um conjunto não vazio de arestas F de G é dito um bond se e somente se F determina

um corte [S, T ] de G onde G[S] e G[T ] ambos são conexos. Seja s, t ∈ V (G). Um st-bond

de G é um bond que ao remover o corte, irá desconectar s e t.

A figura 1.4 ilustra um grafo G, da esquerda para a direita, o seu corte máximo, seu

conjunto desconectante mínimo e o seu bond máximo. As arestas desses conjuntos estão

representadas pelas linhas pontilhadas.

A seguir definimos os principais problemas abordados nesta dissertação, um deles é o

problema clássico com muitos resultados na literatura, o Maximum cut.
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Figura 1.4: Um corte máximo, um conjunto desconectante mínimo, um bond máximo

Maximum Cut

Instância: Um grafo G = (V,E); um inteiro positivo k.

Pergunta: Existe um subconjunto de S ⊂ V (G) onde |∂(S)| ≥ k?

Além dessa versão do problema, temos uma variação onde queremos que uma das

partições esteja conexa, denominado por Connected Max Cut, esta variação já se

encontra mais próxima dos problemas que estamos interessados.

Connected Max Cut

Instância: Um grafo G = (V,E); um inteiro positivo k.

Pergunta: Existe um subconjunto de S ⊂ V (G) onde G[S] é conexo e |∂(S)| ≥ k?

Visto esses dois problemas, podemos definir os que estamos interessados e iremos

discutir neste trabalho, são eles:

Maior Bond

Instância: Um grafo G = (V,E); um inteiro positivo k.

Pergunta: Existe um subconjunto de S ⊂ V (G) onde G[S] e G[V \ S] são conexos

e |∂(S)| ≥ k?

O segundo problema é uma variação do primeiro onde adicionamos dois vértices extras,

s e t, e queremos que eles fiquem em partições diferentes quando realizarmos o corte.

Maior st-Bond

Instância: Um grafo G = (V,E); um inteiro positivo k; um par de vértices s, t ∈
V (G).

Pergunta: Existe um subconjunto de S ⊂ V (G) onde s ∈ S, t /∈ S, G[S] e G[V \ S]

são conexos e |∂(S)| ≥ k?

Nas próximas seções, iremos apresentar os conceitos básicos de complexidade para-

metrizada utilizadas nessa dissertação. Logo após é feita uma revisão da literatura dos

problemas que estamos interessados. Por fim, são descritos os principais objetivos dessa

dissertação. No capítulo 2 iremos abordar a intratabilidade dos nossos problemas e mos-

trar o limite inferior para a clique-width. A seguir no capítulo 3 utilizaremos a clique-width
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e mostraremos o seu limite superior. No próximo capítulo, iremos limitar a treewidth do

grafo. Em sequência, no capítulo 5 utilizaremos a treewidth limitada, que foi apresentada

no capítulo 4 e mostraremos um algoritmo para solucionar os problemas parametrizados

pela treewidth. No capítulo 6, abordaremos os conceitos de kernels polinomias e a sua

inviabilidade, mostrando que nossos problemas não admitem tais kernels. Por fim, no

capítulo 7 é feita uma conclusão deste trabalho.

1.1 Complexidade parametrizada

A teoria da NP -completude foi desenvolvida para tentar classificar e categorizar deter-

minados problemas em relação a sua dificuldade, com intuito de mostrar que certos pro-

blemas não podem ser resolvidos em tempo polinomial a menos que P = NP . Porém,

na prática diversos desses problemas, considerados intratáveis, precisam ser resolvidos

na prática. Sendo assim, a Complexidade Parametrizada surge como uma alternativa,

tentando propor métodos para solucioná-los da maneira mais eficiente possível.

Em contraste com a definição clássica de problema, um problema parametrizado con-

siste de uma primeira componente que pode ser pensada como um problema de decisão

ou otimização convencional. Já a segunda componente é o parâmetro. Um parâmetro

é uma função computável que a partir da entrada retorna um inteiro positivo, que está

associado a algum aspecto da entrada. Um problema possui diversos aspectos que po-

demos analisar, como, por exemplo, em um problema de grafos, podemos utilizar o seu

grau máximo para esta análise. E são essas características, chamadas de parâmetro de

um problema, que podemos interpretar como uma função que extrai um aspecto ou um

conjunto de aspectos do problema em questão [35].

Na Teoria da Complexidade Parametrizada descrevemos os problemas em relação a

um parâmetro fixo k. Assim, para um determinado problema talvez esse parâmetro seja

muito menor do que o tamanho da instância em si, mostrando um grande contraste quanto

ao caso geral que pode ser muito pessimista, deixando agora o problema passível de ser

resolvido na prática.

Um problema parametrizado Π é chamado Tratável por Parâmetro Fixo (Fixed

Parameter Tratable (FPT)) se existe um algoritmo A (chamado algoritmo FPT) que

computa corretamente qualquer instância I = (x, k) e decide se I é uma instância sim ou

não em tempo f(k).|x|O(1) para alguma função computável f . Dessa maneira, se k é tem

valor pequeno, o crescimento da função em relação a x é pequeno.



1.2 Revisão da literatura 5

Além da classe FPT, Downey e Fellows definiram classes apropriadas de problemas

parametrizados, de acordo com seu nível de intratabilidade parametrizada. Essas classes

são organizadas em uma W -hierarquia (FPT ⊆ W [1] ⊆ W [2] ⊆ ... ⊆ W [P ]), e basea-

das intuitivamente na complexidade dos circuitos necessários para se verificar a validade

de uma solução, ou, alternativamente, na profundidade lógica natural do problema. É

conjecturado que cada uma dessas classes são próprias [26, 30, 34], e se P = NP então

FPT = W [P ] [34, 35].

Nesta dissertação estamos interessados em discutir o problema do maior bond e maior

st-bond e fazer uma análise em relação a complexidade parametrizada.

1.2 Revisão da literatura

Um corte mínimo (máximo) de um grafo G é um corte com a menor (maior) quantidade

de arestas cruzando as partições. Cada corte mínimo é um bond, portanto, um bond

mínimo é um corte mínimo de G, e pode ser encontrado em tempo polinomial usando o

algoritmo clássico de Edmonds–Karp [12]. Além disso, st-bonds mínimos são estruturas

bem conhecidas, pois estes são os cortes relacionados as árvores de Gomory-Hu [22].

Em relação ao bond nos grafos planares, é bem conhecido que se um grafo G é conexo

e planar, então um conjunto de arestas é um ciclo em G se e somente se este corresponde

a um bond no grafo dual de G [20]. Podemos ver que cada ciclo separa as faces de G

nas faces do interior e exterior desse ciclo, e as arestas desse ciclo no grafo dual fazem

o cruzamento dessas faces [32]. Portanto, a circunferência de um grafo planar é igual a

conectividade de arestas do seu grafo dual [5]. Na figura 2.1, temos à esquerda um grafo

planar com seu maior ciclo em destaque e à direita, temos o seu grafo dual mostrando

que as arestas do ciclo correspondem a exatamente a um bond.

Figura 1.5: Grafo planar com seu maior ciclo e o seu grafo dual com o maior bond, ambos
com tamanho igual a 8
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Apesar de cortes e bonds serem correlacionados, computar o maior bond de um grafo

aparenta ser mais difícil que o corte máximo. Maximum Cut é NP -difícil em geral [18],

mas se torna polinimial para os grafos planares [23]. Por outro lado, encontrar o maior

ciclo em um grafo planar é NP -difícil, isso implica que encontrar o maior bond em um

multigrafo planar é NP -difícil. Além disso, é conhecido que se um grafo planar simples

é 3-conexo, então o seu dual é um grafo planar simples. Em 1976, Garey, Johnson, e

Tarjan [19] provaram que o problema de determinar se um grafo planar 3-conexo é Hamil-

toniano é NP -completo, assim, como também foi notado por Haglin e Venkatesan [24],

encontrar o maior bond de um grafo planar simples também é NP -difícil, contrastando

com a solução de tempo polinomial para se resolver o Maximum Cut em grafos planares.

Pela ótica da complexidade parametrizada, sabemos que Maximum Cut pode ser

resolvido em tempo FPT quando parametrizado pelo tamanho da solução [28], e como

todo grafo tem um corte com pelo menos a metade de suas arestas [13], isso explica que

ele possui um kernel de tamanho linear. Com foco em algoritmos aproximativos, conse-

guimos obter um algoritmo 1/2-aproximativo particionando os vértices em dois conjuntos

de forma randômica, que induz um conjunto de arestas cruzando esses conjuntos com ta-

manho esperado de pelo menos a metade do número de arestas [29]. O melhor resultado

conhecido é um trabalho de Goemans e Williamson [21], que conseguiram um algoritmo

0.878-aproximativo. Este possui o melhor resultado aproximativo possível a menos que a

Conjectura Únicas dos Jogos (Unique Games Conjecture) falhe [27]. Até onde sabemos,

não existe um estudo algorítmico sobre a complexidade parametrizada do problema do

maior bond de um grafo, bem como aproximação do problema.

Um problema relativamente próximo ao bond é o corte máximo conexo (Connected

Max Cut [25]), que procura um corte [S, T ] de um grafo G onde G[S] é conexo e o

conjunto das arestas que cruzam os conjuntos, ∂(S), tem tamanho pelo menos k. Podemos

observar que um bond induz uma solução viável para o Connected Max Cut, mas não

o contrário, visto que G[T ] pode estar desconexo. De fato, o tamanho do maior bond

pode ser muito menor que o tamanho do corte máximo conexo, podemos ver isso no grafo

estrela com n folhas. Para Connected Max Cut em grafos gerais, existe um algoritmo

Ω(1/ log n)-aproximativo [17], onde n é o número de vértices. Além disso, existe uma

aproximação com fator constante de 1/2 para grafos com treewidth limitada [37].

Recentemente, Saurabh e Zehavi [36] consideraram umaa generalização do Connec-

ted Max Cut, nomeado de Multi-Node Hub. Nesse problema, dados dois inteiros, l

e k, o objetivo é encontrar um corte [S, T ] de G onde G[S] é conexo, |S| = l e |∂(S)| ≥ k.
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Eles observaram que o problema é W [1]-difícil quando parametrizado por l, e deram o

primeiro algoritmo parametrizado por k. Destacamos que tal W [1]-dificuldade também

se mantém para o maior bond parametrizado por |S|.

Como todo bond não vazio determina um corte [S, T ], onde G[S] e G[T ] estão conexos,

todo bond de G tem tamanho no máximo |E(G)|− |V (G)|+2. Um grafo G tem um bond

de tamanho |E(G)| − |V (G)| + 2 se e somente se V (G) pode ser particionado em duas

partes tal que cada uma induz uma árvore. Esses tipos de grafos são conhecidos como

Yutsis graphs. O conjunto de grafos Yutsis planares são exatamente a classe dual dos

grafos hamiltoniamos planares.

Existem poucos resultados sobre o maior bond em grafos gerais. Em 2008, Aldred,

Van Dyck, Brinkmann, Fack, e McKay [1] mostraram que se um grafo de Yutsis é 3-

regular, então a partição dos vértices do maior bond consiste em dois conjuntos com

igual tamanho. Em 2015, Ding, Dziobiak e Wu [11], provaram que qualquer grafo 3-

conexo G terá o maior bond com tamanho pelo menos 2
17

√
log n, onde n = |V (G)|. Em

2017, Flynn [14] verificou a conjectura que qualquer grafo 3-conexo tem o maior bond

com tamanho pelo menos Ω(nlog3 2) para uma variedade de classes de grafos, incluindo os

planares.

1.3 Objetivos

Neste trabalho, complementamos o estado da arte a respeito do problema de determinar

maior bond de um grafo. Preliminarmente, observamos que enquanto o Maximum Cut

é trivial para os grafos bipartidos, o maior bond se mantém NP -difícil para esta classe

de grafos, e apresentamos uma redução geral que permite observar que o maior bond é

NP -difícil para várias classes de grafos onde o Maximum Cut também é NP -difícil.

Utilizando este framework, somos capazes de verificar que o maior bond para grafos com

clique-width w não pode ser resolvido em tempo f(w)× no(w) a menos que a ETH falhe.

Como resultado positivo, a principal contribuição desse trabalho se concentra na com-

plexidade parametrizada do maior bond. Utilizando uma abordagem win/win, considera-

mos a estratégia de preprocessar a entrada com o intuito de obter uma treewidth limitada

da instância resultante. Após isso, através de um algoritmo de programação dinâmica para

o maior bond parametrizado pela treewidth, mostramos que o problema é FPT quando

parametrizado pelo tamanho da solução. Por fim, demonstramos que o maior bond e o

maior st-bond não admitem um kernel polinomial a menos que NP⊆ coNP/poly.



Capítulo 2

Intratabilidade

Nesse capítulo, será discutido os aspectos relacionados a dificuldade de computar o maior

bond. Podemos ressaltar que o maior bond é Turing redutível para o maior st-bond.

Portanto, as intratabilidades apresentadas nesse capítulo se estedem para o st-bond, a

menos que P = NP .

Apesar do Maximum Cut ser trivial para os grafos bipartidos, primeiro observamos

que o mesmo não se aplica ao maior bond. Como um grafo planar conexo é Euleriano

se e somente se o seu dual é um grafo bipartido; subdividir as arestas não incrementa o

tamanho do maior bond; e decidir se um grafo planar 4-regular tem um ciclo Hamiltoniano

é NP -completo [33], o seguinte vale:

Teorema 2.1. Maior bond é NP -completo para grafos planares bipartidos.

Demonstração. É conhecido que um grafo planar conexo é Euleriano se e somente se o seu

grafo dual é bipartido [38]. Em 1994, Picouleau [33] provou que decidir se um grafo planar

4-regular tem um ciclo Hamiltoniano é NP -completo. Portanto, determinar o tamanho

do maior bond para um multigrafo planar bipartido é NP -completo. Para se obter um

grafo planar bipartido simples, é suficiente subdividir cada aresta do grafo; vale observar

que essa operação preserva o tamanho do maior bond do grafo. Assim, determinar o

tamanho do maior bond de um grafo planar bipartido simples é NP -completo.

Teorema 2.2. Seja G um grafo simples bipartido e ` ∈ N. Determinar o maior bond

∂(S) de G com |S| = ` é W [1]-difícil em relação a `.

Demonstração. Para uma instância H de k-Independent Set em grafos d-regulares,

primeiramente nós contruímos um multigrafo G′ adicionando arestas entre todos os pares

de vértices de H. Por fim, obtemos um grafo simples G subdividindo cada aresta de G′.



2 Intratabilidade 9

Podemos observar que H tem um conjunto independente de tamanho k se e somente se

G tem um bond ∂(S) de tamanho dk + k(n − k) com |S| = k + (k
2), onde d é o grau de

H.

Em sequência, apresentamos um framework geral para reduzir de Maximum Cut

para maior bond. Primeiro, é definido um operator especial ψ onde Maximum Cut em

classes de grafos F é redutível para maior bond na imagem de F através de ψ. Um

interessante caso ocorre quando F é fechado sob ψ, como é o caso dos grafos cordaisr.

Definição 2.3. Seja G um grafo e n = V (G). O grafo ψ(G) é construído da seguinte

maneira:

(i) são criadas n cópias disjuntas G1, G2, . . . , Gn de G;

(ii) é adicionado va e vb;

(iii) é adicionado uma aresta entre va e vb;

(iv) é adicionado todas as possíveis arestas entre V (G1 ∪G2 ∪ . . . ∪Gn) e {va, vb}.

A figura 2.5 representa como ficará o grafo ψ(G) gerado após a aplicação do framework.

Figura 2.1: Grafo construído através das regras do framework

Definição 2.4. Um conjunto de grafos G é fechado sob o operador ψ sempre que G ∈ G,
então ψ(G) ∈ G.

Do fato que o grafo G tem um corte [S, V (G) \S] de tamanho k se e somente se ψ(G)

tem um bond ∂(S ′) com tamanho pelo menos nk+n2 + 1, conseguimos provar o seguinte

teorema.
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Teorema 2.5. Maior bond é NP -completo para qualquer classe de grafo G tal que:

(i) G é fechado sob o operador ψ; e

(ii) Maximum Cut é NP -completo para os grafos em G.

Demonstração. Seja G ∈ G, n = |V (G)|, e H = ψ(G). Através de (i), H ∈ G. Suponha-

mos que G tem um corte [S, V (G) \S] de tamanho k, e seja S1, S2, . . . , Sn as cópias de S

em G1, G2, . . . , Gn, respectivamente. Se S ′ = {va}∪S1∪S2∪ . . .∪Sn, então [S ′, V (H)\S ′]
define um bond ∂(S ′) de H com tamanho pelo menos nk + n2 + 1.

Inversamente, suponhamos que H tem um bond ∂(S ′) de tamanho pelo menos nk +

n2 + 1. Consideramos os seguintes casos: (a) Se {va, vb} ⊆ S ′, então para todas as cópias

Gi exceto uma, temos V (Gi) ⊆ S ′, caso contrário, o grafo induzido por V (H) \ S ′ não
seria conexo, e ∂(S ′) não seria um bond. Portanto, V (H)\S ′ ⊆ V (Gj) para um j, então o

tamanho ∂(S ′) é menor que nk+ n2 + 1, uma contradição. (b) Se va ∈ S ′ e vb /∈ S ′, então
{va, vb} é incidente com exatamente n2 +1 arestas que cruzam [S ′, V (H)\S ′], isto implica

que pelo menos uma cópia Gi tem k ou mais arestas atravendo o corte [S ′, V (H) \ S ′].
Sendo assim, G tem um corte de tamanho pelo menos k.

Corolário 2.6. Maior bond é NP -completo para as seguintes classes de grafos:

1. grafos cordais;

2. grafos de co-comparabilidade;

3. grafos livres de P5.

Demonstração. Bodlaender e Jansen [3] provaram que Maximum Cut é NP -completo

quando restringido aos grafos split e co-bipartidos. Como os grafos splits são cordais

e os co-bipartidos são livres de P5 e de co-comparabilidade, então a NP -completude se

mantém para essas classes.

Agora temos que demonstrar que essas classes são fechadas sob o operador ψ.

(1.) Um grafo é cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos 4 tem uma corda. Seja

G um grafo cordal. Podemos notar que a união disjunta de G1, G2, . . . , Gn é também

um grafo cordal. Além disso, nenhum ciclo sem cordas com tamanho pelo menos 4 pode

conter va ou vb pelo fato de que ambos os vértices são universais. Portanto, ψ(G) é cordal.

(2.) Um grafo é de co-comparabilidade se ele é a interseção de curvas de uma linha

para outra linha paralela. Seja G um grafo de co-comparabilidade. Conseguimos ver
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que essa classe de grafos é fechada sob a união disjunta. Portanto, para concluir que

ψ(G) é um grafo de co-comparabilidade, é suficiente observar da representação das curvas

(de uma linha para uma linha paralela) da união disjunta G1, G2, . . . , Gn, podemos cons-

truir uma representação de ψ(G) adicionando duas linhas concorrentes, que se cruzam e

(representadas por va e vb) cruzam todas as demais curvas.

(3.) A união disjunta de grafos livres de P5 forma um grafo também livre de P5. Em

adicional, nenhum P5 induzido contém va ou vb graças ao fato de que os dois vértices são

universais. Então, a classe de grafos livres de P5 é fechada sob o operador ψ.

2.1 Limite inferior para a clique-width

A clique-width de um grafo G, denotada por cw(G), é definida como o menor número de

rótulos necessários para construir G, usando quatro possíveis operações:

1. Introduce node: criar um vértice v com o rótulo ` (denotado por `(v));

2. Union node: Realizar a união disjunta de dois grafos (denotado por ⊕);

3. Join node: Adicionar uma aresta entre todos os vértices com rótulo i com os de

rótulo j onde i 6= j (denotado por η(i, j));

4. Relabel node: Alterar o rótulo de todos os vértices de rótulo i para j (denotado

por ρ(i, j)).

Um termo algébrico que representa essa construção de G e usa no máximo cw rótulos

é dito uma cw-expressão de G, e a clique-width de G é o menor valor cw tal que G possui

uma cw-expressão.

Classes de grafos com clique-width limitada incluem: cografos, grafos com treewidth

limitada, grafos de distâncias hereditárias entre outros.

Nos anos 90, Courcelle, Makowsky, e Rotics [7] provaram que todos os problemas

expressíveis na lógica MS1 são tratáveis por parâmetro fixo quando parametrizados pela

clique-width do grafo e o tamanho da expressão lógica.

A aplicação desse meta-teorema fez com que a clique-width se tornasse um dos pa-

râmetros mais estudados na complexidade parametrizada. Apesar de vários problemas

serem expressíveis através da lógica MS1, esse não é o caso do Maximum Cut.
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Em 2014, Fomin, Golovach, Lokshtanov e Saurabh [15] mostraram que Maximum

Cut em grafos com clique-width cw não pode ser resolvido em tempo f(cw) × no(cw)

para qualquer função f de cw a menos que a Exponential Time Hypothesis (ETH) falhe.

Utilizando o operador ψ, somos capazes de extender esse resultado ao maior bond.

Lema 2.7. Maior bond em grafos com clique-width cw não pode ser resolvido em tempo

f(cw)× no(cw) a menos que a ETH falhe.

Demonstração. Maximum Cut não pode ser resolvido em tempo f(cw) × no(cw) em

grafos com clique-width cw, a menos que a ETH falhe [15]. Portanto, através da redução

de tempo polinomial apresentada no Teorema 2.5, é suficiente mostrar que o clique-width

de ψ(G) é limitada superiormente por uma função linear da clique-width de G.

Se G tem clique-width cw, então a união disjunta H1 = G1⊕G2⊕ . . .⊕Gn tem clique-

width cw. Suponhamos que todos os vértices de H1 tem um rótulo 1. Agora, seja H2 o

grafo isomorfo a K2 tal que V (H) = {va, vb}, e va, vb tem rótulo 2. Para se construir ψ(G)

através de H1 ⊕H2 é suficiente aplicar a união η(1, 2). Portanto, ψ(G) tem clique-width

igual a cw.



Capítulo 3

Limite superior com relação a clique-
width

No Lema 2.7 mostramos que o maior bond em grafos com clique-width cw não pode ser

resolvido em tempo f(cw) × no(cw) a menos que a ETH falhe. Agora, iremos mostrar

que dada uma árvore de expressão de tamanho no máximo cw, o maior bond pode ser

resolvido em tempo f(cw)× nO(cw).

Dizemos que uma árvore de expressão T é irredundante se para qualquer nó de união

η(i, j), vértices com rótulos i e j não são adjacentes no grafo associado ao seu filho. Foi

mostrado por Courcelle e Olariu [8] que qualquer árvore de expressão T de G pode ser

transformada em uma árvore de expressão irredundante T do mesmo tamanho em tempo

linear ao tamanho de T . Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que T
é irredundante.

Nosso algoritmo é baseado em programação dinâmica na árvore de expressão do grafo

da entrada. Primeiro, descreveremos o que é guardado nas tabelas correspondentes aos

nós desta árvore.

Dado um grafo com cw rótulos, duas componentes conexas de G têm o mesmo tipo se

elas possuem o mesmo conjunto de rótulos. Portanto, um grafo com cw rótulos tem no

máximo 2cw − 1 tipos de componentes conexas.

Para todo nó X` de T , denotamos por GX`
o grafo com cw rótulos associado a esse

nó, e seja L1(X`), . . . , Lcw(X`) os conjuntos de vértices de GX`
com rótulos 1, . . . , cw,

respectivamente. Definimos uma tabela onde cada entrada é da forma

c[`, s1, ..., scw, r, e1, ..., e2cw−1, d1, ..., d2cw−1], tal que: 0 ≤ si ≤ |Li(X`)| para 1 ≤ i ≤ cw;

0 ≤ r ≤ |E(GX`
)|; 0 ≤ ei ≤ min{2, |Li(X`)|} para 1 ≤ i ≤ 2cw − 1; e 0 ≤ di ≤
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min{2, |Li(X`)|} para 1 ≤ i ≤ 2cw − 1.

Cada entrada dessa tabela representa se existe uma partição V1, V2 de V (GX`
) onde:

|V1 ∩ Li(GX`
)| = si; o tamanho do conjunto de arestas que cruza o corte [V1, V2] tem

tamanho pelo menos r; GX`
[V1] tem ei componentes conexas do tipo i; GX`

[V2] tem di

componentes conexas do tipo i, onde ei = 2 significa que GX`
[V1] tem pelo menos duas

componentes conexas do tipo i. O mesmo se aplica para di.

Podemos notar que essa tabela contém f(cw) × nO(cw) entradas. Se X` é o nó raíz

de T (isto é, G = GX`
), então o tamanho do maior bond de G é igual ao maior valor de

r em que a tabela de X` contém uma entrada válida (um valor true, nesse caso), onde

existe um j e k tal que ei = 0, ej = 1 para 1 ≤ i, j ≤ 2cw − 1, i 6= j; e di = 0, dk = 1 para

1 ≤ i, k ≤ 2cw − 1, i 6= k.

É fácil ver que estamos armazenando informações suficientes para computar o maior

bond. Um grafo com cw rótulos é conexo se e somente se ele tem exatamente um tipo de

componente conexa e exatamente uma componente desse tipo.

Agora iremos apresentar os detalhes de como construir e atualizar essa tabela. A

construção dos introduce nodes de T é intuitiva.

Relabel node: Imagine que X` é um relabel node ρ(i, j), e seja X`′ o filho de X`. En-

tão, a tabela deX` contém um entrada válida c[`, s1, ..., scw, r, e1, ..., e2cw−1, d1, ..., d2cw−1] se

e somente se a tabela deX`′ tiver uma entrada c[`′, s′1, ..., s′cw, r, e′1, ..., e′2cw−1, d′1, ..., d′2cw−1] =

true, onde: si = 0; sj = s′i + s′j; sp = s′p para 1 ≤ p ≤ cw, p 6= i, j; ep = e′p para qualquer

tipo que não contenha i e nem j; ep = 0 para qualquer tipo que contenha i; e para qualquer

tipo ep que contenha j definimos ep como: ep = min{2, e′p + e′q + e′r} onde e′q representa o

conjunto de rótulos (Cp \ {j}) ∪ {i}, e′r representa o conjunto de rótulos Cp ∪ {i}, e Cp é
o conjunto de rótulos associados a p. O mesmo vale para d1, ..., d2cw−1.

Union node: Suponhamos que X` é um union node com dois filhos, X`′ e X`′′ .

c[`, s1, ..., scw, r, e1, ..., e2cw−1, d1, ..., d2cw−1] é válido se e somente se existe uma entrada vá-

lida c[`′, s′1, ..., s′cw, r′, e′1, ..., e′2cw−1, d′1, ..., d′2cw−1] e c[`′′, s′′1, ..., s′′cw, r′′, e′′1, ..., e′′2cw−1, d′′1, ..., d′′2cw−1],

onde: si = s′i+s
′′
i para 1 ≤ i ≤ cw; r′+r′′ ≥ r; ek = min{2, e′k+e′′k}, e dk = min{2, d′k+d′′k}

para 1 ≤ k ≤ 2cw − 1.

Join node: Por fim, seja X` um join node η(i, j) com um filho X`′ . Como a árvore

de expressão é irredundante, então vértices com rótulo i e j não são adjacentes em GX`′
.

Portanto, a entrada c[`, s1, ..., scw, r, e1, ..., e2cw−1, d1, ..., d2cw−1] é válida se e somente se
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existe uma entrada válida c[`′, s1, ..., scw, r′, e′1, ..., e′2cw−1, d′1, ..., d′2cw−1], onde

r′ + si × (|Lj(X`′)| − sj) + sj × (|Li(X`′)| − si) ≥ r,

e ep = e′p, caso p é associado a um tipo que não contém nem i nem j; ep = 1, caso p é

associado a C`′
i,j \ {i}, onde C`′

i,j é o conjunto de rótulos obtidos pela união de tipos de

GX`′
com alguma componente conexa que possui o rótulo i ou o rótulo j; ep = 0, caso

contrário. O mesmo se aplica para d1, ..., d2cw−1.

A corretude desse algoritmo segue através da descrição do procedimento. Como para

cada `, existem O((n+ 1)cw×m× (32cw−1)2) estados possíveis, o tempo de execução desse

algoritmo é f(cw) × nO(cw). Esse algoritmo junto com o Lema 2.7 conclui a prova do

Teorema 3.1.

Teorema 3.1. Maior bond não pode ser resolvido em tempo f(cw)× no(cw) a menos que

a ETH falhe, onde cw é a clique-width do grafo da entrada. Além disso, dado uma árvore

de expressão com tamanho no máximo cw, o maior bond pode ser resolvido em tempo

f(cw)× nO(cw). Sendo assim, maior bond é FPT parametrizado por clique-width cw.

Com a finalidade de estender esses resultados para o maior st-bond, é suficiente ob-

servar que dado uma árvore de expressão T de G com tamanho cw, é fácil construir uma

árvore de expressão T ′ com tamanho igual a cw+ 2, onde nenhum vértice de V (G) tenha

o mesmo rótulo que s ou t. Seja cw+ 1 o rótulo de s e cw+ 2 o rótulo de t. Fixando, para

todo `, scw+1 = |Lcw+1(X`)| e scw+2 = 0, podemos resolver o maior st-bond em tempo

f(cw)× nO(cw).



Capítulo 4

Limitando a treewidth do grafo

Neste capítulo iremos tratar nossos problemas principais: Maior bond e Maior st-bond pa-

rametrizado pelo tamanho da solução (k). Inspirado pelo princípio de pré-processamento

da entrada para se obter um kernel, consideramos a estratégia de processar a entrada a

fim de se obter uma treewidth limitada na instância resultante.

Iremos começar analisando o caso do maior bond.

Definição 4.1. Um grafo H é dito minor de um grafo G se H pode ser obtido através de

G realizando deleção de arestas, deleção de vérties e fazendo contração de arestas. Para

todo vértice v de H, o conjunto de vértices de G que foram contraídos em v são chamados

de branch set de H.

Lema 4.2. Seja G um grafo conexo simples e k um inteiro positivo. Se G contém K2,k

como um minor, então G tem um bond com tamanho pelo menos k.

Demonstração. Seja H um minor de G isomorfo a K2,k. Como G é conexo e cada

branch set de H induz um subgrafo conexo de G, através de H fica fácil ver uma cons-

trução de um bond de G com tamanho pelo menos k.

Como podemos ver na figura 4.1, é fácil construir um bond de tamanho k quando

temos um K2,k, basta colocar um vértice à esquerda, S, e o restante à direita, V \ S, ga-
rantindo assim conectivade dos lados e um total de k arestas cruzando os lados. Portanto,

um bond de tamanho k.
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Figura 4.1: Bond de tamanho k em um grafo K2,k

Combinado com o Lema 4.2, o seguinte resultado mostra que, sem perda de generali-

dade, nosso estudo de k-bond pode ser reduzido a grafos com treewidth O(k).

Lema 4.3. [4] Todo grafo G = (V,E) contém K2,k como um minor ou tem treewidth de

tamanho no máximo 2k − 2.

Lema 4.4. [4] Existe um algoritmo de tempo polinomial que determina se um grafo G

contém um K2,k como um minor ou retorna uma árvore de decomposição de G com

tamanho no máximo 2k − 2.

Através do Lema 4.2 e Lema 4.4 concluímos que existe um algoritmo de tempo polino-

mial que determina se um grafo G possui um bond de tamanho pelo menos k ou retorna

uma árvore de decomposição de G com tamanho no máximo 2k − 2.

4.1 Maior st-bond

Seja S ⊆ V (G) e ∂(S) um bond do grafo G. Um bloco é um subgrafo 2-conexo maximal

de G e uma block − cut tree é uma árvore onde os vértices representam os blocos e os

vértices de corte de G, e existe uma aresta na block − cut tree para cada par de blocos

e um vértice de corte que pertence a esse bloco. Então, ∂(S) intersecta no máximo um

bloco de G. Mais precisamente, para qualquer dois blocos distintos B1 e B2 de G, se

S ∩V (B1) 6= ∅ e S ∩V (B1) 6= V (B1), então ou V (B2) ⊆ S ou V (B2) ⊆ V \S. De fato, se

esse não é o caso, então ou G[S] ou G[V \ S] estão desconexos. Portanto, para resolver o

maior st-bond é suficiente considerar, individualmente, cada bloco no caminho de s e t na
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block − cut tree de G. Além disso, se um bloco é composto por uma única aresta, então

ele é uma ponte em G, que não é a solução do problema, a menos que k = 1. Assim,

vamos assumir sem perda de generalidade que G é 2-conexo.

Lema 4.5. Seja G um grafo 2-conexo. Para todo v ∈ V (G) \ {s, t}, existe um caminho

entre s e v e um entre t e v que são internamente disjuntos.

Demonstração. Como G é 2-conexo, existem dois caminhos disjuntos digamos, Ps and P ′s,

de s a v e um caminho P ′t de t para v que não inclui s. Seja x o primeiro vértice de P ′t
que pertence a V (Ps ∪ P ′s) assumimos, sem perda de generalidade, que x ∈ P ′s, Seja P ′′t
um subcaminho de P ′t de t até x e P ′′s um subcaminho de P ′s de x até v. Agora definimos

Pt como tP ′′t xP ′′s v e conseguimos ver que Pt é um caminho de t a v internamente disjunto

de Ps.

Lema 4.6. Seja G um grafo 2-conexo. Se G contém K2,2k como um minor, então existe

um S ⊆ V (G) tal que ∂(S) é um st-bond com tamanho pelo menos k.

Demonstração. Seja G um grafo contendo um K2,2k como um minor. Se k = 1, facil-

mente vemos que é verdade. Assim, iremos assumir que k ≥ 2. Além disso, como G

é conexo, podemos assumir que esse minor foi obtido através da contração e remoção

de arestas apenas. Com isso, os branch set contêm todos os vértices de G. Sejam A e

B os branch sets correspondentes ao primeiro lado do K2,2k, e sejam X1, X2, . . . , X2k os

branch sets restantes.

Primeiro, suponhamos que s e t estão em branchs distintos. Se esse for o caso, então

existem dois índices distintos a, b ∈ {1, . . . , 2k} tal que s ∈ A ∪Xa e t ∈ B ∪Xb. Agora

observamos que G[A ∪ Xa] e G[B ∪ Xb] são conexos, isso implica em um st-bond com

tamanho pelo menos 2k − 1 ≥ k. Na figura 4.2, é representada uma possível partição

dos vértices quando s e t estão em branchs distintos e ainda gerando um st-bond com

tamanho pelo menos 2k−1. Agora, suponhamos que s e t estão no mesmo branch. Nesse

caso, podemos assumir sem perda de generalidade que s, t ∈ A ∪X2k.
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Figura 4.2: Grafo K2,2k onde os vértices s e t estão em branchs distintos

Definimos U = A ∪X2k e Q = V (G) \ U . Podemos ver que G[U ] e G[Q] são conexos.

Consideremos um vértice v arbitrário no conjunto Q. Como G é 2-conexo, o Lema 4.5

implica que existe um caminho Ps de s a v e outro Pt de t a v, que são internamente

disjuntos. Seja P ′s e P ′t os prefixos máximos de Ps e Pt, respectivamente, onde os vértices

estão contidos em U . Na figura 4.3 podemos ver a partição dos vértices em dois conjuntos,

U e Q. É possível ver que ambos são conexos e existem 2k − 1 arestas entre eles.

Figura 4.3: Partição dos vértices de um grafo K2,2k nos conjuntos U e Q

Vamos particionar o conjunto U em duas partes, Us e Ut, tal que G[Us] e G[Ut] sejam

conexos. Como G[U ] é conexo, então existe uma árvore geradora T de U . Iremos enraizar

essa árvore em s e fazer a partição de U da seguinte maneira: Todo vértice de P ′s pertence

a Us e todo vértice P ′t pertence a Ut. Para todo vértice u /∈ V (P ′s ∪P ′t), seja w o primeiro

ancestral de u na árvore T que pertence a P ′s∪P ′t . Podemos ver que w é bem estruturado

pois u ∈ V (T ) e a raíz da árvore é s ∈ V (P ′s ∪ P ′t). Assim, u pertence a Us se w ∈ V (P ′s)

e u pertence a Ut se w ∈ V (P ′t). A imagem 4.4 ilustra os caminhos Ps e Pt, assim como

os seus prefixos P ′s e P ′t .
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Figura 4.4: Representação de dois caminhos disjuntos, Ps e Pt

A imagem 4.5 mostra uma possível forma de divisão dos vértices do conjunto U

mantendo a conectividade entre os vértices de Us e os de Ut.

Figura 4.5: Árvore geradora construída através da divisão dos vértices do conjunto U

Podemos notar que existem pelo menos 2k − 1 arestas entre U e Q, e existem pelo

menos k arestas entre Us e Q ou entre Ut e Q. Assumimos o primeiro caso, o segundo é

análogo. Neste ponto é fácil ver que G[Us] e G[Ut ∪Q] são conexos e isso induz um bond

de G com tamanho pelo menos k.

Os Lemas 4.4 e 4.6 implicam na existência de um algoritmo que determina se um grafo

G tem um bond com tamanho pelo menos k, ou retorna uma árvore de decomposição com

tamanho limitado a O(k).

Corolário 4.7. Dado um grafo G, dois vértices s, t ∈ V (G) e um inteiro k, existe um

algoritmo de tempo polinomial que determina se G possui um st-bond com tamanho pelo
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menos k ou devolve um subgrafo G′ de G junto com a árvore de decomposição de G′ com

tamanho igual a O(k), tal que G′ tem um st-bond de tamanho pelo menos k se e somente

se G tem um st-bond com tamanho pelo menos k.

Demonstração. Encontramos uma block − cut tree de G em tempo linear [6], e seja Bs

e Bt os blocos de G que contém s e t, respectivamente. Removemos cada bloco que não

esteja no caminho de Bs até Bt na block − cut tree de G. Seja G′ o grafo restante. Para

cada bloco B de G′, consideramos os vértices s′ e t′ de B que são próximos de s e t,

respectivamente. Usamos os Lemas 4.4 e 4.6 para podermos em tempo polinomial decidir

se B tem um s′t′-bond, nesse caso G é uma instância válida, ou computamos a árvore de

decomposição de B com tamanho no máximo O(k).

Agora construímos a árvore de decomposição de G′ da seguinte maneira. Começamos

com a união da árvore de decomposição de todos os blocos de G′. Em seguida, criamos

um bag {u} para cada vértice de corte u de G′. Por fim, cada vértice de corte u e uma

bag correspondente a um bloco de B conectado através de u, adicionamos uma aresta

entre {u} e uma bag da árvore de decomposição de B contendo u.

Podemos notar que isso define uma árvore de decomposição de G′ e cada bag tem no

máximo O(k) vértices.

Como o k-bond é uma solução para o problema Connected Max Cut, os resultados

apresentados até então, podem ser naturalmente aplicados a ele.



Capítulo 5

Usando a treewidth como parâmetro

Dada uma árvore de expressão T , vamos denotar por ` um nó de T e por X` os vértices

que estão contidos na bag de `. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que T é uma

versão extendida de uma árvore de decomposição nice (Veja [9]), isto é, vamos assumir

que existe uma raíz especial r tal que Xr = ∅ e todas as arestas da árvore são direcionadas

a partir de r e cada nó ` é de um dos cinco tipos possíveis de nó: Leaf ; Introduce vertex;

Introduce edge; Forget vertex; e Join.

Leaf: Uma folha da árvore onde X` = ∅.

Introduce vertex: Um nó onde é introduzido um vértice v. Esse nó tem exatamente

um filho `′ tal que X` = X`′ ∪{v} e v /∈ X`′ . Até esse momento, nenhuma aresta de

v foi introduzida.

Introduce edge: Um nó que introduz uma aresta. Esse nó tem exatamente um filho `′,

com X` = X`′ e é resultado da adição de uma aresta {u, v} que não está presente

em `′.

Forget vertex: Um nó onde um vértice v é esquecido. Esse nó tem exatamente um filho

`′ tal que X` = X ′` \ {v} e v ∈ X`′ .

Join: Um nó que faz a união entre duas sub-árvores. Esse nó tem exatamente dois filhos

`′ e `′′ tal que X` = X`′ = X`′′ .

Além disso, definimos G` como sendo um subgrafo de G que contém somente vértices

e arestas que já foram introduzidos em ` ou nos descendentes de `.

Teorema 5.1. Dada uma árvore de decomposição nice de G com tamanho tw, podemos

encontrar o maior bond em tempo 2O(tw log tw) × n onde n é o número de vértices de G.



5 Usando a treewidth como parâmetro 23

Demonstração. Seja ∂G(U) um bond de G e [U, V \ U ] o corte definido por esse bond.

Atribuímos S`U = U ∩ X`. A remoção de ∂G(U) particiona G`[U ] no conjunto C`
U de

componentes conexas e G`[V \ U ] no conjunto C`
V \U de componentes conexas. Podemos

observar que C`
U e C`

V \U definem partições de S`U e X` \ S`U , representados por ρ`1 e ρ`2,

respectivamente, onde a interseção de cada componente conexa de C`
U com S`U corresponde

a uma parte de ρ`1. O mesmo se aplica para C`
V \U com respeito a X` \ S`U e ρ`2.

Definimos uma tabela para entrada c[`, S, ρ1, ρ2], que representa o tamanho do maior

bond parcial (solução parcial) do subgrafo G`, onde S é o subconjunto de X` na parte

à esquerda do bond, X` \ S é o subconjunto da parte à direita e ρ1, ρ2 são as partições

de S e X` \ S representando, após a remoção da solução parcial, a interseção com X`

as componentes conexas da esquerda e direita, respectivamente. Se não existir solução

parcial, então c[`, S, ρ1, ρ2] = −∞.

Quando S for um conjunto vazio, dois casos especiais podem acontecer: ou U ∩
V (G`) = ∅, neste não existe componente conexa em C`

U , assim ρ1 = ∅; ou C`
U tem exata-

mente uma componente conexa que não intersecta X`, então ρ1 = {∅}, esse caso significa

que a componente conexa C`
U foi completamente esquecida. Analogamente, podemos ter

ρ2 = ∅ and ρ2 = {∅}. O número de partições de um conjunto com k elementos é o k-th

Bell number, então o número de escolhas possíveis para ρ1 e ρ2 é limitada superiormente

por esse valor, que vamos denotar por B(k) (B(k) ≤ k! [31]). Podemos observar que

não precisamos considerar o caso {∅} ( ρi, visto que isso implicaria em uma solução

desconexa. O maior bond de um grafo conexo G corresponde a entrada da raíz da árvore:

c[r, ∅, {∅}, {∅}].

Para computar o maior bond de um grafo conexo G, basta pegarmos o maior valor da

tabela do nó que representa a raíz da árvore, onde ρ1 e ρ2 contém apenas um conjunto,

garantindo assim que na esquerda e direita só existe uma compenente conexa.

Para descrever o algoritmo de programação dinâmica, só é necessário apresentar a

relação de recorrência para cada tipo de nó da árvore de decomposição. A corretude das

fórmulas se dão imediamente através de suas descrições.

Leaf: Nesse caso, X` = ∅. Existem poucas combinações para ρ1 e ρ2: ou ρ1 = ∅ ou
ρ1 = {∅} e ou ρ2 = ∅ ou ρ2 = {∅}. Como nesse caso G` é vazio, pode não existir nenhuma

componente conexa, tendo assim ρ1 = ∅ e ρ2 = ∅, essa é a única escolha possível.

c[`, S, ρ1, ρ2] =

0 Se S = ∅, ρ1 = ∅ e ρ2 = ∅,

−∞ caso contrário.
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Introduce vertex: Quando um vértice v é inserido, temos a garantia que ele é um

vértice isolado, caso contrário uma aresta deveria ter sido inserida nesse vértice, con-

tradizendo assim a definição. Temos apenas duas possibilidades nesse caso, ou v é um

vértice isolado na partição da esquerda (v ∈ S), ou um vértice isolado na direita (v /∈ S).
Portanto, uma solução parcial para ` induz uma solução parcial para `′, excluíndo v do

conjunto. Essa operação pode ser feita em O(1).

c[`, S, ρ1, ρ2] =


c[`′, S \ {v}, ρ1 \ {{v}}, ρ2] se {v} ∈ ρ1,

c[`′, S, ρ1, ρ2 \ {{v}}] se {v} ∈ ρ2,

−∞ se {v} /∈ ρ1 ∪ ρ2.

Introduce edge: Nesse caso, ou a aresta {u, v} que está sendo inserida é incidente

a um vértice de cada lado, ou as duas extremidades estão do mesmo lado. No primeiro

caso, a solução de ` corresponde a solução de `′ com as mesmas partições, mas com o

valor incrementado. Já no segundo caso, a aresta {u, v} pode conectar duas componentes

conexas da solução parcial de `′.

c[`, S, ρ1, ρ2] =


c[`′, S, ρ1, ρ2] + 1 se u ∈ S e v /∈ S ou u /∈ S e v ∈ S,

maxρ′1{c[`
′, S, ρ′1, ρ2]} se u ∈ S e v ∈ S,

maxρ′2{c[`
′, S, ρ1, ρ

′
2]} se u /∈ S e v /∈ S.

Aqui, ρ′1 tem que ser obtido através de todas as possibilidades de ρ1 onde a união dos

conjuntos contendo u e v resultam na partição ρ1. O mesmo se aplica para ρ′2

Neste nó, temos que visitar todos os valores válidos de ρ′1 ou ρ′2. Portanto, nos dá um

custo computacional de O(B(k)).

Forget vertex: Nesse caso, ou o vértice esquecido v está na esquerda da solução

parcial induzida por ` ou na da direita. Assim, v precisa estar na componente conexa

do conjunto ρ1, ou do conjunto ρ2. Precisamos apenas selecionar a possibilidade que

maximize a respota.

c[`, S, ρ1, ρ2] = maxρ′1,ρ′2{c[`
′, S ∪ {v}, ρ′1, ρ2], c[`′, S, ρ1, ρ′2]}.

Aqui, ρ′1 é o resultado de todas as partições possíveis obtidas atráves de ρ1 adicionando v

em algum conjunto de ρ1 (se ρ1 = {∅} então ρ′1 = {v}) . O mesmo se aplica para o ρ′2.
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Como vamos iterar sobre todos os valores válidos de ρ1 e ρ2 para resolver esse nó, tere-

mos um custo linear em relação ao total de partições, deixando assim uma complexidade

O(B(k)).

Join: Esse nó representa a união de dois subgrafos G`′ e G`′′ e X` = X`′ = X`′′ . Ao

contarmos as arestas que cruzam o bond em G`′ e G`′′ , cada aresta é contada pelo menos

uma vez. Porém, as arestas em X` são contadas duas vezes, assim:

c[`, S, ρ1, ρ2] = max{c[`′, S, ρ′1, ρ′2] + c[`′, S, ρ′′1, ρ
′′
2]} − |{{u, v} ∈ E, u ∈ S, v ∈ X` \ S}|.

Nesse caso, devemos encontrar a melhor combinação entre os dois filhos. Para i ∈ {1, 2},
consideramos as combinações de ρ′i com ρ′′i que resulta em ρi. Se ρi = {∅} então ou

ρ′i = {∅} e ρ′′i = ∅; ou ρ′i = ∅ e ρ′′i = {∅}. Além disso, se ρi = ∅ então ρ′i = ∅ e ρ′′i = ∅.

O tempo de execução dessa programação dinâmica pode ser estimada da seguinte

forma. O número total de nós na árvore de decomposição é O(tw × n) [9]. Para cada

nó `, os parâmetros ρ1 e ρ2 induzem uma partição de X`; o número de partições de X` é

dado de acordo com o Bell number, B(|X`|) ≤ B(tw+1). Cada partição ρ corresponde a

um número de escolha do parâmetro S que é um subconjunto da partição ρ; portanto, o

numero de escolhas para S é no máximo 2|ρ| ≤ 2|X`| ≤ 2tw+1. Portanto, podemos concluir

que o tamanho da tabela é no máximo O(B(tw + 1)× 2tw × tw × n). Como cada estado

da tabela pode ser computado em tempo 2O(tw log tw), a complexidade total é 2O(tw log tw)×
n.

O motivo para a 2O(tw log tw) depêndencia da treewidth se dá porque enumeramos todas

as partições de uma bag para checar sua conectividade. Contudo, poderíamos obter um

tempo exponencial simples modificando o algoritmo apresentado utilizando as técnicas

baseadas na eliminação de Gauss, como foi descrita em [9, Chapter 11] para Steiner

Tree.

Teorema 5.2. Maior st-bond é tratável por parâmetro fixo quando parametrizado pela

treewidth.

Demonstração. A solução para o maior st-bond pode ser encontrado através da progra-

mação dinâmica apresentada no Teorema 5.1 onde adicionamos s e t em todos os nós e

fixamos s ∈ S e t /∈ S.

Por fim, concluímos que.
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Corolário 5.3. Maior bond e maior st-bond são tratáveis por parâmetro fixo quando

parametrizado pelo tamanho da solução, k.

Demonstração. Segue o Lema 4.2, Lema 4.4, Corolário 4.7, Teorema 5.1 e Teorema 5.2.
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Kernels polinomiais

Uma das maneiras mais intuitívas para se mostrar que um determinado problema Π é

tratável por parâmetro fixo (FPT), seria exibindo um algoritmo capaz de resolvê-lo em

tempo f(k).|x|O(1), onde k é o parâmetro e x o tamanho da instância do problema. Porém,

nem sempre essa é uma tarefa simples. Portanto, em alguns casos é necessário o uso de

algumas técnicas que nos ajudem [35].

A kernelização ou redução a um núcleo é uma poderosa técnica comumente

utilizada na obtenção de algoritmos FPT para problemas parametrizados. A técnica

consiste em reduzir, em tempo polinomial, uma instância I do problema Π a uma instância

I ′, tal que o tamanho de I ′ seja limitado por alguma função do parâmetro k independente

do tamanho de I. Essa nova instância constitui o núcleo do problema com tamanho

limitado. Sendo assim, I ′ pode ser analisada exaustivamente e caso seja encontrada uma

solução para I ′, esta poderá ser apresentada como uma solução para I. [10] [35].

O núcleo de um problema parametrizado é formalmente definido a seguir:

Definição 6.1. [35] Redução a um núcleo: Seja Π(k) um problema parametrizado.

Π(k) possui um núcleo se para toda instância I = (x, k) existe um algoritmo A executável

em tempo polinomial em relação ao parâmtro k que fornece como saída uma instância

equivalente I ′ = (x′, k′) tal que |x′| ≤ g(k) e |k′| ≤ g(k) para alguma função computável

g.

Existe uma forte relação entre redução a um núcleo e Tratabilidade por Parâmetro

Fixo evidenciada no Teorema a seguir:

Teorema 6.2. [35] Um problema Π(k) admite um algoritmo tratável por parâmetro fixo

se e somente se ele admite um núcleo.
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O ponto chave dessa técnica é o tamanho do núcleo em relação ao parâmetro onde

busca-se encontrar o menor núcleo, o que possibilita o desenvolvimento de um algoritmo

FPT mais eficiente.

6.1 Inviabilidade de kernel polinomial

Ao obtermos um núcleo para um problema parametrizado, gostaríamos de poder trabalhar

com este núcleo. Para isso, queremos que este seja o menor possível e preferencialmente

que ele tivesse um tamanho polinomial em relação ao parâmetro original.

Em [2] e em [16] foi desenvolvido um framework utilizando a noção de composiciona-

lidade para mostrar que um problema parametrizado não possui um núcleo polinomial a

menos que NP ⊆ coNP/poly, ocasionando um colapso na hierarquia polinomial [35].

Uma maneira de demonstrar o limite inferior para o tamanho do núcleo, podemos

utilizar o conceito de ou-composição (or − composition). Esta é definida da seguinte

forma.

Definição 6.3. Seja Π ⊆ Σ∗ × N um problema parametrizado. Uma ou-composição

de Π é um algoritmo de tempo polinomial D que recebe como entrada uma sequência

((x1, k), (x2, k), ..., (xm, k)), com cada (xi, k) ∈ Σ∗ ×N , e retorna um par (x′, k′), tal que:

1. o algoritmo utiliza tempo polinomial em Σ1<i<m|xi|+ k;

2. k′ é delimitado por um polinômio em k;

3. (x′, k′) ∈ Π se e somente se ∃1≤i≤m(xi, k) ∈ Π.

Dizemos que um problema parametrizado é ou-composicional se ele admite um al-

goritmo de ou-composição. É provado que se um problema parametrizado possui um

algoritmo de ou-composição, então ele não pode admitir núcleo polinomial, a menos que

NP ⊆ coNP/poly [35].

Com esses conceitos definidos, queremos mostrar o comportamento de uma kerneliza-

ção para os nosso dois problemas: maior bond e maior st-bond.

Teorema 6.4. Maior bond e Maior st-bond parametrizado por k não admitem um kernel

de tamanho polinomial em relação a k a menos que NP ⊆ coNP/poly.

Como foi mostrado nos capítulos anteriores, qualquer bond ∂(S) do grafo G intersecta

no máximo um bloco. Portanto, uma ou-composição (or − composition) para o maior
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bond parametrizado por k pode ser obtida pela união disjunta de ` instâncias, selecionando

um vértice de cada grafo de entrada, e as contraindo em um único vértice. Agora, seja

(G1, k, s1, t1), (G2, k, s2, t2), . . . , (G`, k, s`, t`) ` instâncias de maior st-bond parametrizado

por k. Uma ou-composição para o st-bond parametrizado por k pode ser encontrado pela

união disjunta de G1, G2, . . . , G`, realizando a contração de ti, si+1 em um único vértice,

1 ≤ i ≤ `− 1, e atribuindo s = s1 e t = t`.



Capítulo 7

Conclusões e considerações finais

Nesta dissertação, foi feita uma análise da complexidade dos problemas Maior Bond

e Maior st-Bond. Provamos que ambos são NP -completos e foi apresentado um

framework capaz de determinar se para uma determinada classe de grafos estes são

NP -completos, levando consideração se estas mesmas classes são NP -completas quando

se tratato do problema Maximum Cut.

Ao analisar os problemas através da perspectiva da complexidade parametrizada,

mostramos que nossos problemas, quando se tratado da grafos com clique-width limitada,

não podem ser resolvidos em tempo f(cw)×no(cw), a menos que a ETH falhe. Além disso,

mostramos que o limite superior quando se tratado da clique-width é f(cw)×nO(cw). Em

sequência, demonstramos uma maneira de limitar a treewidth de um grafo, para assim

conseguirmos parametrizar o problema através do tamanho da solução (k). Portanto,

mostramos que Maior Bond e Maior st-Bond são tratáveis por parâmetro fixo (FPT)

quando parametrizado pelo tamanho da solução.

Por fim, através da ou-composição, mostramos que ambos os problemas não admitem

kernel polinomial a menos que NP ⊆ coNP/poly.

Os resultados obtidos nessa dissertação foram publicados e apresentados no International

Symposium on Parameterized and Exact Computation (IPEC ′19).
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