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Resumo

Este trabalho aborda dois problemas de propagacao em redes, onde a principal ideia é
identificar um conjunto de vértices capaz de dominar ou contaminar/influenciar os demais
ao longo de sucessivas iteracdes. Nos modelos de propagacao, um vértice € dito conta-
minado quando o nimero de seus vizinhos ja contaminados supera um valor previamente
definido, conhecido como o requisito do vértice. Os problemas de propagacdo em redes
tém varias aplicagdes praticas, como, por exemplo, modelar computacionalmente a disse-
minac¢do de informacdes ou influéncia em redes sociais, ou a propaga¢do de uma epidemia
em uma sociedade. Um exemplo bastante atual de uma aplicacdo do problema € a busca
pelo menor nimero de usudrios da rede social que devem emitir inicialmente uma infor-
magdo para que ela se dissemine por toda a rede. O primeiro problema considerado neste
trabalho € o Problema da Dominag¢ao Vetorial, onde a dominagao de todos os vértices deve
ser realizada em uma unica iteragcdo. Isto €, o problema busca um conjunto minimo de vér-
tices tal que todo vértice ou esta contido neste conjunto, ou € imediatamente contaminado
pelos vértices do conjunto. Para este problema, o foco do trabalho € identificar os limiares
da complexidade computacional. Entretanto, dado o vasto universo de familias de grafos, o
escopo do trabalho foi delimitado aos grafos cordais e suas subclasses. Este estudo produ-
ziu um algoritmo linear para os grafos split-indiferenca, entre outros resultados. O segundo
problema abordado é o Problema da Selecao de Alvos, que pode ser visto como uma ge-
neralizag@o do anterior, onde o contdgio do grafo ocorre ao longo de vérias iteracdes. Ou
seja, um vértice contaminado em uma itera¢do colabora para que seus vizinhos também se-
jam contaminados nas iteracdes seguintes. Por ser um tema de grande interesse pratico, o
problema foi tratado através de algoritmos aproximativos. Um dos resultados obtidos neste
trabalho € um algoritmo bioinspirado paralelizado, capaz de identificar solu¢des melhores
do que as previamente conhecidas na literatura para grandes redes sociais.

Palavras-chave: Propagacdo em Redes. Problema da Domina¢do Vetorial. Problema da
Selecdo de Alvos. Complexidade Computacional. Algoritmos em Grafos.



Abstract

This work deals with two propagation problems in networks, where the main idea is
to identify a set of vertices capable of dominating or contaminating/influencing the re-
maining ones over successive iterations. In the propagation models, a vertex is said to be
contaminated when the number of its neighbors already dominated is greater than or equal
to a previously defined threshold, called the vertex’s requirement. Propagation problems
in networks have several practical applications, such as computationally modeling the dif-
fusion of information or influence in social networks, or the dissemination of epidemics in
a society. An example of application in propagation problems is the search of the smallest
number of users of the social media that must broadcast an information to ensure that it
reaches the entire network. The first problem considered in this work is the Vector Domi-
nation Problem, in which the domination of all vertices must be accomplished in just one
iteration. That is, the problem searches for a minimum set of vertices such that every vertex
is contained in this set or is immediately contaminated by it. For this problem, the focus
of this work is to identify the frontiers of the computational complexity. However, con-
sidering the broad universe of graph classes, the focus is restricted to chordal graphs and
its subclasses. This study produced a linear time algorithm for split-indifference graphs,
among other results. The second problem addressed is the Target Set Selection Problem,
which may be seen as a generalization of the previous one, where the domination of the
entire graph may take several iterations. That is, a contaminated vertex in one iteration
collaborates in the domination of its neighbors in subsequent iterations. Since this prob-
lem presents a practical interest, it was approached via approximation algorithms. One of
the results obtained in this work is a parallelized genetic algorithm capable of identifying
better solutions than the previously known for large social networks.

Keywords: Propagation in Networks. Vector Domination Problem. Target Set Selection
Problem. Computational Complexity. Algorithms in Graphs.



Lista de Figuras

(1.  Exemplo de um problema de propagacao baseado em vizinhancga.|. . . . . 2
(1.2 Comparacao entre Dominacao Irreversivel e Reversivel|. . . . . . .. .. 3
(1.3 Exemplo de uma instancia do problema da selecao de alvos e uma solucao.| 4
(1.4 Exemplo de uma instancia do problema da dominacao vetorial e uma solucao.| 5
(1.5 Variacoes de Problemas de Propagacao.| . . . ... ... ... ... ... 8
2.1 Exemplo do uso das operacoes de construcao para obter o grafo.| . . . . . 13

2.2 Exemplo de Grafo G, k-expressdo para G e Arvore clique-width T para G| 15

2.3 Exemplo de grafocordal.| . . . . . ... ... ... ... ... 17
[2.4 Exemplo de grafo cordal e sua representacao como subarvores [49]| . . . 19
2.5 Exemplode Arvore de Cliques.|. . . . . . . . . .. ... ... ...... 20
[2.6  Hierarquia de subclasses dos grafos cordais estudados.] . . . . .. .. .. 22
[2.7 Exemplo de um undirected path graph e sua arvore caracteristica,| . . .. 23
[2.8  Relacao entre Directed Path Graphs e Gratos Cordais.| . . ... ... .. 23
[2.9  Exemplo de um directed path graph e sua arvore caracteristica.. . . . . . 24
[2.10 Exemplo de grafo ptolemaico e nao-ptolemaico.| . . . . . .. .. ... .. 25
[2.11 Exemplo da violacdo da desigualdade ptolemaica em ciclos sem cordas.| . 25
[2.12 Exemplo de grafo ptolemaico e as operacoes de construcao utilizadas.| . . 27
[2.13 Exemplo de grafobloco.| . . . . . .. .. ... o000, 28
[2.14 Os grafos K1, Ko, I(5e 4, respectivamente. | . . . . . .. .. ... ... 28
2.15 Exemplo de Arvore, Caminho, Estrela e Caterpillar, respectivamente| . . 29

[2.16 Exemplo de um GemaedeumaGarra,. . . . . . .. ... ... ... .. 30




[2.17 Exemplo de grafo de intervalo e sua representacao naretareal.| . . . . . . 31
[2.18 Exemplos de Triplas Asteroidais.|. . . . . ... ... ... ... ..... 31
[2.19 Exemplo de grafo de mtervalo proprio.| . . . . . ... ... L. 32
[2.20 Grafo garra e representacoes como modelos de intervalos.|. . . . . . . .. 33
[2.21 Identificacao e ordenacao das cliques maximais em um grafo de intervalo.| 33
[2.22 Exemplo de Grato Domino N Intervalo Proprio.| . . . . . . .. .. .. .. 34
[2.23 Exemplo de Grafo Split.| . . . .. . ... .. ... L. 35
[2.24 Exemplos dos quatro casos de grafos split-indiferenca.| . . . . . ... .. 36
[2.25 Exemplo de grafo spliz-indiferenca que satistaz as restricoes dos casos 3a |
[ e3bsimultaneamente] . .. ... ... ... ... ... ... .. 36
[3.1 Regioes que podem compor um grato com trés cliques maximais. 46
[3.2  'Tres cliques maximais-caso 1.|. . . . .. .. ... ..., 47
[3.3  Trés cliques maximais-caso2.[. . . . . ... ... .. L. 47
[3.4  Trés cliques maximais-caso3.[. . . . . .. . ... oL, 47
[3.5 'Trés cliques maximais-caso4.|. . . . . .. ... ... ... ... ... 48
[3.6 Tres cliques maximais-casoS.. . . . . . .. ... oL 48
[3.7 'Trés cliques maximais - caso mexistente.|. . . . . . . . .. ... .. ... 48
[3.8  Exemplos de casos excluidos: Quatro cliques maximais - Caso I.[. . . . . 49
[3.9  Exemplos de casos excluidos: Quatro cliques maximais - Caso 2.|. . . . . 49
[3.10 Modelo de intersecao de subarvores para grafos com até tres cliqgues maxi- |
MAIS -« v v o e e e e e e e e e e e e 50

[3.11 Exemplo da construcao de uma tripla asteroidal a partir de um grafo com |
trés cliques maximais.|. . . . . .. ..o oL 52

[3.12 O grafo G eocordal resultante G'.| . . . . . . ... ... ... ...... 56
[3.13 Estado da arte da complexidade do problemas de dominacao em gratos |
cordais.) . . ... 59

[3.14 Exemplo da aplicacao do|Algoritmo 3.2 . . . . . . .. .. ... ... .. 63



[3.15 Exemplo da aplicacao do|Algoritmo 3.3} . . . . . .. .. ... ... ... 65

[3.16 Contra-exemplo do algoritmo para directed path graphs com requisitos [

{0, 1,2 ). o o 66
[3.17 Exemplo da aplicacao do|Algoritmo 3.5{em uma arvore.| . .. ... ... 73
[3.18 O grafo G e o grafo split resultante G'.| . . . . . . .. ... ... ..... 75

[3.19 Exemplo da construcao do grafo split a partir de uma instancia do problema |

da cobertura minima de conjuntos.| . . . . . ... ... ..o, 76

4.1  Exemplo do|Algoritmo 4.2l . . . . . . ... ... ... L. 80

4.2 Apresentacdo visual das restricoes impostas ao conjunto S em relacao a S'.| 81

4.3 Ilustracao de alguns passos do|Algoritmo4.3[| . . . . . ... .. ... .. 85

4.4 Exemplo de grafo domino N intervalo proprio.| . . . . . . ... ... 88

4.5 Exemplo de caso onde uma decisao otima local implica que a solucao glo- [

4.6  Exemplo de conjunto R-dominante para split-indiferenca - Caso2.|. . . . 96

4.7 Representacao do Caso 3b, onde Ry = (C1NC5)\Cs, Roz = (CoNC3)\C) |

& ngg = Cl N GQ N Gﬂ;| ........................... 99
4.8 Exemplo onde os resultados dos Algoritmos |4.8|e4.13|divergem.|. . . . . 99
49 Movimentodelroca. . . . . . . . . ... e 102

.10 Propriedades (ii) e (ii1) satisfeitas pelo conjunto R-dominante minimal 5" 105

.11 Exemplo da aplicacao do|Algoritmo 4.13}| . . . . . ... ... ... ... 110
[>.1  Exemplo de Aplicacao do|Algoritmo S.1}| . . . . .. ... .. ... ... 117
[5.2  Arcabouco da paralelizacao aplicada ao algoritmo genético.|. . . . . . . . 122
[5.3  Consumo de Tempo pelos Operadores de Reproducao.] . . . . .. .. .. 139
[5.4  Experimentos com grafos randomicos com 30 vértices.| . . . . . .. . .. 144
[5.5 Experimentos com grafos randomicos com 50 vértices.| . . . . . .. . .. 145
[5.6  Impacto dos operadores de reproducao na busca por melhores solucoes.| . 153

[6.1 Reapresentacao da Hierarquia de subclasses dos grafos cordais| . . . . . . 157




[A.1 Diagramas de funcionamento dos ambientes desenvolvidos.|. . . . . . . . 184




Lista de Tabelas

[5.1 Alguns exemplos dos valores de o, para algumas instancias.| . . ... .. 140
0.2 Resultado do Pré-Processamento das Instancias. . . . . . . ... ... .. 146
[5.3  Resultados para a instancia BlogCatalog.|. . . . . . ... ... ... ... 147
[5.4  Resultados para a instancia BlogCatalog?.| . . . . . . . . ... ... ... 148
[5.5 Resultados para a instancia BlogCatalog3.| . . . . . ... ... ... ... 148
[5.6 Resultados para a instancia BuzzNet. . . . . . ... ... .. ... ... 148
[5.7 Resultados para a instancia ca-AstroPh.| . . . . . ... 000000 L. 149
[5.8 Resultados para a instancia ca-CondMat.|. . . . . . ... ... ... ... 149
[5.9  Resultados para a instanciaca-GrQc.| . . . . . . . .. ... ... L. 149
[5.10 Resultados para ainstanciaca-HepPh] . . . . . .. ... ... ... ... 150
[>.11 Resultados para a instancia ca-HepTh.| . . . . . ... ... ... ... .. 150
[5.12 Resultados para a instancia Delicious.| . . . . .. ... .. ... ... .. 150
[5.13 Resultados para a instancia Douban.| . . . . . ... ... ... ... ... 151
[5.14 Resultados para a instancia Last.tfm.| . . . . . .. ... .. ... ... .. 151
[5.15 Resultados para a instancia Livemocha| . . . . . ... . ... ... ... 151
[>.16 Resultados para a instancia Youlube2.| . . . . . ... ... .. ... ... 152
[5.17 Médias dos resultados obtidos pelo algoritmo genético para cada instancia.| 152




Lista de Algoritmos

[2.1  Obtencao de EEP para grafos cordais (Rose et al. [77]). . . . . ... ... 18
[2.2  Reconhecimento se um grafo € cordal (Golumbic [49])( . . . . . .. .. .. 19
2.3 Obtencao de uma arvorede cliques| . . . ... ... ... .. ....... 21
[3.1  Grafos completos: Dominacao Vetoriall . . . . ... ... ... ...... 44
[3.2  Directed Path Graphs: Conjunto Dominante| . . . ... ... ... .... 61
[3.3  Directed Path Graphs: Dominacao Vetorial com Requisitos Oe 1| . . . . . 64
[3.4  Grafos bloco: Dominacao Vetorial| . . . . ... ... ... ... ... .. 70
3.5 Arvores: Dominacdo Vetoriall . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 72
4.1 Duas cliques maximais: Dominacao vetorial] . . . . .. ... ... .. .. 78
4.2 Duas cliques maximais: Construir solucaof. . . . . . .. ... ... .... 79
4.3 Duas cliques maximais: Aprimorar solucaol . . . . . . ... ... .. ... 83
4.4 Domino N Intervalo Proprio: Método Aproximativo] . . . . . . ... ... 92
4.5  Split-indiferenca: Dominacao Vetorial| . . . . . . .. ... 93
4.6  Split-indiferenca - Caso 1: Dominacao Vetorial . . . . . ... ... . ... 94
.7 Split-indiferenca - Caso 2: Dominacao Vetorial . . . . . . ... ... ... 95
4.8 Split-indiferenca - Caso 3a: Dominacao Vetoriall . . . . . ... ... ... 98
4.9  Split-indiferenca - Caso 3b: dominacao de cliques modificado| . . . . . . . 100
.10 Split-Indiferenca - Caso 3b: Fase 1 - Construcao do conjunto S| . . . . . . 101
.11 Split-indiferenca - Caso 3b: Fase 2 - Remocao| . . . . .. ... ... ... 102

.12 Split-indiferenca - Caso 3b: Fase 2 - Trocas| . . . . . ... ... ... ... 103




.13 Split-indiferenca - Caso 3b: Dominacao Vetoriall . . . . . ... ... ... 104

[5.1 Algoritmo Cordasco et al. [20,[21] para o problema da selecdao de alvos| . . 115
[5.2  Algoritmo Guloso Randomizado para Construcao de Solucoes|. . . . . . . 125
[5.3  Propagar Dominacao: Vértice x adicionado ao conjunto| . . . . . . . . .. 126
[5.4 Operador 12: Trocar v por R|v| vizinhosdev.| . . . ... ... ... ... 133
[5.5 Procedimento de Mutacao| . . . ... ... ... ... ... ... ... 135
[5.6  Procedimento de Otimizacdo|. . . . . . . . . .. ... ... ... ..... 137
[5.7  Procedimento de Reproducao| . . . . ... ... ... ... ... ... 138
[5.8  Algoritmo Genético Proposto] . . . . . . ... ... ... .. ... ... 141
[A.1 _Construtor de Grafos Randomicos| . . . . . . ... ... ... ... .... 172
[A.2  Dominacao Vetorial: Algoritmo backtracking| . . . . . . . ... ... ... 174
[A.3  Selecao de Alvos: Algoritmo backtracking| . . . . . . .. ... ... ... 178

[A.4  Selecao de Alvos: Algoritmo backtracking paralelo|. . . . . . .. ... .. 179




Sumario

(1 Introducao|

(I.T Objetivos| . . . . . . . o e

1.2 Estrutur Trabalhol . . . . . . . . . ..

[2 Definicoes Introdutorias|

[2.1 ~Definicoes importantes| . . . . . . .. ... Lo

2.2 Clique-width, k-Expressao e Problemas Expressaveis em M SO/

2 rafos ACl . . . . . e

[2.3.9 Intervalo e Intervalo Préprio| . . . . . ... ... .. ... ...

[2.3.10 Grafos Domino6 N Intervalo Prépriol . . . . ... ... ... ...

2.3.11 Grafos Split| . . . . . . . . . . . .

[2.3.12  Grafos Split-Indiferencal . . . . . . . ... ... ... ... ...

10

10



3 Estado da Arte da Complexidade Computacional do Problema da Dominacao |

[ Vetorial 38
[3.1  Grafos com Clique-width lhmitada| . . . . .. . ... ... ... ..... 39
[3.2  Grafos com Numero Limitado de Cliques Maximais|. . . . . . . .. ... 43

[3.2.1  Gratos Completos| . . . ... ... ... ... ... . ...... 44
[3.2.2  Grafos Conexos com Duas Cliques Maximais| . . . . . ... ... 45
[3.2.3  Grafos Conexos com Treés Cliques Maximais| . . . . ... .. .. 46
[3.2.4  Grafos com ¢ Cliques Maximais| . . . . . .. ... ........ 53
(3.3 Familia dos Grafos Cordais| . . . . . ... ... ... ... .. ... .. 55
[3.3.1  Undirected Path Graphs| . . . . .. .. ... ... .. ...... 60
[3.3.2  Directed Path Graphs| . . . . . .. .. ... .. ... ...... 60
3.3.3  Grafos Ptolemaicos e Grafos AC| . . . . . ... ... ... ... .. 67
334 GrafosBlocol . . . .. ... 68
B35 Arvores . ... ... 71
[3.3.6  Grafos de Intervalo e de Intervalo Proprio| . . . . . .. ... ... 72
[3.3.7  Gratos Split) . . . . . . . . 74
3.4 Conclusoesl . . . .. ... . . 76

4 Novas Contribuicoes para o Problema da Dominacao Vetoriall 77
4.1 Grafos com duas cliques maximais| . . . . . ... .. ... ........ 77
4.2 Grafos Domin6 N Intervalo Préprio, . . . . . ... ... ... ... ... 87
4.3 Grafos Split-Indiferencal . . . . . . ... . oo 93

4.3.1 Casol: Umaclhque maximall. . . . ... ... ... ....... 93
[4.3.2 Caso 2: Duas Cliques Maximais| . . . . ... ........... 94
“.3.3  Caso 3a: Trés cliques maximais tais que 513N Sz =0 . . . .. 97
434 Caso3b: S;3N S50 #0De|[S1oUSso|=[Chll . ... ... ... 98




[ Problema da Selecao de Alvos|

[5.1 Meétodos Aproximativos da Literatura] . . . . . . .. ..

[5.2  Algoritmo Genético| . . . . . . . . ... ... ... ..

[5.2.1 Representando Conjuntos como Individuos| . . .

[5.2.2  Construcao da Geracao Inicial 5¢f . . . . . . ..

[5.2.3  Avalicao do Fitness dos individuos|. . . . . . ..

[5.2.4  Construcao de Novas Geracoes|. . . . . . . . ..

[5.2.5 Condigoesde Parada . . . . . .. ... ... ..

[5.2.6 O algoritmo genético proposto| . . . . . . . . ..

[3.3.1 Parametros do Algoritmo e Ambiente Computacional|. . . . . . .

[5.3.2  Resultados para Grafos Randomicos| . . . . . . .

[5.3.3  Resultados para Grandes Redes Sociais| . . . . .

[6.1 Questdoes em Aberto e Trabalhos Futuros|. . . . . . . ..

[6.2 Resultados e Publicacoes| . . . . ... ... ... ....

[Referéncias|

[Apendice A - Biblioteca de Algoritmos|

[A.1 Ferramentas Estruturais e Modelagem Computacional de Grafos| . . . . .

[A.2  Ambiente de Pré-Validacao de Algoritmos| . . . . . . . .

[A.2.1 Meétodos Exatos - Problema da Dominagao Vetonial| . . . . . . ..

[A.2.2  Meétodos Exatos - Problema da Selecao de Alvos|

112

113

118

123

123

125

128

139

140

142

142

143

144

152

155

158

160

161

169



[A.2.3  Ambiente de Pré-Validacao|

A3

Implementacoes dos Algoritmos - Capitulos[3[{4{el5]. . . . . . . . .. ..




Capitulo 1

Introducao

Este trabalho abordara dois problemas de propagacdo em redes. O objetivo desta classe
de problemas € identificar um conjunto de vértices capaz de dominar ou contaminar os de-
mais apos um determinado nimero de iteracdes. A ideia de contaminar vértices vem da
atribuicdo de dois rétulos (ou estados): contaminado (ou dominado) e nao-contaminado
(ou ndo-dominado). Os vértices contaminados sdo capazes de propagar seu estado, con-
taminando os demais. Um vértice muda de rétulo ao satisfazer uma condigdo atrelada a
cada problema em especifico. O estudo dos problemas de propagacao visa avaliar como
a dominacdo se propaga pela rede, o nimero minimo de vértices contaminados que sdo
necessarios para que toda a rede seja eventualmente dominada, e o impacto das regras dos

problemas nesse processo.

Nos problemas estudados neste trabalho, um vértice passa do estado nao-dominado
para o estado dominado se ele possuir um nimero pré-determinado de vizinhos j4 marca-
dos como dominados. Neste modelo baseado em vizinhanga, o ndmero de vizinhos con-
taminados necessdrio para que um vértice também se contamine ¢ chamado de requisito
do vértice. Considerando que a contaminagdo deve ser vidvel para todo vértice, assume-se

que o requisito de cada vértice serd menor ou igual do que o seu ndmero de vizinhos.

A[Figura I.T|apresenta um caso da propagagdo baseada em vizinhanga. O vértice a foi
inicialmente marcado como contaminado. Na iteracao seguinte, a propaga seu estado para
os vértices b, ¢, d, pois seus requisitos foram satisfeitos. Na terceira iteracdo, os vértices
e, f e g também sdo atingidos pela propagagdo iniciada por a. Um conjunto capaz de
contaminar todo o grafo € chamado de conjunto de propagag¢do. Na figura, o conjunto
{a} é um conjunto de propagacdo 6timo, pois sua cardinalidade é minima. Conjuntos de

propagacdo sao conhecidos na literatura como conversion sets, hull sets ou target sets.



1 Introducio 2

Figura 1.1: Exemplo de um problema de propaga¢do baseado em vizinhanga.

Existem outras regras para propagacdo que ndo sao baseadas na vizinhanga dos vér-
tices. Um exemplo € o estudo da propagacdo baseada em caminhos de vértices. Neste
tépico, um dos problemas mais conhecidos envolve a convexidade Pj, cuja regra de do-
minacdo pode ser definida da seguinte forma: um vértice v, passa a ser contaminado se
estiver em um caminho (vq, v2, v3) tal que v; e v3 estdo marcados como contaminados. E
interessante notar que a convexidade P; também pode ser definida através da dominacao
por vizinhanca, onde um vértice é considerado dominado se dois de seus vizinhos também

estiverem dominados.

Vale destacar também que o processo de domina¢@o pode ocorrer ao longo de diversas
iteracdes, isto €, dado o conjunto inicial S, os novos vértices dominados por S também
passam a influenciar os demais. Nos modelos apresentados até o momento, nota-se que €
impossivel que um vértice dominado retorne ao rétulo ndo-dominado, implicando que o
processo da dominacao € finito. Entretanto, existem problemas que fogem a essa regra, ao
definir condicdes especiais para que vértices deixem de ser dominados. Por exemplo, ao
definir que um vértice v € contaminado e se mantém neste estado enquanto possuir dois
ou trés vizinhos contaminados, o problema se torna reversivel e possivelmente preso em
um ciclo de repeticdo de configuracdes. E interessante observar que esta regra é a base do
jogo da vida (Conway’s Game of Life), apresentado por Gardner [44]. O jogo da vida é
composto por quatro instrucdes bastante simples: Um organismo vivo morre de soliddo se
possuir menos do que dois vizinhos vivos; Um organismo vivo com dois ou trés vizinhos
vivos se mantém vivo na proxima gera¢do; Um organismo vivo com mais de trés vizinhos
vivos morre por superpopulacao; Um espago vazio no tabuleiro serd ocupado por um novo
organismo vivo se este espaco possuir exatamente trés vizinhos vivos (reproducdo). Como

pode ser verificado, a regra da dominagdo proposta contempla as quatro instrucdes. A
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literatura do jogo da vida demonstra que algumas configuragdes iniciais geram processos
que se estabilizam em uma repeticao de configuragdes, o que permite concluir que 0 mesmo
pode ocorrer com os problemas de propagacgdo reversiveis. Os trabalhos de Dourado et al.
[36] e Dourado et al. [34]] podem ser apontados como referéncias no estudo de problemas
reversiveis. Ja sobre problemas irreversiveis, destacam-se os trabalhos de Centeno et al.

[13]] e Dreyer e Roberts [38].

A apresenta a comparacdo de dois problemas de propagacdo, tais que o

contagio do primeiro exemplo € irreversivel, enquanto o do segundo, reversivel. Os vérti-
ces hachurados em preto estdo contaminados e para ambos 0s casos, o conjunto inicial é
S = {a,b,c}. Vale observar que no segundo exemplo, o conjunto de vértices dominados

retornou ao ponto inicial apds duas iteragdes, demonstrando que o processo € ciclico.

Irreversivel: Um vértice v estd contaminado quandov € S V |[N(v)N S| > 2

Figura 1.2: Comparagdo entre Dominacgdo Irreversivel e Reversivel.

Os problemas de propagacgao que serdo estudados nesta tese sao o PROBLEMA DA SE-
LECAO DE ALVOS € 0 PROBLEMA DA DOMINACAO VETORIAL. Ambos 0s problemas sao
irreversiveis, finitos e baseados no modelo de dominagdo por requisito de vizinhanca. En-
tretanto, eles diferem ao apresentarem restri¢des diferentes a respeito do nimero maximo

de itera¢des em que a dominagdo de todo o grafo deve ocorrer.

O PROBLEMA DA SELECAO DE ALVOS (do inglés, Target Set Selection Problem), em

sua versdo de decisdo, consiste em, dados um grafo G = (V, E), um vetor de inteiros posi-
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tivos R = (R[v] € {0,...,d(v)} : v € V), onde d(v) equivale ao grau do vértice /', e um
ndmero inteiro k, determinar se existe um conjunto S C V' de cardinalidade £ tal que todo
vértice v € V esta condido em S,,, onde Sy = Se S;y1 =95, U {we V| |N(w)NS;| >
RJw]}. Esta regra estabelece uma sequéncia de ativagdes (ou dominagdes) na qual os vér-
tices dominados em iteragOes anteriores colaboram para a dominagao de seus vizinhos. A
forma com que um conjunto influencia o préximo estabelece que o processo € irreversi-
vel, isto €, um vértice dominado continuard dominado ao longo de todo processo. Nota-se
também que a contaminac¢ao do grafo estabilizard em alguma iteracdo ¢ < n (supondo que
em cada iteracdo um novo vértice € dominado, todos os vértices estardo dominados apds n
iteragdes). A ilustra um exemplo do problema da selecao de alvos, onde a do-
minagdo do grafo ocorre ap6s trés iteragdes dado o conjunto inicial S = {d}: S; = {d, b},
Se ={d,b,e} e S, =S5;3={d,be,a,c,f, g}

Entradas: Saida:
Grafo G = (V, E): Sim, existe um conjunto S de
cardinalidade k& = 1 capaz de
R-dominar G.
Certificado:

Vetor de Requisitos I

a|/bjc|dje|f|g
311131212133

Inteiro k: 3

Figura 1.3: Exemplo de uma instancia do problema da selecdo de alvos e uma solugao.

O problema da selecdo de alvos também € conhecido na literatura como Irreversible
Conversion Set Problem e dentre suas referéncias destacam-se os algoritmos propostos por
Centeno et al. [13] e por Dreyer e Roberts [38]. Além disso, os trabalhos de Dourado et al.
[35] e Dourado et al. [|37] sdo referéncias do estudo do problema sob a ética da convexidade

de conjuntos.

O problema da selecdo de alvos € frequentemente utilizado para modelar computaci-

10s conceitos de Teoria dos Grafos utilizados neste trabalho podem ser encontrados no |Capitulo 2
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onalmente a propagacdo de doencas, influéncia e opinides (Kempe et al. [57] e Friedkin
[42]). Recentemente, alguns trabalhos abordaram este problema em instancias baseadas
em redes sociais (Kempe et al. [S7], Dreyer e Roberts [38]], Chen [16], Cicalese et al. [18]
e Cordasco et al. [20, 21]). Um problema interessante que pode ser destacado é a propa-
gacdo de fake news em redes sociais, que pode ser visto como o conjunto de usudrios que
devem ser inicialmente contaminados com uma noticia falsa ou uma opinido de modo que

que ela seja propagada por toda a rede social.

Outro problema interessante neste universo € o problema da vacinacdo (Richardson e
Domingos [75]]), que busca identificar o conjunto minimo capaz de impedir a propagacao
da dominagao e o contdgio de todo o grafo. Estes conjuntos sdo chamados de vacinas pois

sdo capazes de interromper ou inibir a propagacdo de doengas e influéncia pela rede.

Além do problema da selecdo de alvos, este trabalho abordard também o PROBLEMA
DA DOMINACAO VETORIAL (do inglés, Vector Domination Problem). Este problema pode
ser visto como uma restri¢do do primeiro na qual todos os vértices devem ser dominados
em uma unica iteracdo. Isto €, determinar se existe um conjunto S C V' de cardinalidade k

tal que todo vértice v do grafo ou estd contido em S, ou € imediatamente contaminado por
seus vizinhos em S (|N(v) N S| > R[v]). A[Figura 1.4|ilustra um exemplo do problema.

Entradas: Saida:
Grafo G = (V, E): Sim, existe um conjunto S de
cardinalidade k = 3 capaz de
R-dominar G.
Certificado:

Vetor de Requisitos R:

a|/bjc|dje|f|g
31113212133

Inteiro k: 3

Figura 1.4: Exemplo de uma instincia do problema da dominacao vetorial € uma solugdo.

E interessante notar nas Figuras e a diferenca entre os resultados obtidos pelo

problema da selecdo de alvos e o problema da dominacao vetorial para a mesma combina-
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cao de grafo e vetor de requisitos. Ao considerar as definicdes dos problemas, é possivel
observar que uma solucdo do problema da dominagdo vetorial para uma instincia constitui

um limite superior para o problema da selecio de alvos para esta mesma instancia.

O problema da dominag@o vetorial apresenta algumas variantes obtidas pela restri-
¢do dos requisitos ou mesmo por uma mudanca na regra da dominag¢do. Uma das variagdes
mais conhecidas € o PROBLEMA DO CONJUNTO DOMINANTE, onde todos os vértices pos-
suem requisito unitdrio, isto €, sio dominados quando pelo menos um de seus vizinhos esta
contido no conjunto dominante. Para grafos em geral, este problema € reconhecidamente
NP-Completo [45]]. Ao longo deste trabalho, serdo apresentadas algumas demonstra¢oes
e referéncias sobre a complexidade computacional do problema do conjunto dominante

para algumas classes de grafos.

Quando os requisitos sdo iguais a uma constante k, o problema da dominacao vetorial
¢ denominado k-DOMINACAO. Ha ainda uma terceira variacdo em relacio aos requisitos,
onde, para todo vértice v do grafo, R[v] = [d(v)/2]. Esta variacdo é conhecida como PRO-
BLEMA DO MONOPOLIO [ou Monopoly — 58], sendo particularmente interessante para
modelar computacionalmente problemas de votacdo ou consenso, uma vez que cada vér-

tice € dominado quando a maioria de seus vizinhos esta contida no conjunto 2-dominante.

Existem também variagdes obtidas por alteracdes nas regras da dominac¢do. A pri-
meira variacao deste tipo € denominada DOMINACAO VETORIAL TOTAL (ou Total Vector
Domination) e estabelece que todos os vértices do grafo, mesmo os contidos no conjunto

dominante, devem ser dominados por seus vizinhos (Vv € V, |N(v) N S| > R[v)).

Tanto o problema da selecao de alvos quanto o problema da dominagdo vetorial podem
ser vistos como restricdes de um problema mais amplo, conhecido como PROBLEMA DA
SELECAO DE ALVOS COM LATENCIA LIMITADA (do inglés, Latency-bounded Target Set

Selection) ou (A, 5, «)-SELECAO DE ALVOS, que pode ser definido como o seguinte:

Problema da Selecao de Alvos com Laténcia Limitada:

Instancia: Um grafo G = (V, E), vetor de requisitos R = (R[v] € {0,...,
d(v)} : v € V), um limite para a laténcia A € N, um custo miximo § € Ne
um ndmero minimo de vértices dominados o € N.

Problema: Determinar se existe um conjunto S C V, sujeito a [S| < S e

|S\| > «, onde Sy corresponde ao conjunto S apds A iteragdes.

Nota-se que o problema da sele¢do de alvos com laténcia limitada generaliza os pro-
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blemas da selecao de alvos e da dominagao vetorial ao considerar a possibilidade de esta-
belecer um nimero méaximo de iteragdes A\, um nimero minimo de vértices dominados «

e o tamanho méaximo da solugdo f.

Sendo assim, pode-se interpretar o problema da selecdo de alvos como uma restri¢ao
do problema da (), 3, «)-sele¢do de alvos onde & = n, f = ke A = n, implicando
que todos os vértices devem ser dominados em no maximo n iteragdes. Por outro lado,
o problema da dominagdo vetorial, também pode ser definido como uma restricio onde
a=mn,  =ke\ =1, estabelecendo que todos os vértices devem ser dominados em uma

Unica iteracdo.

Existem na literatura diversos trabalhos sobre a complexidade computacional do pro-
blema da selec@o de alvos com laténcia limitada. Chen [|16]] demonstra que ndo existe um
algoritmo aproximativo para determinar um conjunto que domine todo o grafo (ou uma
parte dele) apds n iteragdes melhor do que 0(21"9176"), para qualquer constante € > 0.
Além disso, o trabalho de Ben-Zwi et al. [2]] prova que que o problema da (n, 3, a)-selegdo
de alvos pode ser resolvido em tempo O(t*n), onde ¢ é o requisito maximo dentre os vér-
tices do grafo e w € o valor do treewidth do grafo, provando que o problema é tratavel por

parametro fixo se parametrizado por ¢ e w.

Além destes trabalhos, um outro deve ser destacado. O artigo de Cicalese et al. [18]]
descreve um algoritmo de tempo polinomial para o problema da sele¢dao de alvos com
laténcia limitada em grafos com clique-width limitada. O algoritmo proposto tem tempo da
ordem de O(\k|o|(n 4 1)B 2% onde k e o correspondem respectivamente ao parimetro
clique-width do grafo e a uma k-expressao para o grafo. Desta forma, para valores fixos
de k e A, o algoritmo apresenta tempo polinomial no tamanho da entrada. Os conceitos de

clique-width e k-expressao serdo introduzidos no |[Capitulo 2

Existem na literatura trabalhos que analisam os problemas de domina¢do quando sdao
restritos a familias de grafos em especifico. Neste tépico, destacam-se os trabalhos de
Farber [40]], Farber [41], Haynes et al. [52], Chang [14] e Cicalese et al. [19].

Para melhor compreensdo da extensdo dos problemas de propagacdo, a [Figura 1.
ilustra algumas varia¢des de acordo com suas caracteristicas. Vale observar que o problema
do monopdlio foi incluido na categoria “requisitos varidveis”, pois o requisito de cada

vértice depende de seu grau, que constitui uma entrada do problema.

Tendo em vista que o termo “conjunto dominante” apresenta um significado bastante
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Requisitos varidveis
A

Dominacgao Selecdo de
Vetorial Alvos com
o Laténcia
Domma}gao Limitada
Vetorial
Total Sele¢io
Somente Monopdlio de Alvos Admite
uma Unica ~ ~ Multiplas
Iteracao Iteragoes
Conjunto
Dominante
k-Dominacdo

A
Requisitos constantes

Figura 1.5: Variacdes de Problemas de Propagacao.

atrelado a um problema em especifico, seu uso neste texto pode induzir alguma confusao
em relacdo aos problemas cujas instancias sdo formadas por um grafo e um vetor de requi-
sitos . Desta forma, para referenciar conjuntos capazes de dominar todo o grafo em uma
unica iteragdo, respeitando o vetor de requisitos I?, a expressao “conjunto I2-dominante”
serd preferida. Quando um conjunto 2-dominante possuir a menor cardinalidade possivel,

este serd denominado conjunto R-dominante minimo ou uma solugdo 6tima.

1.1 Objetivos

Este trabalho aborda os problemas de dominacdo em duas frentes: A primeira tem
como principal objetivo determinar as fronteiras da \P-Completude do problema da do-
minacgdo vetorial. Entretanto, dada a vasta amplitude do problema, o escopo foi delimitado
a familia dos grafos cordais, isto é, o foco desta frente € demonstrar para quais subfamilias
de grafos cordais o problema permanece N P-Completo ou passa a admitir um algoritmo
de tempo polinomial. O estudo do problema da dominacdo vetorial em grafos cordais
busca contribuir com os resultados da literatura, definindo novas fronteiras da intratabili-
dade para algumas classes de grafos que permanecem em aberto na literatura e apresentar

novos algoritmos para algumas subclasses de grafos cordais.

A segunda frente aborda o problema da selecdo de alvos. Considerando que este €
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um problema de grande interesse pratico, dado o forte apelo atrelado as redes sociais e a
propagacdo de doengas, opinides e influéncia, optou-se por uma abordagem experimental,
baseada em algoritmos aproximativos. Desta forma, espera-se obter um algoritmo capaz de
lidar com grandes redes sociais, estudando formas de minimizar o conjunto /2-dominante.
Este estudo envolve o uso de computacgdo paralela, permitindo lidar com grandes redes em

tempo habil, além do uso de algoritmos bioinspirados.

1.2 Estrutura do Trabalho

@) apresenta os conceitos de teoria dos grafos utilizados neste trabalho.
Este capitulo define também os conceitos de clique-width, k-expressao e de problemas
expressaveis em M SOL. Tendo em vista que um dos objetivos do trabalho é explorar
a complexidade computacional do problema da dominagdo vetorial na familia dos grafos
cordais, o apresenta também as classes abordadas, suas defini¢des e algumas

ferramentas estruturais exploradas nos Capitulos|3|e

Ap0s a apresentacao dos conceitos necessarios, € possivel prosseguir para o estudo do
problema da dominagao vetorial. O apresenta o estado da arte da complexidade
computacional do problema da dominacao vetorial na familia dos grafos cordais e também

em grafos com clique-width limitada.

Jao apresenta novos algoritmos para o problema da dominagdo vetorial
desenvolvidos ao longo deste trabalho, com destaque para os algoritmos de tempo linear

para grafos split-indiferenca e grafos com exatamente duas cliques maximais.

Em seguida, no a complexidade computacional do problema da sele¢do de
alvos serd abordada. Este capitulo apresenta também um algoritmo bioinspirado paraleli-
zado para o problema da selecdo de alvos, além dos resultados de sua aplicacdo em grafos

que modelam redes sociais de variadas dimensdes.

Finalmente, no um apanhado dos resultados obtidos na tese é apresentado,
incluindo também as publica¢gdes decorrentes da pesquisa. Este capitulo também expde
alguns problemas em aberto que foram identificados, além de propor temas para estudos

futuros.



Capitulo 2

Definicoes Introdutorias

Este capitulo apresentard algumas definicdes basicas de Teoria dos Grafos e algumas
ferramentas estruturais necessdrias para o estudo do problema da dominagéo vetorial e do
problema da selecdo de alvos. Este capitulo detalhard também as defini¢des e caracteriza-

¢oes das familias de grafos cordais que serdo abordadas nos Capitulos 3| e 4}

2.1 Definicoes importantes

Um grafo G = (V, E) é definido por dois conjuntos V' e FE, onde o primeiro corres-
ponde aos vértices, e o segundo, as arestas. Cada aresta e € I do grafo € representada por
um par ndo ordenado {u, v}, onde u,v € V, e indica que existe um relacionamento entre
estes vértices no grafo. Neste caso, os vértices u e v sao os extremos de e e, por possuirem
esse relacionamento no grafo, tais vértices sdo ditos adjacentes ou vizinhos. Outra notacao
importante é que a aresta e € dita incidente aos vértices u € v, uma vez que estes corres-
pondem aos seus extremos. Existem duas medidas em relacdo ao tamanho de um grafo
G = (V, E): n e m, que correspondem, respectivamente, ao nimero de vértices e arestas
do grafo (n = |V| e m = |E|).

Este trabalho abordard grafos simples e ndo orientados. Um grafo € dito simples se
ele ndo contém multiarestas ou lagos. Uma multiaresta corresponde a duas ou mais arestas
com 0s mesmos extremos. J4 um lago retrata uma aresta cujos extremos sdo iguais, isto
€, incide duas vezes no mesmo vértice. Um grafo é chamado de ndo orientado quando a
existéncia de uma aresta e entre dois vértices u e v do grafo implica uma relagdo bilateral

entre eles, isto €, u € vizinho de v, assim como v € vizinho de u.
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O conjunto dos vizinhos ou vizinhanga aberta de um vértice v, N(v), corresponde a
todos os vértices u de G tais que {v,u} € E[ isto é, N(v) = {u € V | {v,u} € E}.
A vizinhanga fechada de um vértice v, N|[v], equivale a vizinhanga aberta acrescida do

proprio vértice, ou seja, N[v] = N(v) U {v}. Dois vértices u e v sdo chamados de gémeos

falsos se N(v) = N(u) e de gémeos verdadeiros quando N[u| = N[v]. O grau de um
vértice v, denominado d(v), equivale ao seu nimero de vizinhos: d(v) = |N(v)|. Um
vértice é universal se N[v] = V. Finalmente, o grau maximo A(G) de um grafo G =

(V, E) corresponde ao maior grau de um vértice u € V: A(G) = maxyey(q) d(u).

Um grafo € dito conexo se, € somente se, existir um caminho entre quaisquer dois vérti-
ces do grafo. Um caminho corresponde a uma sequéncia de vértices distintos (vy, ..., vy),
onde k£ > 2 em um grafo G = (V, E), tal que existe uma aresta (v;,v;11) € E,¥V 1 <
¢t < k — 1. Se existir uma aresta entre o primeiro e o ultimo vértice de um caminho

(v1,v9,...,u;), onde k > 3, entdo esse caminho é chamado de ciclo.

Uma clique C' € um conjunto de vértices tal que para todo par de vértices distintos
u,v € C, existe a aresta {u,v} € E. Um grafo G’ = (V', E’) é chamado de subgrafo de
um grafo G = (V, F) quando V' C Ve E' C E. Alémdisso, G’ = (V’, E’) é um subgrafo
induzido de G = (V, E) quando G’ é subgrafo de G e para toda aresta ¢ = {u,v} € F,

e € E'se,esomentese,u € V'ev e V.

Existem diversas formas de representar um grafo. A mais utilizada neste trabalho é
a representacdo geométrica do grafo: Os vértices equivalem a pontos distintos no plano,
enquanto cada aresta e € E corresponde a uma linha ligando os vértices incidentes a e.
Existem outras representagdes, como, por exemplo, a matriz de adjacéncias. Essa repre-
sentacdo equivale a uma matriz M de ordem n X n, onde cada linha e coluna sdo associadas
a um vértice. Cada posicao M |i, j] da matriz pode conter valores 0 ou 1 de acordo com a
seguinte regra:
Ml j] = 1, se{i,jleFr
0, caso contrario
Como referéncias na literatura em portugu€s de Teoria dos Grafos,
destacam-se Szwarcfiter [79], Markenzon e Waga [70], Markenzon e Vernet [67]] e
Boaventura Netto [5]. Em inglés, destacam-se: Bondy e Murty [6], Golumbic [49],
Brandstadt et al. [9] e Diestel [29]).

I As arestas sdo descritas neste trabalho como pares néo ordenados {v1,v2}, uma vez que constituem
relacdes bilateral entre os vértices, refor¢cando a ideia de que os grafos sdo nao-direcionados.
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Quanto aos conceitos relacionados aos algoritmos e a teoria da complexidade compu-
tacional, destacam-se na literatura: Garey e Johnson [45]], Dasgupta et al. [28] e Cormen
et al. [22].

2.2 Cligue-width, k-Expressao e Problemas Expressaveis
em M SOL

O conceito de k-expressao foi apresentado por Courcelle et al. [25] e estabelece que
qualquer grafo pode ser construido utilizando um conjunto de quatro operacdes, baseados
na aplicacdo de rétulos aos vértices do grafo. A sequéncia com que as operagdes € 0s
rétulos sdo utilizados para construir um grafo define uma k-expressao para o mesmo, onde
k € o niumero de rétulos utilizados. Essa construgdo deve ser realizada através das seguintes

operacoes:

L(v) Criagdo de um novo vértice v de rétulo L;
G H Unido disjunta de dois conjuntos (ou grafos) G e H;

1:,;(G) Adigdo de todas as possiveis arestas com um extremo de rétulo ¢ e outro de

rétulo j contidos em G

pi—;(G)  Alteracdo dos rétulos de todos os vértices rotulados com ¢ para o rétulo j.

Deve-se notar que o conjunto de opera¢des nao envolve a adicao de uma aresta em es-

pecifico, apenas arestas entre vértices que possuam os rotulos especificados pela operagao.

A exibe um exemplo apresentado por Courcelle em Courcelle et al. [26]],
ilustrando a constru¢do de um grafo completo com quatro vértices {u, v, w, x}. Pode-se
notar que a constru¢do deste grafo demanda apenas dois rétulos. Nessa figura, a ordem
na qual as arestas foram adicionadas ao grafo foram indicadas, assim como os rétulos

aplicados durante o processo de construcao.

Uma 3-expressdo para o grafo apresentado nas Figuras [I.3] e [T.4] pode ser definida

como 72,3(m2(D(p2-1 (M1,2(D(LS), P13 3(12,3(B (P32 (M2 (12,3(B(D(2(D), 3(a)),
1)), 3NN, prosa(ma(®(2(d), 1(e))))))). E interessante observar que uma k-

expressdo pode ser visualizada como uma arvore onde os nds internos correspondem as
operacdes @, n e p e as folhas sdo os vértices do grafo, no momento em que sdo adiciona-

dos utilizando um rétulo em especifico. Neste topico, destaca-se a ferramenta TRAG [39]],
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Operacdo | Efeito no grafo

1(u) Criagdo do vértice u com rétulo 1

2(v) Criacdo do vértice v com rotulo 2

®{u,v} | Adigdo dos vértices u e v no grafo

M 2(G) Adicao da aresta {u, v} ! gl
p2-1(G) | Alteragdo dos rétulos dos vértices de 2 para 1 O. ©)
2(w) Criagdo do vértice w com rétulo 2 v 5
®{w} Adigio do vértice w no grafo

m2(G) | Adigdo das arestas {u, w} e {v, w} @A@
p21(G) | Alteragdo dos rétulos dos vértices de 2 para 1 N 3 51
2(z) Criagéo do vértice = com rétulo 2

®{z} Adicao do vértice = no grafo

ma2(G) Adicao das arestas {u, x}, {v,z} e {w,z}

p2—1(G) | Alteragdo dos rétulos dos vértices de 2 para 1

Figura 2.1: Exemplo do uso das operacdes de construg¢do para obter o grafo.

que permite obter k-expressdes Otimas para grafos com até 20 vértices (uma k-expressao

6tima € uma k-expressdo com o menor valor de k possivel).

O parametro clique-width (cw) de um grafo corresponde ao menor k para o qual existe
uma k-expressdo. No exemplo da nota-se que o grafo foi construido utilizando
dois rétulos. Como nao é possivel construir o mesmo grafo utilizando somente um rétulo,

entdo o grafo apresentado possui cw = 2.

Ao observar o exemplo apresentado (um grafo completo), € possivel observar que no-
vos vértices podem ser adicionados ao grafo sem a necessidade de novos rotulos. Seja a
um novo vértice. A adi¢do de a pode ser realizada pelas seguintes operagdes: 2(a), B{a},
m2(G) e pa—1(G)). Considerando que novos vértices podem ser incorporados ao grafo
sem implicar no uso de novos rétulos, € possivel afirmar que grafos completos possuem

cw < 2, 1sto é, o parametro clique-width dessa familia € limitado por uma constante.

Desta forma, o parametro clique-width de uma familia de grafos corresponde ao me-
nor nimero de rétulos utilizados para construir qualquer grafo desta familia, independen-
temente do nimero de vértices e arestas. Neste trabalho serdo apresentados outros exem-
plos de familias de grafos com clique-width limitado, como, por exemplo, os grafos split-

indiferenca e os grafos ptolemaicos.

Uma k-expressao irredundante € uma k-expressao onde o grafo antes de qualquer ope-
racdo 1), (adi¢do das arestras entre todos os vértices de rotulo a e todos os vértices de

rétulo b) ndo contém nenhuma aresta entre vértices rotulados como a e vértices rotulados
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como b. A apresenta um exemplo de uma arvore clique-width obtida para uma

3-expressao irredundante para um grafo split-indiferenca.

Em Teoria dos Grafos, uma expressdao M SO L corresponde a uma expressao logica de
segunda ordem com operadores para a quantificagdo de subconjuntos de vértices, mas nao
de arestas. Um exemplo de férmula M SO L foi apresentada em Courcelle et al. [26] para
o Problema da 3-Coloragio de vértices (E possivel particionar o conjunto de vértices de
um grafo G = (V, E) em trés parti¢cdes X7, X, e X3 de forma que X;, Xy e X3 sejam

conjuntos independentes?).

O Problema da 3-Coloragdo de vértices € um problema M SO L, uma vez que € possivel

expressa-lo da seguinte forma:
e = 3X1, Xo, X3(Part(Xy, Xs, X3) A Clndep(X1) A Clndep(Xs) A Clndep(X3))
onde:

Part( X, Xo, X3) =V (X1(v) V Xa(v) V X3(v))
A Bu (X1 (u) A Xo(u))
V(X (u) A Xs(u))
V (X (u) A X3(u)))

Clndep(X) = Vu,v(X (u) A X(v) = —E(u,v))

Uma vez que os conceitos necessarios para o desenvolvimento do trabalho foram apre-

sentados, é possivel prosseguir para as familias de grafos abordadas nos Capitulos [3]e {]
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3-expressao:

Arvore clique-width:

Figura 2.2: Exemplo de Grafo G, k-expressio para G e Arvore clique-width T para G.
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2.3 A Familia dos Grafos Cordais

Esta secdo apresentard as caracterizagdes de algumas familias de grafos cordais, que
serdo abordadas nos Capitulos [3] e @] Como serd visto ao longo desta se¢do, algumas
familias sdo caracterizadas por restricoes de adicionais em relacdo a outras classes. Um
exemplo sdo os undirected path graphs e directed path graphs. Na primeira classe, adota-
se um modelo de intersecdes baseados em caminhos ndo direcionados em uma arvore nao
direcionada. J4 a segunda, ao assumir que a arvore subjacente é direcionada, implementa

restri¢oes adicionais que estabelecem essa nova classe.

As relagdes de continéncia e intersecao entre as classes definem um modelo de hie-
rarquia, de forma que todas as propriedades definidas para um classe sdo herdadas pelas
classes contidas na primeira. E interessante observar que essas relacdes foram exploradas
para definir a complexidade computacional do problema da dominacdo vetorial no
tulo 3i

Considerando que um dos objetivos deste trabalho € a exploracao da familia dos grafos
cordais, as Subsecdes a|2.3.12| apresentam as definicdes e ferramentas estruturais de

algumas classes de grafos contidas na familia dos grafos cordais.

2.3.1 Grafos Cordais

Um grafo ndo direcionado G = (V, E') é um grafo cordal quando todo ciclo de tama-
nho maior que trés possui uma corda. Uma corda corresponde a uma aresta conectando
dois vértices ndo consecutivos de um ciclo. Os grafos cordais também sdo conhecidos na
literatura como grafos triangularizados, devido a inexisténcia de subgrafos induzidos que
correspondam a C),, para n > 3 (C, representa um grafo que é formado por um unico
ciclo de tamanho n). Como referéncias na literatura sobre grafos cordais destacam-se os

trabalhos de Golumbic [49] e Markenzon e Waga [70].

A apresenta um exemplo de um grafo cordal com 6 vértices. A aresta entre

os vértices 2 e 4 (destacada como uma linha tracejada) € um exemplo de uma corda.

A inexisténcia de ciclos com mais de trés vértices sem cordas é uma propriedade here-
ditdria por subgrafos induzidos. Isto €, todo subgrafo induzido de um grafo cordal também
¢ cordal. A verificacdo desta afirmativa decorre da impossibilidade da remoc¢ao de um

vértice criar ciclos com mais de trés vértices sem cordas.
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5 (2) 3
1 @ 6

Figura 2.3: Exemplo de grafo cordal.

Um vértice v de um grafo € dito simplicial se todos os seus vizinhos também sao
vizinhos entre si, isto é, o subgrafo induzido por N[v] corresponde a um grafo completo
(grafos completos sdo detalhados na [Subsecdo 2.3.6). Na apenas os vértices

5 e 6 sao simpliciais. Os demais possuem, dentre os seus vizinhos, dois vértices nao

adjacentes.

Dirac [33]] demonstrou que todo grafo cordal possui pelo menos dois vértices simplici-
ais. Além disso, se o grafo ndo for completo, ele deve possuir dois vértices simpliciais que
nao sdo adjacentes entre si. Fulkerson e Gross [43]] apresentaram um método iterativo para
reconhecer se um grafo € cordal ou ndo baseado na identificacdo de vértices simpliciais e
na propriedade hereditaria dos grafos cordais. O método proposto consiste em identificar e
remover vértices simpliciais do grafo iterativamente até que o conjunto de vértices se torne
vazio, implicando que o grafo é cordal. Entretanto, se em um dado momento o grafo ndo
possuir nenhum vértice simplicial, o subgrafo induzido pelo conjunto de vértices restante
ndo ¢ um grafo cordal, implicando que o grafo inicial também nao €, dada a propriedade

hereditaria desta classe.

A ordem em que os vértices sdo removidos € denominada um esquema de eliminagao
perfeita. Uma ordenagdo (v, vs, ..., v,) dos vértices do grafo é um esquema de elimina-
cdo perfeita (EEP) se cada vértice v; da ordenacgdo € simplicial no subgrafo induzido por
{vi, Viz1, ..., v, }. Um dos possiveis esquemas de eliminagio perfeita para o grafo da
é (5,6,3,1,2,4 ). Considerando que um esquema de eliminagdo perfeita atende
ao método de reconhecimento proposto por Fulkerson e Gross [43]], pode-se concluir que

todo grafo cordal admite pelo menos um esquema de eliminagao perfeita.

Uma das formas de reconhecer se um grafo é cordal é a obtencdo de uma ordenagdo
dos vértices e, em seguida, verificar se a ordenag@o obtida corresponde a um esquema de
eliminacdo perfeita. Uma das formas de se obter uma ordenacdo dos vértices compativel
com um esquema de eliminagao perfeita € o algoritmo de percurso em largura lexicogréfica.

Este algoritmo difere dos algoritmos de percurso habituais ao se basear na aplicacdo de um
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rétulo a cada vértice. A ordem na qual os vértices serdo explorados depende deste rétulo.

O |Algoritmo 2.1| apresenta o algoritmo de percurso em largura lexicografica: a linha 6
estabelece a ordenacdo dos vértices compativel com um EEP. Sempre que um vértice é

escolhido, ele € removido do grafo e os rétulos de seus vizinhos sao atualizados.

Algoritmo 2.1: Obtencao de EEP para grafos cordais (Rose et al. [77])
Entrada: Grafo Cordal G = (V, E)
Saida: Esquema de Eliminagao Perfeita o

1 paracadav € V faca

2 L L(v)« 0
3V« V, // V' contém os vértices que ainda ndo entraram no EEP
4 para (i< n; i>1; i<+ i—1)faca

/* Selecdo: */
5 Selecione um vértice v € V' de maior rétulo L
6 oli] +wv V'« V'\ {v}

/* Atualizacdo: */
7 | paracadaw € N(v)NV’ faca
8 L Concatene i ao rétulo L[w]
9 retorne o

O |Algoritmo 2.1| retorna uma ordenagdo para qualquer grafo. Entretanto, para deter-
minar se a ordenagdo corresponde a um esquema de eliminacdo perfeita, implicando que o

grafo € cordal, € necessario verificar se cada vértice € simplicial no subgrafo induzido pelos

vértices posteriores a ele na sequéncia, incluindo ele proprio. O |Algoritmo 2.2| detalha a
verifica¢do de uma ordenacdo, finalizando o reconhecimento dos grafos cordais.

De acordo com Gavril [46], os grafos cordais também podem ser caracterizados como
uma familia de subérvores de uma drvore ndo direcionada. A ilustra um exemplo

da representacao de um grafo cordal como uma familia de subarvores.

Dado um grafo G = (V, E), um conjunto de vértices S C V' é um separador de vértices
se existem dois vértices distintos vy, vy € V'\ S tais que existe um caminho entre v; e vy
em (G e ndo existe nenhum caminho entre v; € v, no subgrafo induzido por V' \ S. Isto é,
U1 € g estdo em componentes conexas diferentes em G[V' \ S|. Um conjunto separador S
¢ dito minimal se € capaz de separar o grafo a0 mesmo tempo em que ndo existe nenhum
subconjunto préprio S’ C S capaz de fazer o mesmo. Dirac [33]] propds uma caracteriza¢ao
adicional dos grafos cordais: um grafo € cordal se, e somente se, todo separador minimal
de vértices é uma clique. Na o vértice d é um separador minimal, assim como

os vértices {h, i, j}.
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Algoritmo 2.2: Reconhecimento se um grafo € cordal (Golumbic [49]])

1
2

w

Entrada: Grafo G = (V, E') e Ordenagdo de vértices o
Saida: G € cordal?
para cada v € V faca

L A(v) « 0
para (i < i; i<mn; i< i+1)faca
v < o(1)
X+ {zreNw |o(v)<o(x)}; // o7'(v) equivale a

posicdo de v na sequéncia o
se X # () entdo
L u < o(min({c7(z): z € X}))
A(v) < A(v) U (X \ {u})

se A(v) \ N(v) # () entdo
L retorne Falso

retorne Verdadeiro

Grafo cordal G Representagdo de G como subarvores

Figura 2.4: Exemplo de grafo cordal e sua representagdo como subarvores [49].

Uma 4rvore de cliques de um grafo cordal G corresponde a uma érvore 7' tal que

cada vértice de 7" representa uma clique maximal de G. A construcdo das arestas de 7'

deve respeitar uma restricdo que assegura que, para todo par de cliques distintas K’ ¢ K",

o conjunto K’ N K" esteja contido em todas as cliques situadas no caminho entre K’ e

K" em T'. E interessante notar também que a arvore de cliques evidencia os separadores

minimais do grafo: um conjunto .S € um separador minimal de vértices se, e somente se,

S:

K' N S” para uma aresta { K’, K"’} da arvore de cliques do grafo.

A ilustra uma drvore de cliques obtida a partir do grafo cordal apresentado

na A drvore apresentada na figura foi obtida através do algoritmo apresentado
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por Markenzon e Waga [70], utilizando como esquema de elimina¢do perfeita a sequéncia

de vértices (a,b,c,k,l, f,g,€,1,7, h,d).

Figura 2.5: Exemplo de Arvore de Cliques.

Os trabalhos de Dirac [33]], Gavril [46]], Buneman [12] e Spinrad [78] sdo referéncias
do estudo da drvore de cliques dos grafos cordais. A obtencdo da drvore de cliques de um
grafo cordal parte de um esquema de eliminacdo perfeita e pode ser realizada em tempo

O(n 4+ m). O|Algoritmo 2.3[demonstra como obter uma arvore de cliques para um grafo

cordal, partindo de um esquema de eliminagao perfeita.

A arvore de cliques é uma importante ferramenta no estudo da dominagdo vetorial nas
classes de grafos, pois pode sugerir um ponto de inicio para a dominag¢do dos vértices, uma

vez que o algoritmo para dominagdo vetorial em grafos completos € bastante simples e

direto, conforme serd visto na Subsecao 3.2.1|

Uma vez que a classe dos grafos cordais foi definida, € possivel apresentar quais sub-
classes de grafos cordais serdo estudadas e as relacdes de continéncia entre essas clas-
ses. A [Figura 2.6|retrata algumas subclasses da hierarquia da familia dos grafos cordais.

E interessante observar que essas relagdes serdo exploradas para definir a complexidade
computacional do problema da dominag@o vetorial no

Uma vez que a hierarquia foi apresentada, é possivel prossegui para a defini¢do de cada
classe de grafo. A primeira decorre de uma restricdo ao modelo de intersecdo de subarvo-

res, onde ndo sdo mais admitidas subdrvores, mas apenas caminhos na arvore subjacente.

2.3.2 Undirected Path Graphs

A literatura apresenta diversas familias de grafos que s@o definidas por modelos de in-

tersecdo de caminhos (ou mesmo subdrvores) em uma estrutura subjacente. Cada familia
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Algoritmo 2.3: Obtencao de uma arvore de cliques
Entrada: Grafo cordal G = (V, F)) e EEP o
Saida: Arvore de Cliques T' = (V7, E7)

1 qg4+1

2 Q1+ {v,} n(v,) + 1

3 Vp {Ql} Er + 0

gpara (i< n—1; i>1; i+ i—1)faca

s | Xo(v) «—{ue Nw): o7 (u) > o7 vy)}

6

7

8

w + o(min({oc7(2): z € X, (v;)})
k < n(w)
se | X, (v;)| < |Q| entao
/+ Criar nova clique */
9 qg—q+1
10 Qq — {UZ} U XU(Ui) ; /* Nova clique =x/
11 Vi Ve U{Q,}: /* Adicionar o né da arvore */
12 Er + ErU{Q, Qr}; /* Adicionar a aresta da &arvore x/
13 n(vn) < q
14 senao
/* Aumentar a clique Qg */
15 Qr + {v1} U Qs
16 n(n;) <k

17 retorne I' = (Vr, Er)

difere das demais por alguma restri¢ao inerente aos caminhos ou mesmo a essa estrutura.
Conforme apresentado anteriormente, os grafos cordais podem ser vistos como grafos de
interse¢do de subdrvores de uma arvore. Ao restringir ainda mais esse modelo, conside-
rando nao subarvores, mas caminhos, uma nova familia é caracterizada: Undirected Path
Graphs. Esta familia de grafos € definida por admitir um modelo de intersecao de caminhos
nao direcionados em uma arvore nao direcionada e nao enraizada (Monma e Wei [[72]). A

ilustra um grafo desta familia e um possivel modelo de intersegao.

A classe dos undirected path graphs esta contida na familia dos grafos cordais. Uma
evidéncia clara dessa relacdo pode ser vista na Nesta figura, a adi¢do da aresta
entre os vértices 1 e 4 no grafo implica a necessidade de que o caminho P (correspondente
ao vértice 4 no grafo) apresente uma interse¢cao com o caminho F;. Entretanto, pode-se ob-
servar que € impossivel que esta intersecdo exista sem que P, intersecte também o caminho
P; (o que criaria a corda entre os vértice 2 e 4). Desta forma, fica evidente a impossibi-
lidade da existéncia de ciclos com quatro ou mais vértices sem cordas, demonstrando a

relagc@o de continéncia entre as classes.
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Undirected Path
Directed Path

Trés Cliques Maximais

Split-Indiferenga

Domino N 1. Préprio
Duas Cliques Maximais

Figura 2.6: Hierarquia de subclasses dos grafos cordais estudados.

Caminho

2.3.3 Directed Path Graphs

Uma vez que a classe dos undirected path graphs foi demonstrada, pode-se considerar
uma segunda restri¢cao, na qual a estrutura subjacente deve ser uma drvore enraizada dire-
cionada. Isto é, o grafo deve admitir um modelo de interse¢do de caminhos direcionados
em uma arvore direcionada e enraizada. Esta restricdo é baseada na adi¢ao de direciona-
mento nas arestas da drvore subjacente, o que implica que os caminhos também devem ser
direcionados. Esta restricdo da origem aos Directed Path Graphs (ou Grafos de Interse-
¢do de Caminhos Sobre uma Arvore Direcionada Enraizada), objeto de estudo desta secio.
Outra questao que deve ser destacada € a continéncia entre essas classes: os grafos cordais

contém os undirected path graphs que, por sua vez, contém os directed path graphs.
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Undirected Path Graph G.  {

Arvore Caracteristica de G.

Figura 2.7: Exemplo de um undirected path graph e sua arvore caracteristica.

AR

Undirected Path Graph G.

3

Modelo de Intersecio para G.

Figura 2.8: Relacao entre Directed Path Graphs e Grafos Cordais.

Uma defini¢do formal da familia dos directed path graph foi apresentada por Gavril

[47] no [Teorema 2.3.1}

Teorema 2.3.1 (Gavril [47])). Sejam G = (V, E) um grafo e C' o conjunto das cliques
de G. A partir de C, um segundo conjunto pode ser construido: Para todo v € V, seja
C, o conjunto de todas as cliques de G que contém v. Para caracterizar G, uma drvore
enraizada direcionada T deve ser construida: Seja C um novo conjunto tal que cada
clique ¢ € C' corresponde a um vértice ¢ em C. Além disso, para cada vérticev € V, seja
C, = {¢:ce C,}. O conjunto C corresponde ao conjunto de vértices de T'. O grafo
G ¢ um directed path graph se, e somente se, existe uma drvore enraizada direcionada T

tal que, para todo vértice v € V, T(C,) (subdrvore induzida) corresponde a um caminho

direcionado em T'. A drvore T é chamada de drvore caracteristica de G.
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A [Figura 2.9| apresenta um exemplo de um grafo desta familia e sua representacdo
como caminhos direcionados em uma arvore direcionada. Nota-se que dois vértices sao

adjacentes no grafo se, e somente se, os caminhos associados aos dois vértices possuem

Q '

uma intersec¢ao.

Directed Path Graph G. Arvore Caracteristica de G.

Figura 2.9: Exemplo de um directed path graph e sua arvore caracteristica.

Uma caracterizagdo adicional, também proposta por Gavril [47], evidencia uma inte-

ressante caracteristica da arvore de cliques dos directed path graphs.

Teorema 2.3.2 (Gavril [47]]). Um grafo G = (V, E) é um directed path graph se, e somente
se, existe uma drvore direcionada T cujos vértices sdo as cliques maximais de G, tal que,
para todo vértice x € V, o conjunto das cliques maximais que contém x induzem um

caminho direcionado em T.

Existem na literatura diversas referéncias adicionais sobre os directed path graphs,
Dentre elas, destacam-se os trabalhos de Dietz [30], Monma e Wei [72] e Chaplick et
al. [[15]]. Estes trabalhos apresentam caracterizacdes adicionais e propdem algoritmos de

reconhecimento para esta classe.

A classe dos directed path graphs contém diversas outras classes de grafos, como, por
exemplo, os grafos ptolemaicos e os grafos de intervalo. E interessante observar que os
directed path graphs sdo uma das tultimas classes na hierarquia que contém propriamente

estas duas subclasses.
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Grafo ptolemaico G Grafo nao-ptolemaico G’ (gema)

d('l)l, UQ) . d(’l)g, ’U4) S
A desigualdade ptolemaica é respeitada d(vy,v3) - d(vg, vy) + d(v1,v4) - d(va, v3)
para quaisquer quatro vértices. 2:2<1-1+2-1 4<3
A desigualdade ptolemaica foi violada.

Figura 2.10: Exemplo de grafo ptolemaico e nao-ptolemaico.

@ @ d(v1,vs) - d(vs,v4) < d(v1,v3) - d(v2,v4) + d(v1,v4) - d(v2,03)
2:2<1-1+4+1-1
4<2

@ @ A desigualdade ptolemaica foi violada.

Figura 2.11: Exemplo da violag@o da desigualdade ptolemaica em ciclos sem cordas.
2.3.4 Grafos Ptolemaicos

O trabalho de Kay e Chartrand [56] define uma nova subclasse de grafos cordais: os
grafos ptolemaicos. Um grafo G = (V, ) conexo é dito ptolemaico se quaisquer quatro
vértices vy, vo, U3, vy € V satisfazem a seguinte expressao: d(vq, va)-d(vs, v4) < d(vy,v3)-
d(ve,v4) +d(v1,v4) - d(vg, v3), onde d(u, w) equivale a distdncia entre u e w no grafo. Essa

expressao € chamada de desigualdade ptolemaica, explicando a origem do nome da familia.

A ilustra dois grafos grafos com cinco vértices. O grafo da direita atende
a indiferenca ptolemaica, e, portanto, é um grafo ptolemaico. Ja o da esquerda evidencia
uma contradi¢do da indiferencga ptolemaica, suficiente para demonstrar que tal grafo ndo é

ptolemaico. O grafo da direita € denominado na literatura como grafo gema.

Em relacdo aos grafos cordais, a desigualdade ptolemaica também impede que grafos
ptolemaicos contenham ciclos com mais de quatro vértices sem cordas. A
ilustra como a desigualdade ptolemaica € violada nestes casos. Como consequéncia dessa

impossibilidade, pode-se afirmar que todo grafo ptolemaico € também um grafo cordal.

O trabalho de Howorka [54] apresenta duas importantes caracterizagdes sobre os grafos

ptolemaicos.

Teorema 2.3.3 (Howorka [54]). Um grafo G é ptolemaico se G é cordal e ndo contém um

grafo gema como subgrafo induzido.
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Teorema 2.3.4 (Howorka [54]]). Um grafo G é ptolemaico se G é cordal e é um grafo de

distdncia hereditdria.

Em relacdo ao primeiro teorema, € interessante notar que o trabalho de Howorka [54]
demonstra que a adi¢do da aresta {v;, v2} ou da aresta {v3, v4} no grafo gema ilustrado na
Figura 2.10| é suficiente para tornar o grafo ptolemaico. J4 o segundo teorema apresenta
uma importante caracterizagdo sobre os grafos ptolemaicos, utilizada para o estudo da

complexidade computacional do problema da dominagdo vetorial nesta classe.

Um grafo conexo G = (V, E) é dito de distancia hereditaria se a distancia entre quais-
quer dois vértices v, u € V permanece a mesma em qualquer subgrafo conexo induzido
G' = (V',E')de Gtalque v,u € V'.

Os grafos de distancia hereditdria apresentam ainda uma segunda caracterizacao re-
lacionada a construgdo do grafo. Um grafo GG é de distancia hereditdria se G pode ser

construido a partir de um unico vértice isolado utilizando trés operacoes:

P(u,v) Adicionar um vértice pendente u, isto é, adjacente somente um tnico vértice v
do grafo: N(u) = {v};

Gv (u,v) Adicionar um vértice gémeo verdadeiro u de um vértice v do grafo: N[u] =
N[l;

Gr(u,v) Adicionar um vértice gémeo falso u de um vértice v do grafo: N(u) = N(v).

Deve-se notar que a diferenga entre a segunda e a terceira operacao € a aresta entre v €
u: na segunda operacdo essa aresta é adicionada, enquanto na terceira, ndo. Vale destacar
que a classe dos grafos de distancia hereditaria nao estd propriamente contida na classe dos
grafos cordais. Essa afirma¢do pode ser facilmente confirmada ao se observar que um ciclo

de tamanho quatro sem nenhuma corda pode ser construido da seguinte forma:

1. Ponto de Partida - Um grafo com um vértice isolado vy;
2. P(vq,v;) - Adicionar um vértice pendente vy, conectado a vy;
3. P(vs,v;) - Adicionar um vértice pendente vz, conectado a vy;

4. Gp(vy,v1) - Adicionar um gémeo falso vy de ;.
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Os grafos ptolemaicos também podem ser construidos utilizando essas mesmas opera-
coes. Contudo, dada as restrigdes adicionais atreladas a caracterizagdo da classe, a adi¢do
de gémeos falsos € restrita aos vértices simpliciais. Essa restri¢do € suficiente para impedir
a existéncia do exemplo anterior, onde um ciclo sem cordas foi construido: Nao € possivel

adicionar v4 como gémeo falso de vy, pois v; ndo € simplicial (v, € v3 ndo sdo adjacentes).

A ilustra a constru¢do de um grafo ptolemaico utilizando os operacdes
definidas.

Vértice isolado 1
P(4,1)
P(3,1)
Gv(2,1)
P(5,2)
GV(675)
P(7,3)
P(8,4)
P(9,1)
P(10,9)
Gy (11,10)
Gr(12,11)

O 01NN B W~

—_
N = O

Figura 2.12: Exemplo de grafo ptolemaico e as operagdes de construcao utilizadas.

2.3.5 Grafos Bloco

Um grafo bloco pode ser definido como um grafo conexo onde cada componente bico-
nexa ¢ um grafo completo, isto €, o grafo é completo ou € formado por cliques conectadas
por articulacdes. Uma articulagdo € um vértice cuja remoc¢do desconecta o grafo. Uma
componente biconexa é um subgrafo sem articulagdes, isto €, a remoc¢@o de um tnico vér-
tice qualquer (que ndo seja uma articulagdo do grafo) ndo torna a componente desconexa.
) apresentado em Markenzon e Waga [[70], apresenta uma compilagéo das

caracterizacdes encontradas na literatura para esta familia.

Teorema 2.3.5. Sdo equivalentes:

1. G é um grafo bloco.

2. G é um grafo conexo onde cada componente biconexa é um grafo completo.
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3. G é um grafo cordal livre de diamante (K4 sem uma aresta).

4. G é cordal e qualquer separador minimal de vértices é um conjunto unitdrio.

A apresenta um exemplo de grafo bloco, composto por dezoito vértices,

oito articulagdes e onze cliques maximais.

Figura 2.13: Exemplo de grafo bloco.

2.3.6 Grafos Completos

O grafo G = (V, E) com n vértices € caracterizado como completo se cada vértice
v € V for adjacente a todos os demais vértices de G, isto &, todos os vértices possuem grau
n — 1. Grafos pertencentes a essa classe sdo denominados K,,, onde n representa o nimero

de vértices do grafo.

Figura 2.14: Os grafos K, Ky, K3 e K4, respectivamente.

Considerando que, em um grafo completo, todos os vértices devem ser adjacentes entre
si, pode-se concluir que ndo existe a possibilidade de ciclos de tamanho maior do que 3

sem cordas, o que implica que todo grafo completo é cordal.

2.3.77 Arvores

Uma 4arvore € um grafo conexo e aciclico. Em uma arvore, todo vértice v tal que

d(v) < 1 é chamado folha e os demais, interiores. Uma drvore pode possuir um vértice,
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denominado raiz, que € ancestral de todos os demais vértices. Quando este vértice nao
existe, € possivel escolher um vértice qualquer como tal. O [Teorema 2.3.6|fornece quatro

caracterizacdes adicionais para esta familia.

Teorema 2.3.6. As cinco afirmativas seguintes sdo equivalentes:

O grafo T = (V, E) é uma drvore.

T é conexo e |E| é minima.

T é conexo e |E| = |V| — 1.

T é aciclicoe |[E| = |V| — 1.

T é aciclico e para todo v,w € V, a adi¢do da aresta {v,w} produz um grafo

contendo exatamente um ciclo.

Existem trés outras classes de grafos que se definem por restricdes adicionais as Aar-
vores: a primeira s@o os caminhos. Um grafo é dito um caminho se, além de conexo e
aciclico, todos os seus vértices internos possuem grau 2. J4 a segunda, denominada estrela,
contém os grafos que sdo aciclicos, conexos e possuem um vértice universal, isto €, conec-
tado a todos os outros vértices. A restricdo de ser aciclico somada a necessidade de um
vértice universal implica que todos os demais vértices sao folhas. A terceira classe é co-
nhecida como Caterpillar e contém arvores que, uma vez removidas todas as suas folhas,

se resumem a um caminho com pelo menos um vértice.

I L. eee e

Figura 2.15: Exemplo de Arvore, Caminho, Estrela e Caterpillar, respectivamente.

2.3.8 Grafos AC

Antes de definir a classes dos grafos AC € necessdrio apresentar uma outra: os grafos
dominé. Um grafo € dito dominé (Kloks et al. [59]) se cada vértice pertence a no maximo

duas cliques maximais. E interessante observar que esta familia ndo estd propriamente

contida na familia dos grafos cordais: um ciclo sem cordas com n (n > 4) vértices contém
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n arestas; cada aresta induz uma clique maximal do grafo; cada vértice € extremo de duas
arestas, implicando que cada vértice estd contido em exatamente duas cliques e que todo

C} € um grafo domind.

A familia dos grafos AC (Blair [4]]) € definida pela intersecdo dos gratos dominé e dos
grafos cordais. A necessidade de ser cordal implica que o caminho formado pelas cliques

maximais seja aberto, tornando evidente a existéncia de vértices simpliciais.

Além dessa caracterizacdo baseada na interse¢io entre as classes, existe uma outra
baseada em subgrafos induzidos: grafos AC sdo os grafos cordais livres de gemas e garras
como subgrafos induzidos. Vale notar que a gema e a garra violam a definicao dos grafos

AC uma vez que existem vértices contidos em trés cliques maximais.

(%1 @ () @

Figura 2.16: Exemplo de um Gema e de uma Garra.

Antes de prosseguir € interessante definir a localizacdo desta classe de grafos na hie-
rarquia dos grafos cordais. O artigo de Markenzon e Waga [69] demonstrou que todo grafo
AC € também um grafo ptolemaico. Essa caracterizacdo permite estabelecer que os grafos

AC também possuem clique-width limitado.

2.3.9 Intervalo e Intervalo Proprio

Um grafo G = (V, E) é dito grafo de intervalo se ele é o grafo de interse¢do de uma
familia finita de intervalos em uma reta real. A cada intervalo corresponde um vértice e
dois vértices sdo adjacentes se, € somente se, os intervalos correspondentes possuem uma
interse¢do. A apresenta um exemplo de um conjunto de intervalos e o grafo

que o representa.

Além da defini¢ao fornecida, os grafos de intervalo também podem ser caracterizados
como grafos cordais sem triplas asteroidais. Uma tripla asteroidal € constituida por um trio
de vértices ndo adjacentes entre si tal que existem caminhos conectando cada par de vérti-
ces evitando a vizinhanga do terceiro. A [Figura 2.18|apresenta trés grafos onde os vértices

a, b e ¢ definem triplas asteroidais. Como exemplo desta afirmacao, pode-se observar que



2.3 A Familia dos Grafos Cordais 31

- R
Figura 2.17: Exemplo de grafo de intervalo e sua representacdo na reta real.
no primeiro grafo (garra dupla), € possivel ir do vértice a para o vértice b sem passar por

nenhum vizinho de c¢. Como essa observagao vale para qualquer combinacdo entre a, b e c,

fica claro que estes trés vértices formam uma tripla asteroidal.

Garra Dupla: Rede ou 2-rede: Sol ou 3-tenda:

Figura 2.18: Exemplos de Triplas Asteroidais.

Grafos de intervalo préprio sao definidos por uma restri¢do aos grafos de intervalo
onde nenhum intervalo pode conter propriamente um outro. A |Figura 2.19| apresenta um

exemplo de grafo de intervalo préprio.

O trabalho de Roberts [76] apresenta caracterizagdes adicionais para os grafos de in-

tervalo préprio:

Teorema 2.3.7 (Roberts [76]). Seja G = (V, E) um grafo ndo direcionado. As seguintes

afirmagoes sdo equivalentes:

* (G é um grafo de intervalo proprio;
* (G é um grafo de intervalo unitdrio;

* G é um grafo de indiferenca;
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- R

Figura 2.19: Exemplo de grafo de intervalo préprio.
» (G é um grafo de intervalo que ndao contém uma garra como subgrafo induzido.

o) introduz duas novas classes: Grafos de Intervalo Unitdrio e Grafos de
Indiferenga. Um grafo € dito grafo de intervalo unitdrio se ele admite uma representacao
na forma de intervalos na qual todos os intervalos da reta real possuem comprimentos
unitdrios (ou iguais). Essa caracterizagdo ja € suficiente para verificar a equivaléncia entre
as classes: se todos os intervalos possuem 0 mesmo comprimento entao ndo € possivel que

um intervalo contenha propriamente um outro.

Um grafo € dito de indiferenca se ele admite uma funcdo f : V — R e um nu-
mero real k tal que para quaisquer dois vértices u,v € V, {u,v} € E se, e somente se,
|f(u) — f(v)] < k. Roberts [[76] também estabelece que um grafo é de indiferenca se ele
nao contém como subgrafos induzidos uma garra, ciclos com mais de quatro vértices sem
cordas, uma rede ou um sol (ver|[Figura 2.18). Um grafo é chamado de Grafo Garra se ele é
constituido por quatro vértices, tais que um vértice € universal e os trés demais tem grau 1.
Esse grafo também € chamado na literatura de K 3, isto €, um grafo bipartido conexo onde
a primeira particao € um conjunto unitdrio e a outra contém os trés vértices remanescentes.
E interessante observar que este grafo, embora simples, nio admite uma representacio por
intervalos unitdrios ou proprios. A apresenta o grafo garra, com uma tentativa
de o representar como um modelo de interse¢ao com intervalos de mesmo tamanho. No
modelo de intersec@o de intervalos € possivel observar que nao € possivel representar a in-
tersecdo entre os intervalos correspondentes aos vértices ¢ e d sem que c apresente também
uma interse¢do com o vértice b (marcada pela linha vermelha no modelo de interse¢do).
No segundo modelo € possivel visualizar que este grafo pode ser facilmente representado

como intervalos na reta real se o intervalo d contiver propriamente o intervalo b.
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Figura 2.20: Grafo garra e representacdes como modelos de intervalos.

Os grafos de intervalo e de intervalo proprio apresentam uma propriedade interessante
relacionada a ordenacdo linear das cliques maximais. Segundo Gilmore e Hoffman [48]],
as cliques maximais de um grafo de intervalo podem ser linearmente ordenadas de modo
que, para cada vértice do grafo, as cliques maximais que o contém ocorrem consecutiva-
mente na representacdo de intervalos deste grafo. Além disso, a identificagdo das cliques
maximais também pode ser trivialmente realizada, percorrendo a reta real e identificando
as intersegdes entre os intervalos. A ilustra um exemplo da ordenacéo linear
das cliques de um grafo de intervalo proprio. Em relacdo a arvore de cliques, outra carac-
teristica dos grafos de intervalo é que existe uma arvore de cliques que corresponde a um

caminho, isto €, possui exatamente duas folhas.

L :
4 | }
| | 9
| 8
1 LTl
3 6
| | 5! |
| 4 |
3 |
2, |
i 1 |
§ : - R
A\ A\
Ch Cs

Figura 2.21: Identificagcdo e ordenagdo das cliques maximais em um grafo de intervalo.

2.3.10 Grafos Dominé N Intervalo Préprio

Além dos grafos AC, apresentados na|Subsecao 2.3.8| existe outra classe definida por

uma interse¢do com os grafos dominé: os grafos dominé N intervalo préprio.

E interessante observar que a intersecao entre grafos de intervalo e grafos domind equi-

vale a familia dominé N intervalo proprio. Essa afirmacdo pode ser facilmente verificada:



2.3 A Familia dos Grafos Cordais 34

Figura 2.22: Exemplo de Grafo Domin6 N Intervalo Préprio.

(1) um grafo € de intervalo proprio se ele € um grafo de intervalo que ndo contém uma garra
(grafo K 3) como subgrafo induzido; (ii) o vértice universal do grafo garra estd contido
em trés cliques maximais (cada clique maximal contém um vértice folha e o vértice uni-
versal), violando a caracterizacdo de grafo domino; (iii) como o tnico subgrafo induzido
proibido pela definicdo dos grafos de intervalo préprio € inibido pela caracterizacdo dos

grafos domind, fica evidente que as duas classes resultantes equivalem.

Além das relagdes ja apresentadas, resta demonstrar que a familia dos grafo dominé
N intervalo préprio estd propriamente contida nos classe de grafo AC: como todo grafo
domind N intervalo proprio € um grafo cordal no qual cada vértice estd contido em no

maximo duas cliques maximais, fica evidente a continéncia entre as familias.

Ao restringir que todo vértice em um grafo de intervalo préoprio esteja contido em no
maximo duas cliques maximais, obtém-se uma restri¢cao da classe dos grafos de intervalo
proprio, cuja estrutura ainda mais simplificada, favorece a exploragdo dessas classes e de
suas caracteristicas estruturais. Um exemplo dessa afirmativa € a identifica¢do das cliques
maximais e de suas interse¢des: como todo vértice ou € simplicial ou estd contido em no
maximo duas cliques, € possivel estabelecer de forma simples uma ordenacao das cliques

que corresponde a um caminho das cliques maximais.

A ilustra um exemplo de grafo dominé N intervalo préprio. A figura apre-
senta quatro cliques maximais Q1 = {1,2,3,4}, Q2 = {3,4,5,6,7}, Q3 = {5,6,7,8,9} e
Q4 = {8,9,10,11, 12}, onde se pode identificar que nenhum vértice estd presente em mais

de duas cliques.
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2.3.11 Grafos Split

Um grafo G = (V, E) é caracterizado como split se seu conjunto de vértices V' admitir
uma particdo em dois conjuntos disjuntos, tais que o primeiro constitui uma clique, isto &,
todos os vértices sdao adjacentes entre si, € o segundo, um conjunto independente (o con-
junto de arestas do subgrafo induzido por estes vértices é vazio). A apresenta
um exemplo de grafo split: Os vértices da clique estdo hachurados em preto, enquanto os

do conjunto independente, em branco.

Figura 2.23: Exemplo de Grafo Split.

2.3.12 Grafos Split-Indiferenca

Os grafos split-indiferenca consistem da intersecdo entre a classe dos grafos split e os
grafos de intervalo préprio, ou seja, atendem em simultaneo as restricoes inerentes a ambas
as classes. A primeira defini¢cdo formal desta classe foi apresentada por Ortiz et al. [[74]] no

seguinte teorema:

Teorema 2.3.8 (Ortiz et al. [74]). Seja G = (V, E) um grafo conexo, G é um grafo split-

indiferenga se e somente se:

1. G é um grafo completo (Caso 1), ou
2. G possui duas cliques maximais Cy e Cs, tais que |Cy \ Co| = 1 (Caso 2) ou
3. G possui trés cliques maximais C, Cs e Cs, tais que

* |G\ Co| =[C5\ Co| =1

e O1:NC3=0(Caso 3a) ouC; UCs =1V (Caso 3b).

No [Teorema 2.3.8] podem ser observados quatro casos distintos de grafos split-
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indiferenca. Essa observacdo € baseada no numero de cliques e em suas interse¢des. A

Figura 2.24|apresenta um exemplo para cada caso.

Caso 3b

Figura 2.24: Exemplos dos quatro casos de grafos split-indiferenca.

Vale destacar que a definicdo proposta por Ortiz et al. [[/4] permite que um mesmo
grafo seja caracterizado como Caso 3a e 3b, isto €, o grafo satisfaz C1,NCs = D e C;UC3 =
V simultaneamente. A ilustra um exemplo de grafo que admite essa dubiedade

quanto a caracterizacao.

a h Cy ={v,a,b,c,d}
Cy ={a,b,c,de, f,g,h}
b g 03 = {6, f,g, h,W}
v % w 01\02:{1)}603\02:{11)}
f CiNCs =10
C1UCs3 =A{v,a,b,c,d e, f,g,h,w}

Figura 2.25: Exemplo de grafo split-indiferenca que satisfaz as restricdes dos casos 3a e
3b simultaneamente.

O trabalho de Markenzon e Waga [68] propde uma caracterizagdo alternativa que res-
tringe a possibilidade de um grafo atender em simultaneo os Caso 3a e 3b do[leorema 2.3.8

Essa nova caracterizagdo é baseada nos separadores minimais de vértices. Um conjunto S
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¢ um separador minimal de vértices para um grafo G = (V, E) se sua remog¢do aumenta o
nimero de componentes conexas do grafo, isto é, existe um par de vértices vy, vy € V'\ S,
tal que GG admite um caminho entre v; € v, porém em G — S ndo existe nenhum caminho

possivel entre vy € vs.

Teorema 2.3.9 (Markenzon e Waga [68]). Um grafo G = (V,E) é um grafo split-

indiferenga se e somente se:

1. G é um grafo completo (Caso 1), ou
2. G possui duas cliques maximais Cy e Cs, tais que |Cy \ Cs| = 1 (Caso 2) ou
3. G possui trés cliques maximais C, Cs e Cs, tais que
* |G\ Co| =[C5\ Co| =1
* S12NS59 =0 (Caso 3a) ou
* S19N S50 #Del|S12USs2| =|Cq| (Caso 3b)
Onde 515 = C1 N Cy e S35 = C3 N Cy sdo separadores minimais para G

E interessante observar que o grafo apresentado na [Figura 2.25|é caracterizado pelo
Teorema 2.3.9|como Caso 3a, pois S12 = {a,b,¢,d}, S32 = {e, f,g,h} € S12N S32 = 0.



Capitulo 3

Estado da Arte da Complexidade Com-
putacional do Problema da Dominagcdo
Vetorial

Este capitulo apresentard o estado da arte da complexidade computacional do problema
da dominacdo vetorial em grafos com clique-width limitada e em algumas familias de
grafos cordais. Entretanto, antes de avancar neste topico, € necessario demonstrar que a

versdo de decisdo do problema da dominagdo vetorial estd em NP.

Problema da Dominacao Vetorial - Certificacdo de um conjunto S

Entradas: Um grafo G = (V, E) e um vetor de requisitos R tal que R[v] €
{0,1,...,d(v)} Vv e V.

Questao: O conjunto S C V € capaz de R-dominar G?

Verificacdo: Para cada vértice v € V' do grafo: Avaliar se S satisfaz v € S
(v estd em S) ou |[N(v) N S| > R[v] (v possui pelo menos R[v]| vizinhos em
S). Caso a condicdo seja verdadeira para todo vértice do grafo, entdo S é um
conjunto R-dominante para G e R. Do contrdrio o conjunto dos vértices ndo
dominados demonstram que S ndo € um conjunto R-dominante. Esta verifi-
cacdo pode ser realizada em tempo polinomial, pois cada vértice € analisado

uma unica vez.

Em relacdo a complexidade computacional do problema em grafos em geral, € inte-
ressante observar que o problema do conjunto dominante pode ser analisado como uma

restricdo do problema da dominag@o vetorial onde todo vértice v € V possui R[v] = 1.
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Desta forma, como o problema do conjunto dominante é reconhecidamente N P-Completo
em grafos em geral (Garey e Johnson [435]]), € possivel concluir que o problema da domi-

nagdo vetorial também é NP-Completo em grafos em geral.

Entretanto, dada as restricdes implicitas a algumas familias de grafos em especifico,
surge a dadvida se o problema permanece ou ndo intratdvel computacionalmente nestas
familias (supondo P # N'P). Sendo assim, o foco deste trabalho é determinar para quais
familias de grafos o problema continua N P-Completo ou passa a admitir algoritmos de
tempo polinomial. O escopo do estudo foi reduzido a alguns grafos da familia dos cordais,

tendo em vista o vasto nimero de familias de grafos conhecidas.

A[Secdo 3.3]¢ dedicada ao estudo dos grafos cordais, incluindo algumas defini¢des, ca-
racterizacoes e ferramentas estruturais. Esta secao também aborda a complexidade compu-
tacional do problema da dominagao vetorial nesta familia de grafos, incluindo um diagrama
que expde a hierarquia da familia dos grafos cordais e o estado da arte da complexidade

computacional.

3.1 Grafos com Clique-width limitada

Esta sec@o abordard a complexidade do problema da dominacao vetorial em grafos com
clique-width limitada. Como mencionado anteriormente, o parametro clique-width (cw)
de um grafo € um parametro que representa 0 menor nimero de rétulos necessarios para
construir um grafo utilizando apenas quatro operagdes: L, &, n e p. A defini¢do de cligue-
width e as operacdes de construgdo foram apresentadas no O pardmetro clique-
width também pode se aplicado a uma familia de grafos, significando o menor nimero de
rétulos necessdrios para construir qualquer grafo desta familia. E importante notar que o

valor do clique-width nestes casos independe do nimero de vértices do grafo.

Como o valor do parametro clique-width representa a complexidade estrutural de cada
familia de grafos, nota-se que este valor estd intimamente ligado a complexidade compu-
tacional de alguns problemas em grafos, como, por exemplo, os problemas de dominagao.
Desta forma, esta se¢do apresentard um estudo da complexidade computacional do pro-
blema da dominagdo vetorial em familias de grafos com clique-width limitada por uma

constante k.

O estudo da complexidade computacional apresentara dois resultados da literatura so-

bre grafos com cligue-width limitada. O primeiro € o algoritmo proposto por Cicalese et al.
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[18] para o problema da (\, 3, «)-SELECAO DE ALVOS. Enquanto o segundo é baseado no
Teorema de Courcelle (Courcelle e Olariu [27]], Courcelle [23]] e Courcelle et al. [26]).

Como mencionado anteriormente, o problema da (A, 3, «)-SELECAO DE ALVOS busca
encontrar um conjunto R-dominante S de cardinalidade (3 suficiente para dominar pelo
menos « vértices do grafo em no maximo A iteragdes. O problema da dominagdo vetorial

€ um caso particular deste problema onde A = 1 e a = n.

O algoritmo proposto por Cicalese et al. [[18]] é baseado em programacao dindmica e
parte de uma arvore 7" definida pela k-expressao irredundante o fornecida para o grafo de

entrada.

O algoritmo percorre a arvore 1" partindo das folhas e seguindo em direcdo a raiz. Para
o problema da dominagdo vetorial, o algoritmo apresenta complexidade O (k|o|(n + 1)5),

onde o é uma k-expressao para o grafo.

Entretanto, € possivel estabelecer o problema da dominacio vetorial com requisitos
limitados em grafos com clique-width limitada apresenta admite um algoritmo de tempo
linear. O Teorema de Courcelle [27] estabelece que problemas que podem ser definidos
como formulacdes expressas em 16gica monddica de segunda ordem, quando restritos a

grafos com clique-width limitados, admitem algoritmos de tempo linear.

Problema da dominacao vetorial com requisitos limitados
Instancia: Um grafo G = (V, E), constantes r e ¢, vetor de requisitos R =
(R[v] € {1,...,min(d(v),r)} :v € V}

Problema: Determinar se existe ou nao S C V, sujeito a

S| < ttal que S

seja suficiente para R-dominar G.

Resta estabelecer se o problema da dominacao vetorial com requisitos limitados a uma
constante r pode ser definido como uma expressao MSOL, mais propriamente, LinM SOL

[26], pois o objeto neste caso € minimizar o tamanho do conjunto resultante.

Teorema 3.1.1. O problema da dominagdo vetorial com requisitos limitados a uma cons-

tante v é um problema Lin M SO L expressavel.

Demonstracdo. Sejam G = (V| E) e R, um grafo e um vetor de requisitos R, tal que
Rlv] € {0,...,min(d(v),r)} Vv € V. A demonstra¢do de que o problema admite uma

formulagdo M SOL sera realizada analisando o valor de r: O primeiro caso que deve ser
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considerado é r < 1 (r = 0 é trivial). Se todo requisito estd limitado a r € {0, 1}, entdo

existem dois casos para um vértice v:

R[v] = 0 Neste caso, v € auto resolvido e a regra da dominag@o é trivialmente satisfeita;

R[v] = 1 Para dominar v é necessdrio que v € S ou que exista um vértice a, adjacente

dev,talquea € S.

Sendo assim, seja ¢ a formulacdo Lin M SO L equivalente ao problema da dominagao

vetorial com requisitos de no méximo 1:

(S CV)A (Vo (St) v
(R(v) = 0) v
((R(v) =1) A (Ja (S(a) A E(v,a)))))))

©1 = min | S

Na formulagao, S(v) retorna verdadeiro se v estiver contido em S, e falso do contrario,
E(v, a) retorna verdeiro se, e somente se, existir uma aresta entre os vértices v e a, e R(v)
corresponde a uma funcdo que retorna o requisito do vértice v. Considerando que os grafos
abordados sdo simples e sem lacos, pode-se afirmar que se E(v, a) é verdadeiro, entdo v é

diferente de a (do contrdrio, a aresta seria um laco).

Nota-se que existem duas condi¢des aplicadas a todos os vértices de v, unidas por
um operador l6gico OU (V), implicando que v € considerado dominado se pelo menos
uma condi¢do for avaliada como verdadeira (embora em alguns casos ambas podem ser
verdadeiras). A primeira analisa se v estd contido em S (S(v)), o que é suficiente para
dominar v. J4 a segunda avalia dois casos relacionados ao requisito do vértice v: Se R(v) =
0, entdo v estd trivialmente dominado, satisfazendo a férmula. Por outro lado, se R(v) = 1,
entdo, para dominar v, é necessdrio que exista um vértice a tal que S(a) e E(a,v) sejam

verdadeiros, isto €, v possui um vizinho ¢ em S.

Antes de passar para a demonstragdo de um caso geral, é necessdrio avaliar o cendrio
onde r < 2. Essa anélise adicional € necessdria, pois o primeiro caso nao é suficientemente
significativo para evidenciar todas as peculiaridades do problema. Desta forma, seja ¢, a

formulacdo Lin M SOL para os casos em que r < 2:
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V
A (Ja (S(a) N E(v,a)))) V
A (3ar, az (S(a1) A Saz) A E(v,a1) A E(v,a2) A Dif(ar,a2)))))))

Nota-se que a expressdo associada ao caso em que R(v) = 2 demandou a aplicacdo
de uma validacao adicional para assegurar que os vértices a; € ay sio diferentes. Sem essa
condicdo, bastaria um vizinho de v para validar a domina¢do de v (a; = as). Desta forma,

seja Di f(ay, az) um operador adicional capaz de distinguir se dois vértices sdo diferentes.

Uma vez que foi estabelecida uma expressao LinM SO L para os casos onde R[v] < 2,
pode-se demonstrar uma formulagdo para o caso geral. Desta forma, seja () a expressao

em LinMSOL para o problema da dominagdo vetorial com requisitos limitados a 7.

or=min | S| (SCV)A (Vv (S(v)V
(R(v) =0)V
(R(v) =1) A (3a
(S(a) A E(v,a)))) v
(R(v) =2) A (3ay, as
((S(a) A E(v, @) A Dif(ay, az))A
(S(az) A E(v, a2))))) v
((R(v) =7) A (Jay,ag, ..., a
((S(a1) A E(v,ay) A Dif(ay,as) A ... A Dif(ar,a,—1) A Dif(a,a,)) A
(S(az) A E(v, a5) A Dif(as, as) A ... A Dif(as, ar1) A Dif(as, a,)) A
(S(ar—1) N E(v,ar—1) A Dif(ar-1,a,)) N
(S(ar) A E(v,a,))))))))
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Uma vez que foi demonstrado que o problema da dominagdo vetorial com requisitos
limitados a uma constante 7 pode ser definido por uma expressdo em LinM SO L, pode-se

estabelecer que:

Corolario 3.1.1. O problema da dominagdo vetorial com requisitos limitados a uma cons-
tante v admite um algoritmo de tempo linear quando restrito a familias de grafos com

clique-width limitada por uma constante k.

Demonstragdo. Segue como um resultado imediato do [leorema 3.1.1{ e do Teorema de
Courcelle. 0

Embora o |Corolario 3.1.1| demonstre que existe um algoritmo de tempo linear, ainda

ndo foi possivel projetd-lo. Desta forma, consta como trabalho futuro apresentar tal algo-

ritmo.

Uma vez que o estudo da complexidade computacional do problema da dominagao
vetorial em familias de grafos com clique-width limitada foi concluido, € possivel retomar

a exploragdo de familias de grafos.

Considerando que o parametro clique-width apresenta uma relacdo como nimero de
cliques maximais do grafo, uma continuidade natural do estudo foram grafos com nimero

limitado de cliques maximais. Desta forma, a abordard essa classe de grafos.

3.2 Grafos com Numero Limitado de Cliques Maximais

Esta secao abordard alguns casos de grafos com um nimero limitado de cliques maxi-
mais. Esse limite permite estabelecer com maior evidéncia quais caracteristicas dos grafos
tornam o problema da dominacdo vetorial aparentemente intratdvel computacionalmente
(supondo P # N'P) ou colaboram para possibilitar o desenvolvimento de algoritmos poli-

nomiais.

O primeiro caso abordado nesta se¢do sdo os grafos com uma tnica clique maximal,
isto €, os grafos completos. Em seguida, serdo abordados grafos com duas, trés e ¢ cli-
ques maximais. Vale destacar que grafos com até trés cliques maximais sdo grafos cordais
(inexiste a possibilidade de ciclos sem cordas no interior das cliques ou mesmo na inter-
secdo entre elas). Entretanto, ao extrapolar esse limite (grafos com quatro ou mais cliques

maximais), ndo € mais possivel assegurar que tais grafos sejam cordais. Isto implica que
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esta se¢do excede em parte o escopo deste trabalho. Contudo, os resultados obtidos permi-
tem visualizar com mais clareza quais caracteristicas colaboram para tornar o problema da

dominacao vetorial tratdvel em algumas classes de grafos.

3.2.1 Grafos Completos

Existem na literatura diversas versdes de algoritmos para o problema da dominagdo
vetorial em grafos completos, como, por exemplo, os algoritmos propostos por Cicalese
et al. [19] e Lan e Chang [60]. A versdo apresentada neste trabalho corresponde a uma

simplifica¢do destes algoritmos.

o encontra um conjunto R-dominante para grafos completos. Seu fun-

cionamento € baseado na sele¢ao de um determinado nimero de vértices que seja suficiente
para R-dominar os demais. O critério de selecdo destes vértices € guloso, isto €, os vértices
de maiores requisitos sdo selecionados primeiro, pois claramente sdo os mais dificeis de se

dominar.

Algoritmo 3.1: Grafos completos: Dominagao Vetorial

Entrada: Grafo completo K = (V| F) e Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto R-dominante minimo S

1 S« 0

2 Seja L uma lista dos vértices de K

3 Ordenar L em ordem decrescente de requisitos

4 enquanto L # () faca

5 Seja v o primeiro vértice de L

6 | se R[v] > |S|entdo

7 | S+ Su{v}

8 senao

9 L Interromper o lago de repeticdao
10 L+ L\ {v}

11 retorne S

Teorema 3.2.1. O|Algoritmo 3.1|encontra um conjunto R-dominante para grafos comple-

tos.

Demonstracdo. O algoritmo é baseado em sucessivas adi¢cdes ao conjunto em construcao,
até que todo o grafo seja R-dominado. O critério utilizado para selecionar qual vértice deve

ser adicionado ao conjunto garante que os vértices de maiores requisitos sao selecionados



3.2 Grafos com Numero Limitado de Cliques Maximais 45

primeiro, pois obviamente sdo os de mais dificil domina¢do. Assim que um vértice é R-
dominado, todos os demais também serdo, pois possuem requisitos menores ou iguais e,

portanto, o algoritmo pode ser interrompido.

Seja v o ultimo vértice adicionado ao conjunto construido S. Considerando que v
possui 0 menor requisito em S e que nenhum conjunto de menor cardinalidade pode R-
dominar v (do contrdrio v nao teria sido adicionado), pode-se concluir que o conjunto

resultante S € minimo. L]

A complexidade deste algoritmo € definida pela etapa de ordenagdo dos vértices. Con-
siderando que os requisitos dos vértices sdo limitados a n, pode-se utilizar um algoritmo de
ordenacdo em tempo linear, tal como o Bucket Sort [22]. Além disso, é evidente que cada
vértice é tratado no maximo uma unica vez. Logo, é possivel concluir que a complexidade

deste algoritmo é O(n).

OJAlgoritmo 3.1|serd utilizado como base para diversas familias de grafos, dada a sua

capacidade de encontrar conjuntos R-dominantes minimos para cliques.

Dentre as classes cuja solug@o € baseada no algoritmo para grafos completos destacam-

se os grafos bloco e as arvores. O primeiro, pois cada componente do grafo € por defini¢ao

um grafo completo, como serd visto na [Subsecao 3.3.4] Ja as drvores podem ser vistas

como cliques de tamanho dois conectadas entre si. As arvores serdo abordadas na [Subse-

3.2.2 Grafos Conexos com Duas Cliques Maximais

Este subsec@o constitui uma evolucdo natural aos grafos apresentados na
30 3.2.1} grafos conexos com exatamente duas cliques maximais. E interessante observar
que a restricdo no nimero de cliques maximais, implicou na continéncia desta classe em

uma outra: os grafos AC.

Tendo em vista que os grafos AC sdo definidos pela intersecao entre os grafos domind
e os grafos cordais, essa relacdo entre as classes pode ser facilmente verificada: como
existem apenas duas cliques maximais, inexiste a possibilidade de um vértice estar contido
em mais de duas cliques e também de ciclos com mais de trés vértices sem cordas. Essa
caracterizacdo permite definir que todo grafo com duas cliques maximais possui cligue-
width limitada. Como visto na os grafos com cligue-width limitada admitem

um algoritmo de tempo polinomial (Cicalese et al. [[18]]).
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Entretanto, a complexidade do problema da dominacdo vetorial nesta classe pode ser
melhorada. A apresenta um algoritmo linear desenvolvido durante este trabalho

para o problema da dominagdo vetorial em grafos com exatamente duas cliques maximais.

3.2.3 Grafos Conexos com Trés Cliques Maximais

Nesta secdo serdo abordados grafos conexos com exatamente trés cliques maximais.
Diferentemente do caso anterior, existem alguns casos distintos de grafos nesta familia.

Para identificar estes casos, rotulou-se as diferentes regides que podem compor tais grafos.

A apresenta estas regioes.
Cl C(2

Cs

Figura 3.1: Regides que podem compor um grafo com trés cliques maximais.

Para reconstruir o grafo a partir dessa representacdo de regides, basta adicionar todas
as arestas possiveis entre os vértices situados em uma mesma regido e entre os vértices
situados em regides contidas em uma mesma clique. E interessante notar que, em alguns
casos, a adicdo de vértices em todas as regides leva a grafos com mais de trés cliques
maximais, o que extrapola o alvo desta se¢do. Sendo assim, foi necessdrio estabelecer todos
os possiveis casos de grafos com exatamente trés cliques maximais e suas representagoes

como regides.

Foram obtidos cinco casos de grafos com trés cliques maximais. As Figuras[3.2]a[3.6]
apresentam os casos enumerados. Deve-se notar que existem outras possibilidades de gra-
fos com trés cliques maximais, mas todas sdo simétricas as apresentadas. Nas figuras, as

regides marcadas em negrito correspondem aos vértices simpliciais das cliques.

De acordo com a representagdo do grafo como regides no diagrama, existe um sexto
caso. Contudo, o grafo correspondente a este caso nao ¢é distinto do terceiro caso apre-

sentado. Considerando, sem perda de generalidade, que a regido R, € vazia (Ry = (),
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Ry =10 C1 = {Ry, Ri2}
Rz =10 Cy = {Ri2, Ra3}
Rigz =10 C3 = {Rs, Ras}

Figura 3.2: Trés cliques maximais - caso 1.

Ry @1\2\ Ras Rs
/o B —o—®

R — (Z) Cl = {Rl, R12}
R13 _ @ CQ - {R27 R127 R23}
128 Cs = {R3, Ros}

Figura 3.3: Trés cliques maximais - caso 2.

C1 = {Ry, Ri2, R123}
Cy = {Ri2, Ras, R123}
C5 = {R3, Ra3, R123}

Ry =10
R13:®

Figura 3.4: Trés cliques maximais - caso 3.

nao existe a possibilidade de que as regides [713 € R103 sejam distintas, isto €, os vértices

pertencentes a 713 sdo gémeos verdadeiros dos contidos em Rj»3, € portanto, devem ser

agrupados em uma mesma regido (sem perda de generalidade, R;23). Isto implica que este

quinto caso se reduziu ao terceiro caso apresentado. A [Figura 3.7|ilustra esse caso.

Além dos casos anteriores, existem mais dois formados pela atribui¢do de vértices as

diferentes regides do grafo. Entretanto, como pode ser visto nas Figuras [3.8] e [3.9] estas

atribui¢des de vértices induzem uma quarta clique maximal, extrapolando o escopo desta

subsecdo. No primeiro caso todas as regides do grafo contém pelo menos um vértice.
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T
Cl = {R17 RIQ; R123}
RQS = @ CZ = {R27 R127 R237 RIQS}
03 = {R37 R237 R123}

Figura 3.5: Trés cliques maximais - caso 4.

(=)

&

Ry = 0 Cl = {RL R123}
Ris=10 Cy = {Rg, Ri23}
Ros = 1) Cs = {R3, Ri2s}

Figura 3.6: Trés cliques maximais - caso 5.

Cl - {R17 R12; R137 R123}
RZ = 0 02 = {R127 R237 R237 Rl23}
C3 = {R37 R137 R237 R123}

Figura 3.7: Trés cliques maximais - caso inexistente.

Como pode ser visto na figura, os vértices contidos em Rio, 13, Ro3 € R123 induzem uma
quarta clique maximal, implicando que grafos que atendem esta distribui¢do de vértices

ndo estao contidos no escopo desta subsecao.

No segundo caso (Fig 9), os vértices contidos nas regides Rio, Ro3 € [13 formam
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C1 = {Ru1, Ri2, Ri3, Ri2s}
Cy = {R2, Ri2, Ra3, Ri23}
Cy = {R37 Ry3, Ras, 3123}
Cy = {R127 Ry3, Ras, R123}

Figura 3.8: Exemplos de casos excluidos: Quatro cliques maximais - Caso 1.

uma quarta clique maximal que ndo estd propriamente contida em C, C5 ou C3. Assim
como no caso anterior, tais grafos ndo estdo contidos no escopo desta subsecdo. Vale
destacar que o grafo formado pela atribuicdo de um tunico vértice a cada regido forma o

grafo 3-Tenda, apresentado na|Figura 2.18

C1 = {Ru1, Rz, Ri3}
Co = {R2, Ri2, Ra3}
Cs = {R3, Ri3, Ros}
Cy = { Rz, Ri3, Ros}

Riss =10

Figura 3.9: Exemplos de casos excluidos: Quatro cliques maximais - Caso 2.

Uma vez que todos os casos possiveis de grafos com trés cliques maximais foram
apresentados, pode-se estabelecer algumas caracterizacdes adicionais para essa familia
de grafos. Essas caracterizagdes permitem afirmar, conforme serd demonstrado no
que todo grafo com trés cliques maximais ¢ um grafo de intervalo. O
demonstra que todo grafo com trés cliques maximais é um grafo cordal, en-
quanto o [Lema 3.2.2| estabelece que essa mesma familia ndo admite triplas asteroidais.
Uma tripla asteroidal € um tripla de vértices ndo adjacentes entre si, tal que, existe um

caminho entre cada par de vértices que evita a vizinhanga do terceiro.
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Lema 3.2.1. Todo grafo com no mdximo trés cliques maximais é um grafo cordal.

Demonstragdo. Conforme demonstrado por Gavril [46], se um grafo admite uma repre-
sentacdo como um modelo de interse¢des de subarvores de uma drvore entdo esse grafo é
cordal. Desta forma, para demonstrar que todo grafo conexo G com no maximo trés cli-
ques maximais € cordal € suficiente fornecer um modelo de intersecdo de subarvores para

essa familia grafos.

Conforme apresentado na[Figura 3.1 um grafo com até trés cliques maximais pode ser
decomposto em sete regides, formadas pelas intersecdes entre as clique maximais. Além
disso, € trivial notar que todos os vértices de uma mesma regido sdo gémeos verdadeiros,
0 que permite representar todos estes vértices como cOpias de uma mesma subdrvore no
modelo de intersecao. Para representar o modelo com maior clareza, todos esses vértices

serdo agrupados e grafados como uma tnica subarvore correspondente a cada regido.

A [Figura 3.10[apresenta um modelo de interse¢des de subdrvores de uma arvore, onde
cada regido da corresponde a uma subdrvore.

Cl l ' CQ
C

3

Figura 3.10: Modelo de interse¢do de subdrvores para grafos com até trés cliques maxi-
mais.

Considerando que a[Figura 3.10]apresenta uma representacdo para qualquer grafo com
até trés cliques maximais como intersecdes de subdrvores de uma arvore entdo pode-se

concluir que todo grafo com até trés cliques maximais € um grafo cordal. [

Lema 3.2.2. Grafos com trés cliques maximais ndo admitem triplas asteroidais.
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Demonstragcdo. Supondo, por absurdo, que existe um grafo G com trés cliques maximais
tal que GG possui uma tripla asteroidal. Sejam a,b e c os trés vértices que constituem uma
tripla asteroidal. Como estes trés vértices nao sdo vizinhos entre si, eles devem estar con-
didos em R;, R, e R3, uma vez que, em qualquer outra regido, haveria pelo menos dois
vértices adjacentes entre si. Supondo, sem perda de generalidade, a € R;,b € Ryec € Rs.

Para estabelecer a tripla asteroidal, sdo necessarios pelo menos mais trés vértices:

x € R, Estabelece o caminho entre a e b, evitando a vizinhanga de ¢ (x ¢ N(c));
y € R;3 Estabelece o caminho entre a e ¢, evitando a vizinhanga de b (y ¢ N(b));

z € Ry3 Estabelece o caminho entre b e ¢, evitando a vizinhangca de a (z ¢ N(a)).

Contudo, dada a localizag@o destes trés vértices nas cliques maximais de G, existem

outras restricdes que devem ser consideradas:

» Todo vértice em R14, por pertencer a Cy e a (s, deve ser vizinho de todos os vértices

contidos em Ry3 e em Ry3 (x € N(y) ez € N(2));

» Todo vértice em Ry3, por pertencer a C'; e a Cj3, deve ser vizinho de todos os vértices

contidos em Rys e em Ry (y € N(z) ey € N(z));

» Todo vértice em Ra3, por pertencer a Cy e a Cj3, deve ser vizinho de todos os vértices

contidos em Ris e em Ry3 (2 € N(z) ez € N(y)).

Essas trés condigdes estabelecem que os vértices que formam os caminhos entre a, b
e ¢, necessarios para a caracterizacdo de uma tripla asteroidal, formam uma nova clique
maximal, diferente e ndo propriamente contida em C4, C5 ou C5. Desta forma, fica ca-
racterizada uma contradi¢do: a constru¢do de um grafo com trés cliques maximais com a
presenca de uma tripla asteroidal induz uma quarta clique, contrariando a afirmacao inicial
de que o grafo possui somente trés cliques maximais. A ilustra o resultado do
processo construtivo empregado e a quarta clique formada, grafada em azul. Sendo assim,
fica evidenciado que grafos com somente trés cliques maximais ndo podem conter triplas

asteroidais.

]

Os resultados dos Lemas [3.2.1] e [3.2.2] permitem concluir que todo grafo com trés
cliques maximais € um grafo de intervalo, conforme demonstrado no [leorema 3.2.2
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C 1 C2
' | @ b
C

3

Figura 3.11: Exemplo da construcio de uma tripla asteroidal a partir de um grafo com trés
cliques maximais.

Teorema 3.2.2. Grafos com trés cliques maximais sdo grafos de intervalo.

Demonstracdo. Considerando que todo grafo cordal livre de triplas asteroidais € um grafo
de intervalo, a prova segue como resultado imediato dos Lemas e [

E interessante notar que, apesar de todo grafo com trés cliques maximais ser um grafo
de intervalo, ndo € possivel estender esse resultado para a classe dos grafos de intervalo
préprio. A[Figura 3.6 apresenta um caso em que o grafo construido contém como subgrafo
induzido uma garra (grafo com um vértice universal e trés vértices simpliciais, tais que os
simpliciais sdo adjacentes somente ao vértice universal), subgrafo este que ndo admite uma
representacdo como intersecoes de intervalos sem que um intervalo contenha propriamente

um outro.

Em relacdo a complexidade computacional dos problemas de dominacdo, o problema
do conjunto dominante pode ser trivialmente resolvido quando restrito a classe de grafos
conexos com trés cliques maximais: nos Casos 3, 4 e 5, um unico vértice € suficiente para
dominar o grafo, pois os vértices de 123 sdo universais. Nos demais casos, s30 necessarios
dois vértices. Sem perda de generalidade, um conjunto composto de um vértice da regiao

R15 e um outro da regido Rs3 € suficiente para dominar G'.

Ao abordar o problema considerando requisitos varidveis, isto €, o problema da do-
minagdo vetorial, vale observar os resultados apontados na Como todo grafo
com trés cliques maximais possui clique-width constante (cw = 3), o algoritmo de tempo
O(|o|(n + 1)'®) (o equivale a uma k-expressio para o grafo) proposto por Cicalese et al.

[18] pode ser aplicado, resolvendo o problema nesta classe de grafos. Além deste resultado,
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vale destacar que o trabalho de Courcelle ef al. [26] garante a existéncia de um algoritmo

de tempo linear quando os requisitos sao limitados por uma constante.

Resta como um problema para estudos futuros uma melhoria na complexidade com-
putacional para grafos com trés cliques maximais, baseada no estudo realizado em grafos
dominé M intervalo préprio. Além disso, outro ponto interessante € a andlise do parametro
boolean-width e a arvore de decomposi¢do do grafo, nos moldes do que foi proposto no

trabalho proposto em Chiarelli et al. [|17] para grafos de intervalo proprio.

O estudo de grafos com exatamente trés cliques maximais motivou uma anélise mais

abrangente, onde o grafo possui um nimero constante ¢ de cliques maximais.

3.2.4 Grafos com £ Cliques Maximais

Nesta subsecdo, serdo apresentados resultados a respeito da complexidade computa-
cional do problema da dominagdo vetorial em grafos conexos com um ndmero /¢ cliques
maximais. Deve-se destacar que a classe dos grafos com ¢ > 3 cliques maximais nio
estd propriamente contida na familia dos grafos cordais. Contudo, considerando que um
dos objetivos deste trabalho é determinar as fronteiras da N'P-Completude do problema
da dominagao vetorial e que, aparentemente, um dos fatores que pode influenciar na com-
plexidade computacional € justamente o numero de cliques, optou-se por incluir no escopo

deste trabalho essa classe de grafos.

Como visto nas Subseg¢des [3.2.1] [3.2.2) e[3.2.3] os grafos com uma, duas e trés cliques

maximais possuem cligue-width limitada. Considerando que o caso em que o grafo possui

¢ cliques maximais é uma progressao do estudo, uma questao que deve ser analisada é o re-
lacionamento entre o nimero de cliques e o parametro cligue-width. Para isso, € necessario

apresentar uma forma de construir tais grafos usando as operacdes clique-width.

Lema 3.2.3. Grafos conexos com ( cliques maximais podem ser particionados em 2° — 1

cliques disjuntas.

Demonstracdo. Seja G = (V, E) um grafo com ¢ cliques maximais. Entdo, é possivel
estabelecer que o nimero de cliques formadas pelas intersecdes destas cliques maximais é

no maximo:
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¢
ncliques < E (6)
; 1

Entretanto, € importante destacar que algumas destas cliques sao conjuntos vazios (al-
gumas devem ser vazias, pois, do contrario, GG teria mais de ¢ cliques maximais). Essa
observacao nao impacta o resultado final, pois se trata de um limite maximo que desconsi-

dera o conteudo de cada conjunto definido. [

Uma vez estabelecido como um grafo desta familia pode ser particionado, pode-se

demonstrar o parametro clique-width desta familia.

Teorema 3.2.3. A familia dos grafos conexos com { cliques maximais possui clique-width

limitada.

Demonstracdo. Considerando que:

« Grafos conexos com ¢ cliques maximais podem ser particionados em 2¢ — 1 cliques

disjuntas, de acordo com o

* Cada clique pode ser construida utilizando dois rétulos, sendo um deles individual

para cada clique e o outro, temporario e compartilhado entre as cliques.

Pode-se estabelecer que € possivel construir qualquer grafo desta familia utilizando no

méximo 2¢ rétulos.
A construgdo pode ser realizada da seguinte forma:

1. Inicialmente, cada clique C; € construida usando dois rétulos: L; e L,,,. Ao final,
todos os vértices da clique apresentam rétulo L; (logo L, pode ser reaproveitado);
2. Em seguida, se duas cliques C; e C; estdo contidas em uma mesma clique maxi-

mal, entdo todas as arestas entre as cliques sdo adicionadas, utilizando a operagao
nL;,L, (G)

Como foi possivel construir o grafo utilizando no maximo 2¢ rétulos, entdo o parAmetro
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cligue-width desta familia de grafos é limitado por uma fun¢do do nimero de cliques:
cw < 2¢. OJ

Vale observar que o limite estabelecido oferece uma grande margem de folga, pois,
como visto para algumas classes de grafos, € possivel construir os grafos usando menos

rétulos.

Ao demonstrar que os grafos com nimero limitado de cliques maximais apresentam
cligue-width limitada, é possivel aplicar o algoritmo proposto por Cicalese et al. [18]. Para
grafos com / cliques maximais a complexidade computacional do algoritmo é O(2¢ |o| (n+

ot . ~
1)>%"), onde o € uma k-expressio.

Além desta observagao, ao definir que o parametro clique-width € limitado em fungao
do nimero de cliques maximais, pode-se propor outro resultado, que segue como con-
sequéncia imediata do Teorema de Courcelle e do (MSOL): O problema
da dominacdo vetorial com requisitos limitados a uma constante k, quando restrito a grafos

conexos com / cliques maximais, estd em F'PT" quando parametrizado por ¢ e por k.

Uma vez que a complexidade do problema da dominagdo vetorial foi estabelecida em
grafos com clique-width limitada e com nimero limitado de cliques maximais, € possivel

prosseguir para o estudo da familia dos grafos cordais.

3.3 Familia dos Grafos Cordais

Conforme apresentado anteriormente, sabe-se que o problema do conjunto dominante
¢ uma restricdo do problema da dominacdo vetorial no qual todos os vértices possuem
requisitos unitarios. Desta forma, pode-se demonstrar que o problema da dominagdo ve-
torial é possivelmente intratdvel computacionalmente (supondo P # N'P) em uma classe
de grafos ao provar que o problema do conjunto dominante é NP-Completo nesta mesma

classe.

O [Teorema 3.3.1| demonstra que o problema do conjunto dominante permanece A P-

Completo, mesmo quando restrito a classe dos grafos cordais.

Teorema 3.3.1 (Booth [[7])). O problema do conjunto dominante em grafos cordais é N'P-

Completo.

Demonstracdo. Seja G = (V, E') um grafo arbitrério e seja k& um inteiro positivo qualquer.
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Sera demonstrado que o Problema da Cobertura de Vértices para G e k pode ser polinomi-
almente reduzido para o problema do conjunto dominante para G’ e k, onde G’ é um grafo

cordal construido a partir de G.

Seja G' = (V', E’) o grafo que serd construido, tendo como base o grafo G = (V, E).
O conjunto V"’ é formado pelo conjunto de vértices V, acrescido de um vértice para cada
aresta de GG. Os vértices contidos em V' sdo denominados V' -vértices e aqueles associados
as arestas de G, F-vértices. A construgdo do conjunto de arestas ' de G’ € feito em dois
momentos: inicialmente, sdo adicionadas arestas entre cada par de V' -vértices, formando
uma clique; Em seguida, para cada E-vértice (atrelado a uma aresta de (7) sdo adicionadas
duas arestas, ligando o E-vértice aos dois V -vértices correspondentes aos extremos desta
aresta em G. A apresenta o resultado da constru¢do do grafo G’ a partir do
grafo G.

Figura 3.12: O grafo GG e o cordal resultante G'.

Serd provado que G possui uma cobertura de vértices de tamanho k se, e somente se, G’
possuir um conjunto dominante de cardinalidade k. O problema da cobertura de vértices
busca determinar se existe um conjunto de vértices de tamanho k tal que toda aresta do
grafo possua pelo menos um extremo neste conjunto. O problema da cobertura de vértices

é reconhecidamente N P-Completo para grafos em geral ([43]).

Dada a forma com que G’ foi construido, pode-se assegurar que toda cobertura de
vértices para G é um conjunto dominante para G’. Isso ocorre pois os V-vértices em G’
formam uma clique e, desta forma, sdo trivialmente dominados por qualquer vértice da
cobertura. Além disso, considerando que cada E-vértice de G’ corresponde a uma aresta
de GG e que todas as arestas em (G possuem um extremo na cobertura de vértices, nota-se que

todo E-vértice possui pelo menos um vizinho neste conjunto, implicando que a cobertura
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de vértices € suficiente para dominar os E-vértices.

No sentido contrario, dado um conjunto dominante para G pode-se assumir, sem perda
de generalidade, que ele ndo contém FE-vértices, pois bastaria trocar cada vértice deste tipo
por outro V'-vértice adjacente a ele, mantendo o conjunto dominante. Sendo assim, seja .S
um conjunto capaz de dominar todo os vértices do grafo tal que S ndo contém FE-vértices.
Como todo E-vértice € dominado por S, pode-se concluir que toda aresta do grafo GG possui
pelo menos um extremo em S: cada E-vértice possui pelo menos um vizinho em S. Desta

forma, S' € uma cobertura de vértices para G.

A prova é finalizada ao se notar que GG’ é cordal, uma vez que os V'-vértices constituem
uma clique e cada E-vértice € adjacente a apenas dois V -vértices, também adjacentes entre
si. Esta configuragc@o impossibilita a criacao de ciclos com mais de trés vértices sem cordas,
pois a clique contém todas as arestas possiveis e os E-vértices formam ciclos de tamanho
trés. Adicionalmente, um esquema de eliminag@o perfeito para G’ pode ser trivialmente
obtido, removendo-se, primeiramente, os £-vértices, pois sdo simpliciais (cada F-vértice
pertence a apenas uma clique formada por ele e dois V-vértices) e, em seguida, os V-

vértices. O]

Uma vez que foi provado que o problema do conjunto dominante é NP-Completo para
grafos cordais, pode-se afirmar que o problema da dominacao vetorial também € intratavel

computacionalmente (supondo P # NP).

E interessante notar que a prova apresentada para grafos cordais também demonstra

a N'P-Completude do problema para grafos split, uma vez que os V-vértices constituem

uma clique e os E-vértices, um conjunto independente. A [Subsecdo 3.3.7| retomard essa

demonstracdo, além de apresentar ainda um outra prova a respeito deste tema.

Nas proximas subsecdes, algumas subfamilias de grafos cordais serdo analisadas para
identificar os limiares da complexidade computacional, isto €, para quais o problema per-

manece NP-Completo e para quais outras ele passa a admitir algoritmos polinomiais.

A ilustra as relagdes entre as familias de grafos abordadas neste trabalho.
Esta figura permite visualizar uma relacdo de continéncia entre os grafos da familia dos
cordais. A hierarquia apresentada foi baseada no modelo apresentado por Markenzon e
Waga [[70]. Nesta figura, o problema da dominagdo vetorial € indicado por quatro cores:
as classes onde o problema é N'P-Completo sdo hachuradas em vermelho, enquanto as

classes em amarelo admitem algoritmos de tempo polinomial. J4 as classes marcadas em
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verde admitem algoritmos de tempo linear. Para os casos onde a complexidade ainda é
desconhecida, as classes sdo hachuradas na cor azul. Existem classes cuja complexidade
computacional depende dos requisitos, como, por exemplo, os directed path graphs onde
o problema do conjunto dominante (R[v] = 1 Vv € V') admite algoritmo de tempo linear
enquanto a complexidade do problema da dominacao vetorial permanece em aberto. Para
estes casos, as classes foram apresentadas como um degradé de cores, onde a cor do lado
esquerdo representa a complexidade do problema do conjunto dominante, enquanto a cor
do lado direito, a complexidade do problema da dominacio vetorial. E importante notar
que todas as classes que apresentam cligue-width limitada por uma constante k£ admitem
algoritmos de tempo polinomial [[18]], conforme apresentado na Os resultados

obtidos por este trabalho foram destacados na figura através de bordas duplas e serdo apre-

sentados no
A permite uma visualizagdo rdpida do estado da arte da complexidade

computacional de algumas subclasses de grafos cordais, pois esta decorre da continéncia
entre as familias. Isto é, ao demonstrar que o problema é A/P-Completo para uma deter-
minada familia de grafos, implica-se também que o problema segue N P-Completo para
todas as familias que a contém propriamente. Entretanto, a relagdo inversa nao € necessa-
riamente verdadeira, pois as restri¢des adicionais que definem as subfamilias podem tornar
o problema tratdvel computacionalmente. Por outro lado, a identificacdo de um algoritmo
capaz de resolver o problema para uma familia em tempo polinomial, implica necessari-
amente que o problema segue tratdvel para todas as subfamilias contidas nesta primeira.
Um dos objetivos deste trabalho ¢é identificar os limiares da complexidade computacio-
nal na familia dos grafos cordais, o que € representado neste diagrama como uma aresta
partindo de uma classe onde o problema é N/P-Completo para outra onde ele admite um
algoritmo de tempo polinomial (ou mesmo linear), como, por exemplo, os grafos split e

split-indiferenca.

Uma vez que a complexidade computacional do problema da dominagdo vetorial em
grafos cordais foi estabelecida, € possivel avancar o estudo em subclasses de grafos cordais.
A primeira classe estudada serd a dos undirected path graphs. Como visto no
essa classe € definida por uma restri¢do no modelo de interse¢des: enquanto grafos cordais
admitem um modelo de subdrvores em uma arvore nao direcionada, os undirected path
graphs restringem o modelo a intersecao de caminhos nao direcionados em uma arvore

nao direcionada.



3.3 Familia dos Grafos Cordais 59

Undirected Path
Directed Path

Trés Cliques Maximais

Split-Indiferenga

O

Caminho

Duas Cliques Maximais

Completo

Figura 3.13: Estado da arte da complexidade do problemas de domina¢do em grafos cor-
dais.
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3.3.1 Undirected Path Graphs

O trabalho de Booth e Johnson [8] também demonstra que o problema do conjunto
dominante continua NP-Completo nesta familia de grafos. Esta demonstra¢do consiste
em estabelecer uma reducdo polinomial do problema 3-dimensional matching em uma
instancia do problema do conjunto dominante em undirected path graphs. Como o pro-
blema 3-dimensional matching é reconhecidamente NP-Completo Garey e Johnson [43]],
pode-se concluir que o problema do conjunto dominante nesta familia de grafos também ¢é

intratdvel computacionalmente (supondo P # NP).

A préxima classe abordada € definida por uma segunda restricdo no modelo de in-
tersecdo. Enquanto nos undirected path graphs os caminhos ndo eram direcionados, nos

directed path graphs os caminhos sdo direcionados. Além disso, a arvore subjacente passa

a ter uma raiz e arestas direcionadas. Como serd visto na [Subsecao 3.3.2| essa restricao

possibilitou que o problema do conjunto dominante se tornasse tratdvel nessa nova classe.

3.3.2 Directed Path Graphs

Nesta secdo serdao apresentados o algoritmo proposto por Booth e Johnson [_8] para o
problema do conjunto dominante em directed path graphs e uma modifica¢do deste mesmo

algoritmo para solucionar o problema da dominacao vetorial com requisitos O e 1.

0o destinado ao problema do conjunto dominante, foi proposto por Bo-
oth e Johnson [8]]. Seu funcionamento estd baseado em primeiramente obter a arvore de

cliques do grafo e, em seguida, percorré-la em pds-ordem, processando, a cada iteracdo,
um no desta arvore. Além disso, o algoritmo utiliza dois rétulos para guiar a escolha dos
vértices que fardo parte do conjunto dominante: depth|[C| e high[v]. O primeiro rétulo re-
presenta o tamanho do caminho entre a raiz da arvore de cliques e um né C'. J4 o segundo,
aplicado a cada vértice v do grafo, retrata o menor de valor de depth dentre todos os nés

da arvore que contém v.

Ap6s a iteragdo sobre os nés filhos de um né C' da drvore de cliques (comportamento
padrio do percurso em pds-ordem), o n6 C' deve ser explorado. Para isso, o algoritmo busca
dentre todos os vértices v € C, um vértice v ndo dominado tal que highlv] = depth[C].
Para um vértice v € C, a condi¢do highlv] = depth|C|] implica que C' é a dltima clique no
percurso em pds-ordem pela arvore de cliques em que v esté contido. Isto €, v ndo pertence

a nenhuma clique situada acima de C na arvore de cliques, o que também implica que esta
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iteracdo € o ultimo momento possivel para assegurar a dominacao de v durante a execugao

do algoritmo, uma vez que v ndo serd processado novamente.

A dominacio do vértice v € assegurada ao adicionar um vizinho u de v ao conjunto
R-dominante. Considerando que o vértice u deve estar obrigatoriamente contido em todas
as cliques situadas no caminho entre quaisquer duas cliques que o contenham na arvore
de cliques, ao se escolher um vértice u tal que o valor de high[u| seja o menor possivel,
assegura-se que a inclusdo de u ao conjunto [?-dominante maximiza o nimero de vértices
dominados (todos os vértices situados em cliques que contenham w serdo dominados pela
inclusdo de u no conjunto R-dominante). Sendo assim, o vértice u € adicionado ao con-
junto R-dominante e todo vértice w € N[u] é marcado como dominado, assegurando a

dominacdo de v e também de todos os vértices em C'.

E interessante observar que no algoritmo descrito por Booth e Johnson [8], a itera-
cdo pela arvore de cliques € descrita como um percurso em pré-ordem. Entretanto, este
percurso ndo atende ao comportamento retratado, uma vez que o correto funcionamento
do algoritmo depende de uma exploracao partindo das folhas da drvore em direcdo a raiz.

Desta forma, o algoritmo correto € um percurso em pos-ordem.

Algoritmo 3.2: Directed Path Graphs: Conjunto Dominante
Entrada: Directed path graph G = (V, E)
Saida: Conjunto dominante minimo S

1S« 10

2 Obter arvore de cliques 7" de G

3 Sejararaizde T’

4 Calcular depth de cada n6 da arvore T’

5 Calcular high para cada vértice v € G

¢ paracadav € V faca Dom[v] < Falso ;
7 PosOrdem (T, r, depth, high, dom, S)

8 retorne S

[

Funcao PosOrdem (7T, C, depth, high, dom, S)
2 para cada C’ € Filhos(C) faca
L PosOrdem (T, C', depth, high, S)

se Jv e C'| Dom[v] = Falso A high[v] = depth[C] entdo
Seja u o vértice contido em C' de menor high|u]
S« Su{u}
para cada w € N|[u] faca

| Dom[w] < Verdadeiro

®w N & v B

9 retorne S
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A ilustra um exemplo da aplica¢io deste algoritmo. No exemplo, as linhas
marcadas com “Resta dominar” correspondem aos vértices que atendem as condi¢des da
linha 4 da fun¢do PosOrdem. Os vértices que ndo possuem high igual ao depth da clique

sdo omitidos nos exemplos.

O algoritmo de percurso em pds-ordem ndo determina nenhum critério de desempate
entre os filhos de uma clique. Desta forma, o algoritmo pode ser iniciado pelas cliques Cs,
(s, Cy e Cs. Entretanto, como o resultado € o mesmo em todas as opcdes, a clique Cy foi

escolhida para ser processada primeiro.

Durante o processamento de Cg, observa-e que o vértices 12 apresenta high(12) =
depth(Cy), implicando que deve ser dominado nesta iteragdo. Dado o critério de seleg@o,
o vértice de menor high dentre os adjacentes € o vértice 9, que € adicionado ao conjunto
em construcido. As proximas cliques quem deve ser processada sao C'; e Cg, entretanto

todos os vértices destas cliques j4 estdo dominados.

Em seguida, o algoritmo processard a clique Cy: o vértice 7 possui high(7) =
depth(C}) e, portanto, deve ser dominado nesta iteracdo. Para dominar o vértice 7, o

algoritmo selecionard o vizinho de menor high, isto €, o vértice 3.

A préxima clique é Cs, onde se nota que os vértices v € {5,6} possuem high(v) =
depth(Cs5). Para dominar estes vértices, dado o critério empregado, o algoritmo selecionard

o vértice 2.

Resta processar as cliques C’5, Cy e C'5. Em Cj, nota-se que o vértice 8 ndo estd domi-
nado e possui high(8) = depth(Cs). Novamente, o algoritmo procederd com a adigdo de
um vértice para assegurar a dominagdo deste vértice: o vértice 4 € escolhido e adicionado
ao conjunto. Finalmente, considerando que todos os vértices do grafo ja foram domina-
dos, é seguro afirmar que o processamento de (5 e (' é trivial. O algoritmo retornard o

conjunto dominante {2, 3,4, 9} para G.

A corretude do formulada como o foi demonstrada por
Booth e Johnson [|g]].

Teorema 3.3.2 (Booth e Johnson [8]). O encontra um conjunto dominante

minimo para directed path graphs.

Considerando que a obtenc@o de uma arvore de cliques pode ser realizada em tempo
linear através de modificagdes no algoritmo proposto por Dietz et al. [31] e que cada n6

dessa arvore € percorrido apenas uma vez, pode-se afirmar que o|Algoritmo 3.2|€ linear.
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Directed Path Graph G . .
Arvore de Cliques T v | high
1 0
2 0
3 0
4 1
5 1
6 1
7 1
8 2
9 1
10 2
11 2
12 3
Cy = {9a 10, 12} Cr; = {9, 10, 11} Cy = {37 7}
high(12) = depth(Cs) 10 e 11 j4 dominados high(7) = depth(Cy)
Resta dominar: 12 Resta dominar: 7
u=29 Cs = {1,9} u=3
S = {9} 9 ja dominado S =1{9,3}

Cs = {27576} Cy = {1,2,4}
high(5) = depth(Cs) Cs = {4,8} 4 ja dominado
high(6) = depth(Cs3) high(8) = depth(C})

Resta dominar: 5 e 6 u=4 ¢y ={1,2,3}
u=2 S =1{9,3,2,4} 1, 2 e 3 ja dominados

S ={9,3,2} S=1{9,3,2,4}

Figura 3.14: Exemplo da aplicacdo do |Algoritmo 3.2,

Vale destacar a dicotomia encontrada ao comparar a complexidade computacional
do problema do conjunto dominante nas classes undirected path graphs e directed path
graphs, uma vez que na primeira o problema é A/P-Completo, enquanto na segunda ele
passa a admitir um algoritmo de tempo linear. Como pode ser observado, a corretude deste
algoritmo decorre da propriedade apresentada no [leorema 2.3.2) onde foi demonstrado
que todo que, para todo vértice = € V(G), o conjunto das cliques maximais que contém x
induzem um caminho direcionado na arvore de cliques. Essa propriedade assegura que a
escolha do vértice v na linha 5 da fungdo POSORDEM no[Algoritmo 3.2]¢ 6tima e, portanto,
conduz a um conjunto dominante minimo. Finalmente, considerando que esta propriedade
existe apenas na familia dos directed path graphs (e suas subfamilias), pode-se estabelecer

esta como a primeira dicotomia justificada neste estudo.
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O algoritmo proposto para o problema do conjunto dominante pode ser modificado
para resolver também uma versdo mais restrita do problema da dominacio vetorial onde

os requisitos dos vértices estéo limitados a 0 e 1, isto é, R[v] € {0,1},Yv € V. O
apresenta o algoritmo modificado.

Algoritmo 3.3: Directed Path Graphs: Dominacgao Vetorial com Requisitos O e 1

Entrada: Directed Path Graph G = (V, E) e Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto R-dominante minimo S
S0
Obter arvore de cliques 7" de G
Sejar araizde T’
Calcular depth de cada n6 da arvore T'
Calcular high para cada vértice v € G
para cada v € V faca
se R[v] = 0 entdo Dom|v] < Verdadeiro ;
Dom/[v] « Falso

L N N T AR W N =

9 PosOrdem (T, r, depth, high, dom, S)
10 retorne S

1 Funcio PosOrdem (7', C, depth, high, dom, S)
2 para cada C’ € Filhos(C) faca
L PosOrdem (1), ', depth, high, S)

se Jv e C' | dom[v] = Falso A high[v] = depth|[C] entdo
Seja u o vértice contido em C' de menor high|u]
S+ SuU{u}
para cada w € N|u] faca

| Dom[w] < Verdadeiro

w

®w N & wn s

9 retorne S

Teorema 3.3.3. O|Algoritmo 3.3|encontra um conjunto R-dominante quando os requisitos

sdo restritos a 0 e 1 e o grafo pertence a classe dos directed path graphs.

Demonstragdo. Vértices que possuem requisito 0 sdo peculiares, pois ndo necessitam de
nenhum vizinho para serem dominados, contudo podem ser utilizados para assegurar a
dominacdo de seus adjacentes quando sdo adicionados ao conjunto R-dominante. Con-
siderando que os vértices de requisitos 0 sdo marcados como dominados (linhas 7-9 do
algoritmo) eles ndo demandardo que qualquer vizinho seja adicionado ao conjunto em
construgdo para sua dominagdo. Além disso, qualquer vértice de requisito O pode ser utili-
zado para dominar um vértice, caso este seja o vizinho de menor high, o que nao altera a

corretude do método original.
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Considerando que o [Algoritmo 3.2| é correto de acordo com o [Teorema 3.3.2| e que
os vértices de requisito 0 podem ser escolhidos para dominar outros vértices, a0 mesmo

tempo, em que ndo demandardo que nenhum vértice seja adicionado ao conjunto em cons-
trucdo para sua dominagdo, pode-se concluir que o|Algoritmo 3.3|também est4 correto. [

A ilustra um exemplo da execucdo do Este exemplo apre-
senta o mesmo grafo da|Figura 3.14] para permitir uma compara¢do do comportamento do

algoritmo ao encontrar vértices de requisito 0, que, por definicdo, ndo demandam nenhum
vizinho para sua dominacdo. Entretanto, como pode ser visto, estes vértices foram utili-
zados para compor uma solu¢ao minima. Os requisitos de cada vértice sdo representados

pelos nimeros em vermelho ao lado de cada vértice.

Directed Path Graph G . .
Arvore de Cliques T v_| high
1 0
2 0
3 0
4 1
) 1
6 1
7 1
8 2
9 1
10 2
11 2
12 3
Cs = {9,10,12} Cr = {9,10,11}
high(12) = depth(Cs) 10 e 11 j4 dominados Cy={3,7}
Resta dominar: 12 R[71=0
w=9 Cs ={1,9} 7 j4 dominado
S = {9} 9 ja dominado
Cs = {27576} Cy = {1,2,4}
hz:gh(5) i depth(Cs) Cs = {4,8} 4 ja dominado
high(6) = depth(Cs) RE[=0
Resta dominar: 5 e 6 o ¢ =1{1,2,3}
u =2 8 ja dominado 1, 2 e 3 ja dominados
S =1{9,2} S =1{9,2}

Figura 3.15: Exemplo da aplicag¢do do |Algoritmo 3.3

E importante destacar que ndo foi possivel modificar esse algoritmo para atender re-



3.3 Familia dos Grafos Cordais 66

quisitos maiores ou iguais a 2, pois o critério de selecionar vértices situados mais préximos
a raiz da arvore de cliques (menor high possivel dentro da clique) pode resultar em esco-
lhas ruins. A ilustra um exemplo onde esse critério induz uma escolha ruim.
Na figura, ao processar a clique C; = {1,2,3,4}, o algoritmo deve escolher dois vizi-
nhos do vértice 1 de menor high (R[1] = 2), o que implica na escolha dos vértices 3
e 4. O processamento da clique C3 = {3,4,5,6} é trivial, pois todos os vértice ja es-
tdo dominados. A préxima clique Co = {5,6,7} ndo contém vértices ndo dominados
com high(v) = depth(Cy) (high(7) = 0 e depth(Cy) = 1). Finalmente, ao processar
a clique C, = {7, 8} nota-se que o vértice 7 ainda ndo foi dominado e atende ao critério
high = depth, implicando na adi¢do do vértice 7 para dominar a clique. Desta forma, o al-
goritmo retornard o conjunto {3, 4, 7}. Este conjunto, embora seja suficiente para dominar

o grafo, ndo é 6timo, uma vez que a solugéo Gtima para esta instancia é o conjunto {1,5}.

raiz r @

{5,6,7}

@5,6}

Arvore de Cliques de G
EEP = (1,2,3,4,5,6,7,8)

Directed Path Graph G

Figura 3.16: Contra-exemplo do algoritmo para directed path graphs com requisitos
{0,1,2}.

E interessante destacar que o contra-exemplo apresentado na [Figura 3.16| foi obtido
pelo ambiente de pré-validacéo, apresentado no O ambiente foi utilizado para
construir grafos de intervalo proprio (que por defini¢do sdo directed path graphs) e buscar

por combinagdes de requisitos onde o algoritmo nao foi capaz de encontrar a solug¢do 6tima.

Em relagdo ao problema da dominagdo vetorial sem restricdes quanto aos requisitos,

até o momento ndo se conhece nenhum algoritmo polinomial a0 mesmo tempo em que
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ndo existem provas que demonstrem a sua NP-Completude. Desta forma, este problema

permanece em aberto para estudos futuros.

Na[Subsecao 3.3.3] uma outra classe de grafos serd abordada: grafos ptolemaicos. Esta

familia de grafos apresenta um ponto de interesse em relagdo ao problema da dominacao

vetorial, pois, como serd visto, ela introduz uma fronteira na complexidade computacional.

3.3.3 Grafos Ptolemaicos e Grafos AC

Como mencionado anteriormente, a caracterizagdo de que todo grafo ptolemaico tam-
bém é um grafo de distincia hereditdria ¢ uma importante ferramenta para estabelecer a
complexidade computacional do problema da dominacao vetorial nesta familia de grafos.
O trabalho de Golumbic e Rotics [50]] demonstrou que todo grafo de distancia hereditaria
possui clique-width menor ou igual a trés (cw < 3). Desta forma, € correto afirmar que

todo grafo ptolemaico também possui clique-width limitado.

Tendo em vista que o trabalho de Cicalese et al. [18] descreve um algoritmo de tempo
polinomial para o problema da (), 5, «)-SELECAO DE ALVOS em grafos com clique-width
limitada e que o problema da dominacdo vetorial pode ser interpretado como uma restricao
deste problema onde o = n, § = ke A = 1, pode-se concluir que o algoritmo proposto
por Cicalese et al. [18] pode ser aplicado nesta familia de grafos. Este algoritmo tem
complexidade de tempo da ordem de O(|o|(n + 1)'%), onde o equivale a uma 3-expressdo
(k-expressdo onde £ < 3) para o grafo. Como o trabalho de Golumbic e Rotics [50]]
demonstra que uma 3-expressdo pode ser obtida em tempo O(n + m) para os grafos de
distancia hereditdria, € correto afirmar que para todo grafo ptolemaico o problema da do-
minacao vetorial admite algoritmo de tempo polinomial (a complexidade da obtencdo da
k-expressao € inferior a complexidade do algoritmo). Entretanto, como serd visto ao longo
desta trabalho, existem algumas subfamilias de grafos ptolemaicos que admitem algorit-

mos de tempo linear.

Vale destacar que ao definir a complexidade computacional do problema da domina-
cdo vetorial na classe dos grafos ptolemaicos, uma fronteira da intratabilidade do problema
também foi identificada: até o momento a complexidade do problema na classe dos direc-
ted path graphs segue em aberto, enquanto para uma de suas subclasses (grafos ptolemai-
cos) o problema admite um algoritmo de tempo polinomial. Conforme demonstrado, essa
dicotomia esta intrinsecamente relacionada ao parametro clique-width da familia, pois,

conforme demonstrado pelo trabalho de Cicalese et al. [18], toda familia de grafo com
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cligue-width limitado admite um algoritmo de tempo polinomial.

Como demonstrado no os grafos AC sdo definidos pela intersecdo dos
grafos dominé e dos grafos cordais. O trabalho de Markenzon e Waga [69] demostrou
que a classe dos grafos AC estd propriamente contida na classe dos grafos ptolemaicos.
Sendo assim, € possivel estender os resultados apontados nesta se¢do sobre a complexidade
computacional do problema da dominagdo vetorial em grafos ptolemaicos para os grafos
AC, ou seja, o problema da dominagdo vetorial admite um algoritmo polinomial nesta

classe.

Ainda neste sentido, € interessante destacar que para uma segunda subfamilia de gra-
fos também contida na classe dos directed path graphs, os grafos de intervalo, a solucao
apresentada ndo € vdlida, uma vez que, segundo Golumbic e Rotics [50], os grafos de in-
tervalo nao possuem clique-width limitada (o trabalho de Golumbic e Rotics [[50] também
demonstra esta afirmacdo para os grafos de intervalo préprio, entretanto, dada a relacdo

entre as classes, € possivel extrapolar essa mesma conclusio para os grafos de intervalo).

Os grafos de intervalo e de intervalo préprio serdo abordados na[Subsecdo 3.3.6]

3.3.4 Grafos Bloco

O trabalho de Lan e Chang [60] propde um algoritmo baseado na aplicacdo de dois
rétulos associados aos vértices. O primeiro rétulo, L;(v), determina se o vértice v é re-
querido obrigatoriamente (R) ou ndo ([3) para se obter um conjunto R-dominante minimo.
Ja o segundo rétulo, Lo(v), é utilizado para indicar quantos vizinhos de v devem ser in-
cluidos neste conjunto R-dominante para que v seja dominado. Inicialmente, este segundo
rétulo equivale ao vetor de requisitos. Estes dois rétulos, para melhor representacdo, serdo

agrupados em uma tupla L(v) = (L;(v), Ly(v)).

O primeiro passo do algoritmo consiste em inicializar os rétulos de cada vértice v:
L(v) = (B, R[v]). Em seguida, a cada iteragdo, um bloco folha do grafo ¢ analisado. Um
bloco folha B de um grafo bloco GG consiste de uma clique, tal que no maximo um de seus

vértices € uma articulagcdo em G.
Sempre que um bloco folha € tratado pelo algoritmo, dois casos distintos devem ser

considerados. Seja v a unica articulagdo deste bloco:

Caso 1 - L; (u) = B: Neste caso, a articulagdo ndo foi marcada como requerida. Logo

ela pode participar ou ndo da solugdo do bloco. Sendo assim, este caso deve analisar
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duas hipéteses distintas: L) (u) = 0 e L (u) = R. Na primeira, o algoritmo ja con-
siderard a articulagdo dominada, implicando que ela ndo serd incluida no conjunto
R-dominante deste bloco. Na segunda hipédtese, a articulagdo serd considerada como
requerida e obrigatoriamente participard da solucao do bloco. Para cada hipétese, o
algoritmo obterd um conjunto R-dominante para o bloco e analisard qual dos conjun-
tos possui a menor cardinalidade. Em seguida, o algoritmo selecionard o conjunto
escolhido para compor a solucdo final para o grafo. Uma vez que um conjunto foi
escolhido, o algoritmo atualizard os rétulos da articulagdo de acordo com a melhor
hipé6tese. Na primeira, o rétulo Ly(u) deve ser decrementado do nimero de vizinhos
da articulacio que pertencem ao conjunto /2-dominante do bloco. J4 na segunda, o

rétulo Ly (u) deve ser marcado como requerido para as demais iteragdes.

Caso 2 — L; (u) = R: Jd neste caso, o algoritmo detectou que a articulagdo foi marcada
como requerida em alguma iteracdo anterior. Este bloco € resolvido e a solugdo

obtida (que deve incluir u) € incorporada ao conjunto R-dominante para o grafo.

Sempre que um bloco folha € solucionado, ele é removido do grafo. Este processo
deve ser repetido até que o grafo se torne biconexo. Uma vez que isso ocorra, o grafo
foi reduzido a apenas uma clique, que pode ser facilmente solucionada. O conjunto R-
dominante consiste das solu¢des obtidas para os blocos folha unidas a solu¢dao encontrada

para esta ultima clique.

Deve-se destacar que nas linhas 13 e 22 do [Algoritmo 3.4| o vértice u, que corres-
ponde a articulacio do bloco folha, foi removido do conjunto [2-dominante deste bloco no
momento de sua incorporag@o ao conjunto R-dominante do grafo, pois esse vértice serd in-
cluido no momento do processamento de outro bloco, onde u ndo é mais uma articulacao.

Essa adi¢do é assegurada, pois L;(u) foi marcado como requerido (L, (u) = R).

O algoritmo apresentado faz uso de uma fun¢ao denominada DominarClique, respon-
sdvel por solucionar cada bloco folha (clique). Seu funcionamento é baseado no
1tmo 3.1 diferindo apenas por uma etapa de pré-processamento, onde os vértices marca-

dos como requeridos sdao imediatamente incluidos no conjunto em construgao.

Considerando que € possivel determinar se o grafo € biconexo e obter blocos folha em
tempo linear, o algoritmo apresentado possui complexidade O(n), uma vez que, a cada

iterac@o, um bloco folha é removido.

A préxima sec¢do abordard um caso especial de grafos bloco: as arvores. Uma ar-
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Algoritmo 3.4: Grafos bloco: Dominacao Vetorial
Entrada: Grafo bloco G = (V, E) e Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto R-dominante minimo S
S0 G+ G L+ 0
para cada v € V(G') faca

| L(v) + (B, R[v)) L+ LUL(®©)

W N -

4 enquanto V (G') # () faca

5 se G’ é biconexo entao

6 Sp < DominarClique (G', L)

7 S« SuUSp

8 G + 0

9 senao

10 Seja B um bloco folha de G’ e seja v a unica articulagdo de B
1 se L1(u) = R entdo

12 Sp < DominarClique (B, L)

13 S+ SuU(Sg\{u})

14 senao

15 L'+~ L'+ L

16 LY(u) < R Sk ¢ DominarClique (B, L")
17 Li(u) <0 So +— DominarClique (B, L)
18 se |So| < |Sg| entao

19 S <+ SUS,

20 Lo(u) < max{Ly(u) — |So|, 0}

21 senao

b5) S+ SU(Sg\{u})

23 Li(u) < R

24 G'+~ G -8B

25 retorne S

1 Funcdo DominarClique (K, L)

2 S={ve K| L((v)=R} K'=K\S

3 | enquanto K’ # () faca

4 Seja v o vértice de maior Ly em K’

5 se Ly(v) > |S|entdo S + SU{v} K' + K'\ {v};
6 senao Interromper o laco de repeticdo ;

7 retorne S

vore pode ser vista como um grafo bloco onde cada componente biconexa é formada por
dois vértices. Os blocos folha podem ser trivialmente obtidos: uma folha da 4rvore e seu

ancestral direto. Esta observacdo € a base do Algoritmo apresentado na
ISubsecao 3.3.5|
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3.3.5 Arvores

O |Algoritmo 3.5|é uma variacao do [Algoritmo 3.4} na qual todos os blocos possuem

no maximo dois vértices. Essa restricdo permite a criagdo de uma solugdo mais simples.
Assim como o |Algoritmo 3.4} seu principio de funcionamento também estd baseado na

utilizacao de rétulos.

Em um primeiro momento, os rétulos de todos os vértices v da drvore sdo inicializados
como (B, R[v]). A partir deste momento, cada bloco folha é analisado e resolvido. Tendo
em vista a estrutura da arvore, pode-se perceber que o algoritmo, a cada iteracdo, resolve
um bloco folha, constituido de uma folha da arvore e seu ancestral, sendo esse a articulacao

do bloco. Isto implica que, a cada iteragc@o, do algoritmo uma folha é removida.

Para determinar uma ordenagdo dos vértices vy, vo, ..., v, na qual cada vértice v; é
uma folha na subdrvore induzida por {v;,...,v,} o algoritmo pode definir rétulos para
cada vértice utilizando um algoritmo de percurso em pds-ordem. Esse procedimento é
suficiente para assegurar a ordenagdo requirida, uma vez que todos os filhos de um né
possuem rétulos menores do que o seu. Seja P(v) o rétulo de cada vértice v definido pelo

percurso.

Vale destacar que durante o processamento de vértice folha v, v s6 € adicionado ao
conjunto [R-dominante se foi ele previamente marcado como requerido ou se demanda
mais de um vizinho para sua dominacdo. Em caso contrdrio, seu ancestral na arvore é
preferido, pois claramente possui maior influéncia sobre outros nds da arvore (a influéncia
de v neste momento € limitada ao seu ancestral). Neste caso, seu ancestral € marcado como

requerido.

Em relagdo a complexidade computacional, nota-se que o |Algoritmo 3.5(€ de tempo
linear, uma vez que cada vértice é processado somente uma vez (no momento em que se

torna folha) e o percurso em pés-ordem em drvores tem complexidade O(n).

A ilustra a execugdo deste algoritmo. Nesta figura, as legendas associadas
aos vértices (situadas no interior do circulo de cada vértice) correspondem ao rotulo P
obtido pelo percurso em pds-ordem. Quando um vértice € removido da arvore, a aresta
que o conectava € grafada como uma linha tracejada. Além disso, sempre que um vértice
¢ incluido no conjunto R-dominante sua borda € hachurada. Deve-se destacar que foram
omitidas algumas iteracdes do algoritmo, situadas entre as duas arvores apresentadas na

terceira linha da figura.
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Algoritmo 3.5: Arvores: Dominacio Vetorial

Entrada: Arvore T = (V, E) e Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto R-dominante minimo S

1 Seja T a arvore T' enraizada em um vértice  qualquer

2 Percorrer a drvore 7’ em p6s-ordem, rotulando os vértices

3 Seja P(v) o rétulo de cada vértice v

4 S+ 10

s L+ 0

¢ paracadav € V(7") faca

7 L(v) < (B, R[v])

8 L+ LU{L(v)}

9 para (i < 1; i<n; i+ +)faca
10 Seja v o vértice de rétulo P(v) = i
1 Seja u o ancestral direto de v
12 | seLq(v) =RV Ly(v) > 1entdo
13 Ly(u) < maz{Ls(u) — 1, 0}
14 L S« SuU{v}

15 | se L;(v) = BA Ly(v) =1 entdo
16 L Li(u) < R

17 se Ly(r) = RV Ly(r) > 0 entdo
18 L S« Su{r}

19 retorne S

Um ponto interessante € que a apresentagdo de um algoritmo linear para o problema
de encontrar um conjunto 2-dominante para arvores também demonstra uma solucdo para

o problema em caminhos, estrelas e caterpillars, uma vez que também sao arvores.

Uma vez terminada a abordagem deste ramo da hierarquia dos grafos cordais (grafos

ptolemaicos, blocos, arvores e caminhos), € possivel iniciar o estudo dos grafos de in-

tervalo. Como serd visto na [Subsecdo 3.3.6| esses dois ramos ainda apresentam algumas

intersecoes como, por exemplo, os grafos dominé N intervalo préprio.

3.3.6 Grafos de Intervalo e de Intervalo Préprio

Considerando que a classe dos grafos de intervalo estd contida na classe dos directed
path graphs, pode-se afirmar que o problema do conjunto dominante admite um algoritmo

polinomial quando restrito a grafos de intervalo.

Em relag@o ao problema da k-dominacio, o trabalho de Chiarelli ez al. [|17] apresenta

um algoritmo de tempo O(n>¥) para grafos de intervalo préprio. O algoritmo apresentado
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(R, 1)/@/ (Rl)@ (1) (8)

(B,1) @/(]{, 2)\:@ @:(R. 2)@ (1) (3) (6) (7)
. @ (Bfl)\@(B,l) (2 (5)

S ={3,4,6,8}

Figura 3.17: Exemplo da aplicacdo do |Algoritmo 3.5/em uma arvore.

¢ baseado em programacdo dindmica e utiliza o parametro boolean-width e a arvore de de-

composic¢ao do grafo (decompositon-tree) (Bui-Xuan er al. e Belmonte e Vatshelle
[1]).

Entretanto, o estudo da dominacao vetorial nesta classe de grafos ainda ndo demons-
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trou resultados conclusivos, restando como um problema em aberto. Considerando a am-
plitude da classe dos grafos de intervalo (e de intervalo préprio), optou-se por um estudo
baseado em subclasse de grafos de intervalo préprio ainda mais restritas: os grafos domin6
N intervalo préprio, abordados na e os grafos split-indiferenga, estudados na
Secao 4.3

3.3.7 Grafos Split

A primeira abordagem para identificar a complexidade computacional do problema
da dominagdo vetorial em grafos split consistiu em buscar resultados na literatura sobre o
problema do conjunto dominante. Existem dois trabalhos que demonstram que o problema

do conjunto dominante é A"P-Completo em grafos split.

A primeira demonstra¢do a respeito da NP-Completude decorre do [Teorema 3.3.1
destinado aos grafos cordais. A reducdo polinomial proposta por Booth [7], constréi a

partir de um dado grafo G = (V, E'), um novo grafo H de forma que:

1. O conjunto V' (G) corresponda a uma clique em H;
2. Para cada aresta e € I, um novo vértice v, € criado em H, tal que v, € adjacente aos

dois vértices correspondentes aos extremos da aresta e em G.

. Em seguida, € demonstrado que GG possui uma cobertura de vértices de tamanho k se, e

somente, se [ possuir um conjunto dominante de cardinalidade k.

Ao analisar o grafo H construido pode-se observar que H, além de ser um grafo cordal,
como demonstrado por Booth [7], também é um grafo split. A primeira particao, corres-
pondente a uma clique, é formada pelos vértices de GG. J4 o segundo conjunto construido é
constituido pelas arestas de GG, transformadas em vértices de grau dois em H. J4 que cada
elemento € adjacente somente aos vértices da clique entdo este conjunto corresponde a um

conjunto independente.

A apresenta uma modifica¢do da [Figura 3.12] apresentada na [Se¢ao 3.3]

na qual os vértices da clique estao hachurados em preto, enquanto os vértices do conjunto

independente, em branco.

Sendo assim, pode-se concluir que a demonstracdo proposta por Booth [[7] pode ser

aplicada também para grafos split.

A segunda demonstragdo encontrada a respeito da AN/P-Completude do problema do
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Figura 3.18: O grafo G e o grafo split resultante GG'.

conjunto dominante em grafos split foi apresentada por Bertossi [3].

Teorema 3.3.4 (Bertossi [3]). O Problema do Conjunto Dominante para grafos split é
NP-Completo.

A demonstracdo do consiste em uma redugdo polinomial para o Pro-
blema da Cobertura Minima de Conjuntos. Dados um conjunto finito e ndo vazio A =

{ai,...,am}, um conjunto C' = {C4,...,C,} de subconjuntos de A, tal que C; # ) e
Ui, Ci = A, e um inteiro positivo h, o problema da cobertura minima de conjuntos busca
determinar se existe uma cobertura {C},, ..., C;, } para A, isto é, um subconjunto de C' tal
que | J{C;,,...,C;, } = A, de tamanho h.

A partir de uma entrada qualquer para o problema da cobertura minima de conjuntos,
um grafo split é construido: A clique base K € constituida dos n elementos de C' e o
conjunto independente I é formado pelos m elementos de A. Seja S = (V, E) o grafo split
construido: V = KUl e E = {{C;,C;} : C;,C; € C,i # j} U{{a;,Cx} : a; € Cy}.
Como |J;_, C; = Ae C; # (), entdo S é conexo e todo vértice de K é adjacente a pelo
menos um vértice de 1. A ilustra um exemplo desta construg@o.

Uma vez que o grafo split foi construido, Bertossi [3|] demonstra que existe uma so-
lucdo de tamanho h para o problema da cobertura minima de conjuntos se, e somente
se, existir um conjunto dominante de tamanho & em S. No exemplo apresentado pela
S possui um conjunto dominante de tamanho 2: {C3, C, }. Esse mesmo conjunto

¢ a solugdo para o problema da cobertura minima de conjuntos.

Um ponto interessante do trabalho de Bertossi [3] é que a demonstragio da N P-
Completude do problema do conjunto dominante em grafos split foi utilizada como base

para provar que esse mesmo problema também é NP-Completo em grafos bipartidos.
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A — {a17a27a3aa4;a5}

C = {01702703704}

C) = {GQ,%}

CQ = {ag,a4} %
C3 = {@176127@5}

Cy= {a3,a4,a5}

K 1

Figura 3.19: Exemplo da construcdo do grafo split a partir de uma instancia do problema
da cobertura minima de conjuntos.

O resultado obtido a respeito da complexidade computacional do problema do conjunto
dominante em grafos split permite afirmar que o problema da dominagdo vetorial também

é N'P-Completo nesta familia.

A apresenta uma classe de grafos contida na familia dos grafos split, cuja
complexidade computacional difere da classe que a contém, isto €, constitui um caso espe-

cial tratdvel computacionalmente.

3.4 Conclusoes

Este capitulo explorou o estado da arte da complexidade computacional do problema
da dominagdo vetorial em algumas subfamilias de grafos cordais. Este estudo possibili-
tou um estudo mais aprofundado das caracteristicas e ferramentas estruturais das classes

abordadas.

Uma vez estabelecido o estado da arte, o[Capitulo 4|apresenta novos resultados obtidos
para algumas classes de grafos cordais, como grafos com exatamente duas cliques maxi-
mais e grafos split-indiferenca. Além desses dois algoritmos lineares, o capitulo expde

também um algoritmo aproximativo para os grafos dominé N intervalo préprio.



Capitulo 4

Novas Contribuicoes para o Problema
da Dominacdo Vetorial

Este capitulo apresenta as contribui¢des deste trabalho em relagdo a complexidade
computacional do problema da dominacdo vetorial em grafos cordais. A primeira ¢ um
algoritmo linear para grafos com exatamente duas cliques maximais. Como visto na [Sub-|
secao 3.2.2, o método anteriormente conhecido na literatura para resolver o problema neste

classe tem complexidade O(|a|(n + 1)'*), 0 o é uma k-expressdo para o grafo [[18].

J4 a segunda contribuicdo é uma continuacdo do estudo da classe dos grafos de in-
tervalo proprio. O método proposto € um algoritmo aproximativo para grafos domin6 N
intervalo proprio. Como serd visto na[Secao 4.2] este estudo possibilitou um melhor enten-
dimento do problema da dominacao vetorial em relacdo a decomposi¢cao do grafo em suas

cliques maximais.

Finalmente, a terceira contribui¢ao visa avaliar a complexidade de uma classe formada
pela intersecao dos grafos split e os grafos de intervalo proprio. Como visto nas Subse-
coes[3.3.0/e a complexidade do problema da dominagao vetorial € desconhecida em
grafos de intervalo préprio e intratdvel em grafos split (assumindo que P # N'P). Con-
tudo, como serd demonstrado na o problema admite um algoritmo de tempo

linear na intersecdo das duas classes, os grafos split-indiferenca.

4.1 Grafos com duas cliques maximais

Nesta secao serdo apresentados os resultados obtidos por este trabalho para grafos com

duas cliques maximais, isto é, grafos constituidos por exatamente duas cliques maximais
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conectadas por pelo menos um vértice em comum. Como visto anteriormente, nota-se
que estes grafos pertencem a familia dos cordais, uma vez que inexiste a possibilidade de
um ciclo com mais de trés vértices sem uma corda. Como demonstra¢do adicional, um
esquema de eliminagao perfeita pode ser facilmente obtido: sejam C' e (' as duas cliques;
Primeiro, os vértices contidos em (C \ Cy) U (Cy \ C1) sdo removidos em qualquer ordem;

Em seguida, os vértices de C; N C5 também podem ser removidos.

O algoritmo desenvolvido para encontrar conjuntos 2-dominantes minimos em grafos
com duas cliques maximais € constituido de duas fases: na primeira, um conjunto capaz de
R-dominar todos os vértices € construido para o grafo. Ja na segunda fase, este conjunto é

aprimorado de forma que se torne minimo.

Inicialmente, o algoritmo identifica as duas cliques que compdem o grafo e, para isso,
basta identificar um vértice de grau minimo. Seja v esse um desses vértices. Sabe-se que
v ndo pertence a interse¢ao entre as cliques, pois tais vértices sdo universais e, portanto,
possuem grau maximo. Desta forma, a primeira clique é determinada pela vizinhanga
fechada deste vértice v. Para identificar a segunda clique, basta localizar um vértice u
que ndo seja vizinho de v. A segunda clique € constituida pela vizinhanga fechada deste
vértice u. Sejam () e C as duas cliques identificadas e seja [ a interse¢@o entre elas.
Esta etapa pode ser realizada em tempo O(n). Uma vez que as cliques foram identificadas,
o algoritmo pode construir um conjunto capaz de R-dominar o grafo para, em seguida,

aprimora-lo.

Algoritmo 4.1: Duas cliques maximais: Dominacdo vetorial

Entrada: Grafo G = (V, E') e Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto R-dominante minimo S

1 Seja v o vértice de grau minimo em V'

2 Cl < N[U]

3 Seja u um vértice qualquer em V' \ C}

4 02 — N[u]

5 ]+ Ol N 02

6 Squz ¢ ConstruirSolucdoDuasCliques (C1, Oy, I, R)
7 S < AprimorarSolucao (C1, Cs, I, R, Suuz)

8 retorne S

A construgdo de um conjunto vidvel é imediata: todos os vértices de C \ I e C5 \ I s@o
incluidos no conjunto em constru¢do S,,,; Em seguida, sdo incorporados os vértices de
nao dominados por S,,,, em ordem decrescente de requisitos. O|Algoritmo 4.2|detalha este

procedimento.



4.1 Grafos com duas cliques maximais 79

Algoritmo 4.2: Duas cliques maximais: Construir solucao

Entrada: Cliques (' e (5, Intersecdo entre as cliques I e Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto S,,, capaz de R-dominar G

1 Func¢lo ConstruirSolugcaobDuasCliques (Cy, Cy, I, R)

2 Sauz < (C1\ ) U (Cy\ 1)

3 Seja C' uma lista dos vértices de [ ordenada de forma decrescente por
requisitos

4 | enquanto C # () faca

5 Remover o primeiro elemento de C'. Seja v esse vértice

6 se R[v] > |S| entdo

7 L Sauz — Saua: U {U}

8 retorne S,

Em relacdo ao conjunto construido, pode-se assegurar sua capacidade de dominar to-
dos os vértices. Para isso, basta observar que todos os vértices de (Cy \ I) U (Cy \ I)
pertencem ao conjunto € os demais (contidos em /) sdo analisados de forma que os ndo
dominados pelo primeiro conjunto sejam incorporados ao conjunto resultante, seguindo o

mesmo procedimento ja demonstrado para cliques.

Nota-se que o |Algoritmo 4.2 possui complexidade O(n) E], pois cada vértice é proces-

sado apenas uma vez e a ordenacdo empregada pode ser realizada em tempo linear, uma

vez que os requisitos sdo limitados a n.

A |[Figura 4.1 apresenta um exemplo do comportamento do [Algoritmo 4.2 Pode-se

notar claramente as duas etapas do algoritmo: Na primeira, todos os vértices que nao
pertencem a interse¢do sdo adicionados. Em seguida, apenas os vértices ndo dominados

pelo conjunto construido anteriormente sdo adicionados.

Uma vez que um conjunto capaz de R-dominar o grafo foi construido, o algoritmo
inicia a fase de aprimoramento. Para isso, é necessario demonstrar quais operacdes podem
ser realizadas para transformar um conjunto S construido pelo €m um con-
junto R-dominante minimo para G. O restringe as operagdes que podem ser

realizadas para aprimorar tal conjunto.

!Considerando que o grafo é representado como uma lista de adjacéncias, é possivel obter o grau de cada
vértice em tempo constante.



4.1 Grafos com duas cliques maximais 80

Etapa 1: Adicao indiscriminada dos vérti-

Inicio do Algoritmo: . . ~
£ ces situados fora da interse¢@o entre (' e

Grafo G e suas duas cliques C e Cy

Etapa 2: Primeiro vértice de C' ja é domi-
nado por S (R[7] =8 = |S)).
Fim do algoritmo.

Resultado final: S = {1,2,3,4,9,10,11,12}

Figura 4.1: Exemplo do|Algoritmo 4.2

Etapa 2:
C={7,8,6,5}

Lema 4.1.1. Seja S’ uma solu¢cdo minima para G e R que contenha os vértices de maior
requisitos de cada regido que compdem o grafo (C1\ Cs, Cy\C4, I = C1NCsy). Além disso,
seja S um conjunto capaz de R-dominar G tal que (S\ 1) 2 (S'\I)e (SNI) C (S'NI).
A[Figura 4.2 apresenta visualmente as restrigdes impostas ao conjunto S em relagdo a S'.

Existem apenas duas modificacoes que podem ser realizadas em S para aprimord-lo:

* Adicionar um vértice v, casov € I\ S;

* Remover um vértice v, casov € (V' \ I)N S.
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Figura 4.2: Apresentagdo visual das restricdes impostas ao conjunto S em relagdo a S'.

Demonstragdo. Sejam C} e Cy as duas cliques maximais de G, tais que I = C; N C5. Seja
v um vértice qualquer do grafo. Existem oito possiveis casos, considerando a localizacao

de v no grafo e nos conjuntos S e S’

Supondo que v € I: Supondo que v ¢ I:
l.ve S, masve S 5.ve S, masves
2.ve S, masv ¢ S 6. ve S, masv ¢S
3.végSeves T.vg SeveSs
4. v¢ Sev¢sS B.vg SevgsS

Inicialmente, dentre as proposicdes descritas, percebe-se que duas delas resultam em
absurdos: A proposicdo 3 € absurda, pois (S’ N 1) O (SN I). A proposi¢do 6 também é
absurda, uma vez que (S'\ 1) 2 (5" \ I).

Considerando os casos restantes, os conjuntos diferem em apenas dois:

* Existe um vértice v € I contido em S, mas ndo em S (Proposicdo 2). Para tornar S
otimo, € necessario adicionar v;
* Existe um vértice v em S\ I, mas ndo em S’ (Proposic¢do 7). Para tornar S 6timo, é

necessario remover v.

Logo, conclui-se que de fato s existem duas modificagdes que podem ser realizadas

em S para aprimora-lo. [

@) busca aprimorar o conjunto construido de forma que este se torne
minimo, através das adi¢des e remoc¢des demonstradas no A cada iteragdo,
dois vértices de requisitos minimos sao identificados: o primeiro pertencente ao conjunto
(C1\ Cy)N S eosegundo, a (C2\Cp)NS. Caso existam tais vértices, o algoritmo avalia se
ambos (ou apenas um deles) podem ser removidos do conjunto S. Caso isso seja possivel,

a remocdo € executada.
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Quando nenhum vértice puder ser removido sob risco de deixar algum vértice ndo
R-dominado, o algoritmo acrescenta um tnico vértice do conjunto (C; N Cy) \ S a Se
recomega o processo de identificar possiveis remog¢des. No momento em que nenhuma
operacdo puder ser realizada (adi¢do ou remog¢ao), o algoritmo € encerrado. A cada etapa,
o conjunto obtido é comparado ao menor ja encontrado: caso um conjunto de menor cardi-
nalidade seja localizado, ele € salvo, sobrescrevendo o anterior. Ao final, 0 menor conjunto
identificado € retornado. Vale destacar que, em todas as iteracdes do algoritmo, o conjunto
pode R-dominar o grafo, uma vez que as remog¢des sdo realizadas somente quando sdo
vidveis (o grafo seguird [R-dominado). Desta forma, qualquer que seja o conjunto retor-
nado, ele € suficiente para R-dominar o grafo. Como serd demonstrado no [Lema 4.1.2 o

conjunto retornado é também uma solu¢do (minima) para o grafo.

Para verificar se € possivel remover os vértices com os menores requisitos de cada
clique, o algoritmo deve considerar estes dois vértices € mais um terceiro, pertencente a
intersecdo. Sejam v e u os dois vértices de menores requisitos dos seguintes conjuntos
(Cy\C) N Se(Cy\ Cy) NS e sejaw o vértice de maior requisito em (C; N Cy) \ S.
Desta forma, para verificar se a remoc¢do de v (simétrico para u) € possivel, o algoritmo

deve validar as seguintes condigdes:

e R[v] < [N(v)N S|;
e Rlw] < [N(w)n S|;
« Bz € (N()\ S) | R[z] > |N(z) N S].

Além disso, se for possivel remover ambos os vértices v e u, um outro caso deve ser
analisado: 3z € ((C;NCy)\ S) | R[z] > (N(2)NS) — 2. Se este caso for violado, apenas

um dos vértices pode ser removido. Neste caso, o vértice de menor requisito é removido.

Pode-se notar que a execucdo direta destes testes implicard em um percurso na vizi-
nhanga dos vértices v, u e w. Para evitar o custo desses percursos, o algoritmo armazena
os requisitos dos tltimos vértices removidos de cada clique (maxRem¢, € maxRemc,).
E suficiente analisar estes dois vértices, pois a remogdo é executada em ordem cres-
cente de requisitos. Para complementar o teste, o vértice de maior requisito pertencente
a ((C1NCy) \ S) é analisado (no algoritmo, equivale ao primeiro elemento do conjunto
Inter). Vale observar que o conjunto inicial contém C \ Cy e Cy \ C e, portanto, ndo
existem impedimentos nesses conjuntos na primeira remog¢ao Desta forma, sdo os valores

sao inicializados com 0.

No algoritmo, vale destacar que as operacdes de remogao e adicdo acontecem interca-
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ladas. Esse comportamento garante que apenas solu¢des minimais sdo salvas (caso sejam

as menores j4 localizadas).

Algoritmo 4.3: Duas cliques maximais: Aprimorar solucao
Entrada: Cliques (' e (5, Intersec¢do I, Vetor de requisitos R e Conjunto S
Saida: Conjunto R-dominante Sy,

1t Funcio AprimorarSolucgao (Cy, Cy, I, R, S)

2 S1 <+ SN(Cy\ 1) So SN (Cy\ 1) Sp«—SnlI
Inter <~ I\ S

3 Ordenar S; e S, em ordem crescente de requisitos

4 Ordenar Inter em ordem decrescente de requisitos

5 Surin <— S maxRemeg, <0 maxRemc, < 0

6 faca

7 1mpS, <+ Verdadeiro impSy < Verdadeiro

8 se S # () entdo

9 Seja v; o primeiro elemento de S;

10 | impSy < (R[v1] > [S1| +[S1]) V (maxReme, > [S:1| + |S1])
1 se Sy # () entdo

12 Seja vy 0 primeiro elemento de S5

13 | impSy < (Rlvo] = [So] + [Si]) V (mazReme, = |Sa| + |Si])
14 se Inter # () entdo

15 Seja v; o primeiro elemento de Inter

16 impSy « impSy V R[v;] > |5 impSsy  impSs V R[v;] > |5
17 se impS; = Falso A impSy; = Falso A Inter # () entdo

18 Seja v; o primeiro elemento de Inter

19 se R[v;] > |S| — 2 entdo

20 se R[v1] > R[v,] entdo impS; < Verdadeiro

21 L senao impS, < Verdadeiro

22 se impS; = Falso entao

23 L S« S\ {n} S1 S\ {vi} maxReme, < R[v]
24 se impSy = Falso entao

25 L S« S\ {2} Sy < S\ {v2} maxReme, < R[vs]
26 se impS; = Verdadeiro A impS,; = Verdadeiro A Inter # () entao
27 Seja v; o primeiro elemento de Inter

28 S <+ SU{v} Sr« SrU{v} Inter < Inter \ {v;}
29 1mpS; < Falso 1mpSsy <+ Falso

30 se |S| < |Suin| entdo Sy, < S
31 enquanto :mpS; = Falso V impSy; = Falso
32 retorne S,;,

A |Figura 4.3|apresenta um exemplo da execugao do[Algoritmo 4.3| O primeiro quadro,

demonstrado na figura, corresponde a saida apresentada na |[Figura 4.1| apos as seguintes
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alteracoes (ja executadas): Na primeira iteracdo, o vértice 7 € adicionado, pois nenhuma
remogdo era vidvel; Em seguida, os vértices 1 e 12 sdo removidos. Na terceira iteragdo, o
vértice 8 é adicionado, pois novamente nenhuma remocao era vidvel. J4 na quarta iteracao,
(dltima antes do inicio da[Figura 4.3), os vértice 2 e 9 sdo removidos.

Conforme pode ser observado no ultimo quadro da figura, Sy, indica um novo con-
junto minimo localizado e aponta ainda que o algoritmo fard uma nova (e ultima) iteracao,
que corresponde a adi¢do do vértice 5. ApOs essa adi¢do, o algoritmo encerrard sua exe-
cucdo, pois nenhuma operacdo podera ser realizada. Desta forma, o algoritmo retornara o

conjunto Sy, = {3,6,7,8}, que corresponde a um conjunto R-dominante minimo para

as entradas apresentadas na[Figura 4.1]
A corretude do |Algoritmo 4.3|é demonstrada pelo|Lema 4.1.

Lema 4.1.2. O Algoritmo 4.3| é capaz de encontrar um conjunto R-dominante minimo,
partindo de um conjunto Sy, capaz de R-dominar G, construido pelo[Algoritmo 4.2] para
um grafo G = (V, E), constituido de exatamente duas cliques maximais Cy e Cy, e um

vetor de requisitos R.

Demonstracdo. A demonstracdo serd feita em duas partes. A primeira busca estabelecer
que, a cada iteracdo, o conjunto S satisfaz os requisitos do [Lema 4.1.1 J4 a segunda
demonstra que, ao final do processo, o conjunto .S € minimo e, portanto, uma solug¢io para

as entradas fornecidas.

A primeira parte da demonstracdo serd realizada por indugdo em S. A base da in-
dugdo corresponde ao primeiro conjunto abordado, isto €, o conjunto construido pelo
Seja I a intersecdo entre as cliques C e (5. Pelo processo empregado no
algoritmo de construg@o, sabe-se que S contém todo o conjunto ((C; \ 1)U (Cy\ 1)), satis-
fazendo a primeira restri¢ao. Em relagao a segunda, sabe-se que todo vértice v € SN[ ndo

S

teria sido adicionado durante a construc¢do de S. Isto implica que todo vértice v € S N[

€ dominado por nenhum conjunto de cardinalidade inferior a

, pois, do contrério, v ndo

deve pertencer a pelo menos uma solu¢gdo minima. (Caso exista um vértice u tal que u € 5,
v ¢ S’ e Rlu] < R[v], pode-se trocar os vértice u e v sem que a solu¢do deixe de dominar

todos os vértices ou tenha seu tamanho alterado.)

Seja S, o conjunto S apds x iteragdes, tal que S, ndo corresponde a uma solugdo
(conjunto minimo), e seja C's o conjunto de todas as solu¢des minimas para um grafo

G = (V,E) e o vetor de requisitos R. Além disso, seja S’ uma solug@o dentre C'g, tal
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Variavel Cl CQ
S {3,4} {10,11}
v 3 10
mp Verdadeiro Verdadeiro
mazxRem 3 3
St {7,8}
Inter {6,5}
S {3,4,7,8,10,11}
Smin {3,4,7,8,10,11}
Consequéncia Adigdo do vértice 6
Variavel 1 Cy
S {3,4} {10,11}
v 3 10
mp Falso Falso
mazRem 3 3
St {7,8,6}
Inter {5}
S {3,4,6,7,8,10,11}
Smin {3,4,7,8,10,11}
Consequéncia | Remocao dos Vértices 3 e 10
Varidvel Ch Co
S {4} {11}
v 4 11
imp Falso Verdadeiro
mazRem 3 3
St {6,7,8}
Inter {5}
S {4,6,7,8,11}
Simin {4,6,7,8,11}
Consequéncia Remocao do vértice 11
Varidvel Ch Co
S {4} {}
v 4
mp Verdadeiro Verdadeiro
mazRem 3 3
St {6,7,8}
Inter {5}
S {4,6,7,8}
Smin {4,6,7,8}
Consequéncia Adicdo do vértice 5

Figura 4.3: Tlustracdo de alguns passos do|Algoritmo 4.3
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que S’ contém os vértices de maiores requisitos de cada regido que compdem cada solugao
minima. Pela hipétese da inducgdo, sabe-se que S, atende aos requisitos. Para provar o
passo da inducgdo, basta demonstrar que o conjunto S,.;, obtido ao final de uma nova

iteracdo, também mantém os requisitos satisfeitos.

O primeiro caso que deve ser demonstrado corresponde a remoc¢do de um vértice (su-
pondo que exista um vértice v que pode ser removido). Pelo v deve pertencer a
((Cy\I)NS)oua ((C2\I)NS). Seja S,41 = Sz \ {v}. Nota-se que S,41 C S,. Portanto,
para demonstrar que S, atende aos requisitos, é necessario provar que S’ \ I C S,
(Restrigdo 1 do[Lema 4.1.1)). Supondo que v pode ser removido de S,, mas v € S’ e ainda
assim (S"\ I) C S, e S’ € minimo, conclui-se que existe um vértice qualquer u tal que
u € S, \S". Como S’ possui os vértices de maiores requisitos, conclui-se que R[v] > R|u].
O caso em que R[v] > R[u] resulta em um absurdo, pois v foi escolhido por possuir o me-
nor requisito dentre os candidatos. Isso implica que R[v] = R|u] e, neste caso, basta trocar
v por u (ou seja, u seria removido, mantendo v em S, ;). Considerando que essa troca
ndo altera a cardinalidade do resultado final, conclui-se que (S"\ I) C S,;1. A segunda

restri¢do segue inalterada, pois .S, N I nao foi alterado.

O segundo caso analisado considera a adi¢do de um vértice. E importante destacar que
o algoritmo adiciona um vértice somente quando nenhuma remogdo é possivel, implicando
que S, é minimal. Além disso, como S, ndo é minimo conclui-se que: (S’ \ I) C S,,

(S: N 1I)C (S"N1I) e que, para reduzir a cardinalidade de S,, uma adi¢do é necessdria.

Antes de iniciar a demonstragado relativa a adicao de um vértice, € necessario provar
que existe um vértice v que pode ser adicionado. Para isso, supde-se, por absurdo, que nao
existe tal vértice v (v € I\ S;). Considerando que S, atende as restricdes impostas pelo
S, ndo é um conjunto R-dominante minimo para G' e que nenhum vértice pode
ser removido de S, sem impactar sua capacidade de dominar todos os vértices, conclui-se
que S, D I e, portanto, S” O I, implicando que S, NI = S’ N I. Considerando que S,
ndo € uma solugdo, percebe-se que deve existir um vértice que pertence a S, \ /, mas ndo
a S\ I, passivel de remocdo. Desta forma, nota-se um absurdo, um vez que S, é minimal
e possui os vértices de maiores requisitos, implicando que existe de fato um vértice v que

pode ser adicionado.

A demonstragdo de que o conjunto S, 1, obtido pela adi¢do do vértice v ao conjunto
S, atende as restri¢cdes € imediata, pois v possui o maior requisito dentre os candidatos e,

conforme demonstrado anteriormente, (S, N 1) C 5.
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Uma vez demonstrado o passo da inducdo, a primeira parte da prova estd concluida.
Resta provar a segunda parte, onde se deseja estabelecer que uma solucido pode ser en-
contrada a partir de uma solugdo S obtida pelo Considerando que todas as
remocodes e adigdes sdo testadas pelo algoritmo, percebe-se que alguma solucdo S, che-
gard ao limite das restrigdes impostas pelo isto é, (S, NI)=(SNI)e
(S"\I)) = (S, \ I). Além disso, nota-se que as duas restricdes combinadas implicam que
S, = &', demonstrando que S, é uma solu¢do. Como S, é minimo, conclui-se que este

conjunto serd salvo na varidvel S,,,;, e retornado pelo algoritmo. [

O |Algoritmo 4.3| possui complexidade linear em relacdo ao nimero de vértices do

grafo, pois existem no mdximo n operagdes que podem ser realizadas. Além disso, todas

as ordenacdes podem ser realizadas também em tempo linear.

Teorema 4.1.1. O é capaz de localizar uma solugdo minima para grafos

constituidos de exatamente duas cliques maximais.

Demonstracdo. Considerando que o conjunto S, construido pelo[Algoritmo 4.2] conse-
gue dominar todos os vértices e que o|Algoritmo 4.3|pode, a partir deste conjunto, encontrar

uma solu¢@o minima para o problema, conforme demonstrado pelo|Lema 4.1.2} conclui-se

que o [Algoritmo 4.1|esta correto. O

Tendo em vista que a identifica¢do das cliques maximais, a constru¢cdo de uma solugdo
e o aprimoramento da solugdo possuem complexidade O(n), pode-se estabelecer que o
Algoritmo 4.1|encontra uma solu¢ao em tempo linear em relacao ao niimero de vértices do

grafo.

A apresenta outro resultado deste trabalho: um método aproximativo para

o problema da dominagdo vetorial em grafos domin6 N intervalo préprio. Como visto na

Subsecdo 3.3.6, a ideia de estudar esta classe veio da necessidade de restringir ainda mais

a estrutura dos grafos de intervalo préprio, visando determinar a complexidade computaci-

onal do problema da dominacao vetorial.

4.2 Grafos Domin6 N Intervalo Proprio

Como visto na [Subsecao 2.3.10, a complexidade computacional do problema da do-

minac¢do vetorial em grafos domind N intervalo proprio ja € conhecida: o algoritmo de
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Cicalese et al. 18] resolve o problema da dominac¢do vetorial nesta familia de grafos em
tempo O(|o|(n + 1)), onde o equivale a uma 3-expressio (k-expressdo onde k < 3) para

o grafo.

Embora a complexidade ja seja conhecida, optou-se por estudar esta familia de grafos
por simplificar a estrutura dos grafos de intervalo préprio: como todo vértice estd contido
em no maximo duas cliques, cada vértice de uma clique ou é simplicial, ou estd contido na
intersecdo de somente duas cliques. Essa restricdo garante que a remo¢ao de uma clique
folha (apresenta intersecao com somente uma clique maximal do grafo) ndo desconecta o
grafo, além de estabelecer um percurso facil pelas pelas cliques maximais do grafo. Outra
propriedade observada nesta familia é a obten¢do trivial de um caminho de cliques (uma
arvore de cliques que induz um caminho). Espera-se que os algoritmos desenvolvidos para
esta familia também sejam validos para os grafos de intervalo préprio (ou até mesmo para
grafos de intervalo). A ilustra um exemplo de grafo desta familia.

Figura 4.4: Exemplo de grafo dominé N intervalo préprio.

Esperava-se também que estrutura mais restrita desta familia de grafos permitisse es-
tabelecer uma decomposi¢ao do grafo em cliques maximais de forma a viabilizar um algo-
ritmo baseado em divis@o e conquista ou até mesmo um algoritmo guloso, como os algo-
ritmos destinados aos grafos bloco e aos directed path graphs. Entretanto, foi observado
que o problema da dominag@o vetorial ndo apresenta subestrutura 6tima quando particio-
nado por cliques maximais nesta familia de grafos, o que inviabiliza a constru¢cao de um
algoritmo divisdo e conquista (como, por exemplo, um algoritmo baseado em programa-
cdo dinamica). Esta conclusdo foi obtida apds submeter varios algoritmos desenvolvidos
ao ambiente de pré-validacdo. Em todos os resultados, foram identificados casos em que
um unico vértice adicionado na primeira clique € capaz de impactar a solucdo da ultima
clique maximal do grafo. Além disso, também foram observados casos em que a solucao

6tima de cada clique maximal ndo leva a uma solucdo 6tima global.
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Entretanto, dentre os métodos implementados, o se mostrou um bom
método aproximativo, que geralmente encontra solugdes 6timas (conclusdo experimental
utilizando o ambiente de pré-validacao). O caminho das cliques é percorrido partindo de
uma clique folha em dire¢do a outra (uma das duas € a raiz da arvore de cliques, entretanto
i1sso ndo altera o funcionamento do algoritmo) e, a cada iteracdo, os vértices simpliciais
da cliques maximal sdo dominados. Apds o processamento, os vértices simpliciais sdo
removidos, implicando que os vértices da interse¢do se tornam simpliciais na préxima

iteracdo. Quando restar somente uma unica clique, todos os vértices sao simpliciais e o

algoritmo destinado a cliques (Algoritmo 3.1) pode ser aplicado.

Para cada clique dois casos sdo analisados. O primeiro conjunto € construido de forma
gulosa utilizando obrigatoriamente vértices da intersecdo entre a clique em processamento
e a proxima no caminho até que todos os vértices simpliciais sejam dominados (o algo-
ritmo assume que os vértices da intersecdo serdo dominados durante o processamento da
proxima clique). Caso ainda reste algum vértice ndo dominado apds a inclusao de toda
a interse¢do, vértices simpliciais sdo adicionados até que nao reste nenhum vértice nao
dominado. O segundo conjunto é construido também de forma gulosa, utilizando apenas
vértices simpliciais. A dominagdo dos vértices simpliciais € garantida, pois no pior caso,
todos os vértices sdo adicionados ao conjunto. Portanto, sejam S; e Sy os dois conjuntos

construidos.

Antes de decidir a melhor op¢do, o algoritmo avalia o impacto de cada conjunto na
proxima clique. Para isso, o algoritmo guloso apresentado para cliques € aplicado conside-
rando os casos em que S; e Sy sdo adicionados ao conjunto R-dominante. Sejam X; e Xo
os dois conjuntos obtidos para a proxima clique considerando respectivamente a inclusao
de S; e S; ao conjunto em construgdo. O algoritmo pode entdo optar pela combinagdo que
encontrou 0 menor conjunto |S; U X;| e | Sz U X5|. Entretanto, um caso demanda trata-
mento especial: quando S; contém S, ndo faz sentido utilizar S;, uma vez que a ideia é
minimizar o conjunto resultante. Neste caso, Sy € escolhido, implicando que os vértices da

intersecao devem ser dominados pela proxima clique maximal.

A tltima clique demanda um processamento diferente: nao existe uma préxima clique,
logo todos os vértices sdo simpliciais e, portanto, devem ser resolvidos nesta iteracao. Para
isso, o algoritmo para cliques € aplicado. A solucdo para o grafo consiste da unido dos
conjuntos obtidos para cada clique maximal. O detalha este procedimento.

A corretude do algoritmo pode ser facilmente verificada: cada conjunto Sk; domina
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os vértices simpliciais de cada clique K;; todos os vértices serdo simpliciais em algum
momento, logo serdo dominados por algum Sk; (mesmo que seja Skyx). Como todos os
vértices sdo dominados, o conjunto resultante é suficiente para R-dominar o grafo. A
complexidade deste algoritmo é O(n?), dada a necessidade de percorer a vizinhanga dos

vértices em cada iteracdo para ajustar o vetor de requisitos.

Embora o algoritmo retorne um conjunto Z-dominante, os resultados sdo apenas apro-
ximativos. O ambiente de pré-validagdo, apresentado no foi utilizado para
testar este algoritmo. Os contraexemplos retornados pelo ambiente permitiram identificar
as falhas do algoritmo, além de terem contribuido para um entendimento mais aprofundado
do problema nesta classe de grafos. Foram identificados casos em que a solug¢do 6tima era
formada por conjuntos sub6timos para cada clique maximal, demonstrando que o problema
nao admite um algoritmo baseado na decomposi¢io do grafo em cliques maximais. A
ilustra um exemplo dessas afirmativas. Como simplificacdo, todos os vértices de

cada grafo apresentam 0s mesmos requisitos.

Figura 4.5: Exemplo de caso onde uma decisdo 6tima local implica que a solu¢do global é
subdtima.

Neste exemplo, a execucdo do [Algoritmo 4.4 retorna o conjunto

{1,2,4,6,7,9,11,12}, entretanto a solu¢do Gtima para esta entrada é o conjunto
{1,2,4,5,8,11,12}. Para a clique {1,2,3,4}, o algoritmo identifica S; = {4,1,2},
Se ={1,2,3}, X1 = {5,6} e Xo = {5,6,7} e opta por 57 (|S; U X;| < [Se U X5|). Em
seguida, ao processar a clique maximal {4,5, 6,7}, o algoritmo identifica que o vértice 4
ja estd dominado e que apenas o vértice 5 precisa ser dominado: S; = {6, 7}, X; = {8},
Sy = {5} e Xo = {8,9,10}. O algoritmo opta novamente pelo conjunto S;. Na proxima
clique maximal, apenas o vértice 8 deve ser dominado: S; = {9}, X; = {11,12},
Sy = {8} e Xy = {11, 12}. Como existe um empate, o conjunto S é escolhido. A solucdo

para a dltima clique é o conjunto {11, 12}.
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Pode-se observar que as solucdes para as cliques sdao 6timas localmente, embora a
soluc@o global seja subdtima. Ao observar o processamento da clique {4, 5, 6, 7}, nota-se
que o vértice 4 ja estd contido no conjunto em construcao (adicionado pelo processamento
da clique anterior {1,2,3,4}) e que os demais vértices necessitam de dois vizinhos para
sua dominagdo. Os dois casos considerados sdo S; = {6,7}, X; = {10}, Sy = {5}
e Xo = {8,9,10}. Como |S; U X;| < |Sy U X5|, o algoritmo escolhe o 6timo local
{6,7}. Como pode ser observado ao continuar a execuc¢do do algoritmo, esta escolha

embora localmente adequada, implica que a solu¢do resultante nao serd 6tima.

Vale destacar que esta mesma conclusdo a respeito de decisdes locais 6timas impli-
carem que a solucdo global nao seja 6tima foi observada em diversos outros algoritmos,
como, por exemplo, um algoritmo cuja decisdo ndo considera a proxima clique, mas so-
mente a melhor solucdo para a clique maximal em processamento. A andlise do impacto
de cada decisdo em todas as cliques subsequentes implica em um algoritmo de complexi-
dade exponencial no nimero de cliques maximais. Em relacdo a aplica¢do de programacao
dindmica, observou-se que o processamento de uma clique é fortemente dependente dos
resultados obtidos nas demais cliques, uma vez que os requisitos dos vértices podem ser

alterados em virtude das cliques adjacentes.

Como nenhum método desenvolvido até o momento se demonstrou exato e correto,
resta como um problema em aberto continuar o estudo e o desenvolvimento de algoritmos
para esta familia de grafos. Como outro ponto em aberto neste topico consta a andlise
do parametro boolean-width e a arvore de decomposic¢ao do grafo, nos moldes do que foi
proposto no trabalho proposto em Chiarelli et al. [[17]] para o problema da k-dominac¢ao em
grafos de intervalo préprio. Uma suposicdo € a possibilidade de que a drvore de decompo-
sicdo do grafo induza uma subestrutura 6tima que viabilize a aplica¢do de algoritmos de
divisdo e conquista ou até mesmo métodos gulosos (como os propostos para os directed

path graphs e os grafos bloco).

E interessante salientar que a defini¢io da complexidade computacional do problema
da dominacao vetorial nas classes de grafos de intervalo e de intervalo préprio apresenta
um interesse em particular, dado que pode indicar uma fronteira da complexidade compu-

tacional do problema: os grafos split-indiferenca.
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Algoritmo 4.4: Domino N Intervalo Préprio: Método Aproximativo

Entrada: Grafo G = (V, E'), Vetor de Requisitos R
Saida: Conjunto S capaz de R-dominar G
1S+
2 SejaT = (K4, Ko, ..., Kj) um caminho de cliques para G
spara (i< 1; i<k—1; i+ +)faca

4 I+ Kz N KiJrl Szmp1 — Szmpg — (Kz \ KiJrl) \ S

5 | seSimp; # () entdo

6 Ordenar I, Simp;, Simp, em ordem decrescente de requisitos

7 51 < @ 52 < @

8 enquanto R[Simp,[0]] > |S;| faca

9 se [ # () entdo S; < S; U{I[0]} I+ I\ {I[0]};

10 sendo Sy « S; U {Simp[0]} Simpy < Simpy \ {Simp1[0]} ;
1 enquanto R[Simpy[0]] > |S.| faca

12 L Sy < Sy U {Simpo[0]} Simpy < Simps \ {Simp,[0]}

13 X, < DomClique(K;y1,S51) Xo < DomClique(Ciyq,Ss)

14 se 81 2 SQ N |S1 U X1| < |SQ U X2| entao SKi < Sl senao S}Q — SQ;
15 para cada v € Sk, faca

16 para cada u € N(v) faca

17 L L Ru] - max(R[u] — 1,0)

18 S <« SU Sk;

19 DomReq < K\ S

20 Ordernar Dom Req em ordem decrescente de requisitos

21 enquanto R[DomReq|0]] > |Skx| faca

22 L Skk < SkrU{DomReq|0]} DomReq <— DomReq \ {DomReq[0]}

23 S« SUSki
24 retorne S

1 Funcdo DomClique (K, S)

2 Ry <+ R DomReq + K\ S X« 0
3 para cada v € S faca

4 para cada u € N(v) faca

5 | Ryu] < max(Rsfu] —1,0)

6 Ordernar Dom Req em ordem decrescente de Ry
7 | enquanto R[DomReq[0]] > | X| faca
8 L X < X U{DomReq[0]} DomReq +— DomReq \ {DomReq|0]}

9 retorne X
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4.3 Grafos Split-Indiferenca

Os resultados obtidos para grafos split-indiferenca constituem a terceira contribui¢@o
deste trabalho. E interessante notar que esta classe apresenta muito claramente uma das
dicotomias buscadas por este estudo: como visto nas Subsecoes [3.3.6/e a complexi-
dade do problema da dominacdo vetorial € desconhecida em grafos de intervalo préprio e
intratdvel em grafos split (assumindo que P # N'P), enquanto admite um algoritmo linear

em grafos split-indiferenca.

O algoritmo desenvolvido por este trabalho para a classe dos grafos split-indiferenca é
baseado nos casos apresentados pelos Teoremas [2.3.8]¢[2.3.9 Para cada caso apresentado
nos teoremas, um método distinto € aplicado. Desta forma, o algoritmo em si consiste em

reconhecer o caso correspondente ao grafo fornecido como entrada, identificar as cliques

maximais e aplicar a fun¢do apropriada. Estes passos sdo apresentados no[Algoritmo 4.

Algoritmo 4.5: Split-indiferenca: Dominacdo Vetorial
Entrada: Grafo split-indiferenga G = (V, F) e Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto R-dominante minimo S

1 (' +IdentificarCliques (G)

2 se |C| = 1 entdo

3 ‘ S +ResolverClique (V,R)

4 senao

5 | se|C|=2entdo

6 Sejam C} e Cy duas cliques tais que |C] \ Cs| =1
7 S + ResolverCaso2 (Cy, Cy R)

8 senao

9 Sejam C4, Cy e Cj trés cliques tais que [C] \ Cy| = |C5\ Cs| =1
10 51’2 — Ol N 02 5372 — 03 N CQ

1 se S12 M S32 = () entdo

12 ‘ S «ResolverCaso3a (Cq, Cy, Cs, R)

13 senao

14 L S +ResolverCaso3b (C}, Cy, C5, R)

15 retorne S

4.3.1 Caso 1: Uma clique maximal

O primeiro caso do aborda grafos com uma tnica clique. O
€ baseado no[Algoritmo 3.1] destinado aos grafos completos. Optou-se por apre-

sentar novamente este algoritmo uma vez que este € um importante componente para a
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solucdo dos demais casos. Inicialmente, os vértices sdo ordenados de forma decrescente
por seus requisitos. Em seguida, essa ordenacao € percorrida e, a cada iteracdo, um vértice
¢ analisado. Se o conjunto em constru¢@o possuir menos elementos que os necessarios para
R-dominar este vértice, o algoritmo o adicionard ao conjunto. Do contrério, este vértice ja

foi dominado e o algoritmo pode ser encerrado.

Algoritmo 4.6: Split-indiferenca - Caso 1: Dominag@o Vetorial
Entrada: Vértices da clique V-, Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto R-dominante minimo S para a clique

1 Func¢do ResolverClique (Vg, R)

2 | S« 0 NC = {v € V¢|R[v] > 0}

3 | enquanto |[NC| > 0 faca

4 Remover o vértice de maior requisito de NC'. Seja u esse vértice.
5 L se Ru] > |S| entdo S < S U {u}

6 retorne S

O|Algoritmo 4.6|possui complexidade O(n), pois cada vértice é explorado no maximo
uma tunica vez e a ordenacgdo utilizada pode ser executada em tempo linear no nimero

de vértices (como os requisitos estdo contidos no intervalo [0, n| entdo é possivel aplicar
um algoritmo de ordenagdo de tempo O(n), como, por exemplo, a ordenagio por caixas).
A corretude deste algoritmo foi demonstrada no [Teorema 3.2.1] apresentado na

4.3.2 Caso 2: Duas Cliques Maximais

No segundo caso apresentado pelo[Teorema 2.3.9] o grafo ¢ constituido de duas cliques

maximais C' e (s, sendo que uma delas possui exatamente um vértice simplicial v. Sem
perda de generalidade, seja v € (. Considerando que v pode ou nao estar contido no

conjunto R-dominante S, os dois casos sdo analisados separadamente:
Caso 1 —v € S: O vértice simplicial € incluido no conjunto, debitando em uma unidade o
numero de vértices requeridos para dominar seus vizinhos. Seja

Rlu| — 1,0}, € N(v),
Rufu] = max{ R[u] }, sew (v) Yueo,

R|u], do contrério

o vetor de requisitos atualizado. Para dominar C5 e R;, aplica-se o método apresentado

para o Caso 1. Seja S(ljz o conjunto retornado pela fung@o. O resultado deste caso é dado
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por Sy = {v} U SE,.

Caso 2 —v ¢ S: O vértice simplicial deve ser dominado por seus vizinhos, o que im-
plica na inclusdo de R[v] vizinhos de v no conjunto. Desta forma, seja A o conjunto
dos R[v] vizinhos de v de maiores requisitos. Uma vez que A domina v e influencia
os vértices de (5, é necessdrio atualizar os requisitos dos demais vértices em C5. Seja
Rylu] = max{R[u] — |A],0} YV u € Cy \ A o vetor de requisitos atualizado. Novamente,
aplica-se a fung@o descrita para o Caso 1 considerando C5 \ A e Ry como entradas. Seja

5(2J2 o conjunto retornado pela fun¢do. Neste caso, o conjunto retornado € Sy = A U S(QJQ.

O conjunto R-dominante minimo para G e R corresponde ao conjunto de menor car-
dinalidade dentre S; e S;. O|Algoritmo 4.7|apresenta os passos descritos anteriormente.

Algoritmo 4.7: Split-indiferenca - Caso 2: Dominacdo Vetorial
Entrada: Cliques C'; e C5 e Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto R-dominante minimo S

1 Fun¢do ResolverCaso2 (C}, Cy, R)
2 V< Cl \ CQ
3 R+ Ry <+ R

/* Caso 1: w estd no conjunto R-dominante */
4 parau € N(v) faca R;[u] < max(R;[u] — 1,0)
S1 + {v} U ResolverCasol (Cy, Ry)

/* Caso 2: v é dominado por seus vizinhos */
A0
enquanto R[v] > |A| faca

Seja u o vértice de maior requisito em N (v) \ A

A+ AU{u}

10 | parau € C, faca Ro[u] < max(Rq[u] — |A[,0)
11 Sy +— AUResolverCasol (Cy \ A, Rs)

e e N

/* Retornar o menor conjunto dentre S; e S */
12 | se|Si| < |S:| entdo S < S5 sendo S < S
13 retorne S

Lema 4.3.1. O obtém um conjunto R-dominante minimo para grafos split-
indiferenga que pertencam ao Caso 2 do em tempo linear.

Demonstracdo. Seja S uma solugdo 6tima de cardinalidade & para um grafo G = (V, E) e

um vetor de requisitos R, tal que GG € um grafo split-indiferenca que pertence ao Caso 2.

Sev € Sentio S\ {v} C Cye |S\ {v}| = k — 1. Desta forma, todo vértice
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. k, sex € N(v) . .
z € Cy\ S satisfaz R[z] < , implicando que a estratégia de reduzir

k — 1, do contrario
os requisitos dos vizinhos v em uma unidade e, em seguida, selecionar os k£ — 1 vértices de

maiores requisitos (atualizados para contemplar a presenca de v no conjunto) estd correta.

Sev ¢ Sentdio S C Cye k > R[v]. Além disso, é possivel assumir que os R[v]
vértices de maiores requisitos de C'; estdo em .S (do contrdrio, seria possivel trocar qualquer
vértice por um de maior requisito sem alterar a cardinalidade de S) e que os demais k— R[v]

vértices de S podem ser selecionados de forma gulosa, como descrito no algoritmo.

Como demonstrado, o procedimento utilizado para construir o conjunto 2-dominante
utilizado pelo [Algoritmo 4.7| € capaz de identificar um conjunto minimo, e, portanto, esta

correto.

Em rela¢do a complexidade computacional, as ordenagdes utilizadas podem ser rea-
lizadas em tempo linear no nimero de vértices e as atualizagdes dos requisitos dos vérti-

ces também podem ser realizadas em O(n). Desta forma, fica demonstrado que o
tem complexidade O(n). O

A apresenta um exemplo da aplicag¢do do em um grafo split-

indiferenca. Pode-se identificar que o grafo € constituido de duas cliques C'; e (5 e existe
exatamente um vértice simplicial em C;. Logo, este grafo pertence ao caso 2 do
rema 2.3.9|

Grafo GG e os requisitos

dos vértices ves v§S
01:{1 2.3 7} 552:{47576} A:{2}65%2:{4,6}
T S1=1{4,5,6,7} S> =1{2,4,6}

Cy={1,2,3,4,5,6}

Figura 4.6: Exemplo de conjunto R-dominante para split-indiferenca - Caso 2.
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4.3.3 Caso 3a: Trés cliques maximais tais que S1 3N S5 =0

No terceiro caso descrito pelo [Teorema 2.3.9| existem trés cliques C'y, Cs e C} tais que
|C1\ Cs| = |C3\ Cy]l =1e S1 3N S32 = 0. Tendo em vista que C; e C3 nédo possuem
vértices em comum, € possivel utilizar o mesmo procedimento aplicado ao caso anterior,

considerando ndo apenas um vértice simplicial, mas dois: v = C; \ Cy e w = C3 \ Cs.

E interessante observar que a remocio do vértice v (ou do vértice w) de um grafo
do Caso 3a o transforma em um grafo que pertence ao Caso 2. Além disso, como
N(v) N N(w) =0, os vértices necessdrios para dominar v sdo diferentes dos requeridos
para dominar w, a inclusdo de v (w) no conjunto ndo altera o conjunto necessario para

dominar w (v) ou mesmo os requisitos dos vizinhos de w (v).

Essa relacdo possibilita que o algoritmo proposto para o Caso 2 seja aplicado ao Caso
3a, considerando sem perda de generalidade os casos em que o vértice v estd ou ndo pre-
sente no conjunto. Desta forma, a solu¢do para um grafo split-indiferenca G = (V, ') do

Caso 3a e um vetor de requisitos /2 € o menor conjunto dentre dois casos:

v € S 0O vértice v € incluido no conjunto e os requisitos de seus vizinhos sao decrementa-
dos de uma unidade. Seja R; o vetor de requisitos atualizados. Em seguida, o algo-
ritmo para o Caso 2 € aplicado ao grafo G[V \ {v}] (subgrafo induzido por V' \ {v}),

retornando o conjunto S¢, . O conjunto resultante neste caso é S1 = {v}USE, ¢,

v & S A dominagdo de v demanda a inclusdo de R[v] vizinhos de v, logo seja A o con-
junto dos R[v] vizinhos de v de maiores requisitos. Vale ressaltar que, por defini¢ao
do Caso 3a, AN N(w) = (. Em seguida, os requisitos dos vértices em C5 \ A séo
debitados em |A| unidades. Seja R, o vetor de requisitos atualizado. Assim como
no caso anterior, o algoritmo para o Caso 2 ¢ aplicado ao grafo G|V \ ({v} U A4)],

retornando o conjunto Sg, . O resultado deste caso é o conjunto Sy = AUSE, ¢,

E interessante observar que o método descrito anteriormente avalia quatro possibilida-
des - as duas primeiras sdo consideradas pelo primeiro caso (v € S), enquanto as dltimas

pelo caso w ¢ S:

(@A) ve Sew e S,
(b) ve Sew ¢ S,
c)veg SeweS;
dvegSew¢S.
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O |Algoritmo 4.8 apresenta o procedimento destinado a este caso. A corretude e a

complexidade computacional deste algoritmo estdo demonstrados no|Lema 4.3.2

Algoritmo 4.8: Split-indiferenca - Caso 3a: Dominag¢do Vetorial
Entrada: Cliques (', C5 e (5 e Vetor de requisitos 1
Saida: Conjunto R-dominante minimo S

1 Funcio ResolverCaso3a (C, Oy, C3, R)
2 Sejam v e w os vértices pertencentes respectivamente a Cy \ Cy e C3 \ Cy
3 Rl — RQ +~ R

/* Caso 1: v estd no conjunto R-dominante */
4 | parau € N(v)faca R;[u| < max(R;[u] —1,0)
S1 < {v} U ResolverCaso?2 (Cs, Cy, Ry)

/+ Caso 2: ©v é dominado por seus vizinhos */
A+
enquanto R[v] > |A| faca

Seja u o vértice de maior requisito em N (v) \ A

A« AU{u}

10 | parau € C; faca Ro[u] < max(Rq[u] — |A[,0)
11 Sy +— AUResolverCaso2 (C3,Cy \ A, Ry)

o e NN

/* Retornar o menor conjunto dentre S; e S x/
12 | sel|Si| <|S;| entdo S <+ S; sendo S + S,
13 retorne S

Lema 4.3.2. O |Algoritmo 4.5 obtém um conjunto R-dominante para grafos split-

indiferenca que pertencam ao Caso 3a do em tempo linear.

Demonstragdo. Considerando que o método apresentado € baseado no|Algoritmo 4.7} cuja

corretude e complexidade ja foram demonstrados, é possivel afirmar que o
também esta correto.

Assim como o [Algoritmo 4.7, o método proposto também tem complexidade O(n),
pois a ordenacao e as atualizacdes de requisitos podem ser realizadas em tempo linear. [

4.3.4 Caso 3b: 51’3 N 53,2 # @ (9 |Sl,2 U 53,2| = |Cz|

O quarto e tltimo caso apresentado pelo também € constituido por trés
cliques Cy, Cs e (s, tais que |C \ Co| = |C5\ Cs| = 1. A diferenga do caso anterior é
evidenciada pela existéncia de vértices comuns as cliques C e Cj, isto é, Sy N S # 0.
A apresenta o Caso 3b. Nesta figura sdo apresentadas as diferentes regides do
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grafo. Além disso, os rétulos apresentados na figura serdo utilizados para garantir uma

padronizacdo na forma com que cada regido € referenciada ao longo desta subsecdo.

Figura 4.7: Representagio do Caso 3b, onde Rj5 = (C1 N Cy) \ Cs, Ryz = (CoNC3) \ Cy
€ R123 = Cl N 02 N Cg.

Assim como o algoritmo anterior, a busca por uma solu¢do 6tima para o grafo consiste
do estudo de quatro casos distintos que contemplam a presenca de v € w no conjunto.
Os casos em que v ou w (ou ambos) estdo contidos no conjunto R-dominante podem ser
tratados pelo |Algoritmo 4.8, uma vez que v e w ndo sdo adjacentes. Contudo, o caso em

que v e w ndo participam do conjunto /2-dominante demanda um esforco adicional.

A necessidade do tratamento diferenciado para este caso estd relacionada a presenca
de vértices adjacentes comuns a v € a w, uma vez que ao adicionar vizinhos de v no
conjunto em construgio, o requisito de w também € impactado. A demonstra

um caso onde o destinado ao caso 3a de grafos split-indiferenca, retorna
um resultado incorreto para um grafo relativo ao caso 3b. Na figura, pode-se observar que

o|Algoritmo 4.8| retornou o conjunto {2, 3, 5,6, 7} para o caso onde v e w ndo participam
do conjunto R-dominante, uma solucao sub-6tima. Ja o algoritmo proposto para o caso 3b

retorna o conjunto {2, 3,5, 7}, uma solugdo Gtima.

Algoritmo Caso 3a
Casol: veSwesS {1,2,3,5,8}
veSwés {1,2,3,5,7}
Caso2: v¢ SwesS {2,3,5,6,8}
vg Swé¢ S {2,3,5,6,7}

Algoritmo Caso 3b
v Sswée S {2,3,5,7}

Figura 4.8: Exemplo onde os resultados dos Algoritmos 4.8(e divergem.
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2

Sendo assim, uma nova abordagem foi desenvolvida especialmente para este caso. E
importante destacar que a existéncia de adjacentes comuns aos vértices v € w ndo implica
em consequéncias para os casos em que v ou w estdo contidos no conjunto 2-dominante,
pois ao atualizar os requisitos dos vizinhos de v antes de selecionar o conjunto de vizinhos
de w que sera utilizado para dominar w, se garante a validade da ordenacdo empregada

para selecionar os vértices de maiores requisitos (0 mesmo vale para o caso oposto).

O algoritmo desenvolvido para este caso € formado por duas etapas: construcio e
aprimoramento. A fase de construgdo estabelece um conjunto capaz de [2-dominar o grafo
sem nenhuma garantia em relagdo a sua otimalidade, isto €, o conjunto construido pode
ndo ser minimo. Ja a fase de aprimoramento, ao receber o conjunto construido, o torna

minimo executando remogdes e trocas de vértices.

A constru¢do de um conjunto R-dominante para o grafo estd embasada na restri¢do
inerente ao caso 3b do Como C7 U C3 = V, entdo a unido de conjuntos
R-dominante para C e ('3 € suficiente para R-dominar o grafo. Tendo em vista que os
conjuntos R-dominante para C'; e C5 devem ser construidos sem permitir a adi¢do de v ou
de w, foi necessdrio estabelecer uma modificagdo em relagdo ao método exposto no [Al]

(para cliques e grafos completos). Essa modificacéo visa garantir que v (e w)

serd dominado, a0 mesmo tempo em que € impedido de participar do conjunto retornado.
Desta forma, o apresenta 0 método de dominagio de cliques atualizado.
Dois pontos importantes devem ser destacados: O conjunto retornado pela fungao de cons-
tru¢do descrita no pode ndo ser minimo e o vértice simplicial sempre serd
dominado, pois R[v] € {0,...d(v)}.

Algoritmo 4.9: Split-indiferenca - Caso 3b: dominac¢do de cliques modificado
Entrada: Vértices da clique V-, Vetor de requisitos 12 e Vértice simplicial v
Saida: Conjunto R-dominante S para a clique

1 Func¢ao ResolverCliqueMod (Vg, R, v)

2 | Seja L «+ V \ {v} ordenada decrescentemente por requisitos
3| S«0

4 | enquanto L +# () faca

5 Remover o primeiro elemento de L. Seja u esse vértice.
6 L se (R[u] > |S]) V (R[v] > |S]|) entdo S + SU{u}

7 retorne S

Uma vez que o algoritmo responsédvel por definir um conjunto R-dominante para as

cliques, respeitando as restricdes apresentadas, foi demonstrado, o proximo passo € sim-
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plesmente unir os conjuntos R-dominantes para C; e C5. Sejam S¢, € S, 0s conjuntos
R-dominantes para C'; e Cs, respectivamente. O conjunto R-dominante S, retornado para

o grafo, consiste da unido entre S¢, € Sc,. O método empregado para construir .S estd

detalhado na Func¢do Construir, definida no|Algoritmo 4.10}

Algoritmo 4.10: Split-Indiferenca - Caso 3b: Fase 1 - Construcio do conjunto S
Entrada: Cliques (', C5 e C'3 e Vetor de Requisitos R
Saida: Conjunto R-dominante S

1 Funcio Construcao (C}, Cy, Cs, R)

Sejam v e w os vértices pertencentes respectivamente a Cy \ Cy e C3 \ Cy
Se, «ResolverCliqueMod (C, R, v)

Sc, ¢ ResolverCliqueMod (Cs, R, w)

retorne S <— S¢, U Se,

wn A W N

A préxima fase do algoritmo € aprimorar S para tornd-lo minimo. Para isso, sdo em-
pregados dois métodos distintos: remocdes e trocas. Esses métodos sdo aplicados em
passos distintos, ou seja, primeiro sdo removidos vértices desnecessarios de S e, em se-
guida, quando nenhuma remocao € possivel, as trocas sao executadas. Tendo em vista essa

aplicacdo em passos distintos, cada método serd detalhado separadamente.

Na fase de remocio, cada vértice u pertencente ao conjunto .S € analisado, seguindo
uma ordenacdo crescente de requisitos, para avaliar se S \ {u} ainda € um conjunto R-
dominante. Em caso afirmativo, u é removido de S. Ao iterar sobre a ordenacgio estabele-
cida para os vértices de .S, em caso de empate, o algoritmo opta por um vértice adjacente

av e aw. Essa opcdo visa minimizar o ndmero de vértices em 7153 (adjacentes a v e a w),

pois essa drea serd explorada pela proxima fase (trocas). O |Algoritmo 4.11|apresenta esse

procedimento. Seja S’ o conjunto resultante da fase de remogdo. E trivial perceber que
S’ € minimal, uma vez que o término do algoritmo implica que nenhuma outra remocao é

viavel.

Uma vez que nenhuma remogao seja possivel, o conjunto minimal retornado, S’, é sub-

metido a uma nova fase, que busca formas de trocar vértices. Uma troca € um movimento
Y , L. N ) ,

que substitui dois vértices em S’ por um outro vértice ndo contido em S’. Para que uma

troca seja vidvel, trés condicdes devem ser satisfeitas:

1. Séo necessérios dois vértices a, € a,, tais que a, € Ris NS’ e a, € Ry3N S’

2. Todos os vértices de (Cy \ (S \ {av,a,})) devem possuir requisitos estritamente

menores que o tamanho de S’;
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Algoritmo 4.11: Split-indiferenca - Caso 3b: Fase 2 - Remocao
Entrada: Grafo GG, Vértices v e w, Vetor de requisitos R e Conjunto
R-dominante S
Saida: Conjunto R-dominante minimal S’

1 Fun¢ao Remocéo (G, v, w, R, S)

2 | Sejauy,...,u, uma ordenacdo dos vértices de S tal que R[u;] < ... < Rluy]
e u; precede u; 1 se Ru;] = R[u;11], u; € Rioz e ujr1 & Rias

3 S S

4 para (i < 1; i<k; i+ +)faca

5 se 5"\ {u;} é um conjunto R-dominante para G entdo

6 L | S 9\ {u}

7 retorne S’

3. Existéncia de um vértice a, tal que a, ¢ Rya3 \ 5, isto é, a. deve ser um vizinho de

v e de w nio contido em 5".

Se essas trés condi¢des forem satisfeitas, a troca € executada: a, € a,, sao removidos e
a. é adicionado ao conjunto. Dentre todas as triplas de vértices (a,, a., a.) que satisfazem
as condicdes apresentadas, a,, a,, € a. sdo escolhidos de forma a minimizar R[a,| e R[a,,]
e maximizar R[a.]. A apresenta um exemplo do movimento de troca, situando
todos os vértices participantes. Na figura, os vértices circulados estido contidos no conjunto
em construgdo. E interessante observar que os vértices de C, perdem um vizinho em S,

enquanto |N(v) N .S’| e |N(w) N S’| permanecem inalterados.

Figura 4.9: Movimento de Troca.

O processo de trocas € repetido até que nenhuma outra troca seja possivel. O resultado

deste processo é um conjunto R-dominante minimo para GG. O[Algoritmo 4.12]apresenta o

procedimento descrito.

Conforme afirmado anteriormente, o algoritmo € constituido de duas etapas: Constru-
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Algoritmo 4.12: Split-indiferenca - Caso 3b: Fase 2 - Trocas
Entrada: Grafo GG particionado em cliques e regides, Vetor de Requisitos R e
Conjunto R-dominante minimal S’
Saida: Conjunto R-dominante minimo S”

1 Func¢ao Trocas (C4, Cy, C5, R, S)
Sejam v e w os vértices pertencentes respectivamente a Cy \ Cy e C3 \ Cy
S// . S/
adjv — RisN S//; adjw < R23 ns” adjvw — R123 \ S”;
enquanto (|adj,| > 0) A (|adj,| > 0) A (|adjyw| > 0) faca
remover de adj, um vértice a, tal que R[a,| seja minimo
remover de adj,, um vértice a,, tal que R|a,,| seja minimo
se Rlu] < |S”| paratodo u € Cy \ (8" \ {ay,a,}) entdo
remover de adj,,, um vértice a, tal que R[a.] seja maximo

LY e (8" {aw au}) Udack

retorne S”

e X N S Nt A WwWN

[
>

o
=

¢do de um conjunto RR-dominante para o grafo (sem garantias de ser minimo) e otimiza-
cdo do conjunto obtido através de remocdes de vértices desnecessdrios e trocas de vérti-
ces. Para melhor visualizagdo, o algoritmo foi dividido em trés fungdes: Construcéo,

Remocé&o e Trocas, apresentadas, respectivamente, nos Algoritmos .10} d.11] e @.12]

Desta forma, o algoritmo destinado a obtencao de conjuntos R-dominantes minimos para
o Caso 3b de grafos split indiferenca consiste em executar ordenadamente as func¢des apre-
sentadas para o Caso a, onde v e w ndo participam do conjunto construido, e de executar o
método descrito pelo[Algoritmo 4.8 para os demais casos (onde v ou w participam do con-

junto RR-dominante). O conjunto [2-dominante minimo corresponde ao conjunto de menor

cardinalidade obtido. O |Algoritmo 4.13| apresenta esse procedimento detalhadamente. A
corretude e a complexidade computacional deste método é demonstrada no

Lema 4.3.3. OlAlgoritmo 4.15|obtém um conjunto R-dominante minimo para grafos split-
indiferenca que pertencam ao Caso 3b do em tempo linear.

Demonstragdo. Esta demonstracdo serd dividida em duas partes: os casos em que v, w ou
ambos participam do conjunto R-dominante e o caso em que nenhum dos dois estd incluido
no conjunto. Para o primeiro caso, a corretude ja foi estabelecida: o utili-
zado nestes casos ja foi provado correto pelo Desta forma, pode-se concluir

que, para estes casos, 0 algoritmo estd correto, isto €, se existe um conjunto -dominante

minimo S que contenha v ou w (ou ambos) entdo .S serd retornado pelo|Algoritmo 4.13|em

tempo linear.
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Algoritmo 4.13: Split-indiferenca - Caso 3b: Dominagdo Vetorial
Entrada: Cliques (', Cs e (5 e Vetor de requisitos 1
Saida: Conjunto R-dominante minimo

[

Func¢ao ResolverCaso3b (C4, Cy, C5, R)
2 Sejam v e w os vértices pertencentes respectivamente a Cy \ Cy e C3 \ Cy
3 Rl — RQ +~ R

/* Construir conjunto R-dominante S, com v */
4 | parau € N(v)faca

L Ry [u] < max(R;[u] — 1,0)

6 S, + {v} U ResolverCaso2 (Cs,Cy, Ry)

/* Construir conjunto R-dominante S, com w */
7 | parau € N(w)faca
8 L Rs[u] < max(Ry[u] — 1,0)

9 Sy + {w} U ResolverCaso2 (C1,Cy, Ry)

/* Construir conjunto R-dominante S tal que v ¢ S e
w¢ S */

10 S <+Construcéao (C;,C5,Cs, R)

11 S’ «Remocéo (G, v, w, R, S)

12 S +Trocas (C1,Co,Cs, R, S")

13 retorne o conjunto de menor cardinalidade dentre S, S, e S

J4 0 caso em que v € w ndo participam do conjunto R-dominante ainda precisa ser
demonstrado, isto €, caso existam conjuntos FR-dominante minimos sem v € sem w, um

destes serd retornado pelo método descrito.

Seja S’ o conjunto retornado pela Fun¢do Remogdo, apresentada no |[Algoritmo 4.11]

tendo como entrada o conjunto .S, construido pela Fun¢do Construcdo (Algoritmo 4.10).

Pode-se observar que S’ satisfaz trés propriedades:

(i) S’ é um conjunto R-dominante minimal (por inclusdo), isto é, nenhum subconjunto

proéprio de S’ pode R-dominar G

(ii) Para cada par x,y tal que x € (R12 U Ry23) NS’ (respectivamente (Roz U Ri93) N.S”)
ey € (Ri2U Rya3) \ S’ (respectivamente (Ro3 U Rya3) \ S'), a condi¢do R[x] > R[y]

¢ satisfeita;

(iii) Se existir um par z, y tal que x € R12N S’ (respectivamente Ro3NS')) ey € Rog\ S’
(respectivamente Ry, \ S") que satisfaca R[z] < R[y|, entdo R[v] = |N(v) N Y|
(respectivamente, R[w] = |N(w) N S’)).
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A propriedade (i) segue trivialmente pela forma com que o[Algoritmo 4.11|constréi S’

a partir de S. A propriedade (ii) segue pela forma com que os conjuntos S¢, € S¢, Sa0

construidos e pela ordenacao crescente seguida pelo algoritmo de remocdes.

A ordenagdo empregada também garante a propriedade (iii): se um vértice de maior
requisito é removido enquanto um vértice x de menor requisito é mantido em S’ entdo é
claro que existe um vértice y ¢ S’ que impede a remocdo de x, isto é, se x for removido
de S’ entdo y deixa de R-dominado por S’. Essa condigdo implica que © € N(y) e que
Rly] = |N(y) N S’|. Entretanto, considerando que todos os vértices de C tem 08 mesmos
vizinhos em S’ a tinica conclusdo possivel é que y = v ou y = w, implicando que R[v] =
|N(v) NS’ ou que Rlw] = |[N(w) N S’|. AFigura 4.10]ilustra as propriedades (ii) e (iii),

com a localiza¢@o dos vértices x e y no grafo (Os casos simétricos foram omitidos).

Cl Cd

N
(R12U Rya3) NS ‘ (R23 U Ri23) \ S v

Cy Co
Para cada par x € (Rjo U Ryp3) NS" e Se existirum par x € Ri5 NS’ e
y € (Ra3 U Ry3) \ S” a condigdo y € Ro3 \ S’ tal que R[z] < Rly]
R[x] > R|y] é satisfeita. entdo R[v] = |N(v) NS'|.

Figura 4.10: Propriedades (ii) e (iii) satisfeitas pelo conjunto R-dominante minimal S’.

Para continuar a demonstra¢io € necessario analisar 0os motivos que impedem novas
remogoes de S’. Seja a o vértice de menor requisito em S’. Duas possibilidades devem
ser consideradas. Se R[a] > |S’| entdo S’ é minimo: supondo um conjunto Y tal que
Y] < |S’] e um vértice y € S\ Y; Como todo vértice em S’ possui requisito maior ou
igual a |S’| entdo R[y] > S’ > Y, implicando que R[y] > |Y| e que y ndo é R-dominado
por Y. Logo, ndo existe um conjunto R-dominante com menos elementos que S’, provando

que S’ é de fato minimo.

Por outro lado, se R[a] < |S’| entdo deve existir um vértice b ¢ S’ que impede a
remocao de a, isto é, R[b] = |N(b)N.S’|. Para continuar a demonstra¢do algumas possiveis

localizagdes de b no grafo devem ser analisadas.

Caso A - b € Cy: neste caso, S” C N(b), implicando que R[b] = |S’|. Ao analisar

a localizagdo do vértice a no grafo existem duas alternativas: a € Ry (0 caso a € Ra3 é
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andlogo) ou a € Rys3. Como R[b] = |S’| e R[a] < |5’
propriedade ii, pois R[a] < R[b],a € S"eb ¢ S’. Sendo assim, sem perda de generalidade,

, 0 caso em que a € Rjo3 viola a

somente o caso a € Rj- é vélido. Neste caso, a propriedade (ii), implica que b € Ro3. Além
disso, a propriedade (iii) estabelece que, nestas condi¢des, R[v] = |N(v)NS’|. Comob ¢ S
e R[b] = |S’|, a propriedade (ii) também garante que todo vértice x € (Ra3 U Ri93) NS’
satisfaz R[x] > ||

Neste ponto da demonstragdo, as observacdes anteriores implicam que v impede a re-
mogao de todos os vértices de (R12U Ry23) NS” e que nenhum vértice em (Ro3 U Ryo3) NS’
pode ser dominado por um conjunto com menos elementos do que .S’. Essa tltima conclu-
sdo pode ser justificada da seguinte forma: seja Y um conjunto R-dominante com menos
elementos do que S’. Supondo que Y é um conjunto R-dominante minimo (diferente de S”)
entdo existe um vértice z ¢ Y tal que z € (Ro3 U Ry3) NS’ ou z € R15 N S’. Na primeira
alternativa, como Y deve conter R[z] vizinhos de z e R[z] > |S’| entdo |Y| > R[z] > |5,
garantindo que neste caso .S’ € minimo. Por outro lado, como z € R N S’ entdo Y deve

conter R[v] vizinhos de v. Contudo, como R[v] = | N (v)NS’|, novamente fica estabelecido

que Y| > |S’|. Implicando que se b € C, entdo S’ é de fato um conjunto R-dominante

minimo e, portanto, uma soluc¢ao tima.

Caso B - b ¢ (C5: essa observagdo implica que b = v ou b = w. Sem perda de
generalidade, assume-se que b = v. Desta forma, como v impede a remog¢ao de a entdo

a € N(v)NS', implicando que R[v] = |[N(v) NS'| e que a € Ry oua € Rya3.

Se neste ponto adj,, = Rz NS’ = () entdo S” C N(v), o que implica que R[v] = |5'|
e que S’ € uma solugdo 6tima, pois ndo existe nenhum conjunto com menos elementos do
que S’ capaz de R-dominar v. Por outro lado, se adj,, # (), entdo seja a,, o vértice de

menor requisito em adj,,. Existes duas alternativas sobre o requisito de a,,:

Caso B.1 - R[a,] > |5’|: neste caso S’ é uma solucdo 6tima. Para demonstrar essa
conclusdo, supondo que S’ ndo é minimo, seja um conjunto R-dominante minimo X tal que
v ¢ X ew ¢ X. Em seguida, particiona-se os conjuntos X e .S” em subconjuntos distintos:
XNN (), XNRa3, S'NN(v) e S"NRy3. Como | X| < |S'| entdo [ X NN (v)|+|X N Rag| <
|S" N N(v)| +|S" N Ras|. Além disso, como R[a,] > |S’| e |S’| > | X]|, pode-se concluir
que R[a,| > |X| e que todo vértice de adj,, deve estar contido em X, implicando que
|X N Raz| = |S” N Ras|. Consequentemente, a expressdo | X N N (v)|+ [ X N R3] < [S'N
N(v)|+|S"N Rys| pode ser simplificada para | X NN (v)| < |S’NN(v)|. Contudo, conforme
demonstrado anteriormente, R[v] = |S’ N N(v)|, implicando que | X N N(v)| < R[v] e
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que, portanto, X ndo domina v. Desta forma, fica demonstrado que nenhum conjunto com

menos elementos do que S’ pode R-dominar G e que S’ é uma solugdo 6tima.

Caso B.2 - R[a,] < |S']: como a,, € 5’ e a,, ¢ N(v) entdo deve existir um vértice
y ¢ S’ talque S”\ {a,} ndo é suficiente para R-dominar y (a remogéo de a,, foi impedida
pelo vértice y). E trivial notar que y # v, pois a,, ¢ N(v). Além disso, y ¢ C, uma
vez que: (a) se y € Roz ou y € Rjo3 entdo a propriedade (ii) seria violada por a,, €
Yy, jd que neste caso a,, € Ro3 NS C (Rog U Ryog) NS, y € (Rog U Riaz) \ S e
Rla,] < |S'] = R[y]; (b) se y € Ry entdo a propriedade (ii) também seria violada
por a e y, pois a € (Ri2 U Rya3) NS’ (a é o vértice cuja remogao foi impedida por v),
y € (Ri2U Ry93) \ S’ e Rla] < |S'| = R[y|. Portanto, pode-se concluir que a tnica
possibilidade restante é y = w, o que implica que R[w| = |N(w) N S’|.

Vale destacar que até este ponto da demonstragéo foi concluido que R[v] = |N(v)N.S’|
e Rlw] = |N(w) N S’|. Para continuar, deve-se analisar mais precisamente a localiza¢do
do vértice a (vértice de menor requisito contido no conjunto S’, cuja remogao foi impedida
pelo vértice v) no grafo. Como a € N (v), restam apenas duas possibilidades: a € R15N S’

eac Rugﬂsl.

Caso B.2.1 -a € RN S": a é candidato ao movimento de troca. Além de a, a,,
também € candidato, pois é o vértice de menor requisito em Ro3 N S’. Se Rio3 \ S = 0
entdo nenhuma troca € possivel e S’ é uma solugdo 6tima: Rjo3 C S’ e ndo existe nenhum
conjunto de menor cardinalidade capaz de R-dominar v ou w. Do contrério, seja a. o
vértice de menor requisito em Ri93\S" e seja S” = (S"\{a, a,, })U{a.}. Como R[a] < |5’
e Rla,] < |5'| entdo S” € suficiente para R-dominar a e a,. Além disso, é possivel
observar que S” R-domina v e w: cada um perdeu um vizinho em R;s e Ry3 e ganhou
um outro vizinho contido em Rj3, logo seguem R-dominados. Desta forma, S” é uma
conjunto R-dominante, obtido por um movimento de troca, com menos elementos do que
S’

Caso B.2.2 - a € R33N S": a ndo pode participar do movimento de troca. Contudo
a,, continua sendo um candidato e, portanto, é necessario buscar por um candidato em
R15 N S’. Caso ndo exista tal vértice (R N S" = )) entdo S’ é 6timo, pois S C N(w) e
Rlw] = |5’|. Caso contrério, seja a, o vértice de menor requisito em R15 N S’. O caso em

que Ra,| > |5

¢ andlogo ao caso abordado anteriormente onde R]a,,| > |S'|, implicando
na mesma conclusdo: S’ € minimo. Por outro lado, se R[a,] < |S’| entdo a, é candidato e

0 mesmo raciocinio demonstrado no caso anterior pode ser aplicado considerando a = a,,.
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Como em ambos os casos (B.2.1 e B.2.2) o conjunto S” obtido através de um movi-
mento de troca satisfaz as propriedades (i), (ii) e (iii): A propriedade (i) continua satisfeita,
uma vez que R[v] = |N(v)NS"| e Rlw] = |N(w)NS"|, implicando que qualquer remogao
torna v ou w nao-dominado. Considerando que o movimento de troca substitui os vérti-
ces de menores requisitos de Ri2 NS’ e Ry3 N S” por um vértice de requisito maximo em
Ri23\ S, a propriedade (ii) segue satisfeita. A propriedade (iii) também continua satisfeita,

pois, conforme demonstrado anteriormente, R[v] = |N(v) N S"| e R[w]| = |N(w) N S"|.

Desta forma, como as propriedades (i), (ii) e (iii) seguem mantidas em S”, novos mo-

vimentos de troca podem ser aplicados iterativamente (linhas 5 - 10 do [Algoritmo 4.12

), preservando este invariante. Além disso, como o nimero de trocas € finito e limitado
por min{|R12 N S/ s |R23 N S/|, ’ngg \ S/

|Algoritmo 4.12|serd finalizada em algum momento.

}, entdo é seguro afirmar que a execugéo do

E essencial observar o ponto-chave desta demonstracio: ou existe pelo menos um mo-
vimento de troca, ou a solug¢do é otima, pois, em todos os possiveis casos onde o movimento

de troca se mostrou impossivel, o conjunto corrente se mostrou minimo. Portanto, pode-se

concluir que o|Algoritmo 4.13|estd correto.

Complexidade computacional: A constru¢do de S, e S, (linhas 4 - 9 do
ritmo 4.13) pode ser realizada em tempo O(n), conforme demonstrado no [Lema 4.3.2

O método de construg¢do do conjunto .S, definido na linha 10 do |Algoritmo 4.10, pode ser

realizado em tempo O(n), pois a ordenagdo pode ser realizada em tempo linear a cada

vértice € processado uma dnica vez.

A funcdo Reducao, implementada no[Algoritmo 4.1 1{também apresenta complexidade

O(n), pois a ordenagdo empregada na linha 2 pode ser realizada em tempo linear e a avali-
acdo sobre a viabilidade de cada remogdo (linha 5) pode ser otimizada utilizando algumas
estruturas auxiliares, atualizadas durante a execucgdo do algoritmo: um vetor booleano A,
tal que A,[w;] = Verdadeiro se e somente se u; € N(v) N S’; um vetor boolean A,, tal
que Ay,lu;] = Verdadeiro se e somente se u; € N(w) N .S’; contadores dindmicos ¢, e
¢y utilizados para armazenar o nimero de elementos em A, e A, respectivamente; um
inteiro R,,,, utilizado para manter o maior requisito dentre os vértices contidos em C5 \ S’.
Todas as varidveis podem ser inicializadas em O(n), pois demandam apenas um percurso
entre os vizinhos de v e w (para construir A,, A,, ¢,, ¢,) e entre os vértices de Cy para

identificar o maior requisito. O teste de viabilidade da remocdo, aplicado na linha 5 do
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algoritmo, se resume em avaliar a expressao:

(Rlw;] <1S') AN (Rmaz < |S']) A (Apw;] = falso V R[] < ¢,)
A (Aylw] = falso vV R[w] < ¢y).

Para concluir a andlise da complexidade computacional da funcdo Remocao € necessa-
rio demonstrar as atualizagdes efetuadas nas varidveis auxiliares. Toda vez que o algoritmo
efetua a remocdo de um vértice u; da solugdo S’ as varidveis sdo atualizadas em tempo
O(1): se R[u;] > Ry, entdo a varidvel é atualizada: R,,., < R[u;]. Além disso, se
u; € N(v) (A,[u;] = verdadeiro) entdo as varidveis associadas ao vértice v sdo corrigidas
para contemplar a remocéo de u;: A,[u;] < falso e ¢, < ¢, — 1. Essa mesma l6gica vale

para A, e c,.

Resta avaliar a complexidade da fun¢do Trocas (linha 12), apresentada no
O método de trocas também pode ser otimizado utilizando estruturas de dados
auxiliares: os conjuntos adj,, adj,, € adj,, sdo implementados como filas ordenadas, tal
que adj, e adj,, seguem uma ordenacio crescente de requisitos, enquanto adj,,, segue uma
ordem decrescente. A inicializacdo destas filas pode ser realizada em tempo O(n) e as
remogoes executadas nas linhas 6, 7 ¢ 9, em tempo O(1). Além das filas, o algoritmo tam-
bém utiliza uma variavel inteira R/ para armazenar o maior requisito dos vértices em

(ng U Rgg) \ S”.

A cada iteragdo a, e a, sdo desenfileirados de adj, e adj,, respectivamente. Seja
z o segundo elemento de adj,,, (caso adj,, contenha apenas um elemento, z ndo existe

e a ultima condi¢do no teste de viabilidade pode ser ignorado). Sendo assim, o teste de

viabilidade do movimento de troca (linha 6 do|[Algoritmo 4.12)) pode ser avaliado em tempo

O(1) utilizando a seguinte expressao:

(Rlaw] < |S")) A (Rlaw] < |S"]) A (R,

max

<|9") A (R2] < 157)).

Apds o movimento de trocas, as varidveis devem ser atualizadas: R/ ¢ atualizado

em tempo O(1) para max{ R/

mazx?

Rlay], R[a,]}. Como o nimero de trocas é limitado por
min{ |Ry23\ 5’|, |R12NS’|, |R23NS’| } < n, entdo o algoritmo de trocas pode ser executado

em tempo O(n).

Finalmente, como todas as etapas podem ser realizadas em tempo linear, pode-se con-

cluir que a complexidade computacional do|[Algoritmo 4.13|é O(n). U
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A apresenta um exemplo da aplicacdo do algoritmo para obten¢do de um

conjunto [?-dominante. Deve-se notar que o grafo pertence ao quarto caso descrito no
Na figura, observa-se que inicialmente uma remocdo foi realizada, pois
o vértice b possui requisito inferior ao tamanho do conjunto, assim como todos os seus
vizinhos. Em seguida, como nenhuma outra remogao € vidvel, a fase de trocas € iniciada.
Como os vértices a, c e b atendem aos requisitos estabelecidos para execu¢do de uma troca,
este movimento é executado. Como nao resta nenhum outro vértice que seja adjacente a v e
w e ndo pertenga ao conjunto, essa fase € terminada, retornando um conjunto R-dominante

minimo para os paradmetros fornecidos.

Cy ={v,a,b,d, e} Redugao: '
Cy = {a,b,c,d, e} Se, = {b, c,d} b /pode ser removido
Cg = {w,b, C, d, 6} S = {a7b7 C, da 6} S = {a’ﬁa C, d7 6}

3
Fase de Trocas: Fase de Trocas: . )
Fim do Algoritmo:
S//:{Q,C,d,e} S//:{ﬂ/v¢7d7€} S’:{d egb}
Ay =QA€ay =C Remover a e ¢ T
e = Adicionar b

Figura 4.11: Exemplo da aplicagio do|Algoritmo 4.13|

Teorema 4.3.1. O |Algoritmo 4.5| retorna um conjunto R-dominante para grafos split-

indiferenca em tempo linear.

Demonstracdo. Tendo em vista que o algoritmo utiliza funcdes distintas para cada um
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dos quatro casos apresentados pelos Teoremas [2.3.8] e 2.3.9) e que as corretudes destas

fungdes foram demonstradas pelo [Teorema 3.2.1|e pelos Lemas [4.3.1] [4.3.2]e 4.3.3] pode-
se assegurar que o algoritmo estd correto. Além disso, como todas as fungdes podem

ser executadas em tempo linear, pode-se concluir que a complexidade computacional do

Algoritmo 4.5(¢ O(n). O

O algoritmo de tempo O(n) para grafos split-indiferenca foi uma das contribui¢des
deste trabalho. Este resultado foi publicado na forma de um artigo completo na Information

Processing Letters [65]).

4.3.5 Conclusoes

Este capitulo apresentou trés contribui¢des deste trabalho. A primeira € um algoritmo
de tempo linear para grafos split-indiferenca, que explora a estrutura desta classe atra-
vés da decomposi¢do em casos baseados na presenca ou nio de vértices simpliciais. O
segundo algoritmo foi destinado aos grafos conexos com exatamente duas cliques maxi-
mais. Além desses resultados, este capitulo propds também um algoritmo aproximativo
para o problema da dominacdo vetorial em grafos domind N intervalo préprio. O estudo
desta classe possibilitou um melhor entendimento da dindmica do problema em relacdo a

decomposicao do grafo em cliques maximais.

Vale observar que este capitulo abordou problemas de propagacao onde todos os vér-
tices devem ser contaminados em uma unica iteracdo. Uma pergunta interessante que
resultou desta andlise € o impacto da flexibilizacao desta regra, isto €, a admissao de multi-
plas iteracdes do processo de contdgio. Desta forma, o abordard o problema da
selecdo de alvos, onde o grafo deve ser totalmente contaminado ao longo de multiplas itera-
coes, tal que cada vértice contaminado em uma iteragdo ajuda no contdgio de seus vizinhos
nas iteracdes seguintes. Entretanto, vale destacar que a abordagem do difere da
atual, pois € baseada em métodos aproximativos e voltada a instancias da literatura que

mapeiam redes sociais.



Capitulo 5

Problema da Selecao de Alvos

Dado um grafo G = (V, E') e um vetor de niimeros inteiros naturais R, onde para todo
vértice v € V vale 0 < R[v] < d(v), o problema da selegdo de alvos consiste em localizar
um conjunto minimo S C V que satisfaga a seguinte condicdo (regra da dominagdo):
S, =V,onde Sp = Se S =S5 U{weV||Nw)nS; > Rlw]}. Como pode ser
observado, a regra da dominacao estabelece que o processo da dominacao é irreversivel,
pois quando um vértice v € adicionado a um conjunto 5;, v estard contido em todo conjunto
Sk, onde £ > 7. Essa observacdo implica que o processo da dominag@o estabilizard em
alguma iteracdo ¢ < n: se um vértice for dominado a cada iteragdo, todos os vértices serdo

dominados em 7 iteragdes.

E interessante observar que o problema da selecio de alvos pode ser utilizado para mo-
delar computacionalmente a propagagao de doencgas, influéncia e opinides, como proposto
por Kempe et al. [S7], Friedkin [42]. Recentemente, os trabalhos de Kempe et al. [S7],
Dreyer e Roberts [38], Chen [16], Cicalese et al. [18]], Cordasco et al. [20] e Cordasco
et al. [21]] abordaram o problema em instincias que mapeiam redes sociais. Um problema
interessante neste escopo € a propagacao de fake news em redes sociais, que pode ser inter-
pretado como estabelecer um conjunto minimo de usudrios de uma rede social que devem
ser inicialmente contaminados (ou convencidos) por uma falsa noticia para que ela se pro-

pague (ou viralize) por toda a rede (ou uma grande parte dela).

Tal como no problema da dominagdo vetorial, existem variacdes do problema da se-
lecdo de alvos, onde, por exemplo, se limita o nimero médximo de iteracdes necessarias
para que o grafo seja dominado. Vale destacar que se a dominag@o deve ocorrer em uma
unica iteragdo, o problema se resume ao problema da dominacio vetorial, abordado nos

Capitulos [3|e[d]
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Outra variacao assume que todos os requisitos sdo definidos por uma constante £, isto
é, R[v] = k,Vv € V. O trabalho de Dreyer e Roberts [38] estabeleceu que para qualquer
k > 3, o problema da sele¢do de alvos em sua versdo de decisido € NP-Completo. Em um
trabalho mais recente, Centeno et al. [|13]] demonstrou que o problema da selecao de alvos
continua N P-Completo mesmo quando & = 2. Vale observar que se k = 1 entdo a solucdo
para o problema € trivial: um tnico vértice do grafo (supondo que o grafo € conexo) € capaz
de dominar os demais em no méiximo n iteracdes. Neste mesmo trabalho, Centeno et al.
[13]] apresentou um algoritmo para solucionar o problema da sele¢do de alvos em algumas

familias de grafos, como por exemplo, grafos bloco e arvores.

Outra variagdo interessante € o Problema da Vacinagao [75]], que busca determinar um
conjunto minimo capaz de impedir que outros conjuntos dominem todo o grafo. Estes
conjuntos sdo chamados de vacinas pois inibem a propagacdo da doenc¢a ou da influéncia

no grafo.

Este capitulo € voltado para o problema da dominac¢do vetorial em grafos em geral.
Considerando que o problema é A/P-Completo [57], uma das alternativas para obter uma
solugdo vidvel em uma quantidade aceitdvel de tempo é o uso de métodos aproximativos,
como, por exemplo, meta-heuristicas. Desta forma, este capitulo apresentard um algoritmo

genético para o problema da selegdo de alvos.

5.1 Meétodos Aproximativos da Literatura

No campo das solu¢des aproximadas, € possivel destacar os trabalhos de Chen [16],
Dinh et al. [32] e Cordasco et al. [20, 21]. Dentre os métodos apresentados o algoritmo
proposto por Cordasco et al. [20,[21] sera formalmente apresentado, pois, como serd visto
na € utilizado como ponto de partida para o algoritmo genético proposto neste

capitulo.

O algoritmo guloso proposto por Cordasco et al. [20, 21] difere de todos os outros
métodos gulosos ja apresentados nesta tese. Enquanto os outros escolhem um vértices e
o adicionam ao conjunto em constru¢do, o método apresentado define quais vértices serdo
dominados por seus vizinhos e os remove do grafo. Esse processo € repetido até atingir o
ponto em que um vértice deve ser obrigatoriamente incluido no conjunto, pois o conjunto
de seus vizinhos que ainda permanecem no grafo ndo € mais suficiente para o dominar (seu

grau se tornou menor do que seu requisito). Vale destacar que o critério para selecionar
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quais vértices serao dominados por seus vizinhos € puramente guloso, embasado na razao

entre o o requisito e o grau de cada vértice.
O método descrito utiliza trés varidveis auxiliares para cada vértice:

Al[v] Vizinhos de v que ainda permanecem no grafo;
d[v] Ndmero de vizinhos que o vértice v ainda possui no grafo ( d[v] = |A[v]] );

k[v] Requisito do vértice v.

A cada iteracdo, as varidveis sdo atualizadas para contemplar a acdo executada. Exis-
tem trés casos possiveis executados em cada passo do algoritmo. No primeiro caso, existe
um vértice v tal que k[v] = 0, isto é, v ndo demanda mais nenhum vizinho para ser domi-
nado. A dominacdo de v implica que os requisitos de seus vizinhos devem ser atualizados:
klu] = max(k[u] — 1,0) Vu € Av]. Vale destacar que no problema da selecdo de alvos,
vértices dominados colaboram para a dominagao de seus vizinhos, mesmo que nao estejam

contidos no conjunto solucdo. Por ultimo, o vértice v é removido do grafo (linhas 15-18
do[Algoritmo 5.1).

O segundo caso possivel (dada a inexisténcia de um vértice que atenda ao caso anterior)
considera que existe um vértice v que possui menos vizinhos no grafo do que os necessarios
para sua dominagdo (§[v] < k[v]). Neste caso, a tnica possibilidade para assegurar sua
dominagdo € incluir o préprio vértice v no conjunto solugdo S. Assim como no caso

anterior, os requisitos dos vizinhos sdo atualizados e v € removido do grafo.

J4 no ultimo caso (novamente, supondo que ndo existem vértices que atendam aos
casos anteriores), um vértice v € escolhido de forma gulosa para ser dominado por seus
vizinhos. Diferentemente dos casos anteriores, os requisitos dos vizinhos nio sdo atualiza-
dos, pois v ainda ndo foi efetivamente dominado, apenas marcado como tal. Por fim, v é

removido do grafo.

Como em todos os casos, o algoritmo remove um vértice, pode-se considerar que o
algoritmo € finito. Além disso, vale destacar novamente que o algoritmo escolhe vértices
que serdo dominados por seus vizinhos e os remove do grafo até atingir o ponto em que
um vértice ndo possua vizinhos o suficiente para ser dominado, isto €, atenda ao caso 2.
Este vértice serd entdo adicionado ao conjunto em construgdo. O demonstra

o método descrito. A corretude deste método € demonstrada por Cordasco et al. [20, 21].

A [Figura 5.1]ilustra a execucdo do grafo em uma instancia gerada aleatoriamente. O
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Algoritmo 5.1: Algoritmo Cordasco et al. [20, 21]] para o problema da selecio
de alvos

W N =

=

10
11
12

13

14

15
16
17

18

Entrada: Grafo G = (V, E) e Vetor de requisitos R
Saida: Conjunto de alvos S

S0

U+V

para cada v € V faca
| Al=N(v)  dl]=|APp]| k] = R[]
enquanto U # () faca

L

se Jv € U | k[v] = 0 entdo

/*x Caso 1l: O wvértice v estd dominado */
para cada u € Av| faca

L

senao

klu] < max(k[u] — 1,0) ;
adjacentes em U «/

/* v influencia seus

se Jv € U | d[v] < k[v] entdo
/x Caso 2: O vértice v deve ser adicionado ao
conjunto S, pois seus vizinhos em U ndo séao
suficientes para garantir sua dominacgéo */
S+ SuU{v}

para cada u € A[v] faca
L klu] < max(k[u] — 1,0) ;

adjacentes em U */

/* v influencia seus

senao

/x Caso 3: O vértice v serd dominado por seus
vizinhos */

v & argmax uEU{W}

/* Remover o vértice v do grafo */
para cada u € A[v| faca

du) + ofu] — 1

Alu
¥7U<—l]\{v}

19 retorne S

] = Afu] \ {v}
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valor ¢ da figura corresponde a expressao { 0 5[u])ké[ ] }, utilizada no caso 3 do algoritmo

] )

Slul+1)

para escolher o vértice que serd dominado por seus vizinhos. Os valores de k, 6 e A sdo
apresentados graficamente na figura: k& é o nimero vermelho ao lado de cada vértice, A e §
sdo expostos como os vizinhos de cada vértice. Cada alteragdo demandada pelo algoritmo
¢ executada no grafo. Apds cada iteracdo, os vértices que foram escolhidos e removidos
pelo caso 3 foram grafados em verde, enquanto os adicionados ao conjunto em constru¢ao
pelo caso 2 estdo em azul. Para melhor visualizagdo do caso 3, quando k[v] > d[v], as

arestas que compde o valor ¢[v] foram destacadas em vermelho.

Como apontado anteriormente, o comportamento do algoritmo, baseado em selecio-
nar vértices que serdo dominados por seus vizinhos, pode ser facilmente identificado na
Nas primeiras iteracdes, os vértices 1 e 3 foram removidos e marcados como
dominados por seus vizinhos (Caso 3 do algoritmo) sem que nenhum vértice tenha sido
efetivamente adicionado ao conjunto em construcdo. Na iteracdo seguinte, o vértice 7 €
adicionado, ja que possui k > ¢ (5 > 4). Esse comportamento difere de todos os algo-
ritmos j4 apresentados, que selecionam quais vértices irdo compor o conjunto solugdo. O
possui complexidade de tempo O(n?), pois demanda a atualizagdo dos vizi-
nhos do vértice processado em cada iteragdo. Outro ponto que deve ser destacado € a falta
de critérios de desempate. Na terceira iteracdo, onde o vértice 7 foi adicionado, nota-se
que o vértice 5 também atendia aos critérios do caso 2: k£ > 0 (5 > 4). Nestes casos, a

selecdo segue critérios puramente randomicos, como visto no exemplo.

Vale observar que o resultado obtido pelo|Algoritmo 5.1{(S = {5, 7, 8}) ndo é 6timo. A

execugdo de um algoritmo backtracking nesta instancia retornou o conjunto Sy, = {3,5}.
Embora o algoritmo ndo retorne solu¢des 6timas, seus resultados oferecem um bom ponto

de partida para outros métodos, como, por exemplo, o algoritmo genético proposto na
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v| ¢ v| ¢
110,25 2 | 0,08
2 | 0,08 310,17
310,12 41 0,1
4 10,07 510,17
510,12 6 | 0,07
6 | 0,07 710,17
710,17 8| 0,1
81| 0,1
vl @ 0T o
210,17 17017
410,08

60,17
6 | 0,08 2 | 017
810,17 .

Ls Caso3:v =14

1 v (b
> ‘ (6) [6]05 5 4 6
810,5
SEREE IS SRR RN
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Figura 5.1: Exemplo de Aplicac¢do do|Algoritmo 5.1
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5.2 Algoritmo Genético

Um algoritmo genético € um algoritmo de inspirac¢do bioldgica, que implementa a ideia
de simular computacionalmente varias geracdes de uma populagao, formada por individuos
distintos. Cada individuo representa uma solugdo para o problema tratado. Por exemplo,
no problema da selecdo de alvos, os genes de um individuo mapeiam um conjunto de
vértices do grafo. Um individuo € vidvel se seus genes corresponderem a um conjunto
capaz de dominar o grafo. A reproducao desses individuos cria novas gerac¢des, formadas

por permutacdes dos genes da geracao anterior.

O algoritmo proposto nesta se¢do usa as informagdes do censo dos individuos cons-
truidos (tal como o censo demografico executado em um pais ou regido) para aperfeicoar o
algoritmo genético. Como no mundo real, a ideia de um censo € adquirir e armazenar in-
formacdes sobre a populacao em um determinado momento. Os dados coletados sdo entdo
usados pelo algoritmo como uma forma de assegurar uma maior diversidade de solugdes
e também para favorecer uma avaliacdo mais precisa da qualidade das solucdes. Dessa
forma, dois tipos diferentes de censo sdo armazenados: S-Censo e V-Censo. O primeiro é
usado para acompanhar quantas vezes um individuo foi detectado na populacao, enquanto

o segundo armazena o nimero de vezes que cada vértice foi incluido em uma solucgdo.

Além do uso de informacgdes do censo, o algoritmo proposto também possui a capaci-
dade de se auto adaptar, permitindo um ajuste na agressividade de cada operagdo, de modo

a escapar de solucdes sub-6timas locais.

Um conjunto de vértices é chamado de uma solucdo vidvel quando todo o grafo € do-
minado apds n iteragdes da regra da dominagdo. Essa caracteristica do problema implica
que a verificacdo da viabilidade de uma solucgdo requer a execucao de cada uma dessas ite-
racoes, resultando em um alto custo computacional, especialmente em grafos de grandes
dimensdes. Como esse procedimento deve ser executado em cada individuo construido
pelo algoritmo, o custo computacional se torna um ponto critico, especialmente ao se con-
siderar que algoritmos genéticos geralmente requerem a simulagdo de muitos individuos
ao longo de vérias geracdes. Para minimizar o custo acumulado das verificagdes de vi-
abilidade, o algoritmo foi construido de forma a admitir sua execu¢do em um ambiente

paralelizado.

O principal objetivo da paralelizagdo do algoritmo € executar cada verificagdo de vi-

abilidade em um processador diferente, uma vez que isto dilui o tempo necessario para
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concluir cada geragdo. Para usufruir ainda mais do ambiente multiprocessado, os métodos
de reproducdo e parte da avaliacdo do fitness de cada individuo também sdo executados em
paralelo. O termo fitness € utilizado no jargao dos algoritmos genéticos como uma forma de
expressar a qualidade de cada individuo, isto €, individuos de maior fitness correspondem
a solugdes melhores para o problema. Assim como na natureza, os individuos de maior
aptiddo possuem maior probabilidade de serem os ancestrais de uma nova geragdo. No
caso do problema da selecdo de alvos, pode-se dizer (de forma simplificada) que quanto
menor o conjunto que um individuo representa, maior serd seu fitness. A utilizacdo de um
ambiente paralelizado permite que o algoritmo seja executado de forma independente em
cada processador, exceto quando € necessdrio consolidar uma nova geracdo ou avaliar a

mesma.

O algoritmo genético proposto neste capitulo é aprimorado por trés caracteristicas prin-

cipais:

* Uso de informagdes do censo para orientar o algoritmo a realizar melhores escolhas;

* Uso de um parametro auto-adaptdvel para ajustar a agressividade de cada método de
reproducdo e mutacao;

* Uso de um ambiente paralelizado para minimizar o tempo gasto na reprodugao, ava-

liagdo e, especialmente, no controle da viabilidade dos individuos.

O objetivo do uso das informagdes do censo € melhorar as escolhas que o algoritmo
genético executa: quais individuos serdo reproduzidos e quais vértices devem ser sele-
cionados para minimizar o conjunto resultante ou elevar a diversidade de individuos na

populagdo. O algoritmo proposto usa duas informagdes distintas do censo.

O primeiro (S-Censo) esta relacionado aos individuos, ou seja, conjuntos inteiros de
vértices. Cada vez que um novo individuo (nunca identificado antes) € encontrado, ele é
adicionado a tabela com o valor 1, representando que esse individuo foi localizado apenas
uma vez. Se um individuo encontrado anteriormente for construido mais uma vez, o valor
correspondente a ele na tabela é incrementado em uma unidade. Essas informacdes sdo
utilizadas para reduzir a chance de um individuo recorrente ser selecionado como ancestral

da préxima geracao, fornecendo uma maior diversidade ao algoritmo. O uso do parametro

S-Censo serd detalhado na[Subsecdo 5.2.3]

As informacgdes do segundo censo (V-Censo) tratam de vértices e representam quantas
vezes cada vértice foi incluido em um conjunto representado por um individuo. Essas in-

formacodes sao utilizadas pelo algoritmo para elevar a probabilidade de que vértices pouco
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explorados sejam incluidos em novas solugdes. Sem o uso desse artificio, o algoritmo
seguiria um comportamento puramente guloso, ao incluir apenas vértices que sao imedia-

tamente boas escolhas.

Os dois censos sao usados como componentes na tomada de decisdo, mas ndo sozinhos.
Para especificar os pesos de cada componente na decisdo, quatro parametros orientam o

algoritmo: wSCenso, wTam, wGrau, wV Censo. Estes pardmetros serdo detalhados ao

longo das Subsecdes e

Além desses parametros, um outro € utilizado para especificar a agressividade de cada
operador de reproducdo e mutacio, representando o nimero esperado de alteracdes que
cada operador deve executar em cada individuo. Este pardmetro € usado para conceder ao
algoritmo a capacidade de escapar de solu¢des sub-6timas que poderiam levar ao encerra-
mento prematuro do algoritmo. A agressividade do algoritmo € ajustada pelo parametro 9,
que € incrementado toda vez o algoritmo encerra uma iteracdo sem encontrar uma solucao

melhor do que a identificada nas iteragdes anteriores.

Para garantir que o algoritmo ndo perca boas solugdes entre geracdes, um terco dos
individuos na dltima geracdo sdo copiados para a proxima. Os individuos copiados corres-
pondem aqueles com maior fitness, o que adiciona um comportamento nitidamente elitista

ao algoritmo. Os dois tercos restantes sdo obtidos através da reproducdo de individuos

contidos na geragdo anterior. A [Subsecao 5.2.4| detalhard este procedimento, incluindo o

valor inicial de § para cada instancia.

Como mencionado anteriormente, o algoritmo proposto foi projetado para usufruir dos
beneficios de um ambiente paralelizado, executando algumas de suas fun¢des de forma
concomitante e distribuida por diversos processadores. A paralelizacdo do algoritmo foi
implementada utilizando o protocolo MPI [73]]. Cada processador no ambiente € identi-
ficado exclusivamente por um numero inteiro P € N*. Vale destacar que no protocolo
MPI, cada processador possui sua propria memoria principal, isolada dos demais, e pro-
cessa uma cdpia local do algoritmo, executada em paralelo em todos os processadores.
Para os processadores trocarem informagdes entre si s30 necessdrias rotinas especiais de
comunicacao, que algumas vezes exigem uma sincronizacao entre eles. Essa sincronizacao
¢ realizada forcando que cada processador aguarde em um ponto do algoritmo até que to-
dos os demais alcancem esse mesmo ponto, acarretando um possivel desperdicio no tempo
de processamento. Esse desperdicio pode ser evitado reduzindo a comunicacdo entre os

processadores e uniformizando o tempo necessério para executar as tarefas associadas a
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cada processador.

No inicio do algoritmo, cada processador recebe a tarefa de construir trés novos indivi-
duos vidveis de forma independente. Apds a construgdo, a geragdo By € formada, reunindo
os individuos dos processadores. Em seguida, o algoritmo avaliara o fitness de cada indi-

viduo em B, concluindo o processamento da geragdo inicial.

A partir de uma geracao B;, o algoritmo construird uma nova geracdo B;: primeiro,
cada processador seleciona dois individuos P, e P, de B;. Em seguida, P, e P; se re-
produzem, gerando dois novos individuos S e S3. Como o procedimento de reproducio
contém fatores aleatdrios, cada processador deve garantir de forma independente que S;
e 5o sejam solucdes vidveis (isto €, capazes de dominar todo o grafo apds algumas itera-
coes). Em seguida, cada processador P copia o P-melhor individuo S5 de B;. Finalmente,
a nova geracdo € formada pelos individuos 51, S e S5 de cada processador, e o fitness de
cada individuo € avaliado. Este processo € repetido até que as condicdes de parada sejam

atendidas.

A ilustra como o algoritmo genético foi paralelizado. Na figura, as caixas
azuis sdo executadas em paralelo por cada processador, enquanto as vermelhas representam
tarefas que exigem comunicagdo e sincronizagdo entre os processadores. Pode-se notar
que as caixas correspondentes a avaliacdo dos individuos sdo grafadas nas duas cores,
pois possuem dois momentos: no primeiro, o tamanho de cada solucdo é calculada em
paralelo; em seguida, a comunicacao entre os processadores € exigida para calcular a média
e o desvio padrdo dos tamanhos das solugdes, necessdrios para o escalonamento sigma

(sigma scaling). A avaliacdo do fitness de cada individuo e o escalonamento sigma serdao
detalhados na[Subsecao 5.2.3|

Como todos os principais recursos foram apresentados, os componentes do algoritmo

podem ser detalhados separadamente. A[Subsecao 5.2.1|exibe como cada conjunto € repre-

sentado como um individuo. A seguir, a|[Subsecao 5.2.2|apresenta a constru¢do da geracao

inicial. Na[Subsecdo 5.2.3| a avaliac¢do do fitness de cada individuo é detalhada, conside-

rando o restante da populac@o. Finalmente, na Subsecao 5.2.4] a fase de reproducdo, na

qual novos individuos sdo construidos a partir da geracao anterior, € apresentada. A
também apresenta o procedimento de otimizagdo, no qual a viabilidade de cada

individuo € assegurada.
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Construir 3 individuos

Y

Reunir os individuos em By

Calcular o fitness S € By

1+ 1

Y

14 1+1

Selecionar em B;_; os ancestrais P, e P |«

S1 e Sy = Reprodugdo( Py, P)
S3 = P-Melhor Individuo de B;_;

Y

Assegurar a viabilidade de S; e S,

Reunir os individuos em B;

Avaliar fitness S € B;

continuar

Avaliar condi¢des de parada em B;

Retornar menor conjunto em B5;

Figura 5.2: Arcabouco da paralelizacdo aplicada ao algoritmo genético.
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5.2.1 Representando Conjuntos como Individuos

Cada conjunto de vértices é representado como um vetor de booleanos com 7 posicdes.
Cada posicao do vetor € associada a um vértice v do grafo: o vértice v estd incluido no
conjunto se, € somente se, a posicdo correspondente a v no vetor contiver uma atribuicao

verdadeira.

Vale observar que essa representacdo usa ligeiramente mais memoria do que outras
opgdes, que contém apenas os vértices que estdo no conjunto correspondente. No en-
tanto, a representacdo implementada permite que o algoritmo identifique em tempo O(1)
se um vértice estd ou nao contido no conjunto, o que acelera a execucdo dos métodos de
reproducdo. A adicdo e a remoc¢do de vértices ao conjunto também ¢ trivial, pois con-
siste de simplesmente alterar a atribui¢do do valor na posicao correspondente ao vértice.
Uma vantagem adicional desta representacao € a facilidade para transmitir os individuos
entre diferentes processadores, uma vez que todos os vetores apresentam o mesmo tama-
nho. Para exemplificar o uso de memoria decorrente desta representacdo, supondo o0 maior
grafo abordado neste capitulo (1.138.499 vértices), cada individuo construido durante o
processamento do grafo pode demandar de mais de um megabyte de memdria principal,
considerando que, na maioria das linguagens de programacdo, um valor booleano € arma-

zenado como um byte.

5.2.2 Construcao da Geracao Inicial B

Cada processador P constr6i trés solucdes vdlidas para o problema da selecdo de alvos.
Para garantir mais diversidade na populacdo inicial, cada solu¢do € construida por um

método diferente.

A primeira solug@o é construida por uma versao aleatéria do [Algoritmo 5.1 Para
isso foi necessario incorporar uma fonte de aleatoriedade no algoritmo, induzindo uma

maior diversidade de solucgdes, j4 que a versdo original € puramente deterministica. O

caso 3 do |Algoritmo 5.1| seleciona o vértice v que maximiza a expressdo ¢(v), onde
kv
¢(v)

ﬁm:ﬁ‘”“”“[“] 1)

Para tornar o algoritmo aleatdrio, a forma com que o vértice v € selecionada foi mo-

e k[v] e d[v] sdo as varidveis de controle utilizadas no |Algo-

dificada: inicialmente, o algoritmo constréi um conjunto ordenado X utilizando a mesma

expressdo ¢(v). Seja X = {(v,¢(v))} Yv € U, onde U representa os vértices que ainda
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permanecem no grafo; em seguida, cada processador P cria um subconjunto X’ de X com
apenas os P vértices com maiores valores de ¢(v); o vértice v € entdo escolhido aleatori-
amente deste subconjunto X'. Vale observar que o primeiro processador possui P = 1 e,
portanto, corresponde 2 versdo original. E facil ver que mais processadores implicam em

mais diversidade.

A segunda solucdo é construida por um método guloso randomizado, detalhado no
O método é baseado na adigdo de vértices ao conjunto solugdo S, seguida
da propagacdo de cada adi¢do. Os vértices ainda ndo dominados sdo representados como
o conjunto X. No algoritmo, N[v] e D[v] armazenam respectivamente a vizinhanga e o

requisito de cada vértice v € X.

Além destas varidveis, o algoritmo também utiliza um vetor auxiliar P D para rastrear
a propagagdo da dominagéo no grafo: se PD[v] = verdadeiro entdo v estd dominado
(mesmo que v ¢ S). A sele¢do dos vértices que serdo adicionados € baseada em um método
conhecido na literatura como roleta viciada, onde cada vértice v possui uma probabilidade
w(v) de ser selecionado. Nesta técnica, os vértices de maior probabilidade sdo seleciona-
dos mais frequentemente, embora sua natureza randdmica também possibilite que vértices
de baixa probabilidade sejam escolhidos. No algoritmo proposto, w(v) = |N[v]| / | X].
Vale observar que essa formulagdo define o critério guloso do algoritmo: quanto mais vi-
zinhos um vértice tiver, maior serd sua probabilidade de ser selecionado. Esse critério visa
maximizar o nimero de vértices impactados por cada adi¢do. A cada iteragdo, um vértice
x € selecionado da roleta, adicionado ao conjunto solucdo S. Em seguida, os efeitos dessa

adicao sdo propagados pelo procedimento PropagarDominacgao.

O procedimento responsavel por propagar os efeitos de cada dominacdo (incluindo a
ocasionada pela adicdo de um vértice ao conjunto em constru¢do) foi detalhado como o
Seu funcionamento é baseado em uma fila (): primeiro, () ¢ inicializada
com o vértice cuja dominacdo deve ser propagada, isto €, o vértice x; em seguida, enquanto
Q # 0, a cada iteragdo, um vértice v é removido de @ e os vizinhos de v sdo atualizados
para considerar que v agora estd dominado. Se a adi¢do de v implicar na dominacao de um
vértice u (u € N(v)), u é inserido em (). Esse procedimento é repetido até que a filha se

torne vazia, o que implica que todos os efeitos da adicao do vértice x foram propagados.

Finalmente, a terceira solucdo S3 é obtida combinando as duas primeiras: para cada
vértice v € V, S3[v] = Si[v] A S3[v]. Como S5 pode ndo ser um individuo vidvel, o

algoritmo precisa se assegurar que S3 domine o grafo antes de prosseguir.
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Algoritmo 5.2: Algoritmo Guloso Randomizado para Construcao de Solugdes

Entrada: Grafo G = (V, E), Vetor de requisitos R
Saida: Solugédo S

1 X<V

2 parav € X faca

3 | S[v] + Falso PD[v] < Falso
4 | Dv] < R[v]

5 Np]«<—ueV |uweFE

nquanto X # () faca

Seja BR uma roleta viciada com (v, w(v)) Vv € X, tal que
w(v) = IN[e]| / |X

8 Selecionar um vértice x de BR

9 S|x] < Verdadeiro

10 PropagarDominacdo (X, N, D, PD, x)

)
[}

11 retorne S

Para garantir que S5 seja uma solugao para o problema da dominagio vetorial, primeiro
€ necessdrio propagar iterativamente a dominacdo de cada vértice v € S3. Durante essa
propagacao, o algoritmo também remove vértices desnecessdrios de S3. Um vértice v é
dito desnecessdrio se, no momento em estd sendo processado, seus vizinhos ja o dominam.
Neste caso, nota-se que v pode ser removido de .S3 sem interferir na capacidade do conjunto
dominar o grafo. Quando cada vértice de S3 € processado e a propagacdo termina, se
ainda houver algum vértice ndo dominado, o algoritmo entdo adiciona novos vértices para
garantir que S3 seja vidvel. Como o[Algoritmo 5.2]efetua exatamente a operacdo desejada,
€ possivel executd-lo tomando como ponto de partida o resultado do processamento de
Ss. Quando o procedimento termina, € possivel assegurar que S5 pode dominar todos os

vértices.

Ap0s cada processador construir trés individuos (solugdes), o algoritmo prossegue para

a proxima fase: avaliar a qualidade (fifness) das solugdes construidas.

5.2.3 Avalicao do Fitness dos individuos

Para avaliar a qualidade (fitness) de cada individuo, primeiro € necessario calcular o
tamanho do conjunto correspondente. Isso pode ser feito rapidamente contando quantas
atribui¢des verdadeiras estdo contidas no vetor. Portanto, seja z(.S) o tamanho de um

individuo 9, isto é, a cardinalidade do conjunto representado por S.

Durante o desenvolvimento do algoritmo, foi observado que usar apenas o tamanho
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Algoritmo 5.3: Propagar Dominac¢do: Vértice x adicionado ao conjunto

1 Function PropagarDominacédo (X,N,D,PD,x)

Q  {z}

enquanto () # () faca

v < Desenfileirar(Q)

para u € N[v] faca

Dlu] < max(D[u] — 1,0)

se PD[u] = falso A D[u] < 0 entdo
PD[u] < Verdadeiro

L Enfileirar(Q),u)

10 B Nlu] < Nu] \ {v}

1 Nv] + 0
12 | X+ X\ {v}

e 0 N A N R W

do individuo como valor de fitness leva a uma convergéncia prematura do algoritmo, uma
vez que os melhores individuos serdo selecionados com maior frequéncia como ancestrais
para a proxima geracdo. Portanto, para evitar isso, duas melhorias foram introduzidas na
avaliacdo da qualidade de cada individuo (firness): usar os dados do censo de solugcdes

(S-Censo) e aplicar o escalonamento sigma (sigma scaling), proposto por Mitchell [71]].

Como explicado anteriormente, a ideia do censo de solugdes (S-Censo) é manter o
registro de quantas vezes cada individuo foi encontrado pelo algoritmo. Para manter esses
registros, sempre que o algoritmo termina uma gera¢do B;, todas as solugdes S € B;
sdo analisadas: Se S ¢ uma solucdo nunca identificada antes, S € adicionado a tabela de
solugdes; caso contrdrio, a tabela € atualizado para armazenar que S agora tem mais uma

ocorréncia.

O tabela S-Censo € usada para influenciar ligeiramente o fitness de cada solug¢do: Seja
S-Censo (S) o censo de um individuo S. Se durante a execugdo do algoritmo uma solugdo
S for identificada frequentemente entdo o fitness de S serd reduzido proporcionalmente a
S-Censo (S). Dessa forma, se duas solugdes S e S, apresentarem 2(S7) = z(.S2) e S for
identificado com mais frequéncia do que S5 entdo o fitness de Sy serd ligeiramente maior
que o de S}, implicando que 5> terd mais chances de ser selecionado como um ancestral
para a proxima gerac¢do do que S;. Para equilibrar o peso do censo versus o tamanho no

célculo do fitness de um individuo, dois pardmetros wSCenso e wT am sao utilizados.

Uma vez demonstrados os fatores necessarios para o célculo da aptiddo, € possivel

apresentar a expressao que retorna o “protofitness” de uma solucdo. Vale destacar que o
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valor do “protofitness” ndo corresponde a avaliagdo definitiva do fitness de um individuo,
pois ainda € necessdrio aplicar o escalonamento sigma. Portanto, seja

((n—2(9)) xwTam) 4+ (W — S-Censo (5)) * wSCenso)

wTam + wSCenso

f'(8) =

o “protofitness” de um individuo S, onde W € o niimero total de individuos ja construidos

pelo algoritmo até o momento, incluindo todas as geracdes anteriores.

A motivagdo para aplicar o escalonamento sigma € evitar uma convergéncia prematura
do algoritmo causada por um elitismo demasiadamente acentuado. Para isso, o escalona-
mento sigma formula o fitness de um individuo como uma expressao, que depende nao s6
da qualidade deste individuo mas também da média das avaliagdes na geracdo corrente.
Ao expressar a avaliagdo de um individuo como uma fun¢@o que considera toda a gera-
¢do, o escalonamento sigma evita o0 dominio exacerbado de um individuo sobre os demais,

normalizando as avaliagdes.

Desta forma, sejam B; e S € B; respectivamente uma geracao construida pelo algo-
ritmo genético e uma solugdo contida nessa geragdo. Além disso, sejam o(B;) e f/(B;)
o desvio padrao e o valor médio obtido da “protofitness” de cada individuo em S € B;,

respectivamente. O fitness de um individuo S € B; € calculado pela seguinte expressao:

1, o(B)=0
F(S) = )

max (1 § s L o.o1) , a(B)#0

Duas observagdes devem ser feitas sobre a avalia¢do do firness de um individuo f(.5):

* Se o(B;) = 0 entdo todo individuo S € B; tem o messmo “protofitness” f’(S), im-
plicando que todo individuo deve ter a mesma probabilidade de ser escolhido como
ancestral da proxima gera¢do. Logo, para esses casos, a fungdo sempre retorna o
valor constante 1;

* Para garantir que todo individuo tenha uma pequena probabilidade de ser selecionado
durante a sele¢do dos ancestrais da proxima geracdo, optou-se por atribuir um valor

minimo e arbitrario 0, 01 para o fitness de cada individuo.

A avaliacido do “protofitness” de cada individuo de uma geragdo pode ser realizada
em paralelo. No entanto, o escalonamento sigma requer o calculo do desvio padrdo e da
média das avaliacdes de todos os individuos da geracdo, implicando que o algoritmo deve

sincronizar todos os valores calculados entre os processadores para permitir o calculo do
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fitness final. Desta forma, esse procedimento € iniciado como uma rotina paralela, porém
s6 termina quando todos os processadores se comunicam, O que exige uma sincroniza¢ao

entre eles.

5.2.4 Construcao de Novas Geracoes

Uma vez que a geragdo inicial foi construida e avaliada, o algoritmo pode prosseguir
para a construcdo de novas geracdes. Vale observar que o algoritmo repete a construgio e

avaliagcdes de geracgdes até que as condi¢des de parada sejam atendidas.

Conforme apresentado anteriormente, o algoritmo foi desenvolvido para se beneficiar
de um ambiente de processamento paralelo. Logo, para reduzir o tempo necessdrio para
construir novas geragdes, cada processador é responsavel por gerar individuos de forma in-
dependente, utilizando diferentes operadores de reprodu¢do. Quando todos os processado-
res terminam a construcao, o algoritmo retine os individuos em uma geracao e a dissemina
entre os processadores de forma que cada um tenha uma copia local de toda a populacao.

Isso também se aplica a populagdo inicial.

Todo processador P (identificador de cada processador) constrdi trés individuos: os
dois primeiros sdo obtidos por reprodu¢do e mutagao; O ultimo € uma copia da P melhor
solucdo encontrada na geracao anterior. Vale notar que se P = 1 entdo o algoritmo copia a

melhor solucdo da geracdo anterior para a proxima.

Considerando que o algoritmo propaga os melhores individuos de uma geracdo para
a proxima, € possivel garantir que, uma vez que uma boa solugdo seja identificada, ela
serd propagada até que uma melhor seja encontrada. Esse comportamento elitista garante
que o resultado final seja a melhor solucao identificada durante a execu¢@o do algoritmo.
Outro efeito desse comportamento € que dois tercos de cada geracao sio descartados, sendo

substituidos por novos individuos.
A construgdo das novas duas solucdes S; e S, é realizada em trés passos:

1. Escolher aleatoriamente da geragdo anterior dois ancestrais Py e P»;

2. Construir dois novos individuos (57 e S) usando reprodugdo e mutagdo a partir dos
ancestrais selecionados;

3. Assegurar que os novos individuos sdo solug¢des vidveis para o problema da selecao

de alvos.

A selecao dos ancestrais € feita de forma randomizada: o algoritmo constr6i uma roleta
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viciada na qual cada individuo S da gerac@o anterior tem uma probabilidade f(S) de ser
escolhido. Depois que a roleta € preparada, dois individuos, P, e P», sdo selecionados.
Uma vez que os ancestrais foram selecionados, o algoritmo pode prosseguir para a fase de
reproducdo e mutacdo. Vale observar que cada processador seleciona dois ancestrais de
forma aleatéria. Esse comportamento visa que cada processador selecione dois ancestrais

diferentes, embora ndo exista nenhuma restri¢do quanto a isso.

5.2.4.1 Operadores de Reproducao

Para aumentar a diversidade de solugdes, o algoritmo genético proposto utiliza catorze

métodos de reproducio:

1. Crossover de um ponto 8. Operador l6gico E (/) randomizado
2. Crossover de dois pontos 9. Operador 16gico OU (V) randomizado
3. Crossover randomizado 10. Média da geracdo anterior

4. Crossover uniforme 11. Operador de consenso

5. Operador légico E (A) 12. Trocar um vértice por seus vizinhos
6. Operador l6gico OU (V) 13. Construir dois novos individuos

7. Operador 16gico NAO (—) 14. Mutagdo forcada

Os dois primeiros operadores sdo bem conhecidos na literatura de algoritmos genéti-

cos. Dado os dois pais P, e P, o Operador 1 define aleatoriamente um nimero inteiro s no

intervalo [2,n — 1] e os dois novos filhos sdo S; = Pi[1],---, Pi[s], Po[s + 1], -+, Pa[n]
e So=P[l], -, Bls], P[s + 1],---, P[n]. O operador 2 difere do pri-
meiro, pois usa dois numeros aleatérios s; e sg, tais que s; € [2, 5 — 1}
e S2€ [% +1,n— 1]. Os filhos sdo definidos pela seguinte re-
gra: S1=Pil],--- , Pils1], Pa[s1 + 1], -+, Py[sa], Pi[sa + 1], -+, Pi[n] e
So = Py[1],--+ , Pa[s1], Pi[s1 + 1], -+ , Pi[sa], Pa[sa + 1], -+, P2[n]. O terceiro operador

segue a mesma ideia que os dois anteriores, mas usa um ndmero aleatério de pontos de

corte. O nimero de pontos de corte é determinado pelo parametro ¢ do algoritmo.

O quarto operador difere dos trés primeiros, pois constréi os dois filhos trocando
posi¢des aleatdrias dos vetores. O nimero de trocas € determinado por pProbCross,
um pardmetro do algoritmo. Para cada posicdo dos vetores S; e S, um nimero real

p € escolhido aleatoriamente no intervalo [0, 1]. Dado o valor de p, os valores de cada
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. , Pyi], p < pProbCross
posicdo de S; e Sy sdo determinados por Si[i] = e

Pili], caso contréario

A Pili], p < pProbCross
SQ [l] =

Pyi], caso contrario

O quinto operador usa um operador 16gico E (A) para definir os valores booleanos
de cada posi¢cdo das matrizes associadas aos filhos S; e Ss. Isto é, o operador 5 retorna
Si[i] = Su[i] = Py[i] A PJi]. E importante destacar que, apés a construgio, S; e Sy sdo
iguais, entretanto apds possiveis mutacoes e apos a fase de otimizacdo, na qual a capacidade
dos individuos dominarem o grafo é assegurada, os fatores aleatérios envolvidos podem
alterar isso. O Operador 6 segue 0 mesmo procedimento, mas aplicando o operador 16gico
ou (V).

O Operador 7 também faz uso de um operador 16gico: ele constréi dois filhos que sdo
exatamente o oposto de seus pais. Esse comportamento é realizado pelo operador NAO

(—), isto é: Sy[i] = —Py[i] e Sa[i] = —~Ps[i], para cada vértice i do grafo.

Como os Operadores 5, 6 ¢ 7 podem alterar as solucdes de forma bastante radi-
cal, uma versdo mais sutil foi desenvolvida. Nesta versdao, o operador légico € apli-
cado apenas a alguns vértices da solugdo, copiando os valores do ancestral nos de-
mais casos. Portanto, o Operador 8 retorna para cada vértice ¢ do grafo os valo-

' Pili| N Bi], p<d/n
res de Si[i] e Syfi] determinados por S;[i] = e
P il caso contrario

‘ Pl A Bli], p<é/n .
Ssli] = , onde p ¢ um ndmero real selecionado ale-

Psli], caso contrario

atoriamente no intervalo [0, 1] para cada vértice do grafo e § é um pardmetro do algoritmo.

O operador 9 segue o mesmo procedimento, mas aplica o operador 16gico OU.

O Operador 10 constréi dois novos individuos com base na média das solugdes con-
tidas na geracdo anterior. Ou seja, se um vértice especifico estiver contido na mai-
oria dos individuos da geracdo anterior, entdo é possivel supor que esse vértice pode
ser necessdrio para uma boa solucdo e, desta forma, esse vértice € incluido no novo
conjunto. Duas solugdes diferentes S; e Sy sdo construidas: S exige que um vértice
pertenca a pelo menos 50% dos individuos da gerac@o anterior para que este seja in-

cluido no conjunto. Ja Sy requer 60%. Dessa forma, seja B;_; a geracdo anterior. Pri-
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meiro, a soluc¢do S; € construida através da seguinte regra |'| para cada vértice ¢ do grafo:

verdadeiro, - S.le]) > 0.5 | B;—
Sili] = (2sieny Sali) | 1|. Da mesma forma, .Sy é dado

falso, caso contrario

por Syli] = verdadeiro, (D g ep, , Sali]) > 0.6 % |Bz~_1|.
falso, caso contréario

O décimo primeiro operador usa o consenso construido ao longo de todas as geracdes
anteriores para determinar se um vértice deve ser incluido ou n@o na solugdo. O operador
de consenso € aplicado apenas em alguns vértices aleatérios da solucdo, portanto, todas
as outras posicdes sdo definidas como cdpias dos pais selecionados. Os dados do censo
de vértices (V-Censo) sdo utilizados para definir se existe ou ndo um consenso sobre um
vértice da solucdo. Dado um valor real p selecionado aleatoriamente do intervalo [0, 1]

para cada vértice do grafo, o valor de cada posi¢ao S [¢] é definido pela seguinte expressdo:
verdadeiro, p<d/n A V-Censoli] > 0.5 W

Sili] = falso, p<d/n A V-Censo[i] < 0.5 W, onde W corresponde ao
P il caso contrério

nimero total de individuos j4 criados pelo algoritmo. O valor de S;[i] segue a mesma regra,

exceto pelo uso de P, em vez de P;.

O operador 12 usa as caracteristicas do problema da selecdo de alvos para construir
novas solucdes trocando alguns vértices. Cada novo individuo € inicializado como uma
copia de seu pai (S; <+ P, e Sy < P,) e, em seguida, s3o realizadas trocas de vértice
em cada individuo. Como nos operadores anteriores, o parametro ¢ serd utilizado para

especificar o nimero de trocas que o algoritmo deve executar.

Tendo em vista que no problema da sele¢dao de alvos um vértice v pode ser dominado
de duas formas: v € Sy ou [N(v) N S,| > R[v], onde Sy é o conjunto inicial e S, é um
conjunto obtido propagando a regra de dominacio a partir de Sy por x iteragdes, é possivel
remover com seguranca um vértice v de Sy e manter v dominado ao satisfazer a segunda

expressao.

Para evitar o custo computacional de obter o conjunto .S, de Sy, apenas os efeitos ime-
diatos da dominag¢do sdo considerados, isto €, a dominacdo v deve ser assegurada por seus
vizinhos que de fato estdo incluidos em Sy. Portanto, todas as operagdes sdo executadas

em S, que € o ponto inicial da dominagdo (Sy = 5).

! Assume-se que valores booleanos podem ser somados como nimeros inteiros, onde uma atribuicio
verdadeira corresponde a uma unidade.



5.2 Algoritmo Genético 132

O |Algoritmo 5.4| apresenta o esbogo deste operador. Nesse algoritmo, as varidveis

m, € ¢, armazenam, respectivamente, quantos vizinhos de v devem ser adicionados ao
conjunto para assegurar a dominacio de v (em uma iterag¢do) e o conjunto dos vizinhos de
v que podem ser incluidos em S para assegurar a dominagao de v (um conjunto de vértices
candidatos para inclusdo). Os valores de m,, e ¢, sdo inicializados como R[v] — [N (v) N S|
e N(v) \ S. Pode-se perceber que a adi¢do de m, vizinhos de v garantird que v seja

dominado, uma vez que N (v) = m, + |¢,| e R[v] < N(v).

Vale destacar também que o Operador 12 ndo efetua a propagagdo de todas as altera-
cdes em S, mesmo que isso implique em menos inclusdes para manter o vértice dominado.
Essa propagacao foi suprimida para evitar o tempo requerido pelo operador de reproducao,
uma vez que a fung¢do de propagagio tem um alto custo computacional.
Essa reducdo no tempo da execucdo do método foi necessdria para equilibrar o tempo ne-
cessdrio para executar os operadores de reproducdo. Um desbalanceamento no consumo
de tempo entre os operadores implica que os processadores que ja terminaram o proces-
samento de métodos mais rdpidos fiquem aguardando para que juntos, todos prossigam
para a avaliacdo da geracdo construida. Essa espera ocasiona um desperdicio de recursos
computacionais e, ao evitar os custos da propagacdo, foi possivel manter um tempo de
processamento mais uniforme entre os processadores. Além disso, vale observar que a so-
lucdo sera otimizada pelo procedimento que assegura que todos os conjuntos construidos

R-dominem o grafo apds n iteragdes.

Até o momento, todos os operadores selecionam individuos aleatdrios (respeitando as
probabilidades associadas as avaliagdes de cada) como ancestrais para construir dois novos
individuos. No entanto, hd mais uma fonte potencial para a construc¢io de bons individuos:
explorar as melhores solu¢des da geracdo anterior. Portanto, dois novos operadores foram
implementados baseados nesta oportunidade: Operadores 13 e 14. O Operador 13 ainda
processa individuos selecionados aleatoriamente como ancestrais, porém utiliza o tamanho
do melhor individuo na geracdo anterior para orientar a construcao de novas solugdes base-
adas nestes ancestrais. Por outro lado, o Operador 14 usa somente os melhores individuos

como fonte de novas solucdes.

O décimo terceiro operador constroi dois individuos por dois métodos distintos. O
primeiro usa partes de cada pai para compor uma nova solucdo. Inicialmente, sejam P; e

P; os dois ancestrais selecionados da geragao anterior. O novo individuo S; € inicializado
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Algoritmo 5.4: Operador 12: Trocar v por R[v] vizinhos de v.
Entrada: Ancestrais P; e P, ParAmetro 0, Grafo G = (V, E') e Vetor de
Requisitos I
Saida: Novos Individuos S; € S,
1 Funcio Operadorl2 (P, P»,0,G, R)

2 S1 < Trocar(P,0,G, R)
3 Sy < Trocar(P,,0,G, R)
4 retorne S; and S5
5 Funcao Trocar (P,9,G, R)
6 S+ P
7 parav € V faca
8 se S[v] = Verdadeiro entio
9 Seja  um nimero real aleatdrio no intervalo [0, 1]
10 se r < 0/n entiao
1 Slv] < Falso
12 my, + R[] ey 0
13 parau € N(v) faca
14 se S|u| = Verdadeiro entio
15 ‘ My — My — 1
16 senao
17 L ¢y < ¢, U{u}
18 parai € {1...m,} faca
19 Seja u o vértice de maior grau em c,
20 S|u] < Verdadeiro Cy ¢ \ {u}
21 retorne S
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através da seguinte expressio S [v] = ,onde paracadav €
Py[v], caso contrario

V', r é um niimero inteiro aleatério no intervalo [0, 1]. Este procedimento é semelhante ao
aplicado pelo Operador 4, entretanto, o Operador 13 define um tamanho especifico para

a solugdo construida. Portanto, seja Pp,eip0 0 individuo com maior fitness na geracao

. . Z(Pmelhor) - 57 Z<Pmelhor) > 5 .
anterior e seja t = o tamanho definido para 5,

2(Prethor ) caso contréario

(2(Ppreinor) corresponde ao nimero de vértices no conjunto representado por Peinor)-
Dados S e t, hd trés casos: z(S1) = t, 2(S1) < t e z(S;) > t. No primeiro caso, o
algoritmo retorna .S; como estd, uma vez que ja possui o tamanho desejado. Do contrério,
o algoritmo deve adicionar ou remover vértices aleatorios, respectivamente, para atingir
o tamanho definido com o valor alvo. Apds a correcdo do tamanho, S; € retornado e o

algoritmo pode prosseguir para a construg¢ao do segundo individuo S5.

A construgido de S5 segue um procedimento diferente: os valores do censo de vértices
(V-Censo) sdo utilizados para construir um individuo inteiramente aleatério formado por ¢
vértices, onde ¢ corresponde ao valor descrito durante a construgdo de S;. Primeiro, S5 é
inicializado como S3[v] = Falso paratodo v € V. Enquanto z(S3) < t, o algoritmo pre-
para uma roleta viciada com os valores (v, V-Censo(v)) Vv € {x € V | Sy[z] = falso}
e, em seguida, adiciona um vértice selecionado aleatoriamente da roleta em S;. Como
todos os individuos construidos por um método de reprodugdo sdo submetidos a rotina de
otimizac¢do, ndo é necessario nenhuma considera¢do neste momento sobre a viabilidade da
solucdo, uma vez que ela serd garantida posteriormente. Conforme explicado no Operador
12, a propagacio da dominacdo também foi evitada para assegurar um melhor balancea-

mento no consumo de tempo entre os operadores de reprodugao.

O funcionamento do Operador 14 € baseado em uma muta¢do genética forcada. Desta
forma, inicialmente os dois individuos com maior fitness da geracdo anterior sdo isolados.
Seja P e P esses individuos. Em seguida, o algoritmo executa uma mutacdo forcada em
cada pai para construir novos individuos. Vale observar que toda solucdo construida tem
uma pequena chance de ser submetida a uma mutacao pelo algoritmo genético, contudo o
Operador 14 obriga que os individuos sejam forcadamente submetidos ao procedimento de

mutagdes, isto é, o fator aleatério € desconsiderado.
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5.2.4.2 Mutacao

Depois de construir novas solucdes utilizando os operadores de reprodugdo apresen-
tados, cada processador sujeita os individuos construidos a possiveis mutagdes aleatdrias.
Vale observar que o algoritmo executa o procedimento de mutagdo em apenas alguns indi-
viduos selecionados aleatoriamente. O pardmetro pMutagao expressa a probabilidade de

um individuo ser submetido ao processo de mutagdo.

O procedimento de mutacdo consiste em alteragdes aleatdrias no vetor booleano para
incluir e excluir vértices do conjunto representado pelo individuo corrente. O pardmetro
0 € utilizado para expressar quantas alteracdes devem ser executadas pelo algoritmo. Vale
observar que dada a natureza aleatéria do método, o valor do pardmetro 9 é apenas uma ex-
pectativa, nao um limite rigido. O apresenta o processo de muta¢do. Como o
algoritmo busca construir solu¢des cada vez menores, a probabilidade de remover um vér-
tice da solugdo foi aumentada, permitindo que um valor trocado de falso para verdadeiro
(linha 6) se torne falso novamente (linha 7), e aplicando um segundo laco de repeti¢do

apenas para remogoes aleatorias de vértices (linhas 8, 9 e 10 do algoritmo).

Algoritmo 5.5: Procedimento de Mutacdo
Entrada: Ancestral P e Parimetro 0
Saida: Individuo mutado S

1 Procedure AplicarMutacao (S,0)

2 S+ P

3 | probs<d/n

4 para: = 1...n faca

5 Sejam 1 e 15 dois ndmeros reais aleatérios contidos no intervalo [0, 1]
6 se S[i| = Falso A1 < probs entdo S[i| < Verdadeiro ;

7 se S[i] = Verdadeiro A ry < probsentdo S[i| < Falso ;

8 para: =1...n faca

9 Seja r um nimero real aleatdrio contido no intervalo [0, 1]

10 se S[i] = Verdadeiro A r < probs entdo S[i| < Falso ;

Uma vez que os dois individuos Sy e .S, foram construidos, a proxima etapa € garantir

que eles representem solugdes vidveis para o problema da selecao de alvos.

5.2.4.3 Assegurar a viabilidade dos individuos

Esse processo é um pouco diferente do aplicado na fase de construgdo, pois agora €

possivel aperfeicoar os critérios de escolha de quais vértices serdo adicionados e removi-
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dos das solugdes. O apresenta o procedimento de otimizacio de solucdes,

responsavel por garantir que cada individuo corresponda a uma solug¢do vidvel para o pro-

blema da selecdo de alvos.

O algoritmo verifica iterativamente cada vértice da solucdo. Para isso, a cada iterag@o
um vértice € adicionado e os efeitos dessa adicao sdo propagados. Para selecionar a ordem
na qual os vértices serdo processados, o algoritmo utiliza uma roleta viciada. Durante a
etapa de propagacao, caso um vértice u da solu¢do que ainda ndo tenha sido verificado seja
dominado, este vértice pode ser removido da solu¢do sem que a capacidade de dominar
o grafo da mesma seja alterada. Esta etapa foi marcada pelo algoritmo como a rotina de

otimizacao.

Ap6s o processamento da solucao, caso ainda exista algum vértice ndo dominado, o al-
goritmo passa a avaliar a insercéo de novos vértices de '\ .S em S para corrigir isso. Novos
vértices sdo adicionados até que o grafo seja inteiramente dominado. Como o algoritmo
para apenas quando todos os vértices sdo dominados, é possivel assegurar que ao final do

procedimento S' é uma solucdo vidvel. O método de propagacdo segue como apresentado
no |Algoritmo J.

Considerando que um algoritmo genético busca sempre mais diversidade na popula-
cdo, uma ideia interessante € usar as informagdes do censo de vértices (V-Censo) para
orientar a ordem na qual os vértices serdo adicionados durante o algoritmo de otimizacao,
aumentando a probabilidade de que vértices que raramente sdo usados sejam escolhidos
para integrar solucdes. Essa ideia € aplicada primeiro a vértices que ja estdo incluidos no
conjunto, mas quando esses vértices sao insuficientes para dominar o grafo, o algoritmo
passa a adicionar outros vértices ndo dominados usando essa regra. No [Algoritmo 5.2| o
valor de w(v) (usado para construir a roleta viciada) foi formulado como uma divisdo do

grau de cada vértice pelo niimero de vértices ndo dominados restantes.

A ideia é aprimorar a formula¢do de w(v) com as informagdes do censo de vértices,
garantindo que vértice pouco utilizados tenham uma probabilidade ligeiramente maior de
serem mantidos ou adicionados, aumentando a diversidade de solu¢gdes. Desta forma, a

probabilidade de um vértice ser escolhido pela roleta foi definida como

| X] P

<\N[U]| * wGTCLU) + <M * wVC@nSO)
() —
(v) = wGrau + wV Censo

,onde N(v) e X sdo as varidveis de controle do algoritmo, W é o nimero total de in-
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dividuos construidos pelo algoritmo genético em todas as geragdes anteriores e wGrau e
wV Censo sdo parametros do algoritmo. Os valores de wGrau e wV Censo definem os
pesos de cada valor no cédlculo da probabilidade. Um destaque importante € que esse proce-
dimento busca uma melhoria na diversidade de solucdes, o que pode nao levar a melhorias

imediatas no fitness dos individuos.

Algoritmo 5.6: Procedimento de Otimizac¢do
Entrada: Individuo S, Censo de Vértices V-Censo, ParAmetros wGrau and
wV Censo, Grafo G = (V, E) e Vetor de requisitos R
1 Procedure Ot imizarIndividuo (S5,G, R, V-Censo, wGrau, wV Censo)
2 S"={v eV |S[v] = Verdadeiro }

3 X<V
4 parav € X faca
s S[v] « Falso Plv] < Falso
Dlv] < R|v] N «{ue X |uw € E}
6 enquanto X # () faca
7 S" + S\ {x € §' | D[z] = Verdadeiro }; // Otimizar S
8 se S’ # () entdo
9 Construir uma roleta viciada BR com (z, w'(z)) Vo € S’
10 Selecionar aleatoriamente um vértice v de BR
11 S[v] « Verdadeiro ; // Manter v em S
12 senao
13 Construir uma roleta viciada BR com (z, w'(z)) Vo € X
14 Selecionar aleatoriamente um vértice v de BR
15 S[v] - Verdadeiro ; // Adicionar vértice v em S
16 PropagarDominacdo (X, N, D, P,v)

5.2.44 Esboco do Método de Reproducao

Como todos os componentes do algoritmo de reproducdo foram apresentados, este

procedimento pode ser formulado como o[Algoritmo 5.7

Depois que cada processador constréi trés solucdes vidveis (duas por reproducdo e
uma copiando uma boa solu¢@o anterior), o algoritmo retine os novos individuos em uma
nova geragao B; e a transmite para todos os processadores. Em seguida, o algoritmo efetua
a avaliacdo dos individuos em B;. Como cada processador executa o0 método independen-
temente, cada operador de reprodugdo foi implementado de forma a consumir uma quanti-
dade semelhante de tempo, reduzindo o tempo de espera entre processadores. A

apresenta um grafico de consumo médio de tempo de cada operador, incluindo o tempo ne-
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Algoritmo 5.7: Procedimento de Reproducgao
Entrada: Geracdo anterior B; 1, ParAmetros J e pMutacao, Identificador do
processador P
Saida: Trés individuos S;, Ss € S5
1 Function Reproducéao (B;_1, 0, pMutacdo)

2 | Sejar um ndmero inteiro aleatdrio contido no intervalo [1, 14]
3 Seja @, o Operador de Reprodugio r

4 se r < 13 entao

5 Seja B R uma roleta viciada com (S, f(S)) VS € B;_;

6 Selecionar aleatériamente de B R dois individuos P, e P»

7 se r < 13 entao

8 | (S1,52) = @, (P, Py)

9 senao

10 Seja Ppeinor 0 individuo com o maior f(S)V S € B;_4
11 t < Z(Pmelhor) -0

12 set < 0entdo t < z(Preinor);

13 (S1,52) «— (P, P, t)
14 senao

15 Sejam Pyreihor1 € Prreihor2 08 dois individuos com os maiores

f(S)VS € B

16 | (51, 52) — (I)T(P]V[elhorly P]V[elhor?)

17 Sejam 1 e 75 dois nimeros reais aleatérios contidos no intervalo [0, 1]
18 se ry < pMutacdo entdo AplicarMutacédo (S1,9);
19 se ry < pMutacdo entdo AplicarMutacédo (S2,9);
20 OtimizarIndividuo (S7)
21 OtimizarIndividuo (53)
22 Seja S3 o P-melhor individuo em B;_;
23 retorne S, S, e S5

cessdrio para o procedimento de otimizacdo, obtido durante a execu¢do dos experimentos

apresentados na[Segdo 5.3|P]

20s dados da instincia “YouTube2” nio foram incluidos no grafico pois os resultados obtidos para esta
instancia ndo podem ser comparados as demais, uma vez que seu tamanho é aproximadamente quinze vezes
maior que a média dos tamanhos de todas as outras instancias.
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Figura 5.3: Consumo de Tempo pelos Operadores de Reproducio.

Uma vez que o método responsdvel pode construir novos individuos foi detalhado, é

possivel prosseguir para a anélise das condi¢des de parada do algoritmo.

5.2.5 Condicoes de Parada

O algoritmo constrdi novas geragdes até que as condi¢cdes de parada sejam atendidas.
Quando o algoritmo para, ele retorna a solu¢do de menor cardinalidade na dltima geracao.
As condig¢des de parada do algoritmo sdo definidas por trés parametros: gMin, gMax e
gSemMelhoria. Os dois primeiros representam o nimero minimo e maximo de geracdes,
respectivamente. O terceiro, gSemMelhoria, representa quantas geracdes o algoritmo

construird sem identificar nenhuma melhoria na menor solu¢do ja encontrada.

Como mencionado anteriormente, o algoritmo genético proposto é capaz de se adap-
tar, aumentando ou reduzindo a amplitude das alteracdes realizadas na fase de reproducao
e mutacdo. A agressividade do algoritmo é definida pelo pardmetro 9, que € ajustado pro-
porcionalmente a quantas geracdes foram construidas sem nenhuma melhoria no tamanho
das solucdes. O valor inicial de ¢ é calculado a partir do grafo e do vetor de requisitos

fornecidos como entradas. Desta forma, o valor de ¢ é definido pela seguinte expressio:

(max (R[] Vv e V) *n n
Z’UGV R[U] ’ 4

A ideia de inicializar ¢ através de uma funcdo baseada nos dados de entrada visa definir

do(G, R) = min

um numero razoavel de alteragdes em um individuo S sem que ele seja transformado em
um individuo completamente diferente. Para grafos pequenos, o valor de J geralmente é

limitado por n/4. A [Tabela 5.1| apresenta alguns exemplos de valores para J, calculados



5.2 Algoritmo Genético

140

para algumas instincias apresentadas na[Se¢do 5.3 Em cada instancia, o requisito de cada

vértice v € V' € definido por min(d(v), R), onde R € o valor da coluna “Requisitos”.

Grafo Vértices | Arestas Requisitos | &g
ca-GrQc 5.241 14.484 1 1
ca-GrQc 5.241 14.484 5

ca-GrQc 5.241 14.484 10 24
ca-HepTh 9.875 25.973 1 1
ca-HepTh 9.875 25.973 5

ca-HepTh 9.875 25.973 10 23
BlogCatalog | 88.784 2.093.195 | 1 1
BlogCatalog | 88.784 2.093.195 | 5 7
BlogCatalog | 88.784 2.093.195 | 10 17
Douban 154.907 327.162 1 1
Douban 154.907 327.162 |5 14
Douban 154.907 327.162 10 46
YouTube2 1.138.499 | 2.990.443 | 2 2
YouTube2 1.138.499 | 2.990.443 | 5 11
YouTube2 1.138.499 | 2.990.443 | 7 20

Tabela 5.1: Alguns exemplos dos valores de J, para algumas instancias.

5.2.6 O algoritmo genético proposto

Como todos os componentes do algoritmo genético (inicializagdo, constru¢do de novas

geragdes, avaliacdo dos individuos e condi¢des de parada) ja foram apresentados, € possivel
formular o algoritmo proposto como o demonstrando a integracéo de todos

0s componentes.
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Algoritmo 5.8: Algoritmo Genético Proposto
Entrada: Grafo GG, Vetor de requisitos R, Parametros gMin, gMazx,
gSemMelhoria, pMutacéao, wTam, wSCenso, wGrau e wV Censo
e Identificador do processador P
Saida: Solucdo S paraGe R
140 ctSemMelhorias < 0
Calcular ¢y a partirde G e R
dpasso < (3% 09) / gSemMelhorias
Construir a geragdo inicial B
Avaliar fitness de cada individuo S € By
Atualizar censos populacionais: S-Censo e V-Censo
faca
141+ 1
Construir uma nova geragao B; por reprodugao partindo de B;_;
Avaliar fitness de cada individuo S € B;
Atualizar censos populacionais: S-Censo e V-Censo
se min(z(S)V S € B;) <min(z(S")V S" € B;_1) entdo
ctSemMelhorias <— 0
0+ (50
senao
ctSemMelhorias < ctSemMelhorias + 1
0 < 0g + ctSemMelhorias * dpasso

e e N A Ut AW N =

[ T T S S SN
A UM R W N =S

o
=

o
=)

enquanto (i < gMin V ctSemMelhorias < gSemMelhorias) Ni < gMax;
retorne S | z(S) < z2(8")V 5,5 € B;

[
o
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5.3 Resultados

Esta secdo apresentard uma revisdo de cada parametro utilizado no algoritmo genético
e os valores a eles atribuidos. Além disso, o ambiente computacional utilizado nos expe-
rimentos serd detalhado. Em seguida, os resultados dos experimentos serdo apresentados
e comparados aos resultados de Cordasco et al. [20, 21]]. Vale destacar que o formato uti-
lizado nos resultados segue o modelo definido por Cordasco et al. [20, 21], incluindo a
mesma divisdo em duas partes: a primeira apresenta os resultados obtidos em grafos alea-
térios com 30 e 50 vértices, enquanto a segunda exibe os resultados do processamento de

catorze instancias da literatura que mapeiam grandes redes sociais da vida real.

5.3.1 Parametros do Algoritmo e Ambiente Computacional

O valor atribuido a cada parametro foi definido através de uma série de comparagdes
em vdrias instancias. Os valores descritos correspondem ao melhor equilibrio entre a qua-
lidade dos resultados e consumo de tempo. Vale observar que o valor do parimetro ¢ €

obtido a partir dos dados da instancia e, portanto, ndo ¢ um parametro fixo.

Primeiro, sobre os pardmetros usados na avaliacdo do fitness de cada individuo:
wSCenso e wTam. Conforme apresentado anteriormente, esses parimetros especificam
os pesos associados aos dados do censo de solugdes (S-Censo ) e o tamanho da solugéo na
equacao responsavel por calcular o “protofitness” do individuo. Empiricamente, os melho-
res resultados foram obtidos quando wT'am = 0,98 e wSCenso = 0, 02, isto €, o tamanho

corresponde a 98% da avaliacdo, enquanto o censo, a 2%.

Os pardmetros wGrau e wV Censo sdo utilizados para definir os pesos associados aos
dados do censo de vértices (V-Censo ) e o grau de cada vértice no cdlculo da probabilidade
de um vértice ser selecionado para ser adicionado a solucdo, durante o procedimento de
otimizagd@o. Além disso, foi observado que wGrau = 0,98 e wV Censo = 0, 02 resultam

em um bom equilibrio de pesos.

A fase de reproducdo utiliza mais dois pardmetros: pProbCross e pMutagdo. O
parametro pProbCross € usado no Operador de Reprodugdo 4 para definir a probabili-
dade de trocar os valores associados a um vértice entre duas solugdes, enquanto pMutagdo
especifica a probabilidade de um individuo sofre uma mutagdo. Assim como os ca-
sos anteriores, foi observado empiricamente que o melhor valor para esses parametros é

pProbCross = 0,3 e pMutacdao = 0,025, isto €, 30% dos vértices serdo trocados entre os
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ancestrais e 2,5% das solugdes construidas sofrerdo mutagdes.

Os tultimos parametros estdo relacionados as condi¢des de parada do algoritmo: gMin,
gMax e gSemMelhoria. Os dois primeiros definem, respectivamente, o nimero minimo
e maximo de geragdes que serdo construidas pelo algoritmo; O parametro gSemM elhoria
define quantas geragdes o algoritmo executard sem encontrar nenhuma melhoria no ta-
manho da menor solucdo até que ele pare. Considerando que esses parametros tém um
impacto significativo no tempo de execugdo, foi observado que gMin = 10, gMax = 500
e gSemMelhoria = 50 resultam em um bom balanceamento entre o tempo e a qualidade
das solugdes obtidas. Vale observar que o algoritmo ndo contabiliza a geracao inicial By
como uma iteragdo, pois seu método construtivo difere das demais geracdes. Logo, quando
gMax = gMin = 1 o algoritmo construird duas geragdes By e B;. O mesmo se aplica a

gSemMelhorias.

Uma vez que os parametros foram definidos, é possivel prosseguir para o ambiente
computacional. Os experimentos foram executados utilizando o ambiente Compute Engine
Service, fornecido pelo Google Cloud Platform [51]. Os experimentos utilizaram uma
instancia dedicada otimizada para computagao de alto desempenho (Compute-optimized -
C2) com 60 processadores e 240 GB de RAM. Além disso, a instancia executa o Ubuntu
Linux 2018.04 LTS. O algoritmo foi implementado em C++, sendo que a paralelizacao do

algoritmo foi realizada utilizando o protocolo MPI [73].

5.3.2 Resultados para Grafos Randomicos

Os testes do algoritmo genético seguiram o mesmo procedimento utilizado por Cor-
dasco et al. [20, [21]. Os primeiros testes consistem em instancias formadas por grafos e
requisitos aleatérios. Os grafos foram gerados utilizando um parametro p, que expressa a
probabilidade de uma aresta existir ou ndo. Portanto, a constru¢io de um grafo G(n, p) com
n vértices com probabilidade p consiste de iterar sobre cada aresta e dentre as (n? — n)/2
possiveis. Para cada aresta um ntimero real aleatdrio 7 no intervalo [0, 1] é selecionado: se
r < pentdo a aresta e é adicionada ao grafo, do contrario e € omitida. Uma vez que o grafo
foi construido, sua conexidade € avaliada: caso o grafo seja desconexo ele é descartado,
pois, representa duas instancias distintas com menos vértices. Desta forma, novos grafos
sdo construidos até que um grafo conexo seja encontrado. Uma vez que o grafo foi defi-
nido, resta estabelecer o vetor de requisitos. Para cada vértice v € V, R[v] corresponde a

um ndmero inteiro aleatério no intervalo [1, d(v)], onde d(v) equivale ao grau do vértice.
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O algoritmo genético foi entdo aplicado a instancias aleatérias com 30 e 50 vértices, com

probabilidades p € {0,1, 0,2, ..., 0,9}.

Considerando que, para instancias menores, é possivel obter a solu¢do 6tima em uma

quantidade aceitdvel de tempo, a resposta obtida para cada instancia foi confrontada com

o resultado 6timo para a mesma. A [Subsecao A.2.2| apresenta o algoritmo backtracking

paralelizado utilizado como uma fonte de solucdes Stimas.

As Figuras [5.4]e[5.5] apresentam os resultados obtidos para grafos randémicos com 30
e 50 vértices, respectivamente. Nas duas figuras, a coluna azul representa os resultados ob-
tidos pelo algoritmo backtracking (solugdes 6timas), a coluna verde apresenta os resultados
obtidos pelo algoritmo genético proposto e a amarela, os resultados do algoritmo Cordasco
et al. [20,21]]. Vale destacar que para permitir uma comparagdo entre os resultados obtidos
por cada um dos algoritmos para uma mesma instancia, o método proposto por Cordasco
et al. foi implementado em C++, conforme descrito nos artigos e executado no
mesmo ambiente computacional. Para cada probabilidade p, os dois métodos foram execu-
tado apenas uma tnica vez. Sobre o consumo de tempo, o algoritmo proposto por Cordasco
etal. foi mais rapido, conforme o esperado. Contudo, o algoritmo genético encon-
tra a solucdo 6tima para todas as instancias, enquanto em sete casos, o0 melhor algoritmo

anterior [20, 21]] erra a solugdo 6tima por um vértice.

Tamanho da Solucdo
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T

I
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Figura 5.4: Experimentos com grafos randomicos com 30 vértices.

5.3.3 Resultados para Grandes Redes Sociais

Seguindo o formato dos experimentos realizados por Cordasco et al. [20, 21]], o algo-

ritmo genético proposto foi aplicado em grafos obtidos através do mapeamento de grandes
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Figura 5.5: Experimentos com grafos randdmicos com 50 vértices.

sociais. Foram analisados catorze grafos que modelam redes sociais, com tamanhos vari-

ando entre 5.241 e 1.138.499 vértices, obtidos de duas fontes diferentes.

A primeira fonte é o SNAP (Stanford Large Network Dataset Collection) e
consiste de cinco grafos: ca-AstroPh, ca-CondMat, ca-GrQc, ca-HepPh e ca-HepTh. A
segunda fonte explorada foi o repositério de dados de computacao social da Universidade
do Estado do Arizona (Social Computing Data Repository from Arizona State University)
[80], com nove grafos: BlogCatalog, BlogCatalog2, BlogCatalog3, BuzzNet, Delicious,

Douban, Last.fm, Livemocha e Youtube?2.

O primeiro passo para executar o algoritmo genético nestas instancias foi processa-las
em arquivos bindrios, que serdo posteriormente fornecidos como entradas para o algoritmo.
Contudo, foram observadas algumas inconsisténcias nos grafos nesta etapa. Por exemplo,
a instancia Delicious € fornecida como dois arquivos que contém os vértices e as arestas
do grafo. O arquivo com as arestas contém 1.385.843 entradas, porém a descricdo da
instancia diz que o grafo deveria possuir 1.419.519 arestas. Nota-se entdo que existem

arestas ausentes, conforme declarado no site do conjunto de dados.

Portanto, para detectar e corrigir inconsisténcias, os dados das instancias foram pré-
processados antes de iniciar os testes com o algoritmo genético. Essa etapa de processa-
mento removeu multiarestas (duas ou mais arestas com os mesmos vértices finais), lacos
(arestas que comecam e terminam no mesmo vértice) e vértices isolados (com grau 0),

resultando em um grafo simples e ndo direcionado (a conexidade ndo foi avaliada). A

apresenta os resultados do pré-processamento.

Depois do pré-processamento as instancias foram armazenadas em arquivos bindrios,
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Dados da Instancia Resultados do Processamento
Instancia Vértices Arestas Vértices Aresta A
BlogCatalog | 88.784 4.186.390 | 88.784 2.093.195 | 9.444
BlogCatalog2 | 97.884 2.043.701 | 97.884 1.668.647 | 27.849
BlogCatalog3 | 10.312 333.983 10.312 333.983 3.992
BuzzNet 101.168 4.284.534 | 101.163 2.763.066 | 64.289
ca-AstroPh 18.772 396.160 18.771 198.050 504
ca-CondMat | 23.133 186.936 23.133 93.439 279

ca-GrQc 5.242 28.980 5.241 14.484 81
ca-HepPh 12.008 237.010 12.006 118.489 491
ca-HepTh 9.877 51.971 9.875 25.973 65
Delicious 103.144 1.419.519 | 102.154 881.594 2473
Douban 154.907 654.188 154.907 327.162 287
Last.fm 108.493 5.115.300 | 108.493 3.470.597 | 5.225
Livemocha 104.438 2.196.188 | 104.103 2.193.083 | 2.980
Youtube2 1.138.499 | 2.990.443 | 1.138.499 | 2.990.443 | 28.754

Tabela 5.2: Resultado do Pré-Processamento das Instancias.

formados por n + m tuplas de inteiros, onde as n primeiras tuplas contém a associacao
entre os rétulos dos vértices do grafo resultante aos rétulos originais. Essa associagdo foi
necessdria para permitir atribuir um rétulo interno aos vértices e ainda assim ser possivel
uma transposi¢do para os rotulos originais. Esse rétulo interno € requerido pelo algoritmo
genético, pois a forma de representar as solu¢des depende de uma ordenacdo dos vérti-
ces de 1 até n, utilizada para enderecar o vetor de booleanos. As demais m posi¢des do
arquivo contém as arestas do grafo, baseadas ja nos rétulos ordenados de 1 até n. Esses
arquivos bindrios foram entdo fornecidos como entradas para o algoritmo genético, com 0s

parametros j4 apresentadas.

Antes de prosseguir para a tabulacdo dos resultados, vale destacar que o pre-
processamento das instancias pode ter modificado os grafos de alguma forma, implicando
que os resultados apresentados por Cordasco et al. [20, |21] podem ndo ser mais coerentes
com as novas instancias. Desta forma, para permitir uma comparacao justa entre os resul-
tados, cada instancia foi processada novamente. Portanto, cada instincia foi processada
duas vezes: primeiro pelo algoritmo proposto por Cordasco et al. [20, 21] e, em seguida,
pelo algoritmo genético. Deve ser observado que o método guloso de Cordasco et al. [20,
21]] ndo foi concebido para se beneficiar de um ambiente multiprocessado, portanto apenas

um processador foi utilizado para sua execucao, enquanto os demais ficaram 0ciosos.

Durante o processamento das instincias da literatura, foi detectado um problema com

as instancias baseadas no grafo denominado “YouTube2”, cujo tamanho é aproximada-
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mente quinze vezes maior que a média dos tamanhos de todos os outros grafos. Nas
primeiras tentativas de executar o algoritmo genético nas instancias ‘“YouTube2” (espe-
cialmente o caso R = 1), observou-se que a execu¢do do algoritmo ndo havia terminado
ap6s mais de 24 horas de processamento continuo. Desta forma, foi necessario estabelecer
uma condicdo de parada especifica para estes casos, consistindo de um temporizador que
interrompe o processamento apds 20 horas de execucdo (descartando o tempo de leitura
do arquivo bindrio). O limite de tempo de 20 horas foi definido ao observar a média de
consumo das instancias anteriores (tempo consumido divido pelo tamanho do grafo). Esse

valor foi multiplicado pelo tamanho da instancia do “YouTube2”.

Desta forma, as Tabelas [5.3] a [5.16] apresentam os resultados do algoritmo genético
para cada instancia, comparados com os resultados de Cordasco et al. [20, 21]. A coluna
R apresenta o requisito alvo, isto €, R[v] = min(R,d(v)) Yv € V. J4 as colunas “Tam.
C.” e “Tempo C.” apresentam os resultados obtidos pelo algoritmo proposto por Cordasco
et al. [20, 21], executado no mesmo ambiente computacional. As colunas “Tam. G.” e
“Tempo G.” contém os resultados obtidos pelo algoritmo genético proposto. Vale observar
que as colunas “Tempo C.” e “Tempo G.” apresentam o tempo de execu¢do em minutos,
ignorando o tempo de leitura da instancia. Finalmente, as colunas “Geragdes” e “Melho-
rias” contém, respectivamente, quantas geracdes o algoritmo genético executou para cada
instancia e a diferenca entre “Tamanho G.A.” e “Tamanho C.”. Valores positivos para a co-
luna “Melhorias” indicam um ganho na melhor solucdo conhecida. Isto é, para estes casos,
o algoritmo genético encontrou uma solucao de menor cardinalidade do que a retornada

pelo método proposto por Cordasco et al. [20, 21].

BlogCatalog
R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 |1 2,7833 1 36,9833 51 0
2 |73 0,6500 73 23,4333 51 0
3 | 168 0,9833 167 30,3167 52 1
4 | 288 1,2333 288 33,0500 51 0
5 |439 1,0167 439 27,0167 51 0
6 | 603 1,0500 603 30,3333 51 0
7 | 810 0,7167 810 29,5333 51 0
8 999 0,9333 999 29,6500 51 0
9 | 1197 0,8000 1197 27,7167 51 0
10 | 1421 0,6167 1421 25,5333 51 0

Tabela 5.3: Resultados para a instancia BlogCatalog.

A apresenta as médias obtidas para cada instancia. A colunas “Ganho”
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BlogCatalog?2

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 1 3,4833 1 34,7167 51 0
2 2 2,7167 2 36,6333 51 0
3 3 3,5167 3 41,4333 51 0
4 4 2,6333 4 42,5000 51 0
5 5 3,4500 5 38,5667 51 0
6 10 2,8000 10 36,3833 51 0
7 14 2,7833 14 40,8833 51 0
8 20 2,6333 20 37,9000 51 0
9 28 2,5500 28 40,1000 51 0

10 37 3,4333 37 34,7333 51 0

Tabela 5.4: Resultados para a instancia BlogCatalog?2.
BlogCatalog3

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 1 0,0333 1 3,0500 51 0
2 2 0,0167 2 3,9500 51 0
3 4 0,0333 3 3,2500 51 1
4 8 0,0333 7 3,5000 52 1
5 15 0,0167 14 4,0833 57 1
6 23 0,0167 23 4,2167 54 0
7 30 0,0167 29 5,2833 72 1
8 45 0,0167 43 5,4500 72 2
9 68 0,0167 67 3,7833 51 1

10 82 0,0167 81 3,2333 51 1

Tabela 5.5: Resultados para a instancia BlogCatalog3.
BuzzNet

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 1 3,8000 1 49,6333 51 0
2 2 3,0833 2 44,6667 51 0
3 10 0,9000 10 44,8833 51 0
4 37 1,2833 37 38,3500 51 0
5 78 1,4833 78 33,4167 51 0
6 198 1,1333 192 33,6167 54 6
7 411 1,0500 402 49,3167 96 9
8 678 1,3667 676 60,5667 103 2
9 956 1,0000 949 43,4333 65 7

10 1199 1,0333 1196 44,8500 55 3

Tabela 5.6: Resultados para a instancia BuzzNet.
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ca-AstroPh

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 297 0,0833 289 4,1833 51 8
2 807 0,0167 807 3,2333 51 0
3 1370 0,0333 1369 3,5000 51 1
4 1904 0,0333 1902 6,6333 77 2
5 2407 0,0167 2407 4,5833 51 0
6 2887 0,0167 2883 10,0667 97 4
7 3311 0,0333 3311 9,2833 59 0
8 3716 0,0500 3709 9,2500 65 7
9 4112 0,0500 4101 13,9667 78 11

10 4476 0,0333 4465 32,3667 146 11

Tabela 5.7: Resultados para a instancia ca-AstroPh.
ca-CondMat

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 594 0,1833 567 3,0833 51 27
2 1704 0,0167 1703 3,8500 53 1
3 3078 0,0333 3071 5,6333 53 7
4 4474 0,0500 4469 10,7000 56 5
5 5672 0,0500 5668 28,9500 98 4
6 6737 0,0500 6728 31,6667 67 9
7 7660 0,0500 7654 59,7833 78 6
8 8430 0,0667 8420 59,8667 102 10
9 9067 0,0833 9066 65,2500 76 1

10 9598 0,1333 9591 55,9000 73 7

Tabela 5.8: Resultados para a instancia ca-CondMat.
ca-GrQc

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 379 0,0000 354 1,8000 51 25
2 810 0,0000 809 1,9667 52 1
3 1246 0,0000 1240 2,5833 62 6
4 1556 0,0000 1556 2,8833 62 0
5 1809 0,0000 1803 2,8000 57 6
6 1985 0,0000 1979 4,3500 71 6
7 2121 0,0000 2117 3,2667 65 4
8 2229 0,0000 2226 3,6833 71 3
9 2312 0,0000 2312 4,4500 75 0

10 2376 0,0000 2374 4,7333 81 2

Tabela 5.9: Resultados para a instancia ca-GrQc.



5.3 Resultados 150

ca-HepPh
R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 289 0,0167 276 2,3667 51 13
2 778 0,0167 778 2,7500 51 0
3 1348 0,0333 1346 3,3000 53 2
4 1854 0,0000 1852 5,9833 91 2
5 2344 0,0000 2343 4,0667 62 1
6 2764 0,0000 2760 7,3000 84 4
7 3104 0,0000 3099 6,6333 71 5
8 3437 0,0167 3425 9,3500 75 12
9 3675 0,0167 3667 7,6333 58 8
10 3895 0,0167 3884 16,1667 116 11
Tabela 5.10: Resultados para a instancia ca-HepPh.
ca-HepTh
R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 451 0,0000 427 2,0500 51 24
2 1104 0,0000 1102 1,7167 52 2
3 1797 0,0000 1794 3,2667 72 3
4 2364 0,0000 2358 4,8000 74 6
5 2850 0,0000 2843 10,1667 151 7
6 3227 0,0000 3227 5,6333 62 0
7 3530 0,0167 3528 5,0833 51 2
8 3778 0,0000 3773 10,4000 96 5
9 3970 0,0000 3968 6,4333 51 2
10 4130 0,0000 4128 12,5667 88 2
Tabela 5.11: Resultados para a instancia ca-HepTh.
Delicious
R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 1 1,3000 1 11,8667 51 0
2 22 0,3333 22 5,1500 51 0
3 105 0,6667 101 7,9500 51 4
4 315 0,5833 306 8,1167 52 9
5 706 0,7333 672 10,8667 93 34
6 1241 0,8333 1203 11,4333 105 38
7 1862 0,6833 1839 10,0833 74 23
8 2572 0,6333 2541 9,8167 67 31
9 3314 0,7000 3278 12,8167 99 36
10 4082 0,6667 4031 12,3167 76 51

Tabela 5.12: Resultados para a instancia Delicious.
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Douban

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 1 5,1333 1 46,8667 51 0
2 241 0,1000 241 22,7333 51 0
3 639 2,8500 639 30,7167 51 0
4 1072 2,3500 1072 35,3833 51 0
5 1462 2,5667 1462 38,3667 51 0
6 1938 3,3667 1927 39,5167 51 11
7 2362 2,7000 2362 45,4167 51 0
8 2833 6,3167 2816 45,6500 59 17
9 3230 4,8833 3222 55,7667 96 8

10 3590 5,2500 3586 57,2500 96 4

Tabela 5.13: Resultados para a instancia Douban.
Last.fm

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 1 5,4000 1 73,8500 51 0
2 3 5,2333 2 90,3667 74 1
3 6 5,0000 6 74,2500 51 0
4 11 1,5500 11 22,0667 51 0
5 17 1,6833 17 22,3333 51 0
6 46 1,6000 45 26,6167 70 1
7 91 1,6167 90 29,5667 84 1
8 162 1,7167 160 25,7833 66 2
9 267 1,7333 261 27,3333 73 6

10 440 1,7167 429 32,4333 97 11

Tabela 5.14: Resultados para a instancia Last.fm.
Livemocha

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 1 5,5167 1 57,1500 51 0
2 17 0,6500 17 29,0167 51 0
3 87 0,6833 87 32,7333 51 0
4 238 0,8667 238 30,0167 51 0
5 482 0,6500 482 32,3833 51 0
6 829 0,6333 828 31,9333 51 1
7 1272 1,1167 1271 33,4500 51 1
8 1793 1,0833 1787 72,3500 113 6
9 2425 0,8833 2424 35,7500 51 1

10 3097 0,9167 3091 57,2167 73 6

Tabela 5.15: Resultados para a instancia Livemocha.
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YouTube2

R | Tam. C. | Tempo C. (min) | Tam. G. | Tempo G (min) | Geragdes | Melhoria
1 1628 447,6500 930 1200,0000 0 698
2| 74180 10,3667 74167 1200,0000 31 13
3| 120877 54,7167 | 120873 1200,0000 9 4
4| 151198 68,9667 | 151197 1200,0000 5 1
5| 172064 78,9167 | 172064 1200,0000 3 0
6 | 187217 75,7667 | 187217 1200,0000 3 0
7 | 198824 94,0833 | 198824 1200,0000 2 0
8 | 207982 99,9000 | 207982 1200,0000 1 0
9| 215325 106,0333 | 215325 1200,0000 1 0

10 | 221343 110,3333 | 221343 1200,0000 1 0

Tabela 5.16: Resultados para a instancia YouTube?2.

representa a redu¢do média no nimero de vértices da solugao do algoritmo guloso quando
comparado o Algoritmo de Cordasco et al. [20, [21]]. As demais colunas seguem o formato

apresentado anteriormente.

Instancia Tempo C. (min) | Tempo G.A. (min) | Geragdes | Ganho
BlogCatalog 1,0783 29,3567 | 51,1000 | 0,1000
BlogCatalog?2 3,0000 38,3850 | 51,0000 | 0,0000
BlogCatalog3 0,0217 3,9800 | 56,2000 | 0,8000
BuzzNet 1,6133 44,2733 | 62,8000 | 12,7000
ca-AstroPh 0,0367 9,7067 | 72,6000 | 4,4000
ca-CondMat 0,0717 32,4683 | 70,7000 | 7,7000
ca-GrQc 0,0000 3,2517 | 64,7000 | 5,3000
ca-HepPh 0,0117 6,5550 | 71,2000 | 5,8000
ca-HepTh 0,0017 6,2117 | 74,8000 | 5,3000
Delicious 0,7133 10,0417 | 71,9000 | 22,6000
Douban 3,5517 41,7667 | 60,8000 | 4,0000
Last,fm 2,7250 42,4600 | 66,8000 | 12,2000
Livemocha 1,3000 41,2000 | 59,4000 | 1,5000
YouTube2 114,6733 1200,0000 5,6000 | 71,6000
Média 9,1999 107,8326 | 59,9714 | 9,5714

Tabela 5.17: Médias dos resultados obtidos pelo algoritmo genético para cada instancia.

5.4 Conclusao

Este capitulo apresentou um algoritmo genético que utiliza as informagdes produzidas
durante sua execuc¢do para melhorar suas tomadas de decisdes. Os objetivos eram evitar

uma possivel convergéncia prematura, aumentar a diversidade das soluc¢des e criar uma ma-
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neira de escapar de solucdes sub-6timas locais. Considerando as melhorias nas solugdes
anteriormente conhecidas, pode-se considerar que o objetivo foi alcangado, estabelecendo
o uso de informacdes decorrentes do censo como uma boa alternativa para algoritmos ge-

néticos.

Vale observar que, em geral, os dados necessarios para implementar o uso das infor-
macodes do censo sdo habitualmente gerados pelos algoritmos genéticos. Desta forma, este
trabalho demonstrou que a coleta e o uso de tais dados também sdo simples. No entanto,
a memoria usada para armazenar as informacdes do censo pode ser uma desvantagem, es-
pecialmente em problemas onde a representacio de solu¢des como individuos implica em

um consumo elevado de memoria principal.

Durante este capitulo, também foram introduzidos novos operadores de reproducao,
como, por exemplo, o operador que troca um vértice com seus vizinhos. A
apresenta o impacto de cada operador na busca por novas melhores solucdes. E importante
observar que cada nova melhor solu¢do pode ser resultado de varias melhorias sucessivas,
cada uma alcancada por um operador diferente. Nesta figura € possivel notar que o opera-
dor 16gico E (operador 5) tem um impacto significativamente maior que o operador 6, que
corresponde ao operador 16gico OU. Essa conclus@o pode ser explicada ao se observar que
o operador E constréi solucdes menores que o operador OU, uma vez que, no primeiro, um
vértice s6 € adicionado a solugdo resultante se ambos 0s pais contém esse vértice, enquanto
no segundo, um vértice € adicionado se apenas um dos ancestrais contiver esse vértice no

conjunto correspondente.
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Figura 5.6: Impacto dos operadores de reprodugdo na busca por melhores solugdes.

Vale destacar que o algoritmo genético proposto aprimorou a melhor solu¢do ante-

riormente conhecida em 59, 29% dos casos, com uma melhoria média de 9,57 vértices.
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Pode-se considerar que o ganho obtido justifica 0 uso do poder computacional necesséario

para superar o algoritmo de Cordasco et al. [20, [21]].

Além da anélise sobre a qualidade das solucdes encontradas, também foi possivel efe-
tuar uma comparagdo sobre o consumo de tempo dos algoritmos, uma vez que o proce-
dimento proposto por Cordasco et al. [20, 21] foi implementado e executado no mesmo
ambiente computacional. O algoritmo da literatura foi demorou em média 1,11 minutos
para fornecer os resultados, enquanto o algoritmo genético gasta 23,82 minutos [’} Essa di-
ferenca era esperada, ja que um algoritmo genético requer a simulacio de varias geracdes
formadas por diversos individuos, onde cada individuo representa uma solugdo diferente.
Como demonstrado, o maior consumo de tempo também pose ser justificado, uma vez que,

na maioria dos casos, o algoritmo genético retornou melhores solucdes.

Uma proposta para trabalhos futuros, visando o aperfeicoamento do algoritmo gené-
tico, é efetuar uma andlise mais aprofundada sobre o valor atribuido para cada pardmetro
do algoritmo. Esse estudo poderia ser realizado utilizando o Pacote IRACE, proposto por
Lopez-Ibafiez et al. [63]], dada a sua habilidade de determinar a melhor configuracio pos-
sivel para cada parametro de forma muito mais detalhada e sensivel do que as observagdes

empiricas utilizadas até o momento.

Outra ideia para um estudo futuro é adequar o algoritmo genético para o problema da
dominagdo vetorial, apresentado nos Capitulos [3|e 4l Um ponto interessante deste estudo
¢ a avaliacdo do impacto da alteracdo da regra da domina¢do. Como todo vértice deve
ser dominado em uma tunica iteragdo, as rotinas de avaliacdo e adequagdo se tornam mais
simples, pois ndo existe mais a necessidade de propagar os efeitos da dominacao de cada
vértice. Essa anélise poderia comprovar as observacdes de que o custo da propagacao da

dominacao é um ponto critico no consumo de tempo.

3As instancias YouTube2 foram excluidas da comparagio do tempo porque a execugio foi interrompida
apos 20 horas de processamento.



Capitulo 6

Conclusao

Este trabalho abordou dois problemas de propagacdo em grafos através de métodos
exatos e aproximativos. Para o problema da dominagdo vetorial, o foco do trabalho foi
definir as fronteiras da complexidade computacional. Entretanto, considerando o vasto
universo de familias de grafos, optou-se por limitar o escopo aos grafos cordais e suas

subfamilias.

Como visto no [Capitulo 3] o problema da dominag¢do vetorial ¢ A/P-Completo para
grafos em geral, assim como para grafos cordais. Porém, a defini¢do dos limiares da com-
plexidade computacional ainda € um problema em aberto para algumas subfamilias de
grafos cordais. Este trabalho explorou como o problema da dominagdo vetorial se relaci-
ona ao ndmero de cliques maximais do grafo e a caracterizagdo de cada familia de grafos.
O trabalho de Cicalese et al. [18]] demonstrou que para familias de grafos onde o parametro
cligue-width é limitado, o problema da dominagao vetorial admite um algoritmo de tempo

polinomial, ainda que com polindmio de grau alto em alguns casos.

Entretanto, como evidenciado neste trabalho, € possivel melhorar esses resultados em
algumas classes explorando caracteristicas inerentes a estrutura de cada familia. No
a caracterizacdo dos grafos split-indiferenca foi explorada como base para um
algoritmo de tempo linear para resolver o problema da dominagdo vetorial. Esse algoritmo
foi baseado na existéncia de somente quatro casos possiveis de grafos split-indiferenca e

na limitacdo de vértices simpliciais nas cliques.

Além deste resultado, existe outro caso em que foi possivel demonstrar um algoritmo
de tempo linear: grafos com exatamente duas cliques maximais. Novamente, o algo-

ritmo explora a estrutura mais restrita da familia de grafos para encontrar um conjunto
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R-dominante minimo. Uma progressdo natural deste estudo foram grafos com exatamente
trés cliques maximais. Contudo, ndo foi possivel encontrar até 0 momento um algoritmo
linear para este caso. Para grafos com clique-width limitada, vale o resultado de Cicalese
et al. [18]: o problema da dominagdo vetorial nestes grafos admite um algoritmo de tempo
O(k|o|(n + 1)5%), onde k € o valor da cligue-width e o equivale a uma k-expressdo para o
grafo. Vale observar que, durante o estudo dos grafos com exatamente trés cliques maxi-

mais, foi possivel estabelecer que todo grafo desta familia € também um grafo de intervalo.

Tendo em vista que uma das motivacOes deste trabalho foi estabelecer as fronteiras
da complexidade computacional do problema da dominacdo vetorial em grafos cordais,
vale relembrar a Nesta figura, a complexidade computacional do problema
da dominagido vetorial é indicada por quatro cores: as classes onde o problema é N P-
Completo sdo hachuradas em vermelho, enquanto as classes em amarelo admitem algo-
ritmos de tempo polinomial. Ja as classes marcadas em verde admitem algoritmos de
tempo linear. Para os casos onde a complexidade ainda é desconhecida, as classes sdo
hachuradas na cor azul. Existem classes cuja complexidade computacional depende dos
requisitos, como, por exemplo, os directed path graphs onde o problema do conjunto do-
minante (R[v] = 1 Vv € V') admite algoritmo de tempo linear, enquanto a complexidade
do problema da dominacgdo vetorial permanece em aberto. Para estes casos, as classes
foram apresentadas como um degradé de cores, onde a cor do lado esquerdo representa
a complexidade do problema do conjunto dominante, enquanto a cor do lado direito, a
complexidade do problema da dominacao vetorial. As contribuicdes deste trabalho foram

marcadas com linhas duplas.

O segundo problema abordado neste trabalho foi o problema da selecdo de alvos, que
pode ser visto como uma generalizacdo do primeiro onde o contdgio do grafo pode ser
realizado ao longo de multiplas iteragdes. Vale observar que o problema da dominacao
vetorial constitui um limite superior para o problema da selecdo de alvos (se o conjunto
R-domina o grafo em uma geragdo, trivialmente ele o contamina ao longo de multiplas

iteragcoes).

Como visto no a abordagem empregada para o estudo do problema da
selecdo de alvos foi baseada em algoritmos aproximativos. Essa abordagem foi motivada
pelo grande interesse pratico no problema, especialmente como um modelo computacional

para disseminacdo de doengas ou para propagacdo de influéncia em redes sociais.

Um dos resultados do estudo de métodos aproximativos para o problema da selegdo de
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Figura 6.1: (reapresentacao da|Figura 3.13|- pa’lgina

alvos foi o algoritmo genético apresentado na Os resultados dos experimentos
computacionais mostram que o algoritmo desenvolvido encontra solu¢cdes melhores do
que as abordagens apresentadas na literatura. Uma segunda contribuicio deste estudo foi
propor o uso do censo populacional como uma ferramenta capaz de assessorar o algoritmo
genético em suas tomadas de decisdes, sem demandar grandes adapta¢des ou impactar o

desempenho do algoritmo.
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6.1 Questoes em Aberto e Trabalhos Futuros

Ao longo deste trabalho, algumas questdes em aberto foram identificadas e apontadas
como trabalhos futuros. Em rela¢do ao problema da dominagdo vetorial, a questdo mais
intrigante € a complexidade do problema quando restrito aos grafos de intervalo e de in-
tervalo proprio. O interesse nestas classes pode ser justificado pela fronteira observada
entre grafos split, intervalo proprio e split-indiferenga. Essa fronteira motiva uma pergunta
bastante pertinente: o problema passou a ser trativel computacionalmente exatamente nos
grafos split-indiferenca ou ele ja era tratdvel em grafos de intervalo préprio (e em grafos

de indiferenca)?

Considerando a dificuldade encontrada nestas classes, optou-se por abordar o problema
através de uma progressao no numero de cliques maximais. Como apresentado durante
o texto, a solucdo para grafos completos ji era conhecida pela literatura e este trabalho
apresentou um algoritmo linear para grafos com duas cliques maximais. A evolugdo natural
foi o estudo de grafos com trés cliques maximais. A solu¢do conhecida para este caso é
o algoritmo polinomial de Cicalese et al. [18], baseado no parametro clique-width e na

k-expressao.

O préximo passo do estudo foi a classe dos grafos dominé N intervalo proprio, uma
vez que apresenta uma estrutura mais rigida e controlada do que os grafos de intervalo
préprio. A motivagdo para estudar esta classe era a expectativa de que um algoritmo capaz
de lidar com as intersecdes entre as cliques pudesse indicar uma metodologia para resolver
o problema em grafos de intervalo préprio. Contudo, ainda ndo foi possivel descrever
um algoritmo linear, embora o método proposto por Cicalese et al. [|18] possa resolver
o problema da dominagdo vetorial nesta classe (todo grafo dominé N intervalo préprio
possui clique-width limitada). Ainda assim, o estudo desta classe pode ser apontado como
uma questdo em aberto, dada a possibilidade de explorar as limitagdes e caracterizagdes
da classe em algoritmos mais eficientes ou mesmo como uma fonte de evidéncias sobre
como resolver o problema da dominagdo vetorial em outras classes de grafos formadas

pela intersecao de cliques.

Outra questao em aberto € a complexidade computacional do problema da dominacao
vetorial quando restrito aos directed path graphs. Esta questdo € um ponto de interesse
em particular, pois pode indicar novas fronteiras na complexidade computacional ja que o

problema é tratdvel em grafos ptolemaicos e N'P-Completo em undirected path graphs.
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Como a familia dos grafos cordais € muito vasta, foi necessario delimitar o escopo
deste trabalho. Desta forma, além das questdes ja apontadas, outra possibilidade para tra-
balhos futuros € continuar o estudo do problema da dominag¢ao vetorial em grafos cordais,

incluindo outras subfamilias, como, por exemplo, os grafos fortemente cordais.

Em relacdo ao problema da selecdo de alvos, uma questdo que se mostrou interessante
foi a complexidade inerente a propagacao da regra do contdgio. Durante os testes com redes
sociais foi possivel identificar que o método responsavel pela otimizagdo das solugdes € um
ponto bastante critico no desempenho do algoritmo. Desta forma, um trabalho futuro neste
tépico seria buscar formas de reduzir o custo computacional deste processo, como, por
exemplo, a supressao desta etapa ao utilizar operadores randomicos que ja asseguram de

alguma forma a viabilidade da solucao resultante.

Embora o algoritmo genético tenha se mostrado capaz de encontrar resultados melho-
res do que os anteriormente conhecidos, uma possibilidade para trabalhos futuros seria o
seu aperfeicoamento. Uma das ideias para isso seria encontrar um ajuste mais preciso para
os parametros do algoritmo utilizando o pacote IRACE, proposto por Lopez-Ibéiiez et al.
[63]. Como mencionado no uma questdo também bastante interessante seria a

adaptacgdo do algoritmo genético para o problema da dominacdo vetorial.

Durante o estudo do problema da dominacdo vetorial e do problema da selecdao de
alvos foram identificadas algumas variagdes intrigantes dos problemas. Dentre todas as
variagdes, trés devem ser destacadas como questdes pertinentes para trabalhos futuros. A
primeira é o problema da vacinagdo, que busca um conjunto minimo capaz de impedir
o grafo de ser inteiramente dominado. Como um assunto bastante atual é a propagacao
de fake news em redes sociais, o problema da vacina¢do pode ser interpretado como um
conjunto minimo de usudrios que devem ser esclarecidos sobre um assunto para evitar que

uma noticia falsa se propague pela rede.

A segunda variagc@o dos problemas citados envolve atribuir pesos aos vértices do grafo.
Enquanto os problemas abordados buscam conjuntos de cardinalidade minima, a variacao
com pesos associados aos vértices visa identificar um conjunto capaz de dominar o grafo,

tal que a soma dos pesos dos vértices neste conjunto seja minima.

A terceira variagdo também ¢é baseada na atribui¢do de pesos, mas as arestas. Esta
terceira variagdo permite, por exemplo, modelar o problema em redes sociais de forma
mais detalhada, considerando a intensidade de cada relagdao na rede social. Uma relacdo

mais préxima e intensa pode ter mais impacto na propagacao da opinido do que uma mais
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distante, por exemplo. Outra possibilidade € modelar a propagacao de doengas com mais
precisdo, pois a proximidade entre as pessoas pode ser explorada como um fator que favo-

rece o contagio.

6.2 Resultados e Publicacoes

Durante o desenvolvimento deste trabalho, alguns dos resultados obtidos foram publi-
cados como artigos e apresentados em congressos. A primeira contribuicdo foi o artigo
Mafort e Ochi, “An Efficient Ant Colony Algorithm for The Minimum Latency Problem”,
2016 [64]], que propds uma meta-heuristica bioinspirada para o Problema da Laténcia Mi-
nimaﬂ Em seguida, o resultado do levantamento do estado da arte do problema da domina-
cdo vetorial na familia do grafos cordais foi apresentado no I Workshop Escola de Inverno

em Teoria da Computacao (2017, Niterdi).

Com o desenvolvimento do trabalho, o algoritmo de tempo O(n) obtido para o pro-
blema da dominagdo vetorial em grafos split-indiferenca foi apresentado no 3° Encontro
de Teoria da Computagdo (2018, Natal) e no VIII Latin American Workshop on Cliques
in Graphs (2018, Rio de Janeiro). Este resultado foi publicado na forma de um artigo
completo na Information Processing Letters (Mafort e Protti, “Vector Domination in split-
indifference graphs”, 2020 [65]).

Os resultados obtidos pelo algoritmo genético para o problema da selecdo de alvos
foram submetidos para publica¢do na Applied Soft Computing como um artigo completo
Mafort e Protti, “A Census-Based Genetic Algorithm for the Target Set Selection Problem
in Social Networks”, 2020 [66]]. Além do algoritmo genético proposto e dos resultados
obtidos, este trabalho propds também o uso do censo populacional como um componente

promissor no aperfeicoamento das tomadas de decisao dos algoritmos genéticos.

'O Problema da Laténcia Minima é uma variacdo do Problema do Caixeiro Viajante, cujo objetivo &
localizar em um grafo completo G = (V, E') com pesos nas arestas um ciclo hamiltoniano que minimize o
somatorio das laténcias dos vértices. A laténcia de um vértice v € V' € a soma dos pesos das arestas contidas
no caminho entre v e o vértice inicial do ciclo.
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APENDICE A - Biblioteca de Algoritmos

Durante o desenvolvimento dos algoritmos apresentados no foi necessario
implementar um sistema que permitisse acelerar a obtencido de contra-exemplos para os
métodos em desenvolvimento. Esse sistema evoluiu para um ambiente que busca pré-
validar os algoritmos através de uma extensa bateria de testes com instancia randomizadas.
O ambiente foi chamado de pré-validador pois a auséncia de contra-exemplos apds um
grande nimero de testes com diferentes tamanhos de grafos é um indicativo de que o
método em andlise pode estar correto. Entretanto, vale ressaltar que a corretude do método
sO pode ser assegurada depois de uma demonstracdo formal, e, portanto, o ambiente nio

pode ser denominado um validador ou certificador de algoritmos.

A construcdo deste ambiente demandou a implementagdo de uma biblioteca para ma-
nipula¢do computacional de grafos. Tendo em vista que os Capitulos [3|e d] abordaram sub-
familias de grafos cordais, essa biblioteca contém também implementagdes de ferramentas
e caracteristicas estruturais inerentes a cada familia de grafos. Destaca-se neste ponto o de-
senvolvimento de algoritmos para construcao aleatéria de grafos em geral e também para
algumas familias em especifico. Vale observar que a biblioteca de manipulagdo de grafos

foi utilizada também na implementacéo do algoritmo genético apresentado no

Este capitulo apresentara a biblioteca de algoritmos desenvolvida. Entretanto, visando
permitir o uso de cada parte do trabalho em separado, a biblioteca foi dividida em quatro
partes. A primeira, detalhada na contém as ferramentas e a modelagem com-
putacional dos grafos e algumas de suas caracteristicas estruturais. Além da manipulacio
de grafos, essa primeira parte contém também as rotinas atreladas ao vetor de requisitos,
utilizado tanto no problema da dominagdo vetorial quanto no problema da sele¢do de alvos.
Dentre essas rotinas, destacam-se os algoritmos para verificar se um determinado conjunto
¢ suficiente para R-dominar o grafo. Essa primeira parte € totalmente independente das

demais e pode ser utilizada em outros projetos de algoritmos em grafos.
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A segunda parte, abordada na contém as rotinas do ambiente de pré-
validagdo de algoritmos.Esta secdo abrange também os algoritmos backtracking e os mo-
delos de programacao linear inteira para os problemas da dominacao vetorial e da selecao

de alvos.

A terceira parte contém as implementagdes dos algoritmos abordados nos Capitulos 3|

ed} enquanto a quarta e dltima apresenta os métodos descritos no [Capitulo

A.1 Ferramentas Estruturais e Modelagem Computacio-
nal de Grafos

A primeira questdo que deve ser considerada quando se modela computacionalmente
um grafo é qual representacdo serd adotada para identificar as relagcdes (arestas) entre os
vértices. Dentre todas as estruturas descritas na literatura de teoria dos grafos, a que mais
se adequou aos problemas de dominagdo de vértices foi a lista de adjacéncias, dada a

possibilidade imediata de identificar e percorrer o conjunto de adjacentes de cada vértice.

Além das rotinas bdsicas de manipulacio de vértices e arestas, foram implementadas
rotinas para obtencao de subgrafos induzidos, verificagdao de vértices gémeos verdadeiros

e falsos.

@) apresentou a familia dos grafos cordais, suas caracteristicas e ferramentas
estruturais, como, por exemplo, a obten¢do de drvores de cliques maximais e de esquemas
de eliminacdo perfeita. Vale observar que a drvore de cliques foi utilizada neste trabalho
como um meio confidvel de se obter as cliques maximais do grafo, utilizadas como refe-
réncia para a solugcdo de algumas subclasses de grafos, como, por exemplo, o algoritmo

para grafos split-indiferenca.

Considerando que os algoritmos foram codificados em C++, foi uma escolha natu-
ral implementar as familias de grafos como classes (programacao orientada a objetos).
Essa estrutura permitiu estabelecer uma relagdo de heranca entre as classes implementa-
das. Desta forma, as subfamilias dos grafos cordais herdam as propriedades e as funcdes

implementadas para grafos cordais, assim como as definidas para grafos em geral.

Como mencionado anteriormente, a biblioteca contempla também algoritmos para
constru¢do randomica de grafos de cada familia abordada. Para grafos em geral, a constru-

cdo de uma instancia tem como entradas o nimero de vértices desejados e uma probabili-
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dade p associada a existéncia de cada aresta. Este método de construcao foi apresentado

no |Capitulo 3| e utilizado nos testes do algoritmo genético em instancias aleatérias. O

IAlgoritmo A.1|apresenta o procedimento aplicado.

Vale observar que em problemas de dominacao, as componentes conexas de um grafo
desconexo podem ser vistas como instancias menores do problema original, de forma que
a solugdo para o grafo original equivale a unido das solugdes para cada componente. Desta
forma, para garantir que o tamanho da instancia serd observado, optou-se por considerar

apenas grafos conexos.

Para avaliar se o grafo € resultante € conexo, o [Algoritmo A.1| verifica se € possivel

atingir todos os vértices do grafo partindo de v;. Caso exista algum vértice ndo atingido
pelo processo de busca, o algoritmo descarta o grafo construido e reinicia o processo. O
descarte do grafo visa evitar a manipulagdo de arestas necessdria para estabelecer a cone-
xidade do grafo, uma vez que qualquer alteracio nas arestas do grafo pode ser interpretada

como uma adultera¢do do método randdémico.

Além deste algoritmo, também foram desenvolvidos métodos para a construgdo de
grafos de intervalo, intervalo proprio, split-indiferenga, grafos dominé N intervalo préprio
e grafos com duas e trés cliques maximais. E importante destacar que a habilidade de
construir grafos de forma randdmica é uma parte fundamental para o ambiente de pré-
validagdo de algoritmos, pois possibilita maior diversidade de entradas para os algoritmos

em estudo.

Como apresentado anteriormente, essa parte da biblioteca contém também as rotinas
para manipulagdo do vetor de requisitos. Tendo em vista a necessidade de criar requisitos
de forma aleatdria, foram implementados alguns métodos para inicializar randomicamente
o vetor de requisitos, respeitando o grau de cada vértice. Dentre as rotinas destinadas a
manipulacdo de requisitos, constam também métodos para verificar se um determinado
conjunto domina o grafo, tanto no problema da dominacao vetorial, quanto no problema

da selecdo de alvos.

Os algoritmos e a modelagem descrita nesta secdo foram publicados na plataforma

GitHub no endere¢o https://github.com/rodrigomafort/BibGrafos!

Uma vez que a representacdo computacional dos grafos foi detalhada, pode-se prosse-

guir para apresentacao mais detalhada do ambiente de pré-validacao.


https://github.com/rodrigomafort/BibGrafos
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Algoritmo A.1: Construtor de Grafos Randomicos
Entrada: Niumero de vértices n e Probabilidade p
Saida: Grafo conexo G = (V, E)

1 repita

2 V< {v1,v9,...,0,}

3| E+0

4 | para(i<1; i<mn; i++)faca

5 para (j < i+1;, j<n; j++)faca

6

7

8

Seja r um ndmero real obtido aleatoriamente do intervalo [0, 1]
se r < p entao
L E+ FU {{UZ‘,U]'}}

=]

até TestarConexidade (G = (V, F) ) = Verdadeiro;
10 retorne G = (V, E)

Funcdo TestarConexidade (G = (V, E))
parav € V faca Ac|] < Falso ;
Alvy] < Verdadeiro cty + 1
Q — {n}

enquanto () # () faca
v < Desenfileirar(Q)
parau € N(v) faca
se A[u] = Falso entio
L Alu] < Verdadeiro clycta+1

© ® N S U B W =

Enfileirar (Q,u)

11 | retornecty = |V|

A.2 Ambiente de Pré-Validacao de Algoritmos

Durante a elaborac¢io dos algoritmos propostos no houve a necessidade de
criar uma ferramenta para acelerar os testes de pré-validacdo destes métodos. Essa etapa de
pré-validacdo consiste em multiplas execucdes do algoritmo com diferentes entradas para,

em seguida, comparar os resultados obtidos com um método certificador.

A automatizacao destes testes reduziu significativamente o tempo necessdrio para en-
contrar possiveis contra-exemplos para um algoritmo, permitindo seu continuo aprimora-
mento até o ponto em que seja possivel demonstrar formalmente sua corretude. A pré-
valida¢do de um algoritmo requer trés componentes principais: a constru¢do randomizada
de entradas, o algoritmo alvo da validacdo e um método certificador. Esses componentes

sdo orquestrados por um sistema automatizado.
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Como visto anteriormente, a implementacao da construcdo randdomica e das ferramen-
tas estruturais de cada familia de grafos foram reunidos em uma biblioteca para grafos, que

foi entdo utilizada pelo ambiente de pré-validacdo.

Uma vez que a constru¢do randomica de grafos tenha sido assegurada, a proxima etapa
abordada foi como obter conjuntos R-dominantes com garantia de corretude, isto €, um

método capaz de avaliar se a saida do algoritmo em teste é Gtima ou nio.

Para cada problema foram desenvolvidos algoritmos backtracking e modelos de pro-
gramacao linear inteira. Em relac@o aos algoritmos backtracking, considerando o momento
em que cada método foi implementado durante o desenvolvimento deste trabalho, existem
algumas diferencas de abordagem entre os métodos apresentados. A mais evidente delas é

a otimizagdo empregada nos algoritmos.

A.2.1 Métodos Exatos - Problema da Dominacao Vetorial

O algoritmo backtracking desenvolvido para o problema da dominagdo vetorial foi
projetado para execucdo em um Unico processador e sua otimizagdo foi implementada na
forma de um limite na profundidade da arvore de possibilidades explorada pelo algoritmo.
Esse limite é dado em relacdo ao conjunto obtido pelo algoritmo em validagdo. Desta
forma, seja S o conjunto retornado pelo algoritmo em teste. A partir desse resultado,
o algoritmo backtracking inicia a busca exaustiva por conjuntos com no maximo |S| —
1 vértices (limite superior incluido) capaz de R-dominar o grafo. Caso algum conjunto
com essas caracteristicas seja localizado, ele € retornado e apresentado como um contra-
exemplo para o algoritmo, encerrando a busca. Uma vez que toda as possibilidades de
conjuntos foram exauridas sem encontrar algum que atenda aos requisitos (de tamanho e
capacidade de R-dominar o grafo), certifica-se que para as entradas fornecidas o algoritmo

estd correto. E importante destacar que a corretude do algoritmo para um grafo e um vetor

de requisitos ndo implica na corretude para toda e qualquer entrada. O [Algoritmo A.2|

demonstra o método backtracking desenvolvido.

A complexidade do algoritmo desenvolvido é O(2"), pois, no pior caso, todas as com-
binagdes possiveis de vértices devem ser testadas (|S| = n). Apesar da limitagdo imposta
ao algoritmo (o tamanho maximo do conjunto), sua execugdo se mostrou extremamente
lenta, além de demandar quantidades significativas de memoria principal. Essa conclusao

motivou a busca por uma nova alternativa de como resolver o problema.
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Algoritmo A.2: Dominacdo Vetorial: Algoritmo backtracking

W N =

=

e ® 9 S R W N =

11
12
13
14
15

TR S S

Entrada: Grafo G = (V, E), Vetor de requisitos R, Conjunto S capaz de

R-dominar G

Saida: S € um conjunto R-dominante para G e R?
Seja Sol um vetor de booleanos, onde cada posicdo corresponde a um vértice de G
para cada v € V faca

| Sol[v] = Falso

retorne Recursao (G,R,|S],500,0,1)

Funcido Recursao (G, R, tamViavel, Sol, tamSol, 1)

se (tamSol > tamViavel) V (i > |V]) entao

| retorne Falso
senao

Cso = {x € V| Sol|z] = Verdadeiro }

se AvaliarConjunto (G,R,(Cs,) entao

| retorne Verdadeiro
senao

Seja v o vértice de rétulo ¢

Sol[v] = Verdadeiro
se Recurséao (G,R,tamViavel,Sol,tamSol + 1,7 + 1) entao
| retorne Verdadeiro
senao

Solv] = Falso
L retorne Recursao (G,R,tamViavel,Sol,tamSol,i + 1)

Funcio AvaliarConjunto (G, R, ()

Dom =V \C
para cada v € Dom faca

se R[v] > |N(v) N C| entdo
L | retorne Falso

retorne Verdadeiro
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Para estabelecer este novo método foi necessario estudar o problema da dominagao
vetorial sob a dtica da programacdo linear inteira. Desta forma, uma nova modelagem
para o problema foi desenvolvida e implementada utilizando o ambiente /BM® ILOG®
CPLEX® Optimization Studio [55]).

Seja um grafo G = (V, E) representado pela sua matriz de adjacéncias ADJ. Além
disso, seja R o vetor de requisitos. No modelo construido, o conjunto R-dominante é
representado como um vetor de inteiros .S onde cada posi¢ao corresponde a um vértice do
grafo. Se neste vetor, a posi¢do de um determinado vértice v contiver o niimero 1, entdo v
estd contido no conjunto R-dominante. Analogamente, se a posicao contiver 0, entdo esse
vértice deve ser dominado por seus vizinhos. E trivial perceber que o tamanho do conjunto

equivale ao somatorio das posi¢des do vetor.

A verificagdo da dominagao de um vértice por um determinado conjunto (representado
como um vetor de inteiros) pode ser descrita como uma expressao matematica. Seja v um
vértice do grafo e seja R[v] seu requisito. Para determinar se v estd dominado, basta que a

seguinte expressao seja avaliada como verdadeira:

(S[v] * R]) + ( > ADJ[v,u] = S[u] | > R[v]

ueV

Se o vértice v estiver no conjunto [R-dominante entdo a primeira parte da expressao é
suficiente para satisfazer a condigdo. Do contrério, sdo necessdrios R[v] vizinhos de v para
isso. Um vértice u do grafo s6 contribuird no somatério se for vizinho de v (ADJ[v, u] =
1) e se u estiver no conjunto (S[u] = 1). Se a expressdo for satisfeita para todo vértice do

grafo, entdo S é capaz de R-dominar G.
Sendo assim, o modelo foi definido como:

Funcio Objetivo:

min Z Sv]

Sujeito a:

(S[o] * R[v]) + [ > ADJ[v,u] * S[u] | > R[v],Vv € V

ueV
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ADJ[v,u] € {0,1},Yv € V,Vu e V
Slv] € {0,1},Yv e V

Rv] €{0,1,...,d(v)},Yv eV

Uma vez que o modelo foi desenvolvido, ele foi implementado utilizando a linguagem
OPL (Optimization Programming Language - Hentenryck [53]]) para execu¢do no ambi-
ente CPLEX. Quando comparado ao algoritmo backtracking, esse modelo se mostrou mais
eficiente, contudo sua execug¢do ainda é muito custosa computacionalmente, especialmente

quando sdo fornecidos como entrada grafos com mais de cem vértices.

O sistema de validacao foi originalmente desenvolvido para o problema da dominacao
vetorial, contudo ele pode ser facilmente estendido para o problema da selecao de alvos.
Como mencionado anteriormente, o ambiente precisa de um método de construcio ran-
domizada de entradas, o algoritmo em teste e de um método certificador. Considerando
que as entradas construidas para o primeiro problema sdo entradas vidveis para o segundo,

restou apenas desenvolver métodos certificadores para o problema da sele¢do de alvos.

A.2.2 Métodos Exatos - Problema da Selecao de Alvos

Assim como o problema da dominacao vetorial, foram implementados um algoritmo
backtracking e um método baseado em programacao linear inteira. Tendo em vista 0 am-
biente de processamento paralelo utilizado no um segundo algoritmo backtrac-

king foi desenvolvido para explorar os recursos computacionais disponibilizados.

OJlAlgoritmo A.3|apresenta o primeiro algoritmo backtracking desenvolvido. Dada as

caracteristicas do problema, a cada recursdo do algoritmo, somente os vértices ainda nao
dominados tem sua inclusao no conjunto solug@o avaliada (linha 6 da fun¢do Recursao).
Vale destacar que nesta mesma linha existe uma condicdo adicional: v > v,,;,. Essa
condic¢do garante que, em uma recursdo do algoritmo, apenas vértices com rétulos maiores
do que o tultimo adicionado sejam incluidos. Desta forma, todos os conjuntos obtidos pela
permutacdo de elementos sdo desconsiderados (apenas conjuntos ordenados sao avaliados),

reduzindo o tempo necessdrio para o processamento do algoritmo.

Visando ainda uma reducdo de tempo, quando um vértice € dominado, os efeitos da
dominagdo sdo propagados em sua vizinhanga (linhas 12 a 14 da funcdo Recursé&o) e o

vértice é removido do grafo. Essa remogdo busca reduzir o nimero de vizinhos que devem
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ser percorridos a cada vértice dominado.

Vale observar ainda que para permitir o retorno imediato de cada recursdo, o estado
anterior das varidveis de controle € mantido. Para isso, cada chamada a fun¢do recursiva
estabelece uma copia local das varidveis e manipula apenas esta cOpia (linhas 7 e 8 da

funcdo Recursao).

Como esperado, as modificagdes reduziram o tempo de processamento, contudo este
ainda € consideravelmente alto, mesmo em grafos de dimensdes reduzidas. Vale observar
que o custo computacional atrelado a propagacdo dos efeitos da domina¢@o de um vértice
se tornou um ponto critico do algoritmo. Esse custo adicional ndo existe no problema da
dominacdo vetorial, uma vez que os efeitos sdo imediatos. Além disso, como notado no
algoritmo para o problema da dominacdo vetorial, o consumo de memdria principal ainda

€ bastante significativo.

Para explorar os recursos computacionais disponiveis durante o estudo do problema
da selecao de alvos, uma versdo paralelizada deste algoritmo também foi implementada.
Nesta versdo cada processador recebe um vértice como ponto de partida. Esse vértice é

adicionado ao conjunto e sua dominacdo é propagada. Tomando como base as mesmas

varidveis de controle do |Algoritmo A.3| atualizadas pela adi¢do do vértice inicial, a ro-

tina recursiva € inicializada. A fun¢cdo Recurséo utilizada na versao paralela € igual a

apresentada no |Algoritmo A.3|

Como cada processador considera apenas solugdes ordenadas, ao iniciar um conjunto
com vértices distintos, € possivel garantir que cada conjunto possivel € analisado por so-
mente um processador € que as permutagdes serdo ignoradas. Por exemplo, se um proces-
sador receber o vértice v, como ponto de partida, ele somente avaliard conjuntos ordenados

formados por vértices de rétulos maiores que v,..

Como cada processador recebe um ponto de partida distinto, é natural que cada um
retorne uma solugdo diferente para as entradas (ou ndo retorne nenhuma solugdo). Desta
forma, o algoritmo necessita de um passo adicional: comparar as solu¢des obtidas e iden-
tificar a de menor cardinalidade, que serd entdo retornada como a saida do algoritmo para
as entradas fornecidas. Além disso, considerando que o nimero de processadores dispo-
niveis pode ser diferente do niimero de vértices do grafo, pode ser necessdrio que alguns

processadores recebam mais de um ponto de partida para processamento ou mesmo que

alguns fiquem sem nenhuma tarefa. A versdo apresentada no |[Algoritmo A.4| assume que

existe um processador para cada vértice do grafo.
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Algoritmo A.3: Selecdo de Alvos: Algoritmo backtracking

R W N -

=)

10
11
12
13

14

15

16

17

Entrada: Grafo G = V, F, Vetor de Requisitos R, Tamanho Maximo tam M ax
Saida: Solucio Otima S,;,,,
Sotm — V
S0
NDom <V
para cada v € V faca
| MapaDlv] < Falso N[v] < N(v) CtD[v] + 0
Recursao (NDom, CtD, MapaD, N, S, 0, tamMax)
retorne S,;,,

Funcdo Recursao (NDom, CtD, MapaD, N, S, min,, tamMax)
se |S| <tamMazx entdo /+ O tamanho de S ainda é aceitavel
*/
se NDom = () entdo /* S dominou o grafo x/
L se |S| < |Soum| entdo Sy, «— S;

senao /* Necessdrio adicionar mals vértices x/
para cada v € NDom | v > min, faca
/* Avaliar os desdobramentos da inclusdo de

v na solugao %/
NDomy < NDom  MapaDy <+ MapaD  CtDy <+ CtD
Ny +— N /+ cbépias locais para garantir a

volta da recursdo =/

Sy «+— SU {U} Q<+ v

enquanto () # () faca

u < Desenfileirar(Q)

para cada w € N[u] faca

CtDyw] <= CtDo[w] + 1

se C'tDy[w] > R[w] A MapaDs[w] = Falso entdo
/* w foi dominado */
Enfileirar (Qw) MapaDs[w] < Verdadeiro

| Nofw] = Nafw] \ {u}
| Nafu] <0 NDomgy < Domay \ {u}
| Recurséo (N Domsy, CtDy, MapaDs, No, Sz, v, tamM ax)
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Vale observar que a implementacao foi baseada no protocolo MPI, onde cada proces-

sador executa uma cdpia do algoritmo, recebe as mesmas entradas e possui sua propria

memdria principal. Cabe a cada processador determinar e executar as tarefas pertinentes a

ele,

de acordo com seu identificador P.

Algoritmo A.4: Selecdo de Alvos: Algoritmo backtracking paralelo

AW N =

o e N &

11

12

13

14

15
16
17
18
19

Entrada: Grafo G =V, F, Vetor de requisitos R, Tamanho méaximo tamM ax,
Identificador do processador P e Nimero de processadores Py
Saida: Solucdo Otima Sy,
Requisito: n = P,
Sotm <— V
NDom <+ V
para cada v € V faca
L MapaD]v] < Falso N[v] < N(v) CtD[v] + 0

/* Processador P toma o vértice vp como ponto de

partida */
S {Up}
/* Os efeitos da dominacdo de wvp sdo propagados */
Q < vp

enquanto () # () faca
u < Desenfileirar(Q)
para cada w € N[u faca
CtD[w] < CtD[w] + 1
se CtD[w] > R[w| A MapaD[w] = Falso entao
/+ w foi dominado */
L Enfileirar (Qw) MapaD[w] < Verdadeiro

| Nfw] = Nw]\ {u}
| N[u] <0 NDom < Dom \ {u}

/* Exploracdo da &rvore de possibilidades {v,, ...} */
Recursao (NDom, CtD, MapaD, N, S, vp, tamMax)

Condicao de Barreira: Aguardar todos os processadores

Sejam S; ... Sp,,,, 0s conjuntos retornados por cada processador P

Seja Sy a solugdo de menor cardinalidade dentre {S; ... Sp,,.,}

retorne S,;,,

Tendo em vista a necessidade de bibliotecas adicionais e de um sistema computacional

com capacidade para processamento em paralelo, a versdo paralelizada do algoritmo back-

tracking foi omitida da biblioteca referente ao ambiente de pré-validagdo. A implementa-

¢ao em C++ deste algoritmo foi incluida com os fontes referentes ao algoritmo genético.

Além dos algoritmos backtracking, um modelo de programacao linear inteira também

foi desenvolvido para o problema da selecio de vértices.
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Assim como na versdo apresentada para o problema da dominagdo vetorial, o grafo
¢ representado pela matriz de adjacéncias AD.J. O resultado corresponde a um vetor .S
(S[u] € {0,1},Yu € V), onde um valor 1 em uma posic¢do v do vetor indica que o vértice
v pertence a solucdo. Nota-se que o objetivo € encontrar um vetor com 0 menor nimero

possivel de valores 1 capaz de dominar o grafo.

Entretanto, tendo em vista que no problema da selecao de alvos sd@o admitidas maltiplas
iteracoes da dominacgdo, foi necessdrio aprimorar o modelo anterior. Desta forma, uma
matriz D foi utilizada para identificar quais vértices estdo dominados em cada iteragdo.
Cada vértice corresponde a uma linha da matriz, enquanto cada iteracdo ¢ € associada a
uma coluna. Dado que existem n vértices e que a dominag¢do pode demandar no maximo
n iteracoes até sua estabilizacdo, a matriz D possui n linhas e n + 1 colunas: a coluna 0
corresponde a solugdo inicial, enquanto a coluna n, ao resultado final do processo. Como o
conjunto deve dominar todos os vértices, o objetivo do modelo € identificar uma atribuicao

6timade 0 e 1 em S[v] (D[v][0] = S[v]) de forma que D[v][n] = 1 paratodov € V.

Desta forma, a regra da dominagao € modelada em duas regras:

 Na primeira, D[v, k + 1] > Dlv, k|,Vk € {0,...,n — 1},Vv € V, é estabelecido
que a dominagao € irreversivel, proibindo que um vértice dominado (valor 1) retorne
ao valor 0 nas iteragdes seguintes.

Zjev D[ja k] * AD‘][U7.]]

Rlv] ’
{0,...,n—1},Yv € V, inibe trocas espontineas, isto é, um vértice s6 pode as-

* A segunda, D[v.k + 1] < Dijv, k| €

sumir valor 1 em uma iteracdo se na anterior ele ja estiver dominado ou possuir pelo

menos R[v] vizinhos dominados.

Desta forma, o modelo de programacao linear inteira pode ser definido como:

Funcgdo Objetivo:
min Z Sv]
Sujeito a:

Dv][0] = S[v],Yv e V

Dl[n] =1,Yv e V
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Dlv,k+1] > D[v, k|,vk € {0...n—1},}Yo eV
ZjeVD[ja k] * AD’][U7]]
R[v]
ADJ[v,u] €{0,1},Yv € V,Yu e V

Dlv,k+ 1] < Dlv, k] +

VEe{0,....n—1},YoeV

Slv] €{0,1},Yv e V

R[v] € {0,1,...,d(v)},Yv eV

Assim como o anterior, este modelo foi implementado utilizando a linguagem OPL,
visando sua execu¢do no ambiente IBM CPLEX. Considerando que este modelo neces-
sita analisar cada iteragdo possivel do processo da dominagdo, seu tempo de execucdo é
bastante significativo e muito superior ao modelo destinado ao problema da dominacao

vetorial.

Vale frisar que o elevado custo computacional do algoritmo backtracking motivou a
modelagem do problema utilizando programacao linear inteira. Contudo, diferentemente
do problema da dominagdo vetorial, a insatisfacdo com o elevado consumo de tempo deste
para o modelo estimulou a implementacao paralelizada do algoritmo backtracking. Em
todas as solugdes propostas ficou evidente que a propagacdo da regra da dominagdo ao
longo de vérias iteracdes € um ponto critico no estudo do problema da sele¢do de alvos.
Umas das propostas para trabalhos futuros € encontrar formas de otimizar este processo,

principalmente durante trocas de vértices no conjunto solugdo.

A.2.3 Ambiente de Pré-Validacao

Uma vez que todos os requisitos do sistema foram satisfeitos, o ambiente de pré-
validagdo foi entdo implementado. Para acelerar o processo de pré-validacdo de algo-
ritmos, o ambiente foi criado visando a execuc¢do em paralelo dos testes. E importante
destacar que o ambiente computacional para o qual o sistema de pré-validacao foi desen-
volvido difere do apresentado no uma vez que a premissa inicial era executar
os testes em computadores domésticos, sem exigéncias em especifico sobre o nimero de

processadores.

A técnica de programac¢do que melhor atendia a esse critério € o uso de multiplas thre-
ads. Nesta técnica, existe uma tnica copia do programa em execug¢do, que distribui partes
de seu processamento entre as threads. Cada thread tem uma area de memoria particu-

lar, embora também possa acessar a drea alocada ao processo principal. Nesta técnica de
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programacdo paralela ndo existe uma associacao rigida entre processadores e threads, o
que pode ocasionar um desbalanceamento da carga entre os processadores. Desta forma,
considerando que o nimero de processadores € limitado, foi necessdrio estabelecer um
equilibrio entre o nimero de threads e o nimero de processadores disponiveis na maquina.
Vale observar que a utilizacdo desta técnica permitiu acelerar significativamente os tes-
tes necessdrios para pré-validar um algoritmo, contudo as peculiaridades da técnica e a
necessidade de um ganho ainda maior em desempenho e escala motivaram o estudo de

outra técnica de processamento paralelo, aplicada no algoritmo genético apresentado no

O ambiente de pré-validacdo foi implementado com duas formas de processamento.
Na primeira, o algoritmo gera randomicamente um grafo com niimero de vértices previa-
mente estabelecido, que atenda as restri¢des inerentes a classe objetivo. Em seguida, todas
as combinagdes possiveis de requisitos sdo analisadas individualmente. Para isso, s@o ini-
ciados dois processos que sincronizam os testes. O primeiro processo alimenta uma fila de
entradas com os dados referentes aos testes que deve ser executados. Cada entrada da fila
corresponde a uma copia do grafo e uma das combinagdes de requisitos. Em paralelo, um
segundo processo € iniciado para obter os resultados referentes aos testes e transcreveé-los

para um arquivo de resultados (evitando condi¢des de corrida e deadlocks).

Quando os processos responsaveis por sincronizar o ambiente estdo em execugdo, o
programa inicia maltiplas threads. Cada thread retira uma instancia da fila de entradas, a
processa e transfere os resultados para a fila de saida. Vale observar que o processamento de
uma instancia contempla a execucdo do algoritmo em valida¢do e do método certificador.
Ap6s finalizar o processamento de uma instincia, a thread retorna a fila de entradas em

busca de novas tarefas, reiniciando o processo.

Tendo em vista que o nimero de combinagdes possiveis de requisitos tende a ser muito
grande, uma segunda forma de processamento foi desenvolvida. Nesta segunda forma, sdo
analisados vetores de requisitos gerados randomicamente, respeitando os limites relaciona-
dos ao grau de cada vértice. Essa mudanca na forma de processar os vetores de requisitos
dispensa o primeiro processo de controle descrito na metodologia anterior. Sendo assim,
cada thread recebe durante sua inicializacao o nimero de testes que devem ser executados
e uma copia do grafo. Em seguida, cada thread gera combinagdes aleatdrias de requisitos
e efetua os testes ja descritos. O segundo processo de controle, responsdvel pela saida dos
resultados, permanece. E importante destacar que essa segunda forma de processar o grafo

ndo garante que cada combinacdo de requisitos serd testada, pois, desta forma, evita-se a
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complexidade inerente a geracdo de vetores de requisitos sem repeticdes.

Para cada grafo testado, o ambiente retorna um arquivo de texto, onde cada instancia
avaliada corresponde a uma linha de texto. Cada linha contém o vetor de requisitos utili-
zado, o resultado retornado pelo algoritmo em validacao e se foi localizada algum conjunto
de cardinalidade inferior a este. Caso tenha sido constatado que o algoritmo ndo apresen-
tou o resultado 6timo, a linha contém também o conjunto R-dominante encontrado (um

contra-exemplo para a instincia).

A apresenta os dois ambientes desenvolvidos. No primeiro, existe um
controlador que gera todas as combinagdes de requisitos para o grafo e as enfileira. A
seguir, cada thread obtém uma tarefa, a processa e salva os resultados em uma fila de saida.
Uma vez que a thread termina de processar uma combinacao, ela busca na fila a préxima
tarefa. Os dados da fila de saida s@o lidos por uma thread controladora que os salva em
arquivo. No segundo ambiente apresentado, o controlador apenas informa inicialmente as
threads qual o grafo e quantos testes que devem ser executados. Em seguida, as threads se
tornam auténomas, gerando os requisitos aleatoriamente e os processando. A dindmica da
saida dos resultados permanece inalterada. Em ambos os ambientes, as saidas das threads
contém o conjunto retornado pelo algoritmo em teste S, € 0 conjunto 2-dominante obtido
pelo médulo de programacio inteira S,;,,,. A partir desses resultados é possivel aferir se
existe algum caso para o qual o algoritmo ndo foi capaz de encontrar um conjunto R-
dominante. O numero de threads e de testes (aplicavel somente ao segundo ambiente) sao

parametros dependentes da extensdo pretendida para o teste e do desempenho da maquina.

Embora o ambiente tenha sido originalmente projetado para ser executado em um com-
putador doméstico, optou-se por executa-lo utilizando o ambiente de computacio nas nu-
vens (Cloud Computing) disponibilidade pelo Google (Google Cloud Platform [51]]. Foram
utilizadas mdquinas com até 16 nucleos de processamento e 64 GB de memdria principal
(RAM), disponibilizadas como avaliacdo gratuita do ambiente. A utilizacdo deste ambi-
ente virtual tornou possivel a execugdo continua e ininterrupta de alguns testes por varios
dias, o que seria bastante complexo em um computador doméstico. Vale mencionar que
este primeiro contato com o ambiente de computa¢ao nas nuvens motivou o uso ainda mais

intenso, como apresentado no [Capitulo

Vale ressaltar que a ideia do ambiente de pré-validacdo em nenhum momento foi de-
monstrar a corretude de um algoritmo, mas apenas fornecer contra-exemplos, que podem

ser utilizados para orientar o aperfeicoamento do algoritmo. Entretanto, quando um algo-
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Figura A.1: Diagramas de funcionamento dos ambientes desenvolvidos.

ritmo passa com sucesso por uma grande bateria de testes, envolvendo vdrias instincias
de grafos de diferentes tamanhos, se tem um indicio de sua corretude, o que motiva uma
andlise mais aprofundada. Deve ser esclarecido também que uma das etapas implicitas a

andlise dos algoritmos € avaliar se o conjunto retornado € de fato uma solucdo vidvel para

o problema (o conjunto € suficiente para R-dominar o grafo).

Em relagdo a biblioteca disponibilizada, é importante notar que os modelos de progra-
macao linear inteira dependem do sistema IBM CPLEX [55] para sua execug¢do, o que im-
plica na dependéncia do mesmo para a compilac¢ao e utiliza¢do do sistema de pré-validagao.
Assim como a biblioteca de manipulacdo de grafos, o ambiente de pré-validacdo tam-

bém foi disponibilizado na plataforma GitHub no endereco https://github.com/

rodrigomafort/BibValidador.


https://github.com/rodrigomafort/BibValidador
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A.3 Implementacdes dos Algoritmos - Capitulos 3, 4 e

O desenvolvimento dos Capitulos [3] 4] e [5|implicou na necessidade de implementar os
algoritmos propostos e também alguns métodos da literatura. Tendo em vista a diferenca
entre as propostas dos Capitulos3]e 4 em comparag¢do com o Capitulo[5] cada problema de

propagacdo foi formatado como uma parte distinta da biblioteca.

A primeira parte compreende os algoritmos e resultados apresentados nos Capitu-
los 3] e @l Destacam-se as implementagdes dos algoritmos propostos para grafos split-
indiferenca e grafos com duas cliques maximais. Vale observar que métodos discu-
tidos, mas ainda ndo comprovados, como, por exemplo, o algoritmo para grafos do-
miné N intervalo préprio, foram omitidos por ainda carecerem de um maior desenvolvi-
mento. Esta primeira parte estd disponibilizada no GitHub através do endereco https:

//github.com/rodrigomafort/VDCordaisl

Ja a segunda parte € composta pelo algoritmo genético e por uma implementagdo em
C++ do algoritmo proposto por Cordasco et al. [20} [21]. Além desses algoritmos, a bi-
blioteca inclui também uma implementacdo da roleta viciada e a versdo paralelizada do

algoritmo backtracking para o problema da selecao de alvos.

Considerando o volume de dados gerados durante a execucao do algoritmo genético
(tais como tempos de execucdo, solucdes obtidas e eficiéncia dos operadores) optou-se por
utilizar um banco de dados MySQL como solu¢@o para o armazenamento. Desta forma,

este projeto contém também o script SQL referente a implementac¢io do banco de dados.

Além disso, tendo em vista que o pré-processamento realizado nas instancias da li-
teratura pode ter alterado de alguma forma a estrutura da instancia e visando uma maior
transparéncia nos resultados, os arquivos procedentes do pré-processamento também fo-
ram incluidos na biblioteca. Vale ressaltar que os arquivos bindrios resultantes possuem
n + m + 1 entradas e que cada entrada contém dois ndmeros inteiros (struct em C++). A
primeira entrada contém os valores de n e m. Em seguida, sdo apresentadas n entradas
representando uma associacao um para um entre os rotulos criados internamente, que sao
linearmente ordenados de 1 até n, e os rétulos originais dos vértices nas instancias. As
ultimas m entradas contém as arestas do grafo, ja tomando como base os rétulos internos

como extremos de cada aresta.

Tendo em vista que o algoritmo genético e os resultados obtidos foram submetidos para

publica¢do, uma parte do repositério referente ao ainda nio foi tornada piblica.


https://github.com/rodrigomafort/VDCordais
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Entretanto, todo o repositério, incluindo o banco de dados com o resultado do processa-
mento, serd disponibilizado imediatamente apds o parecer sobre a publicacdo. Uma parte
da biblioteca referente ao problema da selecao de alvos foi disponibilizada no GitHub, no

endereco https://github.com/rodrigomafort/TSSGenetico.

Finalmente, vale observar que as duas partes apresentadas nesta se¢do sao independen-
tes entre si, porém necessitam das bibliotecas de manipulagdao computacional de grafos e

do ambiente de pré-validacgao.


https://github.com/rodrigomafort/TSSGenetico
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